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ROCNIK XX, TRIDA 1I. CisLO 40.

Stanoveni jistych arithmetickych souétd.
Sdif M. LERCH v Brné.

(Ptedlozeno dne 11. prosince 1911.)

I.

Bud D kladny neb ziporny diskriminant, (%) Legendreovské

znaménko v Kroneckerové zobecnéni, m libovolné celistvé é&islo; uva-

Zujme soudty
2 v‘mn i

wom - (2)-

kde 4 = |D| jest labsolutni hodnota diskriminantu D. Na misté pravé
strany mozno klasti

(1 %5

kde ¢ probiha dplnou soustavou kladnych zbytkd modulu 4. Zvolime-l
zejména zbytky

29 mai

=X,
kde x je libovolné celistvé &islo nesoudélné s diskriminantem, obdrZime
@) H (D, m %) ( )Hu)m (D, %) ~o 1
Budte déile D,, D, dva diskriminanty nesoud&lné (pti &emz &tverce

nejsou vylou&eny), 4,, 4, jich absolutni hodnoty a polozme v sou&tu (1%)

=201, ... 4 —1

e=ady+ 4, =01, ... 4—1

volice D = D; D,. Bude pak
2y (B)(B)=(E (i
Rozpravy: Roc‘..(x: 'l)‘!'. Il.(Cla.otO.)( ¢ ( ¢ ) ﬂ 1
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kde

D D, (—1, jsou-li oba diskriminanty D,, D, ziporny,
9e=(-r)(22)= :
dy /\ 4, 41, je-liaspoii jeden z diskriminantu D,, D, kladny.

Obdrzime tak

Zg’msn a—-14-1 , 2m i 2mn|

(T 7 =X X))o s e

= ¢ H (D, m 4,) H (D,, m 4,),

t. j.
(4) H (D, D,, m) = ¢ H (D, m dy) H (Dy, m 4,).
Predpokladame-li diskriminant D = — 4 zdporny, poda substituce
v = 4 —p vysledek
H(—d4,m)=—H(—d4,m)
a tcdy obecné pro zaporné diskriminanty
(5) H(—d4,m)=0.
Dle (4) bude H (D, m) = 0, jakmile cxistuje rozklad D = — 4. D’

v nesoudélné diskriminanty, z nichZ aspof jeden je zaporny.

Funkce H muzZe od nully se liSiti pouze pro pifipad, kdy D je kladny
diskriminant aneb &tverec.

Budte D,, D,, ... D, kladné diskriminanty neb &tverce vespolek
nesoudélné, poloZme

(@) D=D/D, ... D, D,’=D,
D,

1 obdrizime ze vztahu (4) postupné

(4% H (D) = H H (D, m D,).

vyl

Mtizeme predpokléddati, Ze rovnice (&) podava rozklad diskriminantu D
v kmenné ¢initele, t. j. Ze

D, =7, Dy=9p3, ... D, — p¥

r ’

kde p, jsou &isla kmennd; pfi tom jsou exponenty e, &isla suda pti viech ,,
jeZ jsou mod. 4 shodna s — 1,

Hledejme . tedy nejprvé (pti kmenném p)
H=H (p*"*1, m), p=1(mod. 4), n> 0.
Substituci
v=e+ep’  Ole=p*" p<P)
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prechézi soulet (1) ve vyraz

2pm1|:|p 1 imopmi

HZ() ”

Pro m nedélitelné &islem p jest vnitfni soufet roven nulle, a tedy

(6%) H(p**1,m) =0,

(m _|_ (mod. p), >0, p=1 (mod. 4)).
Déle jest pro lichi m ocividné
H (8, m) =0,
a pro diskriminanty tvaru D = 2°**1 # > 1, nam substituce
v=ep+p2"7, (0<e=2""" p<Y
poda vzhledem k okolnosti

v‘l

D

:%+_+y 27—? 2pn—3>0,

Y E

Pti lichém g, m jc vnitini soudet roven nulle, a tedy

patrné

.,p mmxi 3
) gzgmpni

(62) H(22#*1,m) =0, (mliché, =n=1).
Bud daile p libovolné liché &islo kmenné, a polozme
D=y,
pii &emZ # bud sudé v piipadé p = — 1 (mod. 4). Soucasn& predpoklidejme

m=w P, (B~ w < m,

takze tu ¢isla m a D nejsou vice nesoudélna.
Znamenime-li jesté

D’ = P"_”"
bude

a tento vyraz substituci

v=g9 +pupt
piechazi v
p* 2orint’ pr—hk_1 dmwin’ ou
D — ' T
a H @p*, m) = (— e P e N
() 2 ; 2

bylo-li cel. &islo % tak voleno, aby 2k =n —#’.
1*
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Jeli tu #n-—#n" > %, bude vnitini souet roven nulle (jefto se ome-
zujeme na &leny, v nichZ ¢ je nesoudélno s p), a tedy vychazi

H (p", m) =0;
podminkou tu jest, aby existovalo celistvé &islo 2, pro néz soucasné
2k=n—n', n—n' >k

Takové &islo neexistuje pouze v ptipadé » —»’ = 1, v tomto pti-
padé mame — li§ice » = 24 4 1 liché a # = 2 h sudé:

p2h+1 Smai
H (525+1 3 428 — Y Ye P T,
eres mpy = (%)
z &ehoiz
H (p2h+1‘ m 1521;) — thH (P, ﬂl),
dale

p=1 2mmi

p'3 h 9 2mui
v - v 7
H (2%, m p2h—1) =Z (_17_)6 p = ?2»—12 ¢
v=1 1
Z theorie Gaussovych soudtd je znimo, Ze

pti &em# odmocnina V& 4 je bud kladnd aneb kladné pomysini. Tedy
mame

Zmut

¢ (—’;})Vi—p, (75 =+ 1 (mod. 4)) ,

(6" H (gt m =) = {(5) VER—1 ]
(6%) H (p**+1, m p*h) = p** H (p, m),
pti &emz (m, p) ~v 1, a dale
() Hpr,mp) =0, (w <n—1).
V ptipadé
D=2" m=m"2% (mliché, =n>n’),
mame
2m’ i "
H (D, m) = 2( )32""" ,
a substituce
v=¢9+p2t
nim poda
2m’ i ¢ —l dnim'opu

H (2”’ w 2,,1 Z( ) 2n—n’ e zn—n’—k_’
p

XXXX.



5
bylo-li £ tak zvoleno, aby 2%k Z#n —#’. Tu bude vnitini soudet roven
nulle, jakmile # —#n’ — & > 1, takZe tu &islo # omezeno podminkami.

n_”—§k<n——n’—-l.

Tém lze vyhovéti, jakmile »’ < #n— 3. Pro ostatni ptipady méme
vzorce

H (@, m 22— =2(% o
H (2 m' 29" = ": (%) i,
4\

H(2*m .2"1) = (— 1)M’§(_?);

YOR

vymizi, jakmile # je liché = 3, a mame tedy obecné

(69) H (22%+1 m) = 0,

tu v8ak soudet

a to i v ptipadé, kdy m je délitelno modulem 22%+1,
Dile
(67) H (2% 2" m) =0 pron’ <2k—3, m liché,

aviak — téZ pro k=1 —
2mpi

(6% H (22% m) = 92%—1¢ 22F  (m =0 mod. 22+—9),

Aby tedy H (D, m) bylo od nully rizno, nutno, by D bud bylo
liché, aneb lichy nidsobek &isla 4*; v poslednim pripadé musi 8 m byti
délitelno &islem 4% V rozkladu ¢isla D v kmenné &initele prichazejici &isla

Dy=p**'1, (b= 0), D, = ¢*%,

(;b =1,¢=+1 (mod. 4))
jsou takova, Ze

pm qgm
, resp.
D, P D,
jsou ¢&isla celistva, z nich prvé nesoudélné s p.
Bud nyni
P=plazipta—tl . glhgth ..

rozklad v rizné &initele kmenné,

=1 ¢g==+1 (mod 4).
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,,Diskriminanty D, pro néZ
H (D, m)=|=0,

jsou bud tvaru D = P a pak je soulin

mpbips o . GGy . ..
D
celistvé Cislo nesoudélné s p, p, . . . .; aneb jest
D = 4P,
a pak je soudin
Bmpyps - -« - ¢1qs - . .
D

tislo celistvé nesoudélné s p, p, .
K doplnéni dikazu treba jeSté ukdzati, Ze soudet

2mami

H=H (p, m) =Zﬁ (;T) »Mor=e¢ * , (mp)~1,

je pro kmenna p==1 (mod. 4) od nully rizny.
K tomu cili uvazujme soutin

m=B(5) (5

vnitini soulet pfetvofime substituci » g za u, &mzZ vzejde

(e) H? = vzj] (%) ” ,‘Z:(”_;) yo v — :Z:(%) iz:rv' (*+1),

Ve vnitfnim sou¢tu dluzno rozeznavati ptipady, kdy u? + 1 obsahuje
délitele p, od ptipadld ostatnich. Shoda

g2+ 1 =0 (mod. p)

mi dvé fefeni p =y, a g =p — gy a sice je obdrzime rozkladem ve
Etverce

P =a*+ b

Uréime-li b, shodou
bb =1 (mod. p),
podava shoda
at=—b?

patrmné

(@ b)) =—1,

tedy bud a b, =p, neb p — ;. Mizeme tedy klasti
Bo = a b, (mod. p),
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nade? Legendreovo znaménko
- (E)-(5)(%)

se nasobenim ¢&initelem
NCSNOIY
()0 (5

(@ +b02=p+4+2abd,
(5= (5)=3)
(4)-(55%)-()

Pro p = gy a pro p = p — y, bude tedy

(B) 8= (2) ().

kdezto pro ostatni hodnoty u jest

obdrzi ve tvaru

Je viak

tedy

t. j. bude

p—1

Fororen - (2 (EEL)vz

v=1

N43 vyraz () tedy bude

=2 (3) =)+ T (PIF) (D) ve—1]

kde v souétu X’ schazeji &leny u = gy a p = p — u,.
Soudet ten lze psiti

(IS (G5 + (%) +(E52)

posledni dva &leny davaji 2 ( %), a tak vychazi

2 (D)p+ (VS () (1),

ponévad? ptipojené ¢leny p = py a g = p — g, v poslednim souctu rovnaji
se nulle.
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Aviak*)
S5 () -2 ()
P AT YA p /"
kde a je liché &islo, vzaté s urtitym znamenim, dané rozkladem

p = a*>+ b
Bude tedy

2 m -
H:(p, m -=2(—)[ (——a\/];
om =2(5) [p+ (5 )e V3
jezto |a] € VP, je zavorka kladnou, a tak vychazi, ze velitina H (p, m)

jest rcalna pro kmenna &isla  tvaru 8 2 4 1, a je ryze pomyslnéd pro kmennd
¢isla p tvaru 8 £ 4 5.

IL.

Bud R (2) = z — [2] nejmensi kladny zbytek velitiny z; pak funkce

) R i stnlnzm

obecné rovnd se R (z) a jen pro celistvd z je R* (2) = =R (2) + 5

Chceme stanoviti souéet

@ s=X(2)w (<3),

kde D znaéi diskriminant, o jeho prosty obnos, a s libovolné &islo celistvé,
Podle (7) obdriime

s—— B R (2 1

&ili uzivajice v nadich pracich obvyklého psani

m. (@ +ib) = b,

® S Im H(D,ns).

Bude tedy S = 0, jakmile diskriminant D je tak volen, aby vyrazy
H (D, ns)

*) Emst Jacobsthal, Inaugural-Dissertation; Berlin 1908, str. 13,
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byly vesmés nully aneb velitiny realné, Tudiz plati vztah

" F (@) () -0

pomé diskriminanty;
(A) 1 2. je-li D soulin lichého ¢&isla s lichou mocnosti &isla 2;

1, P - . prvni fady sudy polet ma tvar 8 k 45,

L. je-li D= — 4 diskriminant ziporny, aneb existuje-li rozklad
v nesoudélné &initele D = 4, 4,, pro néz — o, — 4, jsou z4-

3. je-li D =gp2a—l p2a—1  g2&h gh . ., plidemZ
kmenni d&nitelé p,, ¢, jsou vesmés tvaru 4% -+ 1, a z {initeld

Na pi. pro D = 17, s = 1 (pocet Ciniteltt tvaru 8 2 4 5 rovnd se

nulle) po néasobeni 17. podava (I)
14+4—9+16—-8—2—15+4+13=0,

ponévadZ muzeme pii D > 0 misto (I) psati vzorec rovnomocny

4a—1
w 5 (2)we(5) =
za podminek (4).

Za stejnych podminek (A4) plati vztah

o F(2)m () o

zde
R (2) = z—[z—f-‘—l]
2
zna&i absolutné nejmensi zbytek veliiny z, a obecné

R* (z2) = R (3),

" 1 : <
s vyjimkou hodnot tvaru 2’ = 5 -+ cel. é&islo, pro néz

R()=—, R*(z)=0.

Plyne to z analytického vyjadieni funkce R* (z) fadou

= stn2nzm
(8) ): — 1) :
1
RovnéZz nam rovnice
3 (4n— 2)
*
9 sgn. R Z @n—1) ,



10

v niZ leva strana pod4vé znameni veli¢éiny R* (z), t.j. hodnoty 1, 0, — 1,
dle toho jak R* (2) je kladné, nulla, neb ziporné, pod4 vztah

(L11) 2( )sgn R*( )—o

za podminek (A4).

V ptipadé€ kladnych diskriminantii lze levé strany rovnic (II) a (II1)
redukovati na polovici ¢lent.

Tak pro D=17, s=1 mamc od v =1 do v = 8

17 R* (%) ~ 1,4 —8 —-1,8 2 —2 —14

172(177)1@*( 1’7 ):1+4+8—1—8—2+2—4=0;
dale

* — — —_ —
sgn. R (17) 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 1

17) »?
» sgn. R*(7)=l—{—l+l——1—]——l+l—1=0.

Naproti tomu pro absolutni hodnotu |R (z)| plati

cos (4 n— 2)
(10) IR (2 22 T

a tu bude rovnice

41 g

D sy?

(IV) Y (5) |R (=
=1

platit za podminek ponékud zménénych. Zistivaji alternativy A4) 1.
a 2., ale podminka A4) 3. se zméni v ten zpusob, ze v rozkladu kladného
diskriminantu

D= pIZa.——l p22a.—1 ... q12ﬁ|q22ﬂa A

mezi &isly py,, P, . . . lichy poCet ma tvar 8 & 4 5.
Tak na pf. diskriminant D = 17 této podmince nehovi, a skute¢né

mame od v=1do v =8

17

P2
=1, 4 1, 8, 2 4
17) | ) s 8; 1 ) 3 2;

u Y (L) |r(4)| =1+ 4—s+1—8—2—244=—10

takze tu soucet (IV) m4a hodnotu — od nully raznou.

20
17

XXXX.



11

Za to hovi podmince véty (IV) &islo D = 13; absolutni hodnoty
zbytkti od ¥ =1 do » = 6 jsou tu

1, 4, 4, 3, 1, 3,

1321( 11,3)|R( ;’;)|=1—4+4+3—1—3=0.

Dle definice

tedy

R* (2) = z— E* (2},
kde E*(z) = E (2) =[2] pro z lomend, ale E* (2) = E (2) ——- pro

z celistva, plati

i 1]

(11) E*(z) — +Z sm2nzz

Rovnici (I) lze pak psati

SOIRED -2 (@)

pfi &emz D hovi podminkam (A4). Rovnice posledni plati zejména pro
viecky diskriminanty zaporné.

Zejména je-li D = — 4, diskriminant ziakladni (hlavni), bude prava
strana zniti

kde CI(— 4,) zna&i poget tfid kladnych forem diskriminantu — 4,%)

a symbol ¢ zna&j 2 v ptipadé 4, > 4, v = 4 pro d, = 4 at = 6 pro 4, = 3.
Tedy mame pro zdporné hlavni diskriminanty —

(V) E(_d")E( )——SAO—CZ( 4);

aviak tu vysledek ten nepodavé nic podstatné nového, nebot podriime-li

1
¢leny az po vg?do, v ostatnich kladouce v = 4, — g, mame
J 5402_2540P+3E‘2)_ (3!"2 _ )
B2 S D[ CT PR

*) t. j. foremax* +bxy 4 cy? a>0, pro néz

)+s 4y — 2 p),

B —dac= —4d,.

XXXX.



12

takfe v levo &4sti

¥ (S B Z( LG

v(——

)

se zrudi a zbyva na levé strané€ rovnice (V)

B(5) hrmems B(55)ea 3(52)

1'<—— /4<—

tedy veli€iny jiz zndmé.
Pri oznaleni

o-§(2)-

muZeme hofejdi vysledek psati

SEBC) - 5o

pii podminkéich (4).

Tu pak se podaii agregit A (D) zjednodusiti, resp. prevésti na piipad
diskriminantu hlavniho.
Uvedeme-li diskriminant na tvar

D=DOQZI _d=—4002'

kde D, resp. — 4, je C&initel hlavni (zdkladni diskriminant), Q? vedlejsi,
obdrZime znamym zpiisobem vzorce

VI) A (—a) =—-43%Cl (— ) ]‘[[1—(_;’“ )]

ve 4@ =4@)e[][1—(2)d. p>o,

pii emz g probihd v soudinu rizné kmenné &initele vedlejsiho &initele Q.
Pro hlavni kladné diskriminanty jsem svym &asem nalezl vyraz

[ZD“

(VI3 A (D) =— 4_( )Z( 0 ).

Tyto vzorce mohou slouZiti k vyjadfeni souftu (VI) pro pfipad, ze
diskriminant D hovi podminkam (4).

XXXX,
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Na konec uvaZujme je$t& soucet

- -
D D sd sd
I — ‘(_1)(_2)5( 2g2 1 54 2),
‘.2-1@%1' o B 4, 4y p .
v némz D,, D, jsou dva diskriminanty nesoud&lné, 4, 4, pak jejich abso-

Iutni hodnoty; za pomoci vzorce (11) obdrzime pro tento soulet vyjadteni
analytické

o =X L)

—I—i—— Im. H (D, nsd,) H(D, nsd,).

Podle (4) bude

H Dy nsdy) H(Dynsd)=eH (DD, ns)
a tedy

Zn_l; Tm. H(Dy, nsd,) H(Dynsd)

1 .
zszn—” Im. H(D; D,, ns

o AZA.(D D) (4142)

Ponévad’ & se lisi od 1 pouze v piipad& zapornych diskriminanti,
kdy vyrazy se rovnaji nulle, moZno tu klisti vesmés & = 1. Mimo to
je prvni &4st pravé strany v (y) identicky nullou, a mame tedy

41 4,

D, D,
vy ()R (2%)
& s 42 s d, 2) .
55 (2 )(~—) (Fre+p)=o
Okolnost, kterd odtud vychazi, Ze totiZ soucet

o= $()3()

je &slo celistvé, jakmile diskriminant D je souin dvou diskriminanti
nesoudélnych, vychazi pitimo bez tohoto omezeni z identity

- 553 -EO[]

jejiz druha &ast v pravo je Cislo celistvé, a prvni m4 hodnotu

s
— 4 D);

XXXX.
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tu je viak dle (VI)) a (VI3)

pro D = — 4 ¢&islo -celistvé, pro D = + 4 pak celistvy nasobek &isla
A (Do)
D, ’
které¢ dle (VI3 je celistvé, jakmile zakladni &initel diskriminantu D
t. j. D, neobsahuje &islo 3 neb f’), jcit;) jest 4 — (%{)—) = 3 aneb 5. Je-li

D, déliteno 3™, musi obsahovati je¥té aspofi jednoho <¢initele tvaru
4k—1, aje tedy &islo @ v tom piipadé celistvé. RovnéZ je tomu v pfi-
padé, kdy Dy > 5 je ndsobkem ¢&isla 5, takZe soucet @ miiZe byti lomenym
jen v ptipadé

D =502
t. j. Dy = 5. Tu skuteéné pro D = Dy =5 pii s == 1
1—4—44+1 6
®= 5 =%

rovnéz pro D =20=5.2% (D, =5, Q = 2) mame

1. 1—9—94+1 4
2 ?= 50 =73

&islo lomené. .
V ptipad€ D = 45 = 5. 32 jsou ve &lenech soudtu @ ¢itatelé zlomk

1—4 4 16— 19 + 31 — 34,
a sice kazdy &tyfikrite; bude tedy

1 9 1
T2 =—p=—F¢

opét lomené.

XXXX.
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