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Pozndmky o po&tu tfid kvadratickych forem.
Podivd M. Lerch v Brné.

I.

Znimé Gaussovo ,lemma‘’’, :louZici k dukazu zdkona reciprocity
kvadratickych zbytkii, souvisi s arithmetickvym vyjadfenim Legendreova
symbolu, jeZz zni

=[] w1
(1) (Z)= =37 (=2 250,
n 2

pii &emZ puivodng n znali kladné ¢&islo kmenné, ale podle $irsi Jacobiovy
definice znamenati muZe libovolné kladné éislo iiché, a m &islo s # ne-
soudélné.

Cislo V) [2 m Il.] 2 [_m_h']
i n

2m

je rovno nulle aneb jedné, podle toho jak ¢islo l-—- Tz‘}i] je sudé neb liché.

. . —1 ,
Znamendme-li tedy ¢. polet zlomku z rady s 5— Clenné

-d

2m 4m  Gm (__n—])m

? ) ’

{4 n n n

které maji liché celky, bude lze na imisté (1) klasti?)

@) (2) = =™

V theorii kvadratickych forem podle Gausse a Dirichleta mad jedno-
duchy vyznam soudet

1
%(u—l) (=1

(3) h=2X (%) =3

a=1 wwsl

Formy v feCené theorii uvaZované ax® 4 2 bxy + ¢y* maji stfedni
¢len 2b sudy a vyraz b — ac sluje determinantem jejich.

Danému zipornému determinantu — »# odpovidd sice nekonelny
pocet forem, ale ty se rozpaddvaji v koneény polet tfid; a tento polet jest,
podrzime-li pouze tiidy t. z. primitivni, napsané (3) &islo 4, je-li n Cislo
tvaru 4 % 4 3 prosté kvadratickych délitela; pii tom druhé vyjadfeni
(3) predpoklada, Ze se vynechaji mista a majici s # spoleZné délitele, takZe
rovnice (3) doslovné plati toliko pro &isla kmennd tvaru 4 % 4 3.

') Hranat4 zdvorka, jak v arithmetice zvykem, znaéi celky uzaviené vclidiny.
) O t&chto vé&cech bli2si vjsv%];e nalezne ¢tenaf kromé ve zndmych uéebnicich

také ve fryburské dissertaci: Marco Salvadori, Esposizione della Teoria delle somme
di Gauss e di alcuni teoremi di Eisensteim. Pisa. Fratelli Nistri, 1904.
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- Toto &islo k, potet ttid kvadratickych forem determinantu — #,
tedy ud4v4, of jest v fadé

(4) A A

sudych &isel vice neZ lichych. 2
Tato interpretace vzorce (3) vede k tomu, aby se hledal soucet &isel
(4) vzatych kladné pro sud4 ¢, zipom¢ pro lich4 ¢; odpovéd je ddna vzorcem

X

—(n—1) .
5) 2 e, 1 (”—4__)
(: fl( D= 5 k(= r),

kde 5 mi udany vyznam, a oviem # zna¥ kladné kmenné ¢&islo tvaru
4k 4+ 3.
Tak na pf. proz = 11 mame A = 3, existuji tii t. zv. redukované formy

22 1192, 32+ 2xv 4 492
kdeito forma téhoZ determinantu — 11
2x2 +2xv + 62
se nefitd jakoito imprimitivni.
Cisla 7, v tomto ptipadé jsou
i1=0, i2=3, 1.3=1'.4=1:5=2,
takze vyraz (3) skute¢né
h=1—14+14+14+1=3
a rovnice (5) se tu verifikuje hodnotami
5 —3
Vysledky (3) a (5) 1ze shrnouti tak, Ze: Nejen pocet nybrZ také soudet
iest u sudych ¢, v&t&i neZ u lichych; a sice jest rozdil u poéta &islo 4,
u souttt dslo 5 h (2= —4).

Dukaz véty (5) spoCiva na zikladé analytickém, ilze jej vyvinouti
clementarn& na zakladé vzorce,?) ktery jsem odvodil pted étrnicti lety:

2(52) £(2) - [o- (5] 2

IT.
V Kroneckerové Gpravé theorie kvadratickych forem uvazuji se formy
(a,b.c) =ax2+bxv 4 cv?,
bez ohledu na paritu stfedniho ¢lenu b; vyraz
b2—4ac=D
sluje diskriminant formy; ten je bud tvaru 4% neb 4% + 1.

%) Bullctin des Sciences mathématiques, 2. tfada, ro¢. 21 (1897).

Véstolk Ceské Akademie. Rofalk XX. 10
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U forem diskriminantu sudého je b sudé a obé theorie lifi se toliko

tim, Ze se v upravé Gauss-Dirichletové piZe % za b, a dislo % nazyvéa
determinantem. D
Formy determinantu < splyvaji s formami diskriminantu D.

Naproti tomu u forem diskriminantu lichého D je b liché, v kte-
rémZto pitipadé Gauss a Dirichlet nasobi formu ¢&islem 2, aby obdrZeli
formu (24, 25, 2¢) se sudym ¢lenem stiednim; jeji determinant je pak
b*—2a.2c=D; tyto formy maji délitele 2, nejsou primitivni; Gauss
a Dirichlet je nazyvaji neviasiné primitivni, nemaji-li jinych délitela
(lichych).

U Kroneckerovy upravy toto rozeznivani na formy primitivni
vlastni a nevlastni odpadi; forma (24, 25, 2¢) tak jako kazdd forma
(ad, bd, cd) prosté neni primitivni.

Nevlastné primitivni formy determinantu D existuji pouze pro D
tvaru 4 k + 1; ony v3ak veskery formy determinantu D nevyferpavaji:
existuji totiz jeSté formy vlastné primitivni (a,, 2 8,, ¢,) determinantu
D = h2—a, ¢, v nichZ a, neb ¢, jeliché: ty v Kroneckera jsou prosté formy
diskriminantu 4 ) = 1 b2 — 44, ¢,.

Piechod od upravy Kroneckerovy k dpravé Gauss-Dirichletove je
tedy velmi snadny, a ponévadZ uprava Kroneckerova je znainé pichled-
néjsi, naleZi )i bezpodmineéné piednost. Ve skutecnosti veskery zaklaani
vysledky této theorie pochazeji od Dirichleta, a jest to skute¢né pouze
tprava, kterou se ob& theorie lidi.

Budu se tedy v nasledujicim vesmés vyjadiovati toliko ve smyslu
theorie Kroneckerovy.

Formy (ad, bd, cd) s délitelem d a diskriminantu D vzniknou z primi-
tivnich forem (a, b, ¢) diskriminantu "f'z Proto staéi se omeziti na vy-
Setieni forem primitivnich. Budeme znamenati symbolem CI (D) pocet
tfid primitivnich forem diskriminantu D, a je-li diskriminant zaporny,
vynechdme jesté tiidy zdporné.?)

V theorii této vyskytuje se rozsihlou mérou znaménko LLegendreovo
z theorie kvadratickych zbytku.

Je to symbol
k
( p) ==L

ktery v ptipadé kladného kmenného p je definovan shodou

kﬁg_li E(%) (mod. $).

Jinak feteno plati

k - .
(E) = + 1, je-i k& kvadratickym zbytkem vué¢i modulu p

k
($)=_1, . & y nezbytkem ,, P

!) Zde totiZ 4, ¢ maji spole¢né znameni, které nazyvidme znamenim formy;
forma (—a, — b, — ¢) vznikne z (a, b, ¢) bezprostfedn& vyménou znameni, a mimo
to veskery formy téie tiidy v tomto ptipadé maji stejné znameni.
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O dvou kladnych &islech kmennych $, ¢ plati zikon reciprocity

(#) (v

Jacobi roz&itil symbol (%) na ptipad sloZeného jmenovatele

Je-li P = P, Pl' P'” o

soulin &isel kmennych, kterd nemusi byti vesmés rtizna, klade Jacobi

(£)-(2) ) )

a mimo to ptipousti jmenovatele ziporné, definuje

k k
(=2)-(3):
Pro dvé€ licha &isla kmenné neb sloZend P, Q, pokud jsou nesoudéind ,
plati zakon reciprocity jako vyse

(3) (B)=+ TR

s podminkou, Ze aspoii jedno z obou d&isel je kladné.

Kronecker udélil Legendreovu symbolu nejobecnéj$i vyznam, aby
docilil jednoduchosti v Dirichletovych vysledcich. Klade

3)-o
jakmile ¢isla P, Q maji spoleného délitele > 1, tedy zejména
(@) =(5) =0 aae(33)=(3)" ().

¢imZ zavedeni téZ sudi jmenovatelé.’)

Zejména jednoduché jsou vlastnosti symbolu, kdy Ccitatel je diskri-
minant kladny nebo zaporny.

Diskriminantem je &islo D bud tvaru 4k + 1 aneb tvaru 4 4.

(m) ( L), m >0, Dliché.
2'(m+}'e|D|) ( )’ m>0, &>0.

3. (|D|—m) = (%) sgn. D, 0 <m.< \D|.

%) Pro ptehled vlastnosti v. M. Salvadori L. ¢.




4. (P—;ﬂ) = (g) pro lich4 Q.

IDI(D —o,

mel

6. ( )m_O D>0.

m=1

Poznamenejme jesté

(%) — - l)_’,"‘_;_‘,.j

takze symbol je + 1 pii =+ 1 (mod. 8 a — 1 pfi k=43 (mod. 8).
Je-li @2 étvercovy délitel diskriminantu D, a pii tom podil

% opét diskriminantem D’,
(.

existuji formy (a’d, b’d, ¢’d) diskriminantu D s délitelem 4’, a naopak.

Diskriminant sluje hlavni & zdkladni, json-li veskery jeho formy
primitivni. KaZdy diskriminant lze uvésti na tvar

02 D,
kde D, je diskriminant zakladni.

Hlavni diskriminanty jsou bud

1. Cisla lich4, kladnd neb zaporna. tvaru ¢4 2 4 1, ktera se jevi jako
sou¢in kmennych ¢isel vespolek riznych; aneb

2. sud4 ¢isla tvaru 4 P, P = 4k 4 3, aneb

3. &sla tvaru 8P, P=2k + 1,
pfi &emz |P| v obou piipadech je souin ¢isel kmennych vespolek raznych.

Existuje jednoduchy vztah mezi &isly CI(DS?) a Cl (D), a proto staéi
se omezitli na diskriminanty hlavni.

Pro tv zné&ji zakladni vysledky Dirichletovy v Kroneckerové sym-
bolice takto:

52.(5%) 2
I—d) =——
(1) Cl(—4a) 5% >
(2) Ci(D)log E =—2( )]ob Sin —— I“ , D >0,
h=1
pii ¢em#
T=2prod> 4
4, 4=14%
6 1] 4 = 31
dale u kladnych diskriminantt _
T+ UVD
E (D) = —

kde 7, U’ znaéi nejmensi kladni &isla, hovici Fermatové rovnici
I"—DU*= 4
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Tyto vzorce maji pro zékladni diskriminanty platnost obecnou; ale
v referdtech o theorii Dirichletové z pravidla ustupuji do pozadi, &mz
jednotnost theorie trpi. Ruzné pfipady Dirichletovy zahrnuty jsou v ni-
sledupach pokud jde o diskriminanty zdpomé.

Piedeviim vzorec

(3 4] a4 2\\ 2
®) h-l( ) (2_(4))?61(_4)
mi stejnou platnost jako (1) a jest pon&kud jednodussi.
Dale '
i Pl p
(4) ( )=3Cl—4D)

podévi pocet tiid pro diskriminanty tvaru 4 P, zvolime-li D = — P, co# je
lislo tvaru 4 2 4 1, tedy diskriminant, a sice v nafem ptipadé kladny.

Na pf. pro D = 13 méme tu stanoviti

(=1 (3) =1 ()1

—a(—52)=1-—1+1=1, Cl(—52) = 2.

nadez

Dosptli bychom k témuz vysledku pocitajice ptimo dle (3) k cemuz
oviem tfeba klisti 4 = 52, a stanoviti

(_ d) odv = 1azidov = 26; je viak tu

a proto zbude . =0, (%)=O
2cr(—o2 = (Z2) 4 (52) + (T2) +...+ (52) =
=1— 13) (1‘5) ( )+ (13) ( 1y, +(_;%

Znaménka (lf—) pro v =1, 3, 5, ... jsou postupné

4+ ——+—0—+——+ +
2Cl(—52) =4, Cl(—52) =

a vyjde

Piripady, kde diskriminant je tvaru 8 P, jsou dva: P=4k 4+ 3
aP=4k+ 1; ponédvadi mame na mysli diskriminanty ziporné, mame
tvary .

—8D a —84,

pii ¢em2z D a — 4 jsou liché diskriminanty zakladni.
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Pro ty nach4zime pfiméfené zjednoduseni ve vzorcich

D] !D]
(5) g 2) -z (2)=Fci—sn),
""[nl’]
(34)
(6 [3(7§)=%a“*4'
a1+1

Abychom stanovili na pt. CI (— 40), uZijeme vzorce (5), ponévadi
D = b je diskriminant; vyjde

T;-cz(—«m)=o—(%)=1.

Pro Cl (— 56) dluzno uzit (6), jezto — 4 = — 7 je diskriminant;

vyide
Lot - (57)+(5) -2 i -

Tato Dirichletova zjednodudeni obecnych vzorcu (1) a (3) jsou zvlastni

piipady vztahu
L-XD)=§C”—”D”

51,

L:_J D)“1 )=——cz( aD),

]

(7)

jeiz jsem nalezl r. 1898 a vyloZil ve svém spise ), pocténém hlavni cenou
akademie véd v Pafizi (r. 1900).

Dospéti lze k nému riznymi zplisoby; jedna z cest velmi pozoru
hodnych mé za vv¥chodisko vzorec velmi obecny

® Ci(D,D,. D)= (1" E _) ...A'—I(D) ( k',)'

hym1 h=1

v némi D,, D,,...D, znadi diskriminanty ziakladni, z nichZ 2 v 4 1 jsou
zaporné, a které maji absolutni hodnoty «,, 4,,...4,. Symbol R (z) =
z— [2] znadi nejmensi kladny zbytek veliiny z.

Pro » =1, tedy v = 0, splyvé (8) se vzorcem (1), nebof pak

JOR

Vzorec (7) vychazi z piipadu » = 2 po jednoduchych upravéch.

*) Essais sur le calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires
aux coefficientes entiers. Otidténo r. 1006 v Mémoires présentés par divers savants
3 I’Académie des Sciences de I'Institut de France, T. XXXIII. Caiste¢nt dtive
s nékterymi zménami v Acta mathematica sv. 29 (190:3) a 30 (1906).
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Piiklady diskriminanti — 559 = 13 (— 43) a — 1159, = 21 (— b59)

ukazuji, Ze vzorec (7) miiZe vésti rychleji k cili neZ stanoveni forem redu-
kovanych.

Podobné, le¢ jiné podstaty jsou vzorce

(9) [A]( A)__ ( 34) .

C'(—4), 4> 4,

awl

(10) [“’]( —4) _ 2+( ) ( )

-1 4) >4
' 2N, (=4\_(=2
(11) [Ez("_ié\ - 1+(4’)+( 23—) ( 6 )cz(—d).4>4

Na pt. pro 4 = 24 pod4 (11), ponévadZ pro ¢ = 2, 3, 4 Legendreova
znaménka jsou nullami, vztah

1= 5 Cl(— 24), Cl(—24) = 2.
Naproti tomu (10) podava v jiném postupu vysledek souhlasny:
—24 —24
(F2)+ (=) =2=cii-
. - 2
Ze vzorce (10) mame pro 4 = 8% + 7, kdy (—) = 1,

F(Gh)=aa, B (S) =0 @=rk4,

a=2k+2

pfi ¢em# druh4 &ast vychazi z (3); ale v ptipadé 4 =8%k + 3
4h +1
;;(——‘1 —0. "5 (T2)= 302, 4=8k+3.

a=1" ¢ c-2k+l

Leva strana rovnice (3) sestivi tedy ze dvou &asti

v

v

(341, _ L«-:]
e AR R

1
z nichz v piipadé lichého diskriminantu vidy jedna zmizi, druhd je pak

(2 — (i)) Cli(— 4).

V ptipadé sudého diskriminantu je prva strana (10) rovna Cl (— 4);
tedy tu jsou oba agregity (10*) rovny ¢islu CI (— 4).

V kaidém pfipadé je tim poet znamének redukovin na polovici
u porovnani se vzorcem (3).
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Naisledujici vzorec

( hd)_ l+(d)

Cl(—4a)

(12)

byl odvozen pro ¢&isla tvaru 4 = 8% 4 3.
Aby prava strana nebyla nullou, dluzno by

1_(8k+‘s) (3I>+3)__(k-l-1) (k+1)__1

nastaneprok 4+ 1 = 5n+42,5n 4 3, tedy prok = 5n + 1, 52+ 2; pravd
strana (12) je rovna Cl(—-4) pro 4 =401 + 11 a pro J = 40 n + 19,
ale je nullon pro 4 = 40# - 3,1 pro o = 10n + 27.

Obecny vzorec zni:?

(5. )
G-

2
4 nesoudélné s 3; jeli tedy (-j) =1t).d4=8% 4+ 7, zni pravi strana

Cl (— 4),

Cl— ) — 3 CL(—35 ),

takZe ji nelze redukovati na vyraz zivisly na jednom diskriminantu.

III.

Hlavni &ast paiizského Mémoiru tvoti analytlcke vyrazy pro poclet
tfid; jeden z etnych tam podanych vzorct zni (pfedpoklddim . > 4)

(1) Cl—4) = gM + 2N,
Y
_ .—n’:n . @ —a w—.“
M= 2( i 4, N= f (T) Schx

Vzorec poddva vlastné vztah mezi dvéma funkcema promeénné 2,
jiz k vuli ]ednoduch():tl predpoklédéme rcalnou a tedy kladnou, ale muze
slouZiti k stanoveni pottu tiid na pt. tim, Ze se zvoli z = 1, pokud oviem
vypolet fad M a N neni obtiZny.

) Patizské vydani obsahuje vice vzorcu tohoto druhu nezli vydani v Actech,
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Vypolet moZno tak zatiditi, Ze se uréi hodnota fad

® 71 _nzn _ ® —_
(2) §m=zl(;)e a, %—fg%dx,

a:s
které vzniknou z fad M a N tim, Ze velkery Legendreovy symboly na-
hradime jednotkami.

KdyZ tyto velitiny It a i jsou znidmy, vypoétou se hodnoty M a N
tim, Ze se od nich odettou v dostate¢ném mnozstvi ¢leny piisludnych fad,
a sice ¢leny

(— d) = — 1 dvakrite,
v

a Cleny
(_'—v—d) = 0 jednoduse.

Stanoveni sbliznych hodnot pro M a N lze provésti pomoci semi-
konvergentnich rozvoju, které jsem uvaZoval na konci svého patiZského
mémoiru; %) v podstaté jsou tyto rozvoie jiZ deldi dobu znamy hlavné za-
sluhou Sonlnovou pivodnim byl v8ak zpusob ocen&ni zbytku, na némi
zde mnohem vice zileZi neZ u fad konvergentnich.

Tam na str. 239 podan vzorec (0 <o <1, a > 0)

—a’0’ e ,—a'(n+a) e« , —a'(n—o)*
) —; +{a‘ - +§ ———= (1) —#(0) - v (1—9)
—1 - 2y
—loga2+ 2 T+ ya . 2EC—OS2"°‘1+R,
ral v:n: v 1 (ngz)z'

a ten si upravime pro piipad nekoneén& malého o

Veli¢iny @ znamenaji, jak dluzno poznamenati, logarithmickou de-
rivaci funkce gamma
v(c P’(a)
)= T

takie — ¢ (1) jest Eulerova konstanta 0,577...= 7.
Tu ptevedme ¢len # (¢) na levou stranu a uvaZme, Ze z vlastnosti

vie)=w(o+D—=
c
plyne
~e-——a’0" e—a‘o'—l
¥ (o) + 6—=¢(l+6)+ e
a odtud
2T [o@ - ] = (1) =

‘) Ve vydini v Actech byla tato stat vynechina.
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zbude tedy po ptechodu ke krajni hodnoté ¢ = 0O

o ,—'n m—1 ] 2v
2zf__=?_loga2+ 2&4—_3)“_
1

” reol v; v

pii femz 2 R, jest absolutné men¥i ne’ prvai vynechany ¢&len nisobeny

veli¢inou L
;l_ L e S
Vi e ~ Ve 490

zde prava strana uddva sblinou hodnotu multiplikdtoru pro dosti velikd
m, a ten pfipad nastane pro malé hodnoty a ; pak ve zbylém koneném
agregatu o m — 1 ¢lenech podrZime pfi vypoctu jen prvnich nékolik &lend,
ponévadZ ostatni maji nepatrné hodnoty.

1
(=)

2 + 2R.
1

29

Znad&i-li
1 ] 1 1
B,=—, By=--, Bi=-—-, B,=—,.
T T30 T g2t T30
kladna &isla Bernoulliova, plati jak znamo
= 1 1B,

22T @t

a tak bude hledany semikonvergentni rozvoj zniti

—atnt m—1 gv
® ¢ X 4B, I'iv+)) ,
4 Yo =te—loga+ X - - -——2a* + R,
@ R 2 8 rel (29)! 20V

kde zmin&€nd povaha zbytku R, dovoluje zastaviti rozvoj, jakmile se vy-
skytnou malé &leny.

Podle tohoto vzorce budeme poditati tadu M, volice 2= 1.
Zde

a2=1
d

je malé pro velké diskriminanty, a ponévadZ zde jiZ prvni &len

vznikne pii stanoveni veli¢iny

Y op

x

chyba asi

L

12Ya’
podrZzime-li na pravé strané (4) pouze prvni dva é&leny.

Tedy

Ya 1 YA4 logzx—y Y4
1 - == . J— -
(4Y) - m 3 log 4 - 5 —
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tento vyraz podivd dvé desetinnd mista spridvni, jakmile 4 > 100,
a vEts pf&snost tu poZadovati nemé ucelu.

B&#i jesté o veli¢inu

nel

N= E.‘ 'Se—"dx;

derivovanim. plyne

dm K —n'c'.
da= 2

derivujeme-li pak (4) a kratime vysledek 2 &, plyne

& e 1 m—14B"I'(v+ }) R ,_adN
—Zne " =— __ 4 X 2 R=—,
1 2a2  »=1 (29)! 2Yx + da
takZe integraci vyjde
m—l 2y--1
(a) N=K + + 4 B, P(v '3) a + R”,

-1 (20)! 2Yx 2v—1

kde veli¢iny R’ a R” bude lze opét zanedbati, coZ vychézi z vyrazi pro
tyto velitiny na u. m. podanych.

Zbyva jesté stanoviti integraéni konstantu K.
K tomu cili napiSeme rovnici (a) pro a, a pro 2 a, a utvofime vyraz

2N2a)—N(a) =K+ (a),

kde symbol (a) znamend velitinu nekone¢né malou zarovefi s a; tedy
méame infinitesimalni rovnici

K~2R(2a)—%N(a),
to jest

(b) Kr\a2‘2ge_"dx—2753_"dx
1 1

Tu jest pak

t\D|o—-

—_“ ¥ o —ut dx
c e x d — ] (1+.\) )
ZV”S F S’ AFA VY
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&m2 lze ekvivalenci (b) uvésti na tvar

T (3 “_dx_J bt -in'a'(l.g.x)_ @® _,,sa.““_)l
(c) 2Vx K §(1+x)V:7 l221"e {_:e !

Ze vzorce Cauchyova a Poissonova
® 2 0 @ _L".
l+22f"=¥£0+2£c f)
1 1

Ld 3,4 _..1'{:-"_

1

viak plyne

kde posledni fada pro mald v intensivné se blizi nulle.
Tu jest pak v (¢) integralni sloZka

a0

{

N;

1 e e ik
pro N, = pe absolutné¢ mensi neZ veli¢ina tvaru

. Q9 4
A -d-t- = '7'—1,-, (A jista konstanta),
¥ YN,
Ne Ny
dile integral
Ny
se uZitim transformace (d) ukdZze byti mmendim neZ jistd veli¢ina tvaru
N,
dx 1
BS — =2B (— — -== B jistad konstanta
xv N, "Tv—z (&) ? )

Zvolime-li tedy .V, nezavislé na ¢ ale dousti veliké, bude pro dostatedne
mali a
N

oIVz K = g dx { _2_+(_ a’(l+x))}dx+(v__

(1+2)Vx
kde symbol ( L a’T—-m)
a

znadi velitinu infinitesimalné rovnomocnou s veliéinou v zivuorce.
. Odtud patrno, Ze

2 "l K= 1 5 —ﬁ_
(L+%)Vx
cof dle znamého Eulerova vzorce (aneb té ptimo substituci x = 22) poda
Vo

K=—-T.
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TudiZ zni (a)

@ v s m=—1 4y r 1"‘i" 29—1
(5) de_,dx= 1 _V?E+ 14B ( 2)
2a 4 ,-1(29)! 2v; 2v—1

+ R ;

n=l,
na

dle tohoto vzorce bude s posta&ujicim sbliZenim (pi'i a = —3)

(5%
Z rovnice (1) plyne

Cl (— ) <V—sn+\_m

kterdito zajimavd nerovnost po dosazeni hodnot (4! a (5Y) zni

. 7] 1
(6) Cl(—d)(-‘%;(log4+;'—logu+2)—-2-
&ili .

. V
(67) Cl(— ) < 5= (log 4 + 14324758) — o

Tak nachézime pro 4 = 439, Ze

Cl(—439) < 24,5
a skutetné jest
Cl (— 439) = 15.

Jiz tento &iselny ptiklad ukazuje, Ze pocet ¢leni, jeZ tfeba od Ma N
odedisti, aby se docililo dostate¢ného sbliZeni, neni nepatrny; k otézce té
se jednou vratime.

Obrafme se nyni k formdm kladného hlavniho diskriminantu; jeden
ze vzorci mnou pro né dokidzanych jest

(7) CI(D) log E (D) = 2V§K +1
®/D\ 1 O—.t’ el D uD—zdx.
K=§(;: ZS"_“’ L=%(;)S" -

n 5 nn

Podobné jako v ptedeslém piipad& uvaZovati budeme iady kladnych

flent
- ]

21 — hd —xdx
(8) R (a) ='fl;Sa dx, 8(a) =”§l“e —

Tu méme nejprvé derivovinim

d.R
da ~

— nat

®
—2Ze :
1
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a uZije-li se transforma&niho vzorce (d)

o ] . ® _”._”‘
_ze“”"=l_E_E‘_z, s
1 2 2a a 1
vyjde integraci ¢
fR=4 +1——V:loga—V;LSa_ wax
2 2 1 X
0
je V§ak a [ ]
_"::'. dx _lS‘e—‘ x
¢ x 2 x ’
it
-

a tedy nachizime vztah
a 1 — 1 4
(9) R(a)=A+§—§Vxloga—-2—v;8(a—).

Dosadime-li sem 2 = Y=, mame

A= R(V_)+ \zﬁ(Vw)+—\’nlogu—~ Vo
Je viak téz

R (a) = El S: S«; (x) dx,

fp(x)i}.

R g

L(a) = 9% Se-"'*'dx = 2
1

g =Ze"".

Tedy z posledniho vyrazu pro A vychéazi

B=A+—;—V._-—%]’;log-r Sr;(r)dr-'—]’_gcp(x)d-.
In

&
Bude v3ak pohodlnéji operovati s funkci

W(x) — %e—n‘sa’
tak¥e
px)=19¢ (%:—)

V;n dx
¢‘”"”‘=TS""")'V7-

® (x )—-—S«m

A8 A5

X
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a dle toho
2

_ C iz dx
(@) V_E"B‘S"’(”)W+S"’(”’T'
UvaZujme nyni integril
J= S.d; (%) x?—ld =$‘Se MER LT

Znamy Riemanniv postup z jeho slavné price o po&tu &isel kmennych
podavi rozkladem

] =S¢(x)x%_l dx+Sw(x)x%—l dx
1

7 prvni &asti

a substituci x =

© 1\ S 3 s
=S¢(;)x 2 1¢ix+gd)(x):'62 .
1

V prvni &asti uZije se vztahu

" (;l‘_) =—% + %VE-H’EM").

a vyjde
- ] s - ] s 1
]=——;-Sx—?—ldx+—%5x_?_?dx+
1 1
3 _ st 3 R
+S¢(x)x 2 d:c—{-gv_l,v(ac)x2 dx
1 1
&li
s 1 3
p(3)s 10 =— Lo oo {omet T ans

]

g s+1

+S¢(x)x—de
1

Tato Riemannova rovnice

e +1

®) S?tp(x)x;__ldx+gw(x)x T dn= +r( 2T E(s)

1 1
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byla sice dokdzina pro s, jichZ realna &ist pievysuje 1, ale v této forme
mé vieobecnou platnost a podiva propagaci funkce § (s); pro s = 0 splyva
lev4 strana s vyrazem (a), takZe

(© %B=1 +}i£1})[% +F(%)u%§(s)].

Zde z4visi ispéch na znalosti funkce £ (s) v okoli bodu s = 0; otdzka
ta feSena byla E. Schréderem ") pro obecnéjsi funkce

1
v-O (u + ‘l’)‘

jenz dokazal, Ze funkce ta se (pro w > 0) chovi na misté s = 0 pravidelné
a ma tam rozvoj

R (w, s) —(~——-w)—|—log "-‘(__) S+ s+ cys® 4.

-1‘7

R (w, s) =

Diive jiz byl Kinkelin) dokizal, Ze rozdil
1
R (10, S) -_ ‘s:—l—

je celistva transcendenta vici s, a Zc tedv plati rozvoj v celé roving (s)
konvergentni

R (w, s) = .

L8 ac—ntae—1r.

Oba tyto vysledky stejné elegantni jako pozoruhodné vyskytuji se
v riznych otiazkich theorie ¢isel; jejich dukaay nalezne &tendi v raznych
rozpravich, které jsem vydal ve spisech Ceské Akademie.

V rovnici (¢) bychom tedy uzili véty Schréderovy pro ptipad w = 1

1
() =— g —s.log V2= +..
z niZ ve spojeni s fadami
§
r(i+3)
r(3)-——22=-24+rm+
2

- S 1 r(i 1
x I‘(—2—)t(s) = ———[—;l——logz—,— ZlogV2,,]+
Staly ¢€len ma tu hodnotu

1 1
—[T?-log:z+log2—§y]

") Zirich, Progr. Kantonsschule, 1867.
19) Programm d. Gewerbeschule Basel 1861—2.
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a tedy mame z (c)

2 1
(@) —v,—':_-B—l——[2 logar+log2—— ]

kde y zna¢i Eulerovu konstantu. Lev4 strana m4 hodnotu

2 1
4— 3 log =
a tedy po redukci

=
2

(9) v;A=—(log2—%y)=—C

Pfi tomto oznaleni mame z (9) vzorce
l Ve =

|9(a) v_+loga—(C+log1r)——ﬁ( )

(10)

Ze vzorce (7) plyne

Cl(D)logE(D)<—v27RV17+S. a=V%—:

velidiny ® (%) 2@ (%) o)

jsou velmi malé a proto plati s nepatrmou chybou
2 oW +e= \’lT[%logD + 1—7} log ﬂ—c]—
14

1 1
—§-logD + 1——2-log u—C]
Klademe-li tedy

(11) K=l—iloga——C=1+ly—llogz—log2
2 3?3
(119 K = 0,02309,
mame
9 —_
(12) 2 ®VD +8=\D (510gD +K) +K— ;logD
\x 2 2
a tedy téz
(13) Cl (D) log E (D) < D (% log D + K) + K— %ng

Pro tento 1ucel nebylo v3ak tfeba stanoviti konstantu A vzorce (9)
piesné, ponévadZ ndm tu stejn& vyhovi &iselnd hodnota na 2 neb 3 deci-
milky.

Mame totiz ptimo

—C—-h. 4—9(\'—)4 —@(\.,)-1- log w —1

Vestnik Ceské Akademie. Rodntk XX. II
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tedy dle (11)

(119 K=28(a) + % & (V7).

Tu jest pii oznaleni

patné ® ®
—_t 1 —X dx 1 l
Se dx=§ge ﬁ=—5’77"(—2-)
—dx
S =7,
takze dle (119 a (8)
1 .1 | 9 s
K= 2 Jug(3) 4 ZLea® (r=1 200 )

Pro n 2 2 mozno integraly J poctitati semikonvergentni iadou

J.(5) = s(s+1) s(s+:;)a(s+2)+““)
Bude
]“'( )_ 2Yx ouﬁ
a ponévadz

¢™**® = 0,00000348. .

moZno pro nade ucely jiZ éleny n=2 3,4, .... vynechati
Podobn& méame

26
] (l 16 16 =2,
takZe také v druhé fadé €leny n =2, 3, 4, . ... vynechame.
Zbude pak sblizni hodnota

K=;_Se_""dx +Se_x—x
Y=
o =

Tu jest z tabulek pro funkci 1)

f (Vx)=f(1,7724) = 0,9878 ,

) Jahnke u. Emde, Funktionentafeln, str. 36.
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-]

v%ge_"dx= 1—7 (V) = 0,0122
=

déle®) po interpolaci © P

S e 2% _ 0,01002
x

4

¢im# vychézi

jako vyse,

V rovnici (13) ptichézeji logarithmy ptirozené; abychom si uspofili
pievadéni v applikacich, pfepiSme jej na logarithmy desetinné, které zna-
menejme Log:

(13%) CI (D) Logﬁtj—@__< YD (% LogD + k) + k— %LogD

K = 0,0231

k = 0,01003
Ponévadz 4
T—UVYD = ——————,
T+ UYD

je sbliZzené — o
LogT ==Log (U VYD) == Log E (D) ,
Jakmale &isla T, U jsou dosti velika.

Podle tabulek na konci ném. prekladu Legendrova spisu o theorii

¢isel ) jest pro
D=561=3.11.17

T — 522785, -;- U = 292072

| -

tedy T = 1045570

Log E (D) = 6,019, -;— Log D = 1,37448, YD = 23,68

Prava strana (13%)

== 22,68 x 1,37 + 0,24 = 31,3
tedy vychazi
313

C1(561) < 5o =Du-- -

Jest odjintid znamo, Ze podet tild jest nasobkem &isla 27!, obsahuje-li
diskriminant # rdenych &isel kmennych; v nafem piipadé # = 3, tedy
Cl (561) délitelen 4; tudiz bude CI (561) = 4.

Dirichlettiv vzorec lze upraviti na tvar

N
€l (D) Yog E (D) = — z[E:J (i;@) log sin ~-;

hal

1) Ibid. str. 22.
1) Tabulky, je? potdtkem minulého stoleti vydal C. Degen v Kodani, jsou
dnes velmi vzicny.

2%
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kdybychom ho méli v naem ptipad€ D = 561 uZiti, musili bychom ur&iti
bez méila 280 znamének Legendreovych a tolikéZz logarithmu vyhledati.

Uspéch nadi methody by byl 4) ziejmé& veliky, kdyby byl znim zpusob
stanoveni ptibliZzné hodnoty ¢&isla T z nejmensiho fedeni Fermatovy rovnice
IP—DU=4.

Pro dosti velikd T postaéi znalost poltu &islic, aby se urdil podet
trid.

Znamé nam algorithmy nejsou o mnoho pohodlnéj$i neZ vyhleda-
vani period redukovanych forem (dle Gausse neb Hermitea), takie vy-

hoda naSich vzorci nepfichazi k platnosti, pokud neni pfistupu k po-
hodinému uréeni Fermatovy jednotky E (D).

Re&eni T, U Fermatovy rovnice mohiou byti ¢isla licha jen pii lichém
diskriminantu; v tom ptipadé jest

T?!= (=1 (mnod. 8)
D*=D=T*4 1+=5 (mod. 8),
tedv cisla T, U7 mohou byti lichd pouzc pro 11'skriminanty tearu D = 8 k4 5.
Jsou-li tato &isla sudd, 7'=2x, U = 2 v, mame,
=Dy =1,
tabulky obyée]né obsahuji nejmen3i kladné feSeni této rovnice. Jde o to,

ze znamého teSeni x, y urliti (v pfipadé D = 8 & + b) feleni lich¢ T, U,
a oviem vysSettiti, zda existuje.

Viecka feSeni rovnice Fermatovy vzniknou z identit

t,.+;o..\5 _ (T+2VV5)".

Piedpokladejme T, U lich4; pak

2 he]
W THDT 1y
jsou rovné lich4, a teprvé
2 2
L= TT2+13-~I—]—2. ,-U.;T_I;DU

jsou ¢&isla suda. Existuje-li fedeni liché 7, U, je tedy tvaru
B 3T aVh
(14) T+2U\D =\/t+;\1) 2w w—fv M—D oL

Soudasné plati

T—U\D 2it—u\D
—3 Nz

) Jak se urél mez a2 kam tieba jiti pti od¢iténi dleni (=) = 0a (£) = -1,

o tom pojednal v Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1003: Sur
{n'e des classes de formes quadratiques binzires d’un discriminant positif

fondamental
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ate'dyj' ) .
T=\/t+c;\'_ Vz—uv—
(149 {
U\D_‘/t+u\!D \/t—uVD
Veli¢ina
‘_t——uv—_ 2 1
T2 T 44 uVD t—e

je pro velikd ¢ typu

podobné jest -
i+ u t+u¥D » s— 11
=yt—e=yl— 45—,
\/ 2 v v '3
2 i—uVD _1_ 1
ted \( 2 __:\’[7+ 3;’.7!’
a tedy
(15Y T =T+ ;7 —— +.
ve 31t
(132 UV’5=§:T—31_-———1—,+..
vt 33

Stane-li se tedy, Ze rozdil mez y7 =y 22 a mezi celistvym &slem
nejblize vy$im neni veliina typu

1

Vi

bude (15') nemoZno a hlavni feSeni T', U jsou ¢isla sudd. Naopak mozno tim
zpiisobem snadno urditi feSeni liché, kdyzZ existuje.

Na pi. pro D = 597 médme 22— Dy* =1,

x = 463287093751,

tedy ¢t = 2x = 92667418752,

Log ¢t = 11,96689

Log Y7 = 3,98896, 7 = 9749 — a.

Zde neni a veliké, i zkusime hned

T a
YD V597

a po té se pfesvédt‘.imc&, 7e skuteénd
T = 9749, U = 399
podava T2~ 597 U =4,
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Dile &islo D = 653 jest opét tvaru 8 2 5, feleni
x = 2291286382
poda ! = 4582572764 = 2 x
Log ¢ = 9,65111

Log Yz = 3,21704, §7 = 1648,3
Kdyby liché teSeni existovalo, musilo by

T = 1649;
avsak 1 _ 1
i~ 1648
neni blizko rozdilu ~
T—\{t=071,

tedy liché feSeni pro diskriminant 653 neexistuje.

Nejsou-li ¢isla x, y, tedy téZ ¢, u dosti velika, ustano¥imic T, {7 Z tovnie
(14Y); jsou-li tak ziskané veli¢iny ¢&isla celistva, je problémi FeSen.

Bud nyni D kladny diskriminant tvaru 8 2 4+ 5, jenz md liché z4-
kladni feSeni rovnice Fermatovy

T DUR=4.
Z rovnice té plyne
DPP=T—4=(1T—2e (T +2¢, e=+1.

Rozdil lichych ¢isel T 4 2 ¢ jest 4 a tedy jsou nesoudélna.
Nasledkem toho 3tépi se rovnéZ leva strama v nesoudélné faktory

[ T4+2e=PU?, T—2e=QUy

(a)

| PQ=D. UU=U,
a z téchto rovnic plyne
() 2T =PUL+ QU
(c) PUr—-QUf=+4e

Rozeznavejme nyni ptipady:
1. V rozkladu (a) jsou ¢isla P, Q raznd od 1. Cisla ta jsou lich4
a &slo

(4)

jest algebraickou jednotkou 4. stupné.
Skute¢né mame dle (h)

(U, VP + U, '\""Q_)"'= T+UVPQ _ (D).
2

UYP+UNQ  ywvivr
L 3 = YE (D)

2

2. Je-li jedno z &isel P, Q jednotkou, takZe se rovnicemi (a) diskri-
minant nerozkladd, bud P =D, Q =1, a znamenejme U, =T, ; pak

mame T—2e=T2 T+2s8=DU;
T3 —DU2=—4zs.
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Kdyby & bylo=—1, méli bychom v T, U; teSeni Fermatovy
rovnice mensi nez T, U, coi vylou¢eno. Je tedy ¢ = + 1, a mame

(B) T—2=T3 T2—DU2=—4,
a ¢&islo _
©) T+ 2UIVD = VED)

jest algebraickou jednotkou 2. stupné.
Ponévadz phpady (4) a (C) se navzajem vylutuiji jiZ formou odmoc-
niny (isla E (D), je zfejmo, Ze nastane ptripad (C), jakmile rovnice

£ —DU*=—1¢
mé feSeni, a naopak.
Mimo to pfipad (4) neni moZny pro diskriminanty kmenné.
Legendreovy tabulky podivaji veskrz &isla x, y hovici rovnici
(D) 22— Dy =—1,
kdyZ tato je Peditelna, tedy zejmena pro viechny diskriminanty kmenné
hovici x, y této rovnici a nikoli rovnici x* — Dy? = 1.
Pro feSeni x, v rovnice (D) pak plati

» +9YD=E(D)}, VED)=yx+yVD.

Rovnice T2 + 4 == D Uy? vyZaduje, aby D se skladalo ze samych
Cinitela _tvare 4 k& + 1. Obsahuje-li tedy D ¢&initele tvaru 4 & + 3,
bude VE (D) algebraickou jednotkou stupné 4. V hoiej$im piipadé
D=397T=3%x199 mame T 4+ 2 = 199x 7%, T -—2 = 3 x 572,

=Trv _ Y199 4573
VETDy = T 7Y

Bud nyni D lichy diskriminant, jemu? pftislusi sudé hodnoty T = 2 X
T=2Y.

Mime pak
() X:—DY*=1, EM=X+YVD.

Z podminky D =1 (med. 4) plyne, Ze X je liché, Y sudé; bude tedy
pii =11

) { X+6e6=2PY? X—s=20Y}
POQ=D, 2Y,Y,=Y, X=PY?24+0QY;?
kdez Y, a Y, jsou nesoudélnd &isla, a pii tom
() PY—QY>=c¢.
Zde bude opét o . L
(4" VWP Y,.YQ =VE(D)

algebraickou jednotkou 4. stupné, pokud P ani Q neni = 1.
Je-li v8ak na pi. Q@ = 1, zni rovnice (¢’) pi1 Y, = X;
NP—DY3?2=—s,
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a zéarovei jest s = + 1, ponévadi

X—e=2X?
vyZaduje X, <X.
Méame tedy
(B X—1=2X3, X2-DY?2=—1,
a pfi tom jest
(C') X, + Y, VD = \,E—(D)—

algebraickou jednotkou 2. stupné. Tento piipad nastane vidy u kmen-
ného diskriminantu, pro nejz T, U jsou ¢&isla sud4.

Ptipad sudého diskriminantu D = 4 # vede na rovnici

¢isla X a Y nemohou byti soutasné licha, pokud neni » délitelno o-ni.
Jeli X sudé, mame rozklady

X4+e=mY3? X—e=nY?, m Y 2—nY,2=2e¢,

i jsme vedeni k rovnici
” n_. 9
X ny - 2

pro piipad. Ze jedno z &iset n;, n, jest = 1, pil ¢emZ musi

Jei X 1iché, bude

.x' ":- & = 2 ni Y12| -\—— & = 2 ”2 )r22'

tedy . .
71«1 Yx' - n2 1,2" = & ’

coz d4 opét podnét k jednotkam V'E D).

Zpravy o cinnosti komise spravni.

Spravni komisc Ceské Akademie zascdala dne 30. biezna 1911
Picdsedal J. Excell. Dr. Ant. ryt. Randa.

1. Cten a schvélen zipis o zaseddni zc dne 30. listopadu 1910.

2. Sdéleni praesidialna:

a) Gener. sckretdi- oznamuje, Ze byla Akademii vyplacena treti lhita
subvence markrabstvi Moravského na rok 1910 sumou 5000 K po-
volend. Navrhuje, aby z obnosu toho pfikdzdno bylo ,,Spole¢nym zélezi-
tostem” 1000 K a jednotlivym tHddm rovnéZ po 1000 K. Schvaluje sc.

b) Prednesena zprava vrch. zemského uletniho rady Eug. Spinky
o revisi u¢tu ,,Nadani Josefa, Marie a Zdeniky Hlavkovych' za rok 1910.
Koncem prosince 1910 zbyvi jesté vydajného jméni K 41.996-61. Vzato
na védomi.

c) Nada&ni spriva ,,Nadani manZeli Hlavkovych piedklada po
rozumu § 10. statutu vyro¢ni ulty za spravni rok 1910 s 2adosti, aby
Akademie zvolila jednoho &lena kontrolni komisc; ziroveii poukazuje
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