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ROCNIK XX. TRIDA 11 CisLo se.

O novém zobecnéni fady Taylorovy a Lagrangeovy.
Sdili M. LERCH v Brné.

(PtedloZeno dne 19. listopadu 1911.)

Vychazejme z posloupnosti funkci

(1 W (2), v (2), ¥ (2), - . -

jez jsou v uréitém intervallu (@...bd) vesmés konedny, spojity a od
aully rizny. Z téchto funkci vytvorme daldi fadu funkci

(2) e (% 2), 9(%,2), us(x,2), ...
na z4kladé podminek

]
FYRL (x,2) =9 (2), @, (x,2) =0;

e )= Em AN, Gy =0

atd., obecné
)

(3) Pz Qo1 (¥, 2) =@y (%, 2) U5 (2), Puir(x,2) =0
¢ili téz
(3*) Por1 (4,2) = g0 (0. 5) 0, (B) d&.

Pfi tom x znamend libovolnou hodnotu v uvaZovaném intervallu.
K vili lepsimu piehledu ptipojime k fad& (2) jest& prvek g, = 1.

Uvazujme nyni funkci f(2), spojitou na mezete (a...d), a majici
veskery derivace, jez se v ivaze vyskytnou. Vychizejice z této funkce
tvotme pomoci posloupnosti (1) fadu funkci novych

h(2, h(@, £, ...

Rozpravy: Roé. XX, Tr. I1. Cis, 36, 1
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dle zdkona
— _ W _ K@
“ fo(2) =1(2), h(2) = v (2’ f2(2) = ,;1 @
oo () =— 2210
v+ 11’.. ( )
Pomoci téchto funkci f, (2) a funkci g, (¥, 2) utvoime soucet
(5) 2 fo (2) @y (%, 2).

Ten je v uvaZovaném intervallu spojitd funkce proménné z a mé
derivaci

n—1 n—1

Z/.. Py (%, 2 +ny

Ponévadz dle (3) a (4) jest

Py (¥, 2).

W2 =—f1(2) ¢ (2),

a mimo to

)
55 ¥ 2) = @u—1 (%, 2) Pp—1(2)

) 0
2z Po ’
bude posledni vy'raz

S () =— X four () 0 2) g 5, 2

n—1

+ ¥ fo (D) @o1 (5, 2) o (2);

zde se v3ak v pravo &lenové po dvou rusi a zbyva toliko posledni &len
prvniho soudtu

(6) Sa’ () = — fa(2) ¥n—1(2) pu—1 (%, 2).
Dle véty o stfedni hodnoté&
20— _ 5y (a,

xX—2z

z1=(x....z),

kde z znadi urditou blie neznimou veli¢inu mezi x¥ a 2, s ohledem na
o&ividnou okolnost, Ze

Se(®) =fo(®) =1 (%),
plyne pak vztah

(7) f (x) = Sa(2) + Ra,

kde poloZeno
R, = (x—2) S (%)
t. j. dle (6)

(8 Ro=(2—2fn(8)¥nos(n) @it 2), H=(x...2
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Rovnice (7) ¢&ili
#n—1

(7% f =Y 1) g (x 2 + R
vm 0
podava rozvoj funkce f (x) podle funkci ¢, (%, 2).

PonévadZ funkce f, (z) — jak ze zdkona (4) vysvitdi — ptredpokladé
existenci derivaci f (2), f“(2), . . . f® (z), musi funkce f(z) miti tyto
derivace vesmés konefny a spojity.

Jiné vyjadteni zbytku R, vychazi z (6), piseme-li £ za z a integruje-
me-li v mezich x a 2

2

(9) F) —Sa(@) =Ru=[fa(®) ¥u—1 () ga1 (x, ) A &.

x

Tyto tvahy ptenaSeji se bezprostiedné do oboru funkci komplexni
proménné, pouze s tim rozdilem, Ze na misto rovnice (8) nastoupi jiné
ocenéni zbytku, jez snadno sc odvodi z identity (9).

Jako prvni ptiklad uvazujme piipad, kdy ve¥kery zakladni funkce
¥, (2) splyvaji s &slem 1. Funkce (2) pak budou

P (%, 2) =2z—x, q>2(x,z)=#, 073(%2):—‘(2;!2:) ’

(z— 2

....(p,,(x,z)= "]

a funkce (4) budou
h@=—F(2) L=/, EH="1"@ ...
b (2) = (—1)* [ (2);
tada (5) pak bude po dosazeni téchto hodnot zniti

n—1

N R e S
0 v=0

takZe ndm v tomto ptipad& rovnice (7) podavé fadu Taylorovu se zbytkem
ve tvaru

(*—2) (x— z)" !

Rn=ﬂ”) (zl) (n—l)'

Definice funkci @, (¥, 2) je dana rekurrentnim vztahem

(3% Pos1 (5,2 = (o (. §) v, () d &

1‘
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Zvolime-li tedy
1

¥y (2) =1rz

obdriime postupné

J— 2
@, (¥, 2) = arclg z—arclgx, @, (x,2) = (arctg z 2!arctg al ,

@y (x,2) = 71|— (arctg z— arctg x)*.

Funkce f, (2) se v tomto ptipad& tvoii dle zdkona

h(dd=—Q0Q+2)f(2), £ =—010+ 2} (2
for1(2) =— (1 4+ 23 £,/ (3),

a rozvoj bude zniti

/() = i = he) (arctg x —arctg 2)*,

!
- v.

predpoklddime-li funkci analytickou v okoli bodu z, jemuz x je dostate€n&
na blizku. Jinak psano
o (— 1) (2) x—z )“
f(#) go—-T—(arctg SE Ty R
Klademe-li x =7¢g %, z=1{gv, mame

f(tgu) =2 (_ l)va (tg'U) (u_v)v‘

|
- v!

tedy

1 toitgn) = LS

Jako ptiklad uvazujme z = 0, takie

m‘ (_ l)v /v (0) (
|

flx) = .

arctg x)*.
0

V piipadé [ (x) = log (1 + x2) to podi
log (1 + #?) = Z C, (arctg x)®*
1

pro viecka realnd x, pfi éemZ konstanty C, jsou dany identitou

. 92 (22v_ 1)
—logcos? § = EC, £2v, Ch,=——"+—_"R8,,
- v (2v)!

kde B, jsou kladna ¢&isla Bernoulliova

1 1 1

Bl:?’ Bz=?0-,
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Volme déle ¢, =y’ (2), kde funkce y’ (z) nemizi na mezefe (a ... b);
na$e definice podd pak

g% 2) = [ B dE=z(2) —z(n,

9a (w2 = [0, (O g (r,  a g = L 2T

[1() —z (@

v!

. P (x,2) =

N4s vysledek podava tak fadu Biirmannovu a Lagrangeovu

(10) =325 e gy
s koefficienty N

r (2 1)
W) he)=f@ A ——L0 e =—L2
pii ¢emZ zbytek jc didn vyrazem
1) Re=gtp (hOu@—@rr @

U realné funkce g (§) zlstane g (§) — g (x) uvnitf mezery integra&ni
od nully rizno, ponévadz by rovnost g (£) = g (x) méla za nésledek exi-
stenci kotfene rovnice §’ (z) = 0 mezi hodnotami x a §, coZ je proti pod-
mince; dle véty o stiedni hodnoté bude tedy

(109 Re=L) ) —yop, n=(. .. 2.

Ptedpokladejme nyni % (2) analytickou funkci, pravidelnou v jistém
komplexnim oboru ¥, v némZ nezmizi derivace 2’ (2), a Z4dnid hodnota
funkce g (z) v ném ncni dosaZena na dvou ruznych mistech.

Pak bude — pokud f (2) je funkce analyticka v oboru Y pravidelnd —

B _f@ 1 fat
he) =—2rGy = ‘zmiz(t)—x(Z)'

kde integrace se provadi v kladném sméru podél celého okraje oboru .
Odtud plyne derivovinim

, redae
—h) 2MS[1 H—2@F %

tedy

1 /' @)dt
fola) = 2ai§[zm-—xan2'

XXXVIL
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Stejnym postupem mame odtud

) at , , fedte
@) = 2,”511 Y @ —H (@) = 2,”5[1 T

Tak pokraujice obdrzime obecné

" _(n—1)! tydt o
U= ut)—x(z

PiSeme-li to ve tvaru

N 7 d
( t z(z))(t_—tz)”’

plyne dle zndmé 1dent1ty Cauchyovy
(n — 1! S ((p @ at _ I

2x1 t— z)»
vt

nasledujici vzorec

(109 0 =05 0 (cg—i)
Pro soudinitele fady
(1) 10 =3 20—z
»=0

tedy vychazi vyjédfeni
I —
wmy A= D7[ro (=g )]l =t

Birmann ptedpokladal z zvldsimi, tak aby % (z) =0, takie
u ného fada zni

Ay
(12) j o) = 2 T2,
v—1[ ¢
(129 a=1@ a={0""[ro (‘)]
Biirmannova fada se jen formalné lisi od Lagrangeovy.l)
Klademe-li
tI—z
—l(t_)— =g (1),

jest @ (f) analytickd funkce pravidelnd v oboru %, majici v ném pouze
jedno misto nullové ¢ = z.

1) Mémoires de 1’Académie de Berlin, 1768.

XXXVI.



Piseme-li
(x) — U = x_j
N PR =T oW
mame rovnicl
(13) x=z+ ugx),

kterd pro dosti mald » md v oboru % jen jedno feSeni x, a pro n¢ plati
fada Lagrangeova

139 [ =rw; a=/() a=D""If(e@

V C&etnych ptipadech na$ puvodni tvar koefficienta (10?) podavéa
vysledky pohodlné. Tak na pf. pro feSeni ¢iselné rovnice

2 (%) =0,

u niz zname sblizenou hodnotu z kotene. Zde poloZime f (z) = z, tedy
dle definice funkci f,:

- _ 1 _ 2

fo (2) = 2z, fl(z)——m: fa(z) =—
_ @Y @ =3y
f3 (Z) — x/ (2)5 y e

Pfi t&chto hodnotach f, bude kofen x dle (10) d4dn fadou

s=2 4t h 2@+ T h @2+ g h@ 2@+ - -
t. j.
2(2) 27 (2
¥ 2y
Prvni dva ¢leny podavaji methodu Newtonovu. Pro ocenéni ptesnosti
podava vzorcc (10°) zbytek — jenZ nasleduje po # ¢lenech fady —

X =2 —

(2 + ...

R,.= fn(zl) x(z),.,

o
kde z le?i mezi bodem z a x.

PodrZime-li tedy v posledni iadé pouze napsané tfi ¢&leny, bude
chyba

Ry=falt) e 270 (;})(553 (@) s

Obecné vzorce ziidka kdy podévaji piehledné vyrazy souliniteli
rozvoje Biirmannova

f@=Y2w  q@=o
0

vl
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Vime, Ze A, jest linearni vyraz sestrojeny z prvki

@, 7@ . ... (),

jehoZ soutinitelé obsahuji derivace funkce y (2). Utvotime-li tedy rozvoj

funkce zvlastni
P A ’
X — hd v
¢ 2; kAl

bude 4, (¢) linearni funkci veli€in e*co(a =1,2,...9), t. j. 4, e—¢*
bude polynom o proménné c; jeho soudinitelé jsou titéZ jako v polynomu 4,,
a tedy vychézi polynom A, symbolicky z polynomu A4,’ (f), v ném% se
symboly f* nahraZuji derivacemi f® (z).

Hledejme na pf. rozvoj (g (x) = ef—1; z =0)

) Av
(14) f@) =Y S =1
Jemu po boku stoji rozvoj
an Av/ . .
e =; o (er — 1);

klademe-li ¢ — 1 = {, mame

0

A';!(C) - ( f, )

a odtud pro soucinitele fady (14) symbolické vyjadieni

e 4 ()-(P)ra. smo
t. j.

tedy

4y=1(0), 4,=7(0), 4d,=/f(f—1) =7"(0)—/[(0),
A=f{—DF—2=f"0O) =3/ () +2/(0),...
Symbolicky lze fadu (14) psati

f@=¥(2)r@. -y, =0

Setazenim dle derivaci docilime téhoz jako kdybychom sc&tli formalné

binomickou fadu
5() o=

XXXVI.



a skute¢né jest
P f(z) = 23’—%- f#) (pro z=0).

Jako dalsi ptiklad hledejme koefficienty rozvoje
=) QIy
@ —; =

Z % [log (1 + x)T.
Polozi-li se log (1 4 x) =1, vy]de fada
m'l

p!

1+ 27,

tedy zvlasté

ec (fl—l) —

kterou mozno piimo stanoviti. Je totiz

Lt > c? c? cvtu.,”p

cle —1) — g—¢ —_— | — p—¢ —_ JRER——

¢ ¢ [1+};v!e] ¢ [1+Zv!+§ plv!]
(g, v=1273...).

V posledni zavorce tvoii prvni dva vyrazy veli¢inu ¢, a tedy bude

ed =1 = 14y

nr

—, (sv=123..))

Ponévadz zde g > 0, mozno pfipojiti nullovy &len » =0, a dle
obecného vzorce

v némzZ 4" a, zna¢i prvni ¢len n-té fady rozdilové tvofené ze zdkladni
posloupnosti

jest

(pfi ¢emz symbol 4" O mé obvykly vyznam prvniho &lenu #-té tady
rozdilové tvofené ze zadkladni posloupnosti

0, 18, 20, 38, . . )
bude na3 vysledek zniti

ec(c’—1)=1+2£ A .
,u=1"! a n!

XXXVI.
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Dle toho jest

a pti obecné tadé pro f (x)
o
w=YLT mO, %H=/0
k=1 :

Pfi téchto hodnotach souéiniteld bude tedy
o X
@) =1(0) + Y —"-llog (14 ),
rella
ovsem za podminek, jichZ formulovani je na snadé.

Zvolme kone¢né za funkce ¢, vyrazy

Y, (Z) = &%,
funkce ¢, (%, 2) jsou definoviny rekurrentnim vztahem

2

@1 (%) =[x O v, 2L @ =1,

x

a obdrzime postupné — zavedeme-li oznaceni

=2 =X, s,=ay+a,+a,+ ... +a —
vyrazy:
A X
— @y (%, 2) =__§+—s;_’
(x z) _ st Xso Z-h—sl XS]
e So 51 So (So — $1) S ($1— %) °
g (5, 2) =— A X5 Za—s X Zss—s
a 1% So S1 Sz So (So— 81) (Sp— $2) Sy ($1— So) (5, — $2)
+ 2
Sy (Sg—Sg) (s2a—8p) ~
A X0 Jss—8e
X, 2) =
9 (% ) So §1 53 5 + So (So— $1) (So — Sg) (So — Sa)
" Xn7a—n Xn Zn—=a
83 (S — 50 )(s1 — o) (81 — ) Sg (Sg— Sg) (2 — 57) (52— $y)
Xa

Sy (S3— So) (Sa—81) (S5 —s9)
Pfi stanoveni &lenu nezévislého na Z uZiva se tu identity

Y=t A0 =G—nE—x ... —=)

r=]

XXXVI
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kterd vychézi bezprostiedné z Lagrangeova vzorce interpola¢niho; a sice
maji tu veli¢iny », hodnoty

x0=0, x1=80, x2=s1, x3=32, ¢ .
Obecny vyraz ¢,.; jest
7%y X0 Z8%y—% X0 7sy—n

(15) (_ 1)'+1 Py +1 (x’ Z) = 174 (0) + J14 (so) 74 (51)
XaZs—n X%
+ T(sz)—'+ B N ADK
kde
() =s(s—s0) 5— ) (s—s9) - - - (s—s,)

So=0ay SH1 =8+ &, S=a+a+a, ...
X =¢, 7 =¢f,

a predpoklada se, Ze veli¢iny s, jsou vespolek a od nully rizny.
Definuji-li se pak je$t& veli¢iny f, (2) rovnicemi

(159 fo2) =f(2), foe1 () =— 1" (2) e~ 22,
bude rozvoj na3 zniti

n—1

(16%) F@ =Yt e (x2) + Ra

Obdriime postupné v ozna&eni symbolickém

—h@=+Ff(e» == Df(z)
fo(2) =e==*D (D—s) [ (2)
—fa(2) = e =D (D—s0) (D—35) [ (2)

10" (s =% DD —s5)(D—5) (D—59) ... (D—5,-1)f(2),

kde opera¢ni symbol D zna&i D, =—dd—z (derivovani dle z).

Zavedme nyni oznaceni
(16) IL(s) =s(s—s) (s— &) . - . (§s—s_1),
jehoz uZitim vyjadii se posledni vysledek symbolicky jak nasleduje
(169) (— 1) fu (2) = e=9—12 I,y (D) £ (3),
a rovnice (16) se pise

eSv—17 "2‘ eRE+Ey_1—3ps

I, (0) I1) (sh) ’

(16°) (— 1) (¥ 2) =

I, (s) = s (s — )

XXXVI
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e’.l e-'gl
= 1’ - » = »
% % (%, 2) . —
( ) ens eIt (si—2a)s ens
x, 2) = — ,
2 So $1 So (So— %) $1 (85— o)

fo=1@), —h(z)=e=*f(2.

Prvni ¢leny rozvoje pak zné&ji

(16) f0 =1+ 1@ [+ ]
. , 1 e (x—n esrix--39)

+ [f (@) —sf (Z)] [ S0 $1 + So (So— $1) 81 (81— So)
Hrra—srarerasro] e+ co et
es (r—1) en (x—12) N

+ 81 (51— o) (51— 53) + S (S2— Sp) (S2— 1) J Tt

K tomu jesté dodidvame, Ze rozvoj funkce
(—1rev1igu(x,2) =3 (x—2)
dle mocnosti rozdilu x — z zadind &lenem

_ (x—2)
!

(x—2) + ...

coz vychdzi z identit

”» z k 1
,gl H'x(xa) ={(1)g:'2k ::—1}’ II (x) = (x — %) (x —%9) ... (x — %n).

Obecny ¢len tady (16) lze psiti téZ prehlednji takto:
(169 DD —s)(D—s) . .. (D—50m) () . gos (x — 2),

1 - kY

; -+
1, ., (0) =0 11, .1 (sa)

(16°) o1 (W) = -

Zvlasté mame pro f(x) = e°* a z = 0:

(17) er= 1o+ 50) 4+

So So

tole—so (o + o ))+

So $1 So (So-— $1) Sy ($1— o
— 1 esnt

So 51 S2 So (So — $1) (So— $3)

+ele—s) le—sy ( +

ens ens
§1 (S1— So) (51— sa) Ty (52— So) (53— 81) )+

XXXVI.
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Pro funkci g, pod4dvd Lagrangetv vzorec interpolaéni nasledujicf
vyjadieni
1 e‘d
(19 2o (4) = d

27 HV(C) '

kde integrace se provadi v kladném sméru podél okraje libovolného oboru ¥,
majiciho uvnitt body £ =0, s, s, ... S_1.

Rovnice (17), jiZ lze psati

er=1+cy () +clc—s)g(*) tcle—s)lc—s)palx)+ ...
podava zaroveii methodu k postupnému vypolteni polynomu y, (#);
klademe-li totiz ¢ =s,, 5, S, . . . obdriime postupné
e =1+ 57 (%),
e =14 57 (*) + 5 (51— %) 22 (%),
e** =14 sy (%) + S5 (52— So) 22 (%) + 55 (5, — 50) (2 — 1) 25 (%),
z kterychito rovnic se postupné uréuji polynomy g, (x), zs (%), 23 (x) . . .

V rovnici (16) ptfejiti moZno k limit& pro s, nekonetné malé, coz

odpovidd volbé
vy (2) =1, 9, (2) = ew.

A sice obdrZime pfi oznadeni

lim g, (u) = g (w) =

S.=0

(19)} =+ o A
=kZ=1 sk2 (sk - s]) (Sk_sz) PO (Sk —_— S‘,_]) + 51 52 sv—l\ ; Sk )
t. j.
B = B = L s
- gslll e""
13 (¥) = 8,2 (8, — Sp) + So2 (S5 — 31) 51 5 ( + 5 + 5
Iozvoj
(19%) @ =f@+Ff@E—+@DhE—2+

+U7 @)= ()]s (x—2) +
+MMEA—E+s) @At s @QlaE—2+ . ...

pti demz polynomy %, (#) se mohou po¢itati na zikladé identity
Eev=14cutc2pu) +c2(c—s) 1) +ci(c—s) (c—s) Za (%) + ...

platné pro ¢ =0, s, s, ... bez ohledu na konvergenci.
Zvolime-li zvl43té

s =—1log?2, sy,=—Ilogd, ..., s,=—1log(v+1),

XXXVI.
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(ptirozené logarithmy), bude fada funkci v, (2) zniti

1 28 ¥

1:7) —37) Fl"'

a zd4 se, Ze rovnice (19*) pro ten ptipad poskytne rozvoj funkce Rieman-

novy x§ (1 + x) vhodny k applikacim, o ¢emzZ by dtive bylo tteba pro-
vésti aspoll numerickéd Setfeni n&kterych koefficientu.

XXXVI.
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