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ROCNIK XVII. TRIDA II. CISLO 15.

Poznamky k theorii funkce

@@ bvx)=x"° (l—x)—"Sﬁ""ﬂv“—l (1—x)s—1dx.

[}]

Podava M. Lerch v Brné.

PtcedloZeno dne 7. bfezna 1908

Pfed divnymi lety zabyval jsem se omezenymi integrily typu
! ot
Se” xe—1 (1 —x)t—ldx, ‘s e 20— 1(y 4 z) =14z,
1} 0o
nalezaje se hlavné pod vlivem praci Kummerovych a Dirichletovych;
vztahy, které vlidnou transcendentami tohoto druhu, lze obyejné od-
voditi jako krajni pfipady vztahd znimych z theorie hypergeometrické
fady. V posledni dob& se vyrazy tohoto druliu vyskytly v duleZitych
otiazkich elekirotechniky a nautiky; tato okclnost mne pfiméla k tomu,
Ze jsem se k tomuto pifedmétu vratil, nabyv diive novych vysledki po-
moci svého t. zv. principu nejrychlejsi konvergence.
V této praci chci vyloZiti tcliko vysledky tykajici se funkce

(n D(a, b o x)=x"2(1— x)—”je”x“—l (1 — x) b—1dx,
0
kierou ze dle micho soudu zjednodudi vypoc¢ty pp. Arnolda a Mie *)
V prvé z praci citovanych uvaZuje p. Mic funkce @y (%), ¢4 (%)

a @, (x), které v na¥i symbolice znéji
P (X) =2 (1l —2x)e ** D(l+17,1—r=,v,x)
PoX)=22(1—x)e " DP(2+7,1—70,%)
For¥)=2x(1—x2ec " D1+ 7,2-—7,7,%),

pii ¢emz zde uZito litery v na misté autorova z’.

¥} Gustav Mic, Uber die KurzschluBstromkurve eires Gleichstromankers
{Zeit:chrift f. Math. u. Phys., sv. 53; 1906). Arnold u. Mie, Elektrotechnische
Zditschrift, 18co.
Rozpravy. IL tt Rot XVIL (fs, 15, 1
XV.
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VySetime nejdfive povahu funkce (1) v okoli bodu x=0; tam
plati rozvoj

e (1l —x)b—1l=14c,x+ca*+.....

jehoZ soudinitelé jsou celistvé racionalné funkce veli¢in b a v; ndsobime-li
differencidlem
29— ldx

a integrujeme-li, obdrZime pro funkci

(2) 'b(a) b)vy x)=SE”’x“—1 (l—x)”—ldx
0
rozvoj
xe aa+l ga+2
(3) ¢(a,b,ﬂ,x);-7+clm+cza__':2__l__..

Integral (2) vyZaduje ke své existenci podminku, aby realna ¢ast
veli¢iny « byla kladna; vynechame-li viak podminku, aby to byl integral
omezeny, bude fada (3) pfi libovolném a, které neni nullou neb zipornym
gislem celistvym, rovna integralu

Seuxxa—l (1 —x)»—1dx
s vhodné volenou konstantou, i mozno (3) zvoliti za definici funkce
¥(a, b v, x). Je tedy
(31

(l_x)bm(a’b:v:x)=x_a‘w(a,b,ﬂ,x)= -+ 1 x+_~_x2+

1
a a-+1 a—+ 2

fada konvergentni v oboru 121 < 1, kterd vidi proménnym b a v je
celistvou, vudi a4 toliko jednozna¢nou, majic polarnd mista zvlastni prvého
stupné =0, — 1, — 2, —3, .
Podil
1
—I.,—(a‘)“ )] (a, b, v, x)
jest celistvou funkci (transcendentni) viéi proménnym «, b, v, pokud
absolutni hodnota # zistdvid mensi jedné. V tomto oboru mai funkce
na$e rozvoj
C, C,

x4 ...,

toern*taaFnes” T

pfi &emZ C,, C,, C,, ... jsou celistvé racionalné funkce veli¢in a, b, v.

4) @(a,b,v,1)=

Xv.



Abychom uréili tyto ve]iéiny bliZze, uzijeme differencialné rovnice

ad ev®
) *t-ix—_i—(x + l) +x(x—l) !
kterd vychdzi bezprostiedné z definice (1). PiSme ji ve tvaru
(51) (22 —x)ﬂ+[(a+b)x—a]¢+ gvr—0

a hledany rozvoj bud v piehlednéj$im tvaru
< 1
- Zk,xv ke =—.
a
=0
Rozvifime levou stranu rovnice (5!) dle mocnin x, a vyjadime, Ze
soutinitel pii x* rovnd se nulle; obdrzime tak vztah

(6) (a+v)k,—-(a+b+v—l)k,_1=z, ,
platny pro »=0, 1, 2, ... , pii ¢emZ k_,=0.
Zavedme nyni obvyklé v mych pracich oznaéeni
. I(a+v)
(@v=a(@+1)...a+v—1)= T

tedy zvlasté (a, 0)=1, (2, 1) =a; pak bude lze rovnici (6) psati

(a, v+ 1) Ey— f v) b _ (a, v) v?

(@ + b, ») @+b,v—1) """ (@at+bv) vl
seCtéme na obou strandch pro v =1, 2, 3, ... %, a uvaime, e a k,=|

rovnd se pravé strané psané pro »=0; obdrzime

a,n—+ 1) B _2 (a, v) v*
n vl

a+ b, n) —_0 (@ + b, v)
tedy
) _@a+bmy (@nv C,
(59 = (@, n + l),gov! (@a+bv) (a.n+1)
Ponévadz
(a+0b,n . .
——(a+b,”)—(aq—b+v,n v)
méame vyraz pro soucinitele fady (4)
, 3 v”
(4') C,,_’go(a,v)(a+b+v,n—v) 7
Nalezeny rozvoj
€ n
4* _yletbn g @0
(4*) ®(a,b,v,%) ,.Zo(a:"+l)" ’Zov!(a+b,v)

konverguje skute¢né toliko za podménky I1x1 < 1.

Xv. 1#



Ptredpokladejme, Ze a + b neni ziporné &islo celistvé neb nulla; pak
existuje fada stile konvergentni

< (a, v) v*
K (a, b,v) =,§OW'

i bude lze psiti
id v hed v
Z (a,9) v =K_E (a,v)v
S v! (@ + b, v) v___”Hv! (@ + b, 9)

a prava strana rovnice (4*) se tak rozpadne ve dvé {asti

(M D(a bv,x)=K(a,b,v) H(a, b x) —II(a,b,v,2x),
kde polozeno

atbn
(8) H (a,b, x) —,.Zom £,

® 5 © ,
(9) I (a, b,v,x):E(“_”"L),r” Z v'_((%)_vTv_)
=n+1 ’

[o o3 b > 4 ’
_ XHN{A (a, b, ) —ZO%}

Rada (8) konverguje toliko v oboruix| < 1, naproti tomu fada (9)
je stale konvergentni, takie I (a, b, v, x) je celistva funkce transcendentni
proménnych v, %, jednoznaéna vidi a, b, nemajici jinych singularit vici a a &
mimo pély a + & =0, —1, —2, — 3, ..., takZe bude

(10) II(a, b, v, x)

1
I'(a + b)
celistvou funkci v3ech ¢tyt proménnych a, b, v, x. Prvni fadu (9) lze
lépe pséti

2 » n_|_1 ,v)vu+v+1
(9%) I(a, b, v %)= Z ‘:Jn-{- D@4+ b4nv+1)°

Je pozoruhodno, Ze pii a + b =—m, veskery d¢leny, v nichz
1 > m, jsou konefny, takie pak vyraz (10) bude vyjddien konenym
po¢tem mocnin ¥, a bude celistvou racionalnou funkei x stupné .

Pro v=0 je patrné IT=0, a rovnice (7) da
D (a, b, 0,x)=H(abx),
t. j.
(11) H (a,b,5)=x—2(1 — )=t | x6=1 (1 — x)o=dx.

0



Pokud realné ¢asti veli¢in @ a & jsou kladné, lze psiti

1 1
(vemt0—mr-tan=f g1 —gprae—fe-r0—p—ap;
0 [} z
prvni integrdl na pravé strané ma hodnotu

(a) ()
(a4 05 °

druhy po substituci § =1 — 5 obdrZi tvar

1—x

S 't —my)e—tdy,
0
takZe vychazi
1—=z

H(a.b,x)z%x—au—x)—b—<1—x,—bx—a§qb—1 (1 — o=t dn
¢ih
(12)  Ha, b,%) = %x—"(l —x)—b—H (b a1 —3).

Pokud a, b jsou rizny od nully a od zapornych &isel celistvych
a pokud x leZi na pf. mezi 0 a 1, konverguji obé fady

@0

a+b,mn i(a—i—b,n "
H(a, b x) = g&—nﬁx ,H(,a1—x)= ;W (1 — x)
a jsou jednoznaéné funkce proménnych a a b; rovnice (12) zastiva pak
platnou pro vecky fecené soustavy hodnot a, b, jakoZto jejich funkce
analyticka.
Na pravé strané rovnice (12) je druhy ¢len funkce pravidelnd v bodé
x=1, a vychazi tedy, Zc se ,,funkce H (a, b, x) na misté x =1 chovd tak

jako funkce
@I _, —.
Tty ¥ AT
1 jest tedy x =1 mistem zvlastnim funkce H, a to v konelnu jeji
jedinym.
Podobny vztah jako (12) se objevi u funkce @. Tu bude piedeviim

(13) K (a, b,v)=l_’=Sc“x““(l—x)"—ldx
miti Lhodnotu °
300 ¢ & I(a+v) L)
— N xerr—1(1 —x)o—1dx= v?
Zﬂ !5: vgov!l’(a+b+v)
¢ih
74 I (a) I" (b)
131 — /- 7 :
(131 K (a,b,v)= T@tb K (a,b,v).

XV,



Substituci x =1 —y vyjde z integrilu (13) vztah

(14) K (a,b,v) =e¢* K (b, a, — )
a tedy téz
(14Y) K (a,bv)=e" K (b, a —1v).

Upnéme nyni svoji pozornost na integral (2); moZno jej psati
1 1

¢(x)=$€””x“_l (l—x)”_ldx—‘(n"ﬁfu-—l (1—§r—1dE;

0 x
uZije-li se vzorce (13) a klade-li se v druhém integrilu § =1 — 9, vyjde
(15) w(a:byvyx)z'i(arb»v)—euw(b;ﬂ:—v,]-_‘x).

a odtud se obdr#i

(16) B (a,b,v,x)=K (@, bv)x— (1l —x)~% —e2 D (b,a,—v, 1 —x).

Vyjadii-li se obé strany na zdkladé vzorce (7), obdrzime

K(abv)H (abx)—IH((abov,x\=K(a,bv)x—(1 —x)—t
—e*K(b,a,—v)H (b,a,l —x)+ev b, a —v,1—x),
¢ili vzhledem k vlastnostem (12), (13!) a (14Y),
I'(a) T (b)
r'(a + d)
=K@, bv)yx—¢(l—x)—b+ev b a —v,1—3);

prvé ¢leny na obou stranédch jsou si patrné rovny, i nachdzime tak rovnici

(17 (@b v,x)=—e*Ob,a,—v,1—2a.

K (a, b, v . x4 {l —x)—*—1(a, b v x)=

I1.

Funkce H (a, b, x) hovi differencialné rovnici

dH ( a b ) 1
(18) P i | H+x(x—1)_0'
kterou obdrZime piimo z rovnice (11) differencovinim. Té uZijeme k vy-

Setieni funkce
1

(19) M (a, b, u):S‘a“H(a, b, %) dx .
(1]
Existence tohoto integrilu je zajidténa podminkou, aby a nebylo

celistvé ¢islo zdporné neb nulla, dale aby realnd ¢ast b byla mensi jedné.

. . . 1 <y
Nebot lze integrovati primo dle rozvoje (8) odx=0dox = < » DaleZ roz-

klad (12) umozni integraci od x= do x=1.

XV.



Diive vSak urlime integrél
1
EDI(a,b,O)——-S H (a, b %) dx =T

[}
za podminek uz8ich, z nichZ se pak snadno budeme moci vyzouti.

Jezto
Hia.0, = x=s (L= | yot 01— 1ot d
0
po substituci y=x 5 zni

1

H(a,b,x):(l—x)—bsﬂa—l (1—zxq)—tdy,

0

1
‘SIS I—x \'"vdxdy
— na—l — ) — .
l1—xq l—x
00

Polozme na misté «

obdrZime

l1—x 1—§ 1—1q 1—1q
= y — —————— l'— = _ e e————
[y e R S=r T ALk s pey 3=

a obdrZime

N

a0

d

pii tom jsme predpokladali realné ¢asti velitin a, b v mezich 0 a 1.

Pomoci geometrické rady
0
1 .
[ — vy

®

obdrzime pak

_ a+r—1 — 1
gttt dbdn = M Ty

Sy
© ey

a jeito

1 B 1
+v)(@v+1—08 a+b—1 v-{—l—b—a—{—v)'

nachazime vzhledem ke znamé rovnici

i( 1 1 \_ Iy I@
l\xt+v ytw r'(y) I (x)

pit oznaceni

c _I'x)
(20) vl = T
vysledek
(1) M= (25,0 =¥ (‘;):;”Lll_bL(SH (a,b, %) dx.

X\W.



To ptredeslavde, obratme se k rovnici (18), kterou pfepidme na tvar
(x‘*—x)%+ [le+dx—alH+1=0.
Odtud plyne

1

1 1
(22) S(x*—x) ev*d H + S[(a—|—b)x——a] e“de—}—Sg“”dx =0,
0 0 0

a jezito pfedpoklidame realnou ¢&ast veliCiny & v mezich— o a 1, vy-
mizi soucin
(#*—x) H (%)

na mezich x =0 a ¥ =1, takze
1

1 1
S(xz—x) evrd H =—uS (22 — x) e#* H (x) dx—Se“’(2 x—1)H (x)dx;
(1} (1}
zavede-li se prozatimné oznacdeni

1
J =M (a, b, u) =Se“ H(ab, x)dx,
1}

bude
1

Sx' e“*H (a,bx)dx =
0
a tedy nalezeny pravé vyraz
1

S(x2_x)gude =—M—Ziu]5 —+ (u——2) %4— 7

dv
du’

0

S[(a+b)x—a]e“H(x)dx=(a+b)%_a],

dile jest

1 “__1

Se“dx: ¢ s

“

0

a tedy zni (22) po zméné znameni
aj aj e — 1
1 —_ — —_— —_— =
(229 W@t b—2+u S+ @—1)] =T
Zavedme prozatim znacky
a=1—a, b =1-—b,
aby se rovnice (22!) mohla pséiti ve tvaru
a? ] ’ ’ d ] ’ . e*— 1

(222 MW+(a +b—u)W—a]— el

XvV.



Vypoéteme-li na obou stranich n-té derivace pro # =0, obdrZime
vztah

(n+a + 0 JO+D (0) — (n+4-a’) J™ (0)=n_:_ i’ (n =0,1,2, ..)
odtud pak
) (@ 4+ b, n+1) o+ 1) {0 (a + b, n ) ) (@ + b, n
@) Ty OO e IO = e e
Seéte-li se tu na obou strandch pron =0, 1,2,...# — 1, vyjde
(@ + b, n) o ( (@ +b,v—1)
(a’, n) J 0+ Z via',v)
a tedy
o (e, (@, n) (@& +b,v—1)
23% Jm 0) - :
( ) I ( ) ( +bl )]( ) +(a'+[)',%)’=l 'V(a’,'”)
Zde
_d@—w(—b
] (O) - a + b _ l ’
4 Maclaurinova fada funkce
J=M(a, b, u
bude zniti
i (a’, n) u» +°c (a’, n) +b’v—1)
bl '(a—i—b’n Zn‘( "+ b, n e va,v
t. j.
_Y@—e(=0 .
M (a, b, u) = iy — K(l—a,l—bu +
(24) ) u” (a*+ 0, v—1)
_}Zn'a-l—b’ Z v(a’, v ya’=1—abt'=1-—b
Povazujice ¢ za konstantu, pfedpokladejme, Ze a’ + b =—m + §
je blizké zipornému Cislu celistvému — m; pak lze na¥ vyraz psati
(25) M (a, b, 1) =
- v(@a)—yva—m—1+4+§ o~ (a’, n) ur
=TI HL-I_E)[ m-|—l—;§*r Z n'l"(—-m+1t+§)+

a,n (—m—}—”v—])
+Zn'[‘(—m+n+§)2 (@, ») ]

Vyraz uvniti hranaté zavorky [ ] musi vymizeti pro § =0, t. j. musi

%@ —o@a@—m—1) i (a’, 1) un L
n' (

m 4+ 1 T n—m— l)

4
(@, n) ur (—=m,v—1)
+ 2 n! (n — m — 1)! Z _O'

n=m+l

XV.



10

V druhé fadé je vzhledem k podmince #» 2 m + 1 vnitfni soucet

< (—m,v—l)='§1(—m,v—l)

via,v) v (a’,»)

nezavisly na #, takZe rovnice posledni bude zniti

[1#(“)_135}??7”_1)—*_2 —‘ma”v) ] Z .M :—nZHMLI' =0:

musi tedy

o Y@ —p@a—m—1) (—m,v—1)
(26) w41 - w{a,v)
aneb lépe

m+1 1 m+ (_ M.y — 1)
26%* =—{ 1 — " ;a'=1—a.
DTS PN [

Avsak derivace uzdvorkovaného vyrazu na pravé strané rovnice (25)
je prili§ slozitd; budc lépe uvolniti vyraz takto

5 9 _v@—vl@—m—1+ W (@, mu"
(251) M (a, b,u) = m4 1 —¢ En'(—m-l-f,”)+

(@', n)ur I(—m+v—14§
+E ! Z v@, N —m+ntf’

a stanoviti hodnotu levé strany pro § =0 jako staly ¢len rozvoje dle
mocnin proménné § Tu pfedeviim méme

{Ij("‘(m+1’—1+ E) }o= (— l)n—v+1( \m_n)' pron < m;

Fi—m+4+n+ § m—v + 1)!
tedy
ﬁ(a’,n)u"z" Fl—m+v—1+§ | _
- ! v@,V"L(—m+un+E& o
1)

IR\ RCARUEAR - el (m — n)!
_2 n! 2(_1) v (a’, v) (im—wv 4+ 1)!

n=1 v=1

V tadé
(@, n) un N (—m+v—14§)
S= Z 1z|1"n—m+§) v (@', ¥)
jsou jmenovatclc Fin—m+ § pmwdelni na £ =0. Tieba jesté zniti
staly ¢len rozvoje funkce I'(— p + §); tu jest

_ _ ra+ & B
T=t+0=5a—ne—9.. G—pF+DGCE—F
1+ (E+.. (=1 1+ () E+...

=D e—g =0 P 908 (-5).(-5)

XV.
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tedy

r—s+o=S0 0+ Sl [roviep+ 5+ 4 2]+ @,

kde (£) znadi mocninnou fadu, kterd mizi zaroven s § Vysledek ten lze
piehlednéji psati

(—=n* =12
(@7) Di—p+H="Frp + s+ +®.
Obratme se nyni k fadé S; tam bude
- I'(——m—l—v-—l-{—f _1"’“ (— 1) m+t—v
;1 v (a’, v) Eayv(m+1—w)!(a, v)+
MH 1)m+1—=v o (m 4 2 —v) N (v—m—2)!
+2 vm + 1 — ) (@, v) + @) + (&),

y=m+2
tedy

m+1l

® (a"n)ﬂ)(n——ﬂz) (__ ”m+l—u
2) S=— Z w Z : n

n! (n—m— 1! v(m—+41—)!(a,v)

n=m+1
5 (a M" m+l( )m+1—v¢(n@-¥-2_v) (1'—"1—2)!‘
T,.=.,,+1"(7—m—1‘ ,Zl v m—l-l—v)'(a ” +,=§+2WI
+ —5_’ + (5) .

V ftadé

T— < (a’', n) ur
_ngon! (—m 4+ & n)

jsou ¢lenové od # =m 4 1 podinaje nekonecni pro £ =0, naproti tomu

¢lenové #=0, 1,... m jsou konet¢ni; tedy
(—1)" (@', n) u [(—m+§_,
T= "Z_n‘m m—1).. m—n—l— +" ,Enn"' rn—m+ §) + @
bude dle (27) zniti
. il . (a n) un (_ '|) m ad (al’ 7’11) un
T—Z =1 nlm(m—1)... (m—n+ 1) + m! E "=m+1n! (n—m—1)! +
(_1’ m—1 o (a', ,n) ¢ (n—ﬂl) u" (_ 1) m y o (al, 'ﬂ) u"
+ ml e nl(n—m—1)! m! ¥l + 1)"§+lnl (n—m —1)!
+ (é)
¢il
B m (a ,n u" _] n ¥ 1”_|_ (”—- ) , ;
T—"Z"(_ b n! ! ( m' e ml(n—m—1)! (@', m) u
@0
(_ 1) m (a , n) un
+ m! E n! (n——m—l)!+(§)'

n=m+1

XV.



12

a tedy
m -|- 1— ¢
[11: a)—w(a—m—l) Y (a—m—1)|(— 1" i (@', n) u*
- (m+ 1 m + 1 J mi ol —m—1)!
Y@ —¢pla—m—1) B
L b
kde R znaéi vyraz
L , (a’ '}’l) un (_ 1) n & w('m-}— 1)— 1[)(%—771) , "
"go(— D nln! () + m!—"=;+l n! (n— m— 1)! (a’, m) w
Podminka ¢’ + b0 =—m =2—a—0b dd a—m—1=1—14¢,
a tak lze po shrnuti vysledku 1), 2) a 3) psati
(___1)m+l u"
M (a, b, u) = —(m—[”’ (1—b)— m—{—l ]';“ z'(n—m—l)
v@—w(l=b [, ., (@, m)u

+

m 4+ 1 |~ ntanl ()
(_ 1)”' i 11,(1n-|-])-— (n—m) (a, n) Mn},

m! n! (n —m — 1)!

n=m+1

m (a,’ 7’1/) u " . (m . ’H«) f
+"§1 "!—1;1 =1 1 via, v(m—ov+ 1)

+

(@, n) u" b (m+2—9)

+3

m+1
w=m+1 al (n—m— 1)l {v=1(— b 1,v(m + 1—v)! (@', v) +
N (v— m— 2)! |
4; ;+’ v (a” 1’) l

E (@, n) ¥ (n—m u""f:l (— Iym+1 »
nmm+1 1’” n —m— l)' =1 ’l’(ﬂl + 1— ’”)' (a’, ‘ll)

Volme zvlastni ptipad m =0, kdy totiz a + b =2; tu se vyraz
znatné zjednodusi a bude

1’) u"
=)

M (w) = [———w a—l)]

u—l !

[I+Z v ( n—l () (a’,n)u"]

Yur [o (1) —o(n) (»r—2)17.
+2 n! n—l 1—a +vz=__,v(a’,v)]'
zde se vyraz na druhé tadce zrudi vidi prvni ¢4sti Fadky tieti aZ na jeden
tlen, i vyjde

Xv.



,

O @ ) & (v—2)!
+’é n!(n—l)!”g2 v (a’, v)

M (w) =

t. .
(28) %(“)=al_1 +[a—1_¢ “_1]27(:;'("”)—“1")'

+E n! n—l 2 v “+” "= s @atb =2)

n=

Jiné stanoveni integralu M (@, b, #) obdrZime z vyrazu
1
J=MWM(a, b, )= S evr x—a(l —zx)—b de 201 (1—x)—1ldx
0 1]
¢asteCnou integraci, pti ¢emZ budeme prozatim piedpoklddati, ze realné
¢asti veli€in a, b jsou v mezich 0 a 1. Obrdzime
1

1
]=Se“*x—“(1— x)—bdx.Sx“—l(l—x)”—ldx—
0 0

1
S 1(1—x)b— ldxje“-"x—"(l—x)—bdx
0

0

t. }.
I'la) I (b) S :

J= —er)K( a, 1—b, u)—odi(l—a, 1—b, u, x) dx;

ponévadz
7 ]
I'(a) I"(l—a) = e ,I (2—a—b) I'(a —|—b) =(1— a— b)m,
Ize tento vztah psati
(29) M (a, b, u) =
1

cotgax +cotgbn . . _{ . .

—a TEE TR (1—a, 1—b, w) §q>(1 a, 1—b, u, %) dr.
Integral na pravé strané prichézejici se pak uréi pomoci vzorce (7)
O(l—al—bux)=K(1—a 1—buyH(l—a l—10 2

—IHI(1—a,1—0b,u,x)
ve tvaru

Sdi(l—a,l—b #, %) dx—K(l—a 1—b, u)SH(l—a, 1—b, %) dx

—SH 1—a,1—b,u, x)dx ;

XV.
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tu jest ptedeviim dle (9), piSeme-li opétné 1—a=a’,1—b=1"’,

SU(a’,b’,u.x)dx:i (a” +07, #) [K(a b, u)— Z” (a

-l (n +1) (@, n +1) !
0 n= v=0
a dle (21)
SH (1—a, 1—b,x) dx=¢ (ll—_azl:;p ©) ,
0
takZe dle (29) bude
cotganm +cotgbx ¥ (1—a)—9p (b

_|_

Wi(a,b,u):[—u Ty — ()]K(a’,b',u)—l—

+\n@, v, uxdx.

0

a—+b—1

Jeito
mweotgawr—yPp(l—a)=—P(a) , mcotgbzx +P (b)) =9 (1—0),

zjednodusi se posledni vysledek jak nasleduje:

M (a, b, u) = w(a) till LK (1—a,1—b,u) +

a’'+ b, n) o (@, v) u®
+"20n—|—1 (@', m+1) [K(" b, u) Zv' (@ +0b, v)]
Pige-li se fada na pravé strané ve tvarn
L (@’ + b, n) i {(a’, v) u*>
(n+1)(@,n+1, & vl(a+b,9)°

obdrzime pouhou zménou s¢itaciho poradu, pidice m za v,

(30}
l

m (@', m) um + b, m)
,..2=1m' +b' m)Z(n—l—l)a n+1)

a tim vychazi na novo rovnice (24,.

ITL
Vysledky pravé odvozené slouZi k stanoveni integrali
App= {20 Q- B dx, T (W=~ 0 (a,,0,%),
0

které v applikacich jsou dilezité. Z rovnice (7) mame

¥(x)=K(a, bv)e—"*H(a bx) —e—%I(ab,vx),

XV.
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tedy
A, w=K(a, bv) By, — Cow
kde

1

B,,,,‘,=Sx“ (1—x)#¥e¢e—**H(a,b x)dx,

0
1
le‘ 1l —x)#e¢=**I(a, b v x)dx.
1]

Tu se obdrzi pomoci (9) piimo

o 1
. (a + 5, 'ﬂ) 5‘ n+p W op—vx
C"""—Z(an—f-l\ K (a, b, v) — Z xn+e (1 — )W oo rdy,
n=0 = 0
pii ¢emZ integraly se vycisli v zakondeném tvaru, a déle se uréi B, .
pemeci derivaci funkce I (a, b, u) pro w= —o.

V piipadé a + b =2 pidme a=1+17, b=1— % v rovnici (29)
prvy ¢len pisme

cotg a ®+ cotg b=

@ib—T, atb_g e HKI—a 1—b —);

tu jest
m (I —a,v) (—o)”
Jim @—a= O K(1—a 1—b —o= Pl o
lim cotgam 4 cotg b= . % _ =
Ao at+b—2 T simPam = sinttxm’

tedy nim poskytne vzorec (29)

1

o —T, ¥ L"
Z (— )" ) Sdi(—z t, — v, x) dx.

! (v—
& v :

BIYM(—o) =

sm2

Ve vzorci (16) veli¢ina

- wTl@t+wre
"=¥v!r(a+b+v)'”

zGstdva ur€itou i pro a + & = 0; tedy mame dle téhoZz vzorce
D(—ez, z,—0 X)) = K xt l1—2x)""—e—"D(r,—s%, v, 1 —x),
kde

) I (z) (—s 9

K = ST =TT Z(—”"TIT

(— 1y L

Ms

r=1

XV.



Néasledovné bude
(312)
1 1
Sdi(—z,r,—v,x) dx=K.I'l+45I'l—z)—ec— Sdi(w:,— 7, v, 1 — %) dx,
0
a prvy &len pravé strany lze psati

-

S gl

T st v! (v— 1)!

i vypadne z rovnice (31?) po dosazeni hodnoty (31%); tedy mame

(31) M(—v)=c—" Sd’ (z, — =, v, x)dx.

Funkci
D (z,—z, v,
chceme vysetiiii jako krajni hodnotu funkce
P(r+§—r,0,% =@, —z,0,%), (7 =1+,
ktera dle (7), (8) a (9) splyva s vyrazem
D= K(rl,—r v) H (z;,, — =, x)—II(rl,—r v, X)
_(l +Z§v| 1i|’-§,'y—l)) (1:1 +§L t:’vv—rll) )

p=1

(7q, ) 0¥ (1+&n—1) | (zy, ¥) ¥* )
z,ng iy ";'_(r‘l,qul)_" Z A+ Ev—T)

v= u+l

pri tom jsme funkci IT vyjadiili prvym tvarem (9) a isolovali jsme ¢len
# = 0. Vynasobime-li prvni dvé zavorky, zrusi se ¢len

(7, v) V¥
T, ng'(l+g v—1)’

a zbude
_i . m,v (1+&v—1)v”
®= +ES+Z E'v—l 2 (z,v+ 1)
_ (I+E&n-1) | - (71, ¥) 0* .
Z &, n 1) x_;“v!(l—i—g,v—l) ’

zde se provede pfechod ke krajni hodnoté& § = O bezprostiedné i objevi
se tvar

_ & - ) v w("—l)!x”
D (z,—7z,9, x)—T"‘ZlTpT(v——l)rv Zlm

o (n—-1)! - (5, ) v
—Z<M+ j*" Zm

XV.
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zde
i(v—-l)!x' _ _"_i____,u."__‘=iﬂ(,+1 —1, %)
o (7, v + 1) T t4+1,7n+1 T ’ ’
< (e, ¥) vl (T 4+ 1,9) 0* .
=Yy =ve RN (1l +¢1—70)
Zlv'(v—l)' ‘Z v! (v 4 1)!
tedy

¢(1:,—z,v,x)=%—|—vxK(l +2,1—gv)H(l 472 —22x)

(n—1)! (z, v) v*

e R RIS AR AR el

n=1

Zde tedy bude

1 1

S(D (¢, —z,v,8) dx = :'1’_—4{-7.-1\'(1+z,1—r,z)SxH(1+r,—t,x) dx

0 (1]

o (n — 1)1 o ) N (7, v) v*
Zl m+ 1) @+ ) [”I‘ (H+ 1_”"’_};1”! (v—l)!]'

Integral
1

7' (0) =SxH (1 + 12—z %) dn
(]
s¢ urci podle (23%*) ve tvaru
, a’ a’ 1
J'(0)= m‘] (0) + b a
zde o' = — 7, 0’'=1417,a" + b =a+ b =1, takic vzorec
_ Y@ —v (-0
O =" ry=1
pfechdzi ve tvar ncuréit}'r% ; pravda hodnota veli¢iny té jest tedy
JO) =9"(a) =9 (1 +1),
J 0 =—z¢' (1 +72)+1

4 nasledkem toho posledni vyraz pro

D (r,— 7z, v, x)dx

O ey

bude zniti

L
(32) S‘D(t,——t,z', x) 4% = l—+v1\'(l+r, l—z,v)[1—z¢ (z--1)]
0

n -1

- (n — 1) . y N (t + 1'-,.,) v
v B ey [0+ —w0 ~E ]

Rozpravy. 11/t Ro&, XVII. Cfs. 18, 2
XV.
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takZe midme pro integrai
1

M (— o) =S e ""H(l 421 — r21)dx
0
vyjadieni plynouci z rovnice (31)

‘ im—v)=lc—z+[1—z¢( LK —r | +27, —7)

—1) Wty
11—1—-1]1,‘!11,—}— [A tel—r) Z;‘( )]

=0

(33)

'MS

l—vrc

[l

Znajice tento vyraz, miZeme stanoviti integral
1 1
M=5c*"-"di(l—|—z-,l—r,z',x)dx= de;
0 0 ¥ {1 —x)
obdrzime totiZz pomodi (7)
1 1

Sc "‘CD(I+r.J—z.v,x)a’x=1\'(l+t.l—t,i!)Sc v H(l+ 7, 1—7,x)dx

0 0
1

_5 e— I (I — % | —=, o, x)dy,

0

tedy
M=Kz, |—=: —9)
b "
(;4‘{— Z,,(_ " (T(I ;l II\ l14-2, 1-—2,9) Z’,, _*_—v]))%y]qﬂ”’ {)
kde ' |
| 1
p (v)=Sc—"“ dx=¥.,(—l)"(p‘") (v):Sx" e dx.

Rada (8) v na%em ptipadé ¢ =14+ 0 =1 —7.

< (7 4 1)1
H (%)= Z__" {a,n 4+ 1)

konverguje stejné rychle jako iada

o
2 ne '

tedy pro mald z zvolna, a bylo by naivni chtit stanovit integrily I (u)
integraci ¢len po ¢lenu této fady, pokud z nepfevysi uréitou mez. Pro
z 2 3 a mozno-li se spokojiti s mendim poétem desetinek, jednoduchd
tato methoda oviem dosta¢i. Naproti tomu jsou fady vyskytujici se ve
vzorcich (33) a (34) ustavién¢ konvergentni a tedy velmi rychle sbéZné,
vezme-li se do poltu dostatetny podet ¢leni.

XV.
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Co se tkne funkce

(a, n) v"

K(a, b, v)=27!(—a+—b'7)—,

1]
podame nize (IV.) fetézovy rozvoj jeji logarithmické derivace; tim bude
llodnotou K (v) uréena také hodnota K’ (v); pomoci differencialni rovnice

@y dy —
U_c_i?“__i_ @+ 6—0) 2y Y =0,
které¢ hovi funkce y =K (a, b, v), vypoctou se pak vSecky néasledujici
derivace a tedy téz koefficienty Taylorova rozvoje funkce K (v) v okoli
bodu ».%)

Co se tkne funkce H (a, b, x), vloZme do integralu (11)

. 2 X
142 FET
1 vyjde
z9=ldz
a--1 - h—1 —
Sx (1 x) dx_S-—(l T
0 ()]
tedy
. . (] + Z)”-H’S za—l dz __x_
(39) H(a, b, x)= pr (1+z)“+"’z_l—x'

1]
Je-li a + b celistvé kladné ¢&islo, pievede se prava strana integraci
po Castech na stanoveni funkce

(35 M=Z (— 1)»

FARgd

c+v'

pro niz podal jiz Lagrange rychle konvergentni rozvoj fetézovy,* *) ktery
v nasledujicim rozsifime na piipad obecny.

Poznamenejme jesté pro piipad @ + & = 2, Ze lze pomoci vzorce (35)
verifikovati rovnici

foldE D)L
§(M+§)2 —g(a,v-{- 1) (M+1)9+'-’ s

z niz vychazi integraci dle «
(36)
1

A L e N
5 TN D GET _5 H(x)dx, H (3 =H (a,2—a, 2).

*) Jiné fedcni téhoZ problému podime v jedné z pfistich rozprav,

*¥) Lagrangeova funkce jest inlcgral S 1—d:To' substituci z®=wu objevi se
integrdl tvaru (35). T
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Pro u =1 mame odtud zvlastni piipad vzorce (21)
1
SH(x) dx =
0
z fady, kterou jsme definovali funkci H (x) pak obdrzime jednoduchou
transformaci

L
— 1"

SH(a,,2—a, %) dx =%+1‘:—H(a+l, 1 —a, x),
0

i vloZime-li sem x =1, obdrZime pomoci pfedeglé rovnice

H(l+a,1—-a,1)=aT11.

Jiny zajimavy detail vychéazi z (36) pro » =1:

SH(x)dx:l% =v2 (— 1)va__}__v _2_‘[¢(a+1) w(“ )]

¢ili pi§e-li se a =1+ =,

(37 SHI-I-t 1—r+, x)dx=_+ 1P( ) 2 (1—|—1:)

Iv.

Jina vyjadreni funkce H (a, b, x) plynou jako zvlastni piipady iady
hypergeometrické, a sice vytkl je Schaeffer v rozpravé Adnota-
tiones ad seriem?®)

x%(x+1) x(x+ )(+2)

x
14+—~v 4+ —F/— 0 —F—— 03 ...,
LA = T RS (N
kteréito vzorce zde prosté piepisuji:
r(a) ! tn-l—l) 1

(38) H@bx=-rorpyra—g l—t)"l—tx=

[}

e [

 T@ (14—
STGIHTA—H) T—z+¢

di.

*) Crelieiv Zurnil, sv. 37., str. 127,

XV.
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Prvni z téchto tvard funkce H (@, b, x) nis povede k odvozeni
fetézového rozvoje jejiho, pfi ¢emZ nam bude toliko ndpodobiti postup
znamy z praci CebySeva o mechanické kvadratute.

Uvazujme polynom
(39) P,@t) ==t" *(L—o' PDp"* "a—pn"thy,

v némZ &, f znadi dvé konstanty s kladnou ¢&asti realnou, x konstantu,
jiz si pozd¢ji pfimétené zvolime; zna¢i-li ndm IT (¢) libovolny polynom
stupné # — 1, bude

|
(40) Stw-'(l—t)ﬂ P, HI@)dt =0,

0
ncbof po odstranéni konstanty » je tento integral

Sn(z) Dy [trva—1t (1 —g)n+8~114ds

a bude pii oznaceni

U= H(t),'b':tu+¢—l (l_t) n+pg—1

zniti
1
S u v\ di;
1]
integral tento urci se podle vzorce
(41) S‘u v df =) — g D gy D T D+ S u o df;
zde jest identicky # =0, a jeZto recalné €asti veliCin @ a g jsou kladnés
zmizi hodnoty 2—Y, p—2, . na bodech {=0 a #=1, takZe bude
1
u . di =

jak tvrzeno.

V rozvoji integrilu

CS“AI U7 b wat=R

1—tx
dle mocnin ¥ vymizi soucinitelé pii x°, %, 4%, ... x"—1, a znamenadme-li
- /1 _
1 Pu (7)— P" (t)
(42) Q. (x)=CS,;a--1 (1 —f)p—1xn—1 - d,
0 —x— —1

XV.



bude pii oznadeni

=1
xPu 7)—Pn(x)
piedesly vyraz zniti
1

Cfe-l(1—pe !
(43) 0. (%) =P, () cj 1(_ tx) At — 2 R,
[}]
a odtud plyne
(44)
1
(it (1—8-tdt Q,(x) , R,  Q,(x) an omnel
C§ l—tx _P"(x)—':nl)”(x)—‘[)"(x)—l_“l,\v +Ax + +-..

Zde Q, (x) je patrné celistva racionalnd funkce proménné x, a z rov-
nice (44) vychazi, Zc

Q. (%)
P, (%)

je sblizny zlomek fetézového rozvoje pro funkei na levé strané rovnice
té stojici; pii tom jsme k integralu pripojili staly faktor C, abychom
specialisaci mohli thned uZiti prvniho vzorce Schaefferova, z néhoZ plyne tak

H (a, b, x) =lim Q,,_(xl

w=w Pu (%)’
volime-li «=a + b, $=1—10, a stilého &initele

TTGHoTT—08 Tel@
[ bude pak hledany fetézec zniti

(46) H(x)="2

a4y + €p ¥ —

3
b, x

by x*

a,+c¢’ x— w2
3

st x— 22—
2t 6 a, Fclhx—...

Sblizné jeho zlomky budou
QB _0 9 __ b

B, =1’ B, —atc,i
nace se ostatnich zlomki prvky tvofi postupné dle formwuii

Pn+l=Pu (an + C',, x) —Pu-—l bn xt »

(47) Qu+l = Qu (a n + C',, x) - Qu—l bu xﬁ ’

z nichZ vychazi
P n P n+1

(48) 0r Quni

=boblb2...b" xz“ .

XV.
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odtud plyne
(49) _Qu+l Qn _boblbz...b,, x’".

I)n+l Pu Pu Pu+1

Volime-li stilého tinitele x tak, aby P, (0) =1, bude prava strana
zaginati rozvoj svij &lenem

boby by ... 0, x2

dile plyne z rovnic

H (x) _1?),, ((x; + ;—@)' H (x) = g"“ ()

Ze rozvoj funkce

Qu+l Qu _ x" Iell _ x"+l R”"’l _A x2u +
pn+l Pu o I)Il Pu+l - T
zac¢ind tymz c¢lenem jako
(b0) A" R, =p, 22"+ p, a4

Tu jest pak dlc definice integralu R,
1 1
P = CSlu—l (l_t}ﬂ—l i I?H (t) dt=xC 3 (" D» I:tn+u—1 (1 _t) n+ﬁ—lj dt
] 0
i posledni integral stanovi se na zikladé vzorce (41), takze
1
Fle+n)I'(B+n)
— S n gzl n—1 . n |l = — ugyl .
vo=2C.(—1) S,,_im (1—2)8+n Vdt .= (—1)"n! ACETET) xC
0
_ Dle podminky P, (0)=1 bude nejvys$i soucinitel v polynomu
P, () roven jedné, tedy
(— l)"u.n!(” -+ a+ﬂ—2)=1'

n

a odtud
g . (@&t+f—1, n)
N TTY ESE TR
Dosadime-li do nadeho vyrazu pro p, tuto hodnotu % a hodnotu C
dle (45), vyjde
(51) _ n! (e, n) (B.n) (« + g — 1, n)
e Tlatp—Len+ (et p—12n)"
Porovnanim (49) a (50) nachizime

(52) bobyby. .. b0 =y,
tedy

nlet+n—1)@B+n—L(at+pg+n—2

(53) b, = A G S S A

" (@ BF2Zn—1) e+ 2n—2%(at+p+ 2n—3)

XV.
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Prvi rovnice (47) pro ¥ =0 poskytne vzhledem k podmince

P, (0) =1 vysledek a, =1 pro » =1, 2, 3, ...; veli¢inu 4, miZeme
voliti =1, takZe
(54) a,=1,(n=01,2,...);
dile plyne z ni
”n '_Pu
(55) o = {_P+‘_‘
X Ilsﬂ

Definici funkce P pidme
15” O=(—1)t! @ t— 1)1 By Dnprve—1(p— 1)n &8 1

=(_])ull—a(t_1)1_puD,,£(7"+f—‘1)(_l)vt-zu+u+a-2 v
=(—1)”4¢.n!2(1;ﬁ) (— I)w g2e—8 “ZJ[ (— 1)» (” +f— ')

(2n—|—a—|—ﬁ—‘)__ )l" csg v 2

¢ili posléze

P, (t
= l)"un!zv(_l)#w( ﬂ)("“‘_ﬂ_l) ( ”+“_Lﬂ—”— )t" “ v
“ (B,v=0,1 2 )

Soudinitel pfi £#—! zni

— (= ppant|ae p( PO ) gy (BT )]

7
v 2n + @ +ﬂ—2 n+a+pf—2 .
==y )[ﬁ_l_2n—!-a-|-{i—2(”+ﬂ_J)]
_B=)@rtatp——(n+p—N)ntet+p—2
o 2n+ea+pf—2
n#n+ oa—1)
2n+u—l—ﬂ—

a tedy bude
-1
P, (x)=1_2nn(i-::_‘ﬁ_{ P
P,y.,—P, 2182+ (a+ B+ 1)(2n+ a) + (9
x T Cnfetrp(2untatpf—2)
nasledovné dle (55)

2w +2n(a+f—1)+aie+ p—2)
@rntatpEntatp—2

’
Cwn=—"

XV.
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Zménime tedy znameni kladouce ¢, =— ¢, ; déle jest by=H (a, b, 0)
tedy b =7:-; tudiz nachazime, Ze naSe funkce

€T

a -+ b, n)x"
Z (a, ’M+

mé fetézovy rozvoj

(56) a H (a,b, %)=

s hodnotami*)

(5 — n@+b+n—1(m—2> (at+n—1)
I "T Tt 2matr2n—1)2(a+ 20 —2)
2ut4+2na+ (a+ b (a—1)
Zrn+a+1)2n+a—1)

[(37)

Cy, =

Vyloudena jsou kladni realnd x vétsi jedné.

Gaussuv zlomek fetézovy
y—a

* k, = b=
2 v 1 ! "l + 1)
: T hE A (@+9) (p +v—1)
| Fe® BT, 9y — 1) ( F 29)
1~/"“ Lo v+1)iy+v—a)
L= B =0 0 (pF 2w+ 1)

konverguje zna¢né slabéji.
Klade-li se v Gaussové hypergeomectrické fadé
x
N M By,
Fla gy %)= g——v! "

azi,x=hz,limh =0,
I

poda limitni pfechod

hmF(h,p yhz )= 2_’ o y’ — D@y =P ().

*) Pripad @ + b =1 tcdil jiz Lagrange, Sur l'usage des fractions continues
dans le calcul intégral (Oeuvres, sv, IV., str. 301 —3832). Bohaté piisp&vky k theorii
fet®zch jsou uloZeny v thesi p. vic. dc Montessus de Ballore (Rend. Circolo mat.
Palermo, 1904); nemensi pozornosti zasluhuje starsi price, patizska these p. H.
Padé-a z r. 1892, jakoZ i rizné &lanky pozd#jsi hlavné v Comptes Rendus uvetejnéné.
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Tu pak obdriime z Gaussova zlomku tetézového

F(a.[{+1,y+l,x)__ 1
F(“.ﬂ»?’.x) —l;_alx
Y
ay X
l=7—=
s hodnotami
@+v)r—pB+9) _ By —a+tv)

BT T E v )  T g g —1) G+ 29)

toutéZ substituci a limitnim piechodem

1 .
a=— -, x=hz,limh=0
h
ptedeviim

: _ y—p+v L _ B+v
M et ¥ = e+ 2vF D) e S T a2
a odtud
(59)
rP+Ly+lsy 1 o FTBEY—L

P(p,y.2) 1 bz YTt 2v—D (y+2v—2)
R g+
1+48% = b
+1_Psz =2t
1+?i

kteryzto retézovy rozvc] velmi rychle konverguje. Ponévadz
. 3
P@)=PE+1r+12),

slouzi tento fetézovy zlomek k vypottu funkce P’ (z), znadme-li P (2);
funkce ta hovi linerarné homogeni rovnici differcncialni prvniho fadu,
a tedy se pak snadno po¢itaji veliciny P’ (z), P (z), ... a tedy téZ
soutinitelé rozvoje Taylorova v okoli bodu z; neb jakkoli tento je v celé
roviné konvergentni, skutetné pocitdni je pohodiné pouze v okoli roz-
vojového stfedu.

Pomoci vzorca (56) a (59) stivaji se funkce H (x) a K (a, b, x) =
=P (a,a + b, x) snaze ptistupnymi.
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