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MEMOIRES

PRESENTES PAR DIVERS SAVANTS

A I’ACADEMIE DES SCIENCES

DE L’INSTITUT NATIONAL DE FRANCE
TOME XXXIII. — N° 2.

ESSAIS

SUR
LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES
DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES
AUX COEFFICIENTS ENTIERS,
PAR M. MATHIAS LERCH..

INTRODUCTION.

Le présent mémoire s'occupe de la théorie des formes.quadra-
tiques aux coeflicients entiers telles que az®-+ bxy+cy?; cette forme
sera souvent désignée d'une mamére abrégée par (a, b, ¢); une
forme donnée donne naissance 4 une infinité d’autres en lui appli-
quant les substitutions du groupe modulaire, c’est-a-dire les substi-
tutions de la forme x=az'+ By, y=ya'+ dy’, dont les coefficients ,
B, ¥, d sont entiers et satisfont a I'équation ad — By =1; les formes
ainsl obtenues sont dites équivalentes & la forme (a, b, ¢) et leur
ensemble constitue une classe de formes. Nous né’ considérerons
que des formes aux coefficients entiers.

La quantité D=02—f ac est l]a méme pour toutes les formes
.d'une classe et sappelle le discriminant de la forme (a, b, c);
c’est un nombre entier’qui satisfait & 'une ou a lautre des deux

Sav, Erranc, t. XXXHI. —— N° 2, 1
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B

congruences D=1 ouD=o (mod. 4); chaque nombre de cetie
derniére propriété est, réciproquement, discriminant d'une mfinité
de formes. .

Les formes en nombre infini d'un discriminant donné se distri-
buent en un nombre fini de classes. L. objet du présent mémoire
n’est antre que d’ établir des formiles convenables au calcul effectif
du nombre de ces classes. Nous nous'bornerons & certaines hypo-
théses qui n'altérent pas la generahte du probleme

Une forme (a, b, ¢) est dite primitive si ses coeflicients n’admet-
tent pas de diviseur commun; les formes équivalentes seront éga-
lement primitives, et on peut se borner 4 ne considérer que des
classes de formes primitives. Dans le cas d’'un discriminant posi-
tif D, ce sera le nombre de ces classes primitives qu'on désignera
désormais par le symbole Cl(D). Si le discriminant est négatif,
les coefficients extrémes « et ¢ conservent leur signe dans toutes
les formes équivalentes;.on ne considérera que celles ol il est
positif, puisque-de ces formes dites positives on obtient toutes les
autres en changeant les signes de_tous les trois coefficients. Le
nombre des classes de formes positives et primitives sera désigné

par Gl (D), si D<o.

Depuis Gauss, les géométres ont etudne les formes telles que
az*+ 2bxy+cy?, c'est-a-dire, dans notre écriture, les formes
(a, 2b, ¢); le nombre n—=b*—ac était appelé le délerminant.de la
forme; les formes de la théorie classique du déterminant n sont
pr'écisément les formes du discriminant 4 n. Quant 4 la Primitivité,
une forme était dite proprement primitive, si elle est primitive
dans notre sens; elle s’appelait improprement primitive, si le plus
grand commun diviseur des coefficients a, 2, ¢ était le nombre
deux. Les formes impr oprement primitives du déterminant n

résultent donc des formes primitives G, b, ;) du discriminani
b2— 42 ;,;=n en les multlphant par deux. C'est tout ce quil faut

connaitre pour passer de la théorie classique 4 la théorie moderne
établie par Kronecker; cette derniére présente 1'avantage ‘d'une
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plus grande uniformité. On entrouve I'exposition dans 1'excellent
ouvrage de M. J. de Séguier, S. J. : Formes- quadratiques et mul-
tiplication complexe. Deux formules fondamentales d’aprés Kronecker®)

Pour la détermination du nombre des classes, on a le procédé
de réduction di & Lagrange et 4 Gauss, puis les formules directes
que la science doit au géme de Dirichlet; c’est en nous appuyant
sur les découvertes de ce grand géométre que nous parviendrons
4 des méthodes moins simples en théorie, mais plus expéditives
dans la pratique.

Sauf ces méthodes, on posséde des théorémes d'une admirable
élégance qui résultent des recherches de Legendre et de Gauss sur
la representatlon des nombres par la somme des trois carrés et
qui ont été mis sous la forme analytique par Kronecker ") ce
savant les a obtenus comme conséquences des équations de la
théorie de la multlphcatlon comple\e des fonctions elhptu{ues et
une déduction directe et relativement élémentaire en a été donnée
par M. Hermite ). Cette derniére voie, intimement liée. avec une
autre création féconde du célébre mathématicien, celle de 1'élé-
ment simple des fonctions élliptiques de troisieme espece, dont la
théorie fournit aussi I'évaluation des sommes de Gauss, mérite une
attention particuliére. o

Les théorémes de Kronecker ont été I'objet de nombreuses et
importantes recherches de plusieurs géométres dont les décou-
vertes rendraient d’excellents services lorsqu’il s’agirait de dresser
une table de la fonction numemque équivalente a Cl(—A
elles sont & peine apphcables lorsqul sag1t d’obtenir le nom])re
des classes pour un déterminant isolé, puisqu'il les faudra appli-
quer un grand nombre de fois pour descendre aux déterminants

), mais

) Berlin, Félix L. Dames, 18g4. ® Journal de Liouville, 1862; puis

On trouvera une exposition abrégée,
avec des résultats nouveaux intéressants,
dans trois articles de M H.Weber, publiés
dansles Nachrichten de Goettingue,1893.

@ Comptes rendus de ’Académie de
Berlin, 1875.

Mélanges mathématiques et astrono-
miques tirés du Bulletin de UAcadé-
mie imp. de Saint-Pétersbourg, t. VI,
1884, réimprimé dans les Acta ma-
thematica, t. V.
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pour lesquels la fonction est connue. La recherche directe des
formes réduites serait en tous cas plus-expéditive, et c’est pour-
uoi nous nous sommes borné a la méthode de Lejeune-Dirichlet,
en essayant de la modifier pour la faire devenir rapide.

Pour faire ressortir la signification des différents symboles dont
nous aurons besoin, je crois utile de reprendre quelques définitions
et formules connues, en renvoyant, quant & leurs démonstrations,
A Pouvrage de M. Séguier.

La signification du symbole de 1a théorie des résidus quadra-
tiques appelé le signe de Legendre (2) a subi, sous les mains de
Jacobi et de Kronecker, des modifications dont voici la forme défi-
nitive.

Dans le symbole (%) on admet aussi les « dénominateurs » n

pairs; ce symbole signifie le zéro toutes les fois que les entiers m
et n ne sont pas premiers entre eux. Sin est impair, soit

"

n=pp'p"...

sa décomposition en facteurs premiers, égaux ou inégaux; alors
on a, par définition,
(m) . (m) (m) (m)
n/  \p/\pJ\p
Si n est pair, soit n=2"n', n’ étant impair, on pose:
()= @) -GG
n/ \2%/\n’/ \m/ \n'/)’
(&) =(%)
—n n

Dans cette généralité, le symbole perd .certaines propriétés
dont 1l a joui chez Legendre et Jacobi, mais il les retient si le

enfin on prend:
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numérateur est un discriminant. En particulier, si D est un discri-
minant positif, on a:

(;,D;) = (2), si  m=:=xm' (mod. D),

m

par exemple :

) - (=)

En convenant de représenter par sgn z le signe de la quantité
réelle z, c'est-a-dire I'unité positive ou négative suivant que z est
positif ou négatif, et zéro pour z—o, ona:

(i) = (:-é) segn mm'’ Jorsque m=m' (mod. A)
—) g , q = .A),

m
en supposant que —A est un discriminant négatif. En particulier

(A_-__-é'-n)=—(_—mA—) pour o <<m<<A.

Pl

Si1D, et D, sont deux discriminants de signes quelconques mais
premiers entre eux, on a:

J-sgnD, 1—sgnD,

() (B) ==+

cest-a-dire que ce produit est — 1 si les deux discriminants sont
négatifs et qu'il est 4 1 dans le cas contraire.

Pour des discriminants impairs de signe quelconque subsiste
I'équation quelle que soit la valeur de m :.

2)-(3)

m/ D)

La relation suivante a lieu pour tous les discriminants
ID[-1

(®)=o. (D=0

n=1
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Si D est positif,.on a de plus :

(5]
(],%) =0, (D> o).

n=1

Au moyen de ce qui précede, on vérifie aisément I'équation

! D—1

Z(g)n=o, (D> o).

n=1

Un discriminant est dit fondamental.s'1l n’admet aucun diviseur
carré impair et lorsqu'il contient le facteur quatre, si le quo-

tient ]Z)p’est plus un discriminant.
En représentant par P un nombre positif ou négatf, produit
d'un ‘certain nombre de facteurs premiers différents et tel que

P=1(mod. 4),

les formes générales d'un discriminant fondamental D, seront :

Dong D0=—4P, D0=8P, Do=—‘8P.

Un discriminant quelconque D, s'il n’est pas fondamental, peut
étre mis sous la forme D,Q? ou D, est un discriminant fonda-
mental.

Le symbole \/ﬁ nous signifiera toujours la valeur positive de la
racine carrée, si D> o, et 1a quantité i\/:_D— , st D << o0. Sous cette
convention a lieu la formule suivante :

A1 *2hmmni

5 (3= )y

en représentant par D, un discriminant fondamental, par A, sa
valeur absolue et par m un entier positif quelconque. Ce résultat,
dont nous ferons fréquent usage, se trouve démontré dans un
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mémoire de Lebesgue (Journal de Liouville, t. XV, 1850) et dans
ouvrage de M. de Séguier. En séparant les deux cas du discriminant
fondamental positif D, et du discriminant fondamental négatif — A,,
on a par conséquent :

D,— -
S (G- GOVD. & (R)snt o,

h=1
A,—1 0=

2 (_TAO) sinnhln:‘rr ( 2 )\/Am 2 <'TA) 2h;n7r=o,

h=1 h=1 0

formules dont les secondes de chacue couple sont évidentes.

Pour pouvoir énoncer les résultats auxquels était parvenu Le-
Jeune-Dmchlet introduisons la lettre 7, si le discriminant est
négatif —A, en prenant 7—=6 pour A=3, =4 pour A=},
T=2 pour A>4: o

Dans le cas des discriminants positifs, on a besomn de la solution-
Jfondamentale de T'équation de Fermat T?*—DU?=4, cest-a-dire
des plus petlts entiers: positifs T et U qui satisfont & cette equa—
tion; au moyen. dé cette solution, on forme la quantité

P _E(D),

2

en adoptant cette écriture de Kronecker et admettant qu'une
confusion avec la fonction E (z) de Legendre est i peine probable.
Cela posé, les résultats fondamentaux de Dirichlet seront exprimés
par les équations

(1) Cl—a)—+ 3 (Z2) 2
(2) Ci(D)log E(D 2( )¥P

Dirichlet luiméme a évalué ces séries sous forme finie en se
bornant au cas qui revient a supposer que le discriminant soit fon-
damental, hypothése que nous adopterons désormais dans tout le
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reste de cette Introduction. Traduits dans la théorie de Kronecker,
les résultats de Dirichlet peuvent se résumer comme 1l suit :

(3) GFM=-£§C%M
() CUD)log E(D) =~ 3, (P)logsinly-

Théoriquement, ces résultats, élégants et simples dans '-!éu1~
nature et admirables comme invention, ne laissent rien & désirer;
mais 1l en est autrement si l'on.veut s'en servir dans la pratique,
ot leur emploi est extrémement laborieux. Dirichlet a été lui-
méme obligé de distinguer les quatre formes des discriminants
fondamentaux négatifs en cherchant i mettre partout le discrimi-
nant ou son facteur principal dans le dénominateur du signe de
Legendre. Ses résultats s'écriraient, dans la théorie de Kronecker,
comme 1l suit : ‘

| [

T

34] al (2
S (2= g ),
o]

(7)—iCl(~4D),

(57) =3 Cl(—84).

Ces formules ne sont d’aillleurs soumises 4 aucune autre restric-
tion qu'a ce que D et —A doivent étre des discriminants fonda-
mentaux, le premier positif, le second négatif.
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Nous verrons que ¢es derniéres :formules se.dédwsent comme
des cas particuliers et immédiafs des deux formules suivantes,
1dent1ques dans leur nature,

34

|-

N
(%) X 3)=3¢(-ap),

y=1

3 >ZE:< $)——ai(-ap).

M: T

qui sont en méme temps utiles dans la pratique; en effet, les
exemples des discriminants

—559=—13.43 et —1159=—21.59

que jai traités dans le texte font voir que I'emploi des formules (6)
est plus commode que la recherche directe des formes réduites.
Malheureusement, ce procédé n’est applicable qu’aux discrimi-
nants composés, et si A ‘est premier, la difficulté subsiste. Dans ce
cas, la formule suivante peut souvent fournir la réponse :

* b

—A a.) \a)T\a C A

(7 X (T)= ( ) 2( ) ( >Cl(*A); (A=>4);
1)

mais po;ur des discriminants fondamentaux trés grands, d’une °
nature quelconque on pourrait recommander le procédé d’ap-

proxlmatlon analythue pour. 1equel on peut trouver plusieurs
formules, dont les plus simples sont les suivantes :

— n‘zn )

®) 2082 ()i +\i7r":(n)‘£\/zc-m"dx,

Sav. ETRANG. t. XXXIII. — N° 2, 3

BMPRIMERIE NATIONALE,
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‘ou z est une quantité positiVe arbitraire pour laquelle on prend
le mieux-Tumté; puis

0 0-8-3EF)=—+E3E) —=

sin hyp -

ou se recommande la valeur de u=\/ 2 A, ensuite

Il

(10) —Cl =2( )arctge +- \/—A_E( ) —

oshyp —

et enfin <
(1) G=)0-8)=3(F) -3 ) =
! eVa_, ! esVA_

formule dont on déduit, en différentiant et prenant u=1, la sui-
vante :

Ne servant qu'a la détermination d’'un nombre entier, ces déve-
loppements peuvent rendre bon sérvice puisqu’ll suffira de re-

PP P puisqu
garder un nombre de termes relativement petit, et cette circon-
stance aura lieu & plus forte raison si I'on connait certains facteurs
du nombre Cl (—A). La distribution des classes en genres fait voir

8

que. ce. nombre est divisible par 271, s1 le nombre A est composé
a laide de @ facteurs prermers différents.

Pour perfectlonner le calcul dans le cas ou A se compose de
deux ou trois facteurs premiers, j'ai cherché le reste du nombre

P ) J
des classes pour les modules 4 et 8, et voici les réponses 4 la ques-
P P qu

tion.
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S1 A est le produit de deux nombres premiers p et ¢, 'un sera
de la forme 4/ 4 1, Tautre de 1a forme 4k 43, et ona:

(13) Cl(—pg)=1— (f_;) (mod. 4)W.

Si A est le produit de trois nombres premiers p, ¢, r, deux cas
sont & distinguer :

1° On a
p=g=r=—1 (mod. 4)

et alors, pour le module 8,
. h, s P . (E1) — (L),
() ClEpp)= ()=()=6)
o, dans d’autres cas.
2° Sifon a

p=g=—r=1 (mod. 4),

on a les congruences pour le module 8 :

[-0F 5 B0
-} 5 B0

Pour le calcul du nombre des classes d’'un discriminant positif,
Temploi de la formule de Dirichlet est encore plus pénible; heu-
reusement, on dispose d'une découverte extrémement remarquable
due 4 Kronecker, au moyen de laquelle la- difficulté se raméne a
la recherche des formes réduites d'un discriminant négatif un peu
plus grand que le discriminant positif donné. Afin de rappeler

(15)  Cl{—pgr)=

M Cette congruence est due & M.  p. 378); on trouvera les autres & la fin
Hurwitz (Acta mathematica, t.. XIX, du chapitre 111

2.
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I'1 important théoreme dans sa structure la Plus sm1plc faisons: usage
de Técriture® - : .

fod
Z e?nwm R
+

Wi
Ti.’_

w étant une quantité complexe a partie imaginaire positive. Etant
donné un discriminant fondamental positif D, choisissons un dis-
criminant fondamental négatif — A, premier avec lu1, de sorte que
leur produit —A;D=—A sera un discriminant également fonda-
mental. Pour une classe primitive du discriminant — A, représentée
par la forme (a, b, ¢), le symbole

aura une valeur indépendante de x et y et du choix du représen-
tant (a, b, c¢) toutes les fois que le nombre az®- bzy 4 cy? sera
premier avec A; convenons de représenter par le symbole

(b.—bA,l c)

cette ynité nvariantive. Cela étant, soit 7, le nombre 7 correspon-
dant au dlscrlmmant —A, et de51gnons par (@, b, ¢) tous les repré-
sentants des dlfferentes classes du discriminant — A, de sorte que
hac — b2 =A=A,D; alors la formule de Kronecker devient :

(16) -%-61(; A ) CI(D)log E(D)

- (a,bc)log' (b-l-l\/A)a( b+z¢a)

(a, b, ¢)
2°a 24

M Cette transcendante se trouve dé- différente dans la notation de Weier-
signée par la lettre »{w) dans les écrits  strass, je pense avoir bon motif pour
de MM. Dedekind et H. Weber; mais changer la notation des illustres géo-
la lettre » ayant une signification toute métres..
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Le calcul numérique du second membre séra le plus commode,
si I'on choisit pour (a b, c¢) les formes réduites, et on voit que la
seule difficulté sérieuse pouvant’ se présenter. dans la pratique
consiste dans la recherche desdites formes réduites. )

En profitant d'un des plus beaux résultats de Dirichlet qui n’a
pas été destiné au calcul numérique, nous avons essayé d’obtenir
un - procédé élémentaire convenant A certains discriminants com-
posés. Un théorémé annoncé "par Cauchy, ‘qui généralise les. re-
cherches antérieures de Gauss, Jacobi et Dirichlet, consiste en ce
que pour un discriminant fondamental de signe. quelconque D,
dont a valeur absolue soit représentée par A, le polynome irré-

2m
ductible du degré @ (A), qui s'annule pour z=e® que je repré-

sente par F (z), admet la décomposition suivante :

(a) 4F (z)=Y(z)? —IDZ({L‘){

les polynémes aux coefficients entiers Y(z) et Z (x) des degrés res-
pectifs ;f@(A) et i@(A) — 1 ayant les coeflicients des puissances
les plus élevées positifs. Gela étant, soient D, et D, deux discrimi-
nants fondamentaux du méme signe et représentons pour abréger
par Y, et Z, les polynémes Y et Z formés pour le disciiminant D, ;
en posant ensuite Ay=|D; |, nous aurons Ja formule :

(17) Cl(D,D)logE(D,D )~ 2_(%)1% <Tﬂ)'+\/'7lzl=(eTﬂ),

S ) ypn ()

qui pourrait rendre de réels services, s1 'on disposait’ d'une table
soigneusement consiruite des polynémes Y et Z. Mais c’est 1a une
difficulté purement externe, et j'espére que la théorie des fonc-
tions Y et Z, a laquelle on trouvera dans:la partie algébrique du
présent mémoire de: pel.ites contributions, attirera 'attention des
géomeétres; je vais profiter de cette occasion pour signaler un
probléme dont la selution serait fort importante. Comme on sait,
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I'équation (a) fournit pour z=1 une solution de I'équation de
Fermat; mais cette solution n’est pas en général celle qu'on ‘appelle
fondamentale et qu'l serait trés important de tirer de cette théorie.
Je pense qu'en substituant pour  une valeur convenable, réelle ou
complexe, un facteur commun apparaitra dans les deux membres,
et aprés sa suppression, on obtient en Y et Z la solution voulue.
Jose aussi rappeler I'attention sur le résultat suivant, se ratta-
chant au cas ot le discriminant est le produit de deux nombres
premiers impairs p et g. Représentons par s les nombres de la
suite 1, 2, 3, ..., pg—1 quisatisfont ala double condition

S S
(-6
P q
nous aurons ;

( —4 Z *1og2 sin;—‘:; = Cl(pg)log E(pq)
+[ 1= (5)](CL(p)logE(p)+Cl(g)logE g)],

en convenant de prendre Cl(p)=o, si p=3 (mod. 4), c’est-a-dire
lorsque p n’est pas un discriminant.

Mais le nombre des classes d’'un discriminant fondamental positif
peut se calculer directement au moyen de la méthode d’approxi-
mation fournie par les relations suivantes :

(19) CI(D) 10gE(D)=”\/‘/§;(§),{ [ it 3 (3) f a2

(18)

(20) 3 CAD)Iog ED)=\/D X (7) 3 2 — + X (7) log* 5

e" 41 1—e P

(21) 2 EID)log ED)=Zu X (D) F— i (2) tog L1 ¢ ® ]
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ol z et u sont des constantes positives pour lesquelles on prend le
mieux z =1, u=\/-2ﬁ et u=\/ﬁ dans I'équation (21). Cette der-
niére formule contient des séries dont la convergence est plus
rapide que celle des séries (21); mais la présence de la somme

finie
D- 2
N E @5

composée d'un trés grand nombre de termes, rend cet avantage
complétement illusoire; cette circonstance ne s'améliore pas beau-
coup en profitant de la formule

&
(e & NT(DVE
&

ou des autres encore plus simples qu'on peut obtenir dans le cas
de D par.

Pour la détermination de N on a le développement

N=5 2 (3) = +W52(9)(—T_7
e —1 e’ —e '

mais son emplol ne présente aucun avantage sur la formule (20).
Plusieurs des formules que nous établirons n'ont pas le carac-

tere de résultats définitifs et ne sont que des théorémes auxiliaires
ne pouvant fournir qu'un intérét théorique; de cette espéce est,
par exemple, la relation

Ci(D,D,--.D,)
PG

qui généralise la formule (3) et dans laquelle R (z) sert d’abrévia-
tion pour le plus petit reste positif z —E(z), et D,, D,, - - D, sont

()RG5
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des discriminants fondamentaux parmi lesquels il y a 2041
négatifs, et ol 'on pose comme d’habitude |D,|=A,.
C’est dans cette méme catégorie qu'ill faut compter les formules

sarar-i ($69) 4002

ol O, (n) désigne la somme des diviseurs du nombre n, et z repré-
sente une quantité positive arbitraire,

J'ai laissé entierement de coté certaines relations entre la théorie
des forictions elliptiques et celle des formes quadratiques du discri-
minant négatif, qui ont été données par Kronecker, et qui pour-
raient étre établies avec une extréme facilité; je les a1 supprimées,
puisque nos contributions ne seraient en grande partie au moins
que des simplifications méthodiques et qu'elles ne donnent rien
pour la pratique du calcul du nombre des classes. Je me contente
d’annoncer que j'avais cherché les propriétés analogues de formes
d'un discrimmant positif qui m'ont conduit & deux théorémes que
voici :

En posant pour abréger

:Z: pR (n;f) =R(m, n),

oli K (z) signifie le plus petit reste positif de la quantité réelle z,
et en représentant par t, u deux nombres positifs satisfaisant &
Péquation de Fermat

t*—Du*=14,
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on aura

(a, b,¢)

en supposant que les formes (a, b, ¢) parcourent un systéme com-
plet de représentants des classes primitives du discrimiant fonda-
mental positif D, choisis de 1a sorte que a soit toujours positif.

Soient ensuite — A, et — A, deux discriminants négatifs fonda-
mentaux et premiers :entre eux, 7, et 7, des symboles qui leur
correspondent dans le sens:connu, et désignons .comme plus haut
par

(;—I:i.lc) le symbole ( ax_-l-_;%c_y)

indépendant de z et y; nous aurons :

2 (aTbA.lc)[(%R(a bu—t) m—%? ]“ﬁCl( )Cl(_A:_,)a

{a, b, ¢)

ol la sommation se rattache & tous les représentants (a,b,c) des
différentes classes du discriminant positif A, Ay, et ou 7 est I'expo-
sant défini par I'équation

‘ t+u\/'ﬁ=(Tl+-U\75)’.

2 2

Nos propres recherches sont précédées d’'une exposition, n’ayant
d’autre but. que la simplification des raisonnements de Dirichlet,
en particulier la suppression de la considération. des.séries infinies

suivantes :
a1 = /D\ 1
mEn (am*+ bmn-{—cn*)‘~et Z (7?) 15

Nous avons adopté une méthode. d’exposition qui, en réalité, a
été publiée par M. Hermite il y a longtemps OR

® Sur la théorie des formes quadratiques; Comptes rendus, t. LV (1862).
Sav. Etnane..t. XXXIHL — N° 2, 3

IMPRIMERIE NATIONALFE,
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CHAPITRE PREMIER.

DEDUCTION ET PREMIE‘]RE TRANSFORMATION

DES FORMULES DE DIRICHLET.

1. Pour un discriminant donné de signe quelconque D, nous
désignerons le discriminant fondamental dont il dérive par D, et
nous aurons par conséquent D =1,Q? en désignant par Q un cer-
tain entier. Si le discriminant est positif, 3l lui correspond une
solution fondamentale T, U de I'équation de Fermat; pour une
forme (a,b,c) de discriminant D on aura & considérer le nombre

rationnel
T— bU
9="3a0

Si, au contraire, le discriminant est négatif, on désigne par 7 le
nombre 6 pour D=—3, 7=4 pour D=—4 et 7=2 pour
D <—4; pour plus de briéveté,; on pose 7=1 lorsque le discri-
minant est positif. . ;

Cela- étant, désignons par (@, b, c) tous les representants des dif-
férentes classes primitives du dlscrlmmant D, qui soient de plus
posttives pour D << 0, et prenons soin, dans le choix desdits repré-
sentants, que les premiers coefficients a soient partout positifs. En
désignant par F(z) une fonction en quelques égards arbitraire, on
aura léquation fondamentale de Dirichlet

( ! ) 2 2* (am’ + b?lin + cn’) F (am_2 + bmn + 0112)

(a,byc) m,n

-7 ?:& 2 (%) F (k).

ou 1l faut encore fixer les conditions sommatoires relatives & m, n.
S1 D<o, on prend pour m, n tous les entiers positifs et négatifs
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indépendamment les uns des autres, & I'exclusion de la seule combi-
naison m=n=o0; mais st D> o, les entiers m, n doivent satisfaire
aux inégalités m=>gn, n=o, ¢ signtfiant la fraction défine plus
haut qut varie d’'une forme & T'autre.

Le vrai sens de cette admirable découverte n’est autre chose
que le théoréme concernant la solution de I'équation

m,n=o0,%t1,+2,-.--
am? - bmn 4+ cn? =1,

et, lorsque D>o0,m>gn,n=o0

pour les différentes classes (a, b, ¢) et pour le méme nombre [ pre-
mier avec Q. Ce théoréme, affirmant que le nombre de représen-
tations « vraiment distinctes » du nombre [ par les différentes classes
du discriminant D est- donné par 'expression

. 2

SO,
a été démontré d’une maniére purement arithmétique par Di-
richlet. Et d’ailleurs la déduction de la formule (1) elle-méme, telle
que I'a donnée Dirichlet, ne quitte pas le domaine élémentaire et
naturel de I'arithmétique, si I'on a soin de choisir 1a fonction F(z)
telle que T'on ait F(z) =o lorsque z surpasse une certaine limite;
car dans ce cas les deux membres de I'équation (1) se composent
d’'un nombre fin1 de termes.

Si on possédait une. fonction F(z) de cette derniére espéce,
jowssant de plus de cette propriété que les différentes sommes
dont se compose le premler membre auraient une valeur com-
mune G, le premier membre de (1) serait précisément G Cl(D), et
on en trouverait en divisant par G une expression générale et élé-
mentaire du nombre des classes, dont la déduction n'emprunterait
rien & I'analyse. '

Mais malheureusement on ne connait aucune fonction de la pro-
priété énoncée, et il ne reste qu'a s'en approcher par les méthodes
de Tanalyse.

[92]
.
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2. Nous choisirons une quantité positive’ auxiliaire X que nous
ferons plus tard grandir indéfiniment; nous prendrons F(z)=1
pour z=X, puis'F(z) = o pour z=>X. Pour une forme fixe (a; , ¢)
NOUS poserons : ‘

() NO)= 3 (e T lond +bmn - on’);

cette quantité devient plus aisée A étudier, s1 'on suppose que D
soit fondamental, c’est-a-dire que Q=1 ; dans ce cas :

(2°) N(X)= Z"’F(am“'—{—bmn—}—cn’)

m,n

powrra s'interpréter comme le nombre de points aux coordonnées
entieres et différents de T'origine qui se trouvent dans le domame
caractérisé par 1’inégalité

(2) ) az*+bxy+cy* =X,

Q laquellle s'ajoutent, dans le cas de D> o, les deux autres z> gy,
Y= o.
Séparons les deux cas et supposons d’abord :

1. D=—A<o.

Le domaine (2°) sera la surface d’une ellipse ; nous allons déter-
miner la limite :

Iim _I\I)((_X) pour X'=oco.

Le cuotient N(X)': X peut étre considéré comme la surface

de N (X) carrés égaux a %, et dont le c6té commun aura pour

1 v . . ’
valeur —=- Construisons les points aux coordonnées

VX
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ils se trouvent dans l'aire de 'ellipse

(o) aB?+bEn +cn*=1,
et les N(X) carrés dont nous venons de parler peuvent étre distri-
bués de sorte que leurs centres seront les points (E 7); 1ls couvri-
ront simplement et complétement presque toute 'aire de 1'ellipse (a),
en négligeant un petit carré autour de f'origine et une région
trés mince placée le long de la périphérie de la courbe. La limite
cherchée coincide alors avec la grandeur de I'aire de notre ellipse
et on aura
N(X)

limT=J pour X =oo

en posant pour abréger

J= ﬂ ded, a€ +bEn+cen*=1.

La condition qui détermine le domaine de 1'ntégration pouvant
prendre la forme

(2a€ 4 bn)* +An* < ha,

je pose

2ab+bn=\/A:L,  dE=YRdr,

ce qui donne

=§-f dndg, Zé+n2§%a;

I'ntégrale double qui figure au second membre est la surface du

4a baw N
cercle de rayon \/T—‘ et a pour valeur = de sorte que
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On a donc, pour X infini :

. NX) aw
(3) lim X = \7K- )
(D=—A un discriminant fondamental négatif).

Passons maintenant au deuxiéme cas':

2. D> o et fondamental.

Le domaine ou se trouvent nos points z et y sera alors défini
par les inégalités

az®+bry+cy* <X, z=>qy, y=o,
et les points aux coordonnées

2z J o
\/X E b} \/X- ”
seront dans le domaine

a&?4-bEn 4 cen? =, E>gn, n=o,

qui, évidemment, est limité par I'arc d’hyperbole et par deux
droites. L'aire de cette figure sera & peu prés égale a N(X) : X, et
I'on aura par conséquent :

ﬁmgx@=1' pour X=oco,

st 'on pose
J'=ffd5dn, a8 +bEn+cn*=1, E>gn, n=o.

En faisant

20+ bn=¢,

et en observant que 2ag -+ b=%, 1l s'ensuit :

J’=‘,}affdndé', C—Dn*=<ba, n=o, Z>%n.
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Pour un » donné, ¢ varie de %n 4 \/ha+Dn? et 1a condition
Gn=Vlha Dy

devient, en employant la relation T? —DU? =4, la suivante :

1=U\/a.
11 vient donc \/
, U\/(—x

V=) (Vha+Dr —gn)d,

d’ott, en faisant

™ %U\/B

=2 ‘ —_
J_\/ﬁo (\/1—}—:102 U\/_)
Cela étant, 1a formule élémentaire
f 1|+x2dm=ix\/1+x2+§log(x+\/1+x‘l)

permet de conclure

et par \conséquent

(4) ﬁm%:-ﬁlog ?'*‘E_\/B, (D> o et fondamental).
3. Passons maintenant au cas général ot D est quelconque, et

prenons en effet Q> 1. Nous aurons besoin dans ce qui suit de la
fonction numérique p(n) de Moebius® laquelle est égale a (—1)%,

\

® La notation @(n) est maintenant presque généralement adoptée; Kronecker
s'est servi de e,
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si n se compose de @ facteurs premiers différents, tgn_dis qulelle
est nulle pour n divisible par un carré plus grand que 1; on
fait (1) =

La fonction () jouit de la propriété que la somme 2y (d) éten-
due & tous les diviseurs d'un nombre n plus grand que 1 est nulle;
elle est évidemment égale & 1 pour n=1. On en tire la rélation
trés utile

©O

(5) 3 (§)/ 0= Zw@) 3, /().

d parcourant tous les diviseurs de Q.

Pour simplifier la formule fondamentale de Dirichlet, je choisi-
rai avec Kronecker les représentants (a, b, c) de telle sorte que a soit
premier avec Q en restant positif, et que-b et ¢ contiennent tous les
facteurs premiers de Q;. on aura alors ¢

(aromam) = (ane) = ().

et la formule (1) s'écrira d’'une maniére un peu plus simple

(1 bis) 2 2( ) (@am® 4 bmn + cn?) —T;Z F(hE).

(a, b, ¢)
Nous allons supposer D=—A <o., La somme N(X) pourra
s’écrire . _ ’ '
_2; _Z_ (%) F (am2 + bmn +cn*);

or, en apf;ii([uant convenablement I'dentité (5), il vient

" oo

Z'(%’)F(ai)z‘“’—}-bpzrl—]'—cn?):: 2 n(d). i F(adm® + bdmn + cn?),
— o0 d m=-—co

d parcourant les diviseurs de Q; 1l vient donc

— 2 p(d) 2* F (ad*m* 4 bdmn + cn®).

m, n
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En posant comme plus haut

2* F(ad’m’ + bdmn +¢n®) =N(X; ad’, bd, c),

m, n
on aura, pour X mnfini,

] . 2
1m__2 _X_"%_M
d

la limite du quotient N(X; ad?, bd, ¢) : X se trouve égale & I'expres-
sion suivante, comme cela résulte de (3) :

2T

Vaacd = b'd’ d \/K

et nous aurons

NX)_ y ed)

limx ga) 27,
2 —id\/,_g

Or, comme on sait

2M=@(Q),
d Q

en représentant d’aprés Gauss par @ (Q) le nombre des entiers plus
petits que Q et premiers avec Q; donc

(3%) lim N = 8. . (D=—A=—4,Q").

Lorsque le discriminant est positif, on a

2 2 ( ) ant® ++bmn - cn?),

m>gn

et I'application de la formule (5) fourmt

Zp. Z > F(adn’ + bdmn +-cn®),
n=0dm>gn

d parcourant les diviseurs de Q.
Sav. Ernane. t. XXXIII, — N° 2, b

IMPRIMERIE XATIONALE,
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La condition dm=> gn pouvant s'écrire

dT —bdU
(ﬁ) Mm=>=edU ™

posons, pour abréger :

dT =T,, U=1,, ad’?—=a,, bd=0b,, =,
" de sorte que
D, =b— haje,=Dd?, et pus T;—D,Ul=Ad?;

en faisant

_T,—b,
« ' 91— 2a1U| ’

la condition sommatoire (@) devient

m>g,n.

~

n cherchant lalimite J' du quotient

i-z*F(alme—l—blmn—}—c‘nQ) (m>g,n, n=o0),

le raisonnement sera a peu pres le méme que dans le cas précé-
dent et on parvient 4 I'intégrale

’

.o T
V—gr [[dndt, ©—Dyo<da, nzo, {>gn,
laquelle se trouvera égale 4

J =21
2a,

wi,
OU (\/lta1+.Dm“’—.-%‘ln) dn
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la hmite partielle étant

K| =~
.

1
R 0 —————
yD 873
le résultat final sera

* - N(X 1 T4+U
(4*) llm—§(—)=%—-\/_log T+UVD,

Les formules (3) et (4) résultent de (3*) et (4*) en y prenant
Q=1 celles-c1 sont donc générales.
En représentant, pour abréger, par la lettre M la quantité

:/—7;, si D=—A<o,
et la quantité
! 1ogT+[2]\/B, si D>o,

on aura donc, en divisant les deux membres de (1 bis) par X et
passant a la limite pour X infini, le résultat suivant :

‘P‘QM Ci(D 22(%’)(%)5‘ hk

et 1l est clair qu'il devra fournir I'évaluation du nombre Cl(D).
Afin de transformer le second membre, faisons usage de la rela-
tion (5), qui donne

g(%’)F(hk)_—_Zp 5; F(dkh),

d parcourant les diviseurs de Q; évidemment, pour notre fonc-

tion F(z), .
Z F(dhk)=E (3;),
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en représentant, suivant Legendre, par E (z) la partie entiere de
la quantité z. On aura donc, pour X infim :

B2 M.-CI(D)—tim g 3 u(d) ;() ()-
== B im . 3 (7)E(7):

ou bien

en posant x=fl—{- Nous verrons que cetle derniére limite ne dépend
pas de d; de sorte que le second membre . contiendra le facteur

3l _e(Q),
d Q

ct aprés sa suppression, on aura

(69) MCI(D) - I L3 (D)E(®).
Comme évidemment

lim 2 E( )
1l est probable qu'on aura :

(6) i MCI(D)="Y (}2) :

1
mais 1l faut établir ce fait avec plus de rigueur.

4. Le probléme est un cas particulier du suivant :

limg,N ot S= 2() (ch),

=00
en supposant qiie les quantités

Cisy Coy Cgy o oy Chy v
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sont posmves et convergent Vers zero nous introduirons une con-
dition de plus, & savoir que la suite n’est jamais croissante.

Cette question entre comme cas particulier dans une question
concernant la théorie générale des séries, lorsquil s'agit.du calcul
numérique d’une série convergente

> &t
h=1

dans laquelle les quantités €, positives ou négatives, doivent con-
server leur valeur exacte, tandis que lesv, doivent étre remplacées
par leurs approximations limitées 4 un nombre donném de chiffres
décimaux; en posant en effet 10™=wz, la valeur approchée de v
n'est autre chose que la quantité

:%E(xvh) ,

de sorte que la série infinie dont nous venons de parler se trouve
remplacée par I'expression finie

o
2 (zvy).

el-

Il reste & décider si cette expression est. une véritable valeur
approchée de la série, c’est-a-dire si I'on a

X o0 0o
x=00 = h=] 1

Chose curieuse, la réponse n’est pas affirmative en général, et il
faut que la série donnée remplisse certaines conditions pour qu’on
puisse. obtenir sa valeur approchée par le procédé indiqué. Mais
dans tous les cas qui peuvent intéresser la pratique, par exemple
pour des séries absolument convergentes, la difficulté ne subsiste
pas, comme on le voit facilement, et dans des cas analogues au



30 M. MATHIAS LERCH.

nétre, on résoudra souvent la difficulté en employant une identité
fort connue d’Abel. Je me borne a établir le théoréme suivant:
Si les quantités positives

constituent une suite décroissante et tendant vers zéro, et si les
quantités de signes quelconques ¢,, &, €5, . . . sont telles que leurs
sommes

€0y €18, &+&+ &, &+&+ete,

restent plus pet{tes quune constante connue ¢, la quantité

00

;glsh‘( ) —8¥

tend pour z mfini a la limite

O

; Ehvh=S.
=1

Pour abréger la démonstration, posons .

n-—1 n—1 E(.’L‘v)

Sn=28hvh’ sz’r";ehTh’
1 ‘ =1

Rn=; €, B&f)=; 8hh(:vh)'
=n =n

L'identité d’Abel

-1

1
Nab, = (a,—a,.)) (b,+b+.. 4 b)+ ay(b,+ b, 4.+ b))
0 0
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donne, en prenant @ =V, py» b €uppo lequatlon suivante :

n4l n+i-1

z Eplp = Az Vp— vh+1) (en—l_sn-o-l +et ah)
+vn+l (au + su-o-l +"‘+ €n+l);

d'apreés Thypothese, les sommes ¢, + ¢, ,+¢,, .+ . .+ &, sont plus
petites que 2¢, et puisque hm v,,,=o0, on a évidemment :

oo
d 00
2 Syl = hz (vh - vh+1) (sn + L7 +t eh) ’
n =n

ce qui donne :
| Ra|<v,.2g

On a aussi par la méme raison :
|R}"|<E(x v .20 <V,.20;
donc, 1a différence '
S — ) (S, — S{) + B, — R’

se compose de trois quantites qu, pour z sufﬁsamment grand.
A o M L] Y .
peuvent étre rendues aussi petites qu'on le veut; c'est-a-dire on a :

lim S@=S8.

=00
Les conditions concernant les quantités ¢, sont remplies dans

notre cas ou
D
Sh = Z) b

et on a par conséquent :

fim 2 3 (%) Elewr)= X () @

h=1
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toutes les fois que les ¢;, font une série décroissante et convergente
vers zéro.

5. Ceci compléte la démonstration de 1'équation (6), et en
substituant les valeurs de M, nous aurons les formules de Dirichlet

oo

m :/7% Cl{— ;’. ) h

(i) 7:(11(D)1ogT+U\/ i( DVI,  (D>o).
La quantité
T4+UVD

2

sera désormais représentée par le symbole E(D); nous poserons
aussi, pour abréger,

(7) P(D)=§1 (D)2 D=0

de sorte que les formules (I) et (II) deviennent :

\

(79 Cl(—A)="YAP(—4), CI(D)logE(D)—y/DP(D).

Une premiére remarque fournit la sommation de la série P (D)
aTaide des transcendantes Eulériennes, ce qui peut, dans certams
cas, étre utile.

Soit m un: entier positif et posons pour abréger |D|=A, et

puis \
no3 ()

En faisant h=a 4 Ay, cette derniére somme devient :
m—1

’ & /D 1
Pm=2 (;) an-}—Av"

a=1 »=
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d’'olt, en faisant usage des circonstances,

a=1
A1 m-—1
P ! D L —Jlogm
m Aa:l (a) ‘(v‘—:og_*_” g
A
Cela posé, I'équation connue
m-—1
1 I
el D =iy ”‘g*—rm

ou, en employant les formules (7%,

N e

6) -

\/D CI(D)log E (D g( )

Dans la premiére de ces formules, on peut:immédiatement
réduire le second membre 4 une ‘expression plus élémentaire, si
Yon se rappelle I'équation

I'—2) _I'(a)
i—2) T@

=7 cotam.

SiTon y change, 'éh_ effe\'t, oaenA—a, 1’éq}1ation

()~
A—a a
Sav. ETrRANG. t. XXXIIL — N° 2. 5

IMPRIMERIE NATIONALE,
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donnera immédiatement la forme

+ 25 )15:3

et en ajoutant, il s’ensuit la for_niule
/

(9 2( ) cot T = Y2 GI(- A),

qui a lieu pour tous lés discriminants n‘{ag'f\tifs ‘et a été donnée par
Lebesguel)

Le méme. résultat s'obtient en faisant ,usage,d‘e:',lzi‘ formule de
Gauss :

h ." c .
<?‘)'=r() loga A —Z cot 2 “M7 Jog sin %%,

4 M

dont on peut se servir ausst pour transformer la deuxiéme des for-
mules (8¢). En observant que pour les discriminants positifs on a :
: PR i :

(o2)-6) '
. D—h/ (h ’ -
- \
les cotangentes 'se detlulsent deux aideux! et il- ne reste que T'ex-
pression i

(10) \/BCi( ) log E(D) =~ Zlog sm E (?) cos ﬁ’_ag”‘!"

h=1

Le deuxiéeme membre se sunphﬁe essentleﬂement si D est un
discriminant fondamental; on aura, alors

D-1
hESI (ED) COos E%E\.= (L—)) \/]_),

M Journal de Liouville, t. XV, 1850; pc'-)ur::,}i' prentier, déja t. VII, 1842.

B ‘
g Y
IR o
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et 1l sensuit
(10%) Cl(D)1log := 2;( )logsm - ’

(D un discriminant fondamental).

C'est 12 un des principaux résultats de: Lejeune-Dirichlet que
nous vérifierons tout 4 'heure d'une maniére plus simple, qui ne
fait pas usage de la formule de Gauss («). Remarquons que les
termes du second membre sont égaux deux i deux, de sorte qu'on
pourra 1'écrire :

D

L —2 2( )1ogsm

La méme remarcue a lieu au sujet de la formule (g).

6. Nous allons maintenant établir la relation trés simple entre
les quantités P (D) et P (DS?), en représentant par S un entier
positif quelconque.

Nous emploierons dans ce but 1a formule

x

P(Ds2 jim Z (Dsi) E (%) ,

en la transformant au moyen de I'équation (5); on a d’abord :

o0

g‘l(l—)’ls_)E(i)z;F’" 2() (dk)

d parcourant les diviseurs de S; 1l s’ensuit :

o0

PDS)= 3 ld) () 1im £ S (VB (2),
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d’oul, en substituant la valeur

i S, (B)5 ()P0

il vient :
() S Ze@ (@)1 - (3)3):

s parcourant les facteurs premiers<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>