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Uber einige Entwicklungen auf dem Gebiete

der unvollstindigen Eulerschen Integrale zweiter Art.
Von Herrn M. Lerch in Freiburg (Schweiz).

1. Es werde durch die Potenzentwicklung

1 2
) ToTegit ey =G() +C )7+ G©)2* + G (v)2* + -

eine unendliche Reihe von ganzen rationalen Funktionen C,(v) definiert.
Wir wollen zunichst zeigen, daB C,(v) bei wachsendem n endlich bleibt,

wenn v positiv und kleiner als To;—2 ist. Dies ergibt sich mit Hilfe der Dar-

stellung

. 1 T e—nl'qldq,
2) C=gar ) T=oloti+rewy"
in welcher r eine positive, reelle, hinreichend kleine Grife bedeutet. Die
Funktion der komplexen Variablen z=r¢*

(3) :

1—vlog(1+2)

kann innerhalb des Einheitskreises 7< 1 keine anderen singuliiren Stellen
besitzen, als die auBerwesentlichen, welche durch Nullsetzen des Nenners
definiert sind. Fir solche ist

1 1
;, Z=e" —1,

und gsie sind nicht vorhanden, wenn der absolute Betrag der letzten Grile
die Einheit tibertrifft. Alsdann bleibt die GréBe (3.) auch fiir »=1 endlich,

29*
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fur jeden Wert von ¢. Letzterer Umstand tritt eben bei der Bedingung
v<ﬁ2— ein; nimmt man dieselbe als erfullt an, so ist in (2.) der Grenz-
thergang zu r=1 gestattet, und man erhilt

1 [ —nip J
(2") Cn = 27 f ¢ ?

1——vlog(2cosg) — %ivrp

-7

Nach bekannten Sitzen uber Koeffizienten der Fourierschen Reihe folgt
hierans
(22.) lim C,,= 0,

womit das behauptete Verhalten der C, bewiesen ist. Fir die Anwendungen
ist es jedoch niitzlich zu bemerken, daB flir jeden Wert von n

1
3
(@) |G| < T—vlog2

ist; dies folgt ans dem Umstande, da8 die Fuanktion
1
[1—vlog(2cosg)] -}-Zv’qp2
in den Grenzen —n und # pur ein Minimum besitzt, und zwar fir ¢=0.
Es sei nun z eine positive Verinderliche, und man setze in (1.)
z=e*—~1;

dadurch ergibt sich die Identitsit
L __3C,(e=-1).

I~+ v p=i)
Ich bezeichne mit » und ¢ komplexe GroBen mit positiven reellen Teilen,
multipliziere die beiden Seiten der vorstehenden Gleichung mit

e st dz,

und integriere zwischen den Grenzen Null und Unendlich. Indem ich
beachte, daB sich unter Anwendung der Ublichen Schreibweise

4 f)=f(u+1)~f(w), 4+ fW)=2"f(ut+1)—2f(w),
aus der Gleichung
f "o go- dt = %

]
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die Formel
@) [ et Ay dam 1) s

ergibt, erhalte ich zunichst
1 ® e @ v —a
r@ ) TR =2 G0
[}

Das Integral links geht nach Substitution z=v2 in das folgende

L e ()

]

tiber, welches sich in bekannter Weise durch die Funktion
(5.) Q(s, w) = f”e—w—ldx,

die von Euler, Legendre, Prym, Hermite u. a. untersucht wurde, darstellen
liBt. Um dies in einfachster Weise zu zeigen, betrachten wir die Funk-
tion von w

,]-_ f -w(z+l) 2% ldz
142z i

1}
man hat offenbar

y_=_ / —w(z+1) .,a.—ld,=_e_m -, ] (a) 1 (a>dQ(1——a w)

und hieraus

J=1'"(a)Q(1—a, w),

weil beide GroBen fir w=oc verschwinden. Die eben bewiesene Gleichung
(6'> P(a) / -uu T ",Q(l —a w)

gestattet, unser obiges Resultat in die Form
(7) e” Q(1—a, g) =" ’éoc,(v)d'u"‘

zn setzen In dieser Relation wird unter v eine positive reelle Grofle, die
unter o 2 bleibt, verstanden, ferner werden die reellen Teile der komplexen
Veranderhchen a und u positiv angenommen.
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Fiir die Anwendungen kéimen wohl die Fille, wo die Veréinderlichen
reell sind, zunidchst in Betracht. Wir wollen uns daher bei der Fehler-
abschitzung auf positive reelle « und » beschrinken, und nehmen sogar
u>1 an.

Es handelt sich um die Abschitzung des Restes

(8.) R=23 C,d"u";

r=n

zu dem Behufe benutzen wir die Formel (4.), d. h.
1 > —uz ( ,— ¥ p3—
1]”14'“:1,—@6/‘ e (e —1)a* ' dux,

aus der sich nebenbei ergibt, dag die GriSen
(—=1y L v

positiv sind. Verstehen wir unter ¢ eine positive GroBe, welche durch

keine der GroBen
[Cnli |Cn+1|1 I(J+2|

iibertroffen wird, was z. B. wegen (2°.) immer fiir

N S
I=1=v log 2

der Fall ist, so ergibt sich aus (8.)
IR,|<g 2(—1) A7 "“—r(a), f e (L—e~?y o' du,
oder, wenn wir die Summation unter dem Integralzeichen ausfiihren,

B, << Fg@ S e tm02(] ) 2o d,
(1]

Dies 148t sich einfacher wie folgt schreiben
(8% |8, <<gld" (u—1)""],

und zeigt, da8 man bei Anwendung der Entwicklung (7.), ausgehend von
der Reihe
9) 1 1 1 1 1
* (u_l)a’ ue! (u+1)a1 (u+2)a'l (u+3)a""
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ihre sukzessiven Differenzenreihen zu bilden hat. Die zweiten Glieder der
80 gewonnenen Reihen werden zur Bildung der rechten Seite von (7.)
gebraucht, wihrend das erste Glied der n-ten Differenzenreihe zur Ge-
nauigkeitsabschitzung vermdge der Ungleichung (8'.) zu benutzen ist.
Handelt es sich nm die Bestimmung von Q (1-¢, w), so kann man
fir » das grofte Ganze [w] von w wihlen, und nachher v=g setzen. So

wird immer 0 <<v<T1 sein, sobald w>1 ist, und man wird sich auf die
Berechnung der Differenzenreihen von

1 1 i 1
) Zar 3ar qar Baoo

(9°) 1

beschriinken konnen, was insofern von Vorteil ist, als hier nur ein Argument
vorkommt.,

Da8 sich bei dieser Einrichtung der Rechnung wieder eine Kompli-
kation bei den Koeffizienten C, einstellt, insofern sich die darin vorkommende
GroBe v mit w Zndert, ist weniger listig, da diese Funktionen der Rechnung
in ziemlich bequemer Weise zuginglich sind.

Es ist nimlich C,=1, und die iibrigen C, sind ganze rationale Funk-
tionen von v, welche sich wegen (1.) mit Hilfe der Rekursionsformel

(10'> '—v ((n—l _Cn—2+ C n—3 """ _4+ )

bestimmen lassen; speziell ist

1, 1

Ci=v, C=0v"— v, Cy;=v"—v +3v C,=v"— +—v —7

2
Cy=2° —2174-!- -V —~v’+—v

Von der beschriinkenden Voraussetzung, daf der reelle Teil von a positiv
ist, 168t sich die Relation (7.) befreien. Ist ndmlich a irgend eine komplexe
GroBe, so werden fiir hinreichend groBe » die Ausdriicke

i —a__l__ * —uz (p=2__ 1\ pa—1
4" u —l"(a)(;/ e (e*—1)y a* ' dx
simtlich existieren, und es liBt sich analog wie oben zeigen, daB die Reihe

S0, 4 u

y=n
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in jedem endlichen Bereiche der a-Ebene gleichmiBig konvergiert. Daraus
erschlieBt man nach wohlbekannten Sitzen der Fanktionentheorie die Gltig-
keit der Gleichung (7.) in der ganzen a-Ebene. Ist speziell ¢ eine negative
ganze Zahl —m, so wird sich die rechte Seite von (7.) auf ein Polynom
reduzieren, und zwar

™) e Q(m+1, =1 Z C,0) L,
Ferner ergibt sich aus der letzten Betrachtung, da8 man in der Identitit
vée” Q(l +§, 1:) =y§')C,(v)A’ uf

die Differentiation nach & gliedweise ausfiihren darf; tun wir dies flir §=0,
so folgt, da

Q(l,w)=e"", Q'E=o(1+§,w)=/me"logwdx=e‘“’logw+ fwe“c%,

die Entwicklung
logv + log% +e° fme" d—;- =72:; C, ()2 logu;

das erste Glied (¥=0) der rechten Seite lautet logz, und hebt sich gegen
den Ausdrock der linken Seite logv+log:’—‘ auf; es bleibt so eine Ent-
wicklung des Integrallogarithmus

”w

(10.) e /ae"‘ %:yé C, () 4 logu, (0o < 7g7)

von deren Gebrauchsweise die obigen Bemerkungen — nur mit der Modi-
fikation, daB die Reihe (9.) durch

log(u—1), logu, log(u + 1), log(u+2), ...

ersetzt wird, — Aufschluf geben.
Ich setze ferner in (7.) a=1 und beachte, daB
4?1_ (—1)s!

- w@ I D@F2)... (at)
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80 kommt
v > M . da
(] T
(11) L
_1_ 6@, 126G 1.2.3C,(v)

it Tt arDE )@ T

Nimmt man hier v=1 und setzt »!C,(1)=aqa,, so ergibt sich die

Formel
» dz
we® e —
(11%) /7
=1—

al + a a, Fo
w+l "(w+1)(@+2) (0+D(0+2)(w+3) "
Die Koeffizienten ¢, werden durch die Entwicklung

1
1—log(1+2)

bestimmt und haben die Werte

=1+3o+

1.2 123

a1=1, a2=1, a3=2, a4=4, .a5‘= 14, a6=381 a7=216, a3=600, ag=6240,no .

Die Formel (11°) wurde von Schloemiich aufgestellt, und zwar als spezieller
Fall einer Entwicklung von Q(1—e, ), auf die wir demniichst zurtick-
kommen werden.

Die Formeln (7.), (10.), (11.) lassen sich in symbolischer Form wie
folgt schreiben, wobei wir zu gleicher Zeit die tibliche Schreibweise

- / "—_lz(e“")

benutzen:
(™) v"e; Q(a+ 1, E)_—_-—1_1’T;l(H_—A)— u; (du=1)
(10*.) —e lz(e ’) %logu; (du=1)
(11*%) —e lz( _—) 1 (Ju==1)

vlog(l +4) u’

2. Die vorhergehenden Betrachtungen lassen .sich verallgemeinern,
wenn wir die Entwicklungskoeffizienten b, (¢, v) durch die Gleichung
Journal fir Mathematik Bd. 128, Heft 3. 30
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1
(12.) A—v g+ 24’1 (c,v)2", Py=1,

einflhren. Nimmt man wieder 0<v<lo—2 an, so werden die &, wieder
in festen Grenzen liegen, wie oben die C,, und die Substitution z=¢"*—1
ergibt

(1+vz)c ,(c v) (e —1)".

Multipliziert man auf beiden Seiten mit ¢ 2*~'dz und integriert zwischen
den Grenzen Null und Unendlich, so kommt

1 21T g0 1d g
r (a) (14va)

2 D, (c,v) L u"", (Au=1)

N z
oder wenn wir S anstelle von x setzen:

(13') r(a)f —wz (1+ )c =* 2 b (C ,U)Avu—a (du:l,w=';‘.)
‘Wird hier e =1 genommen, so geht die linke ‘Seite in

» —wz p— —wz — (n°—1 g _
f e (1+.z)° e f e =0 Q(l—c,w)
U]

ither. Man bekommt also die Beziehung

1.9, (0"0)
u41

n 1.2.&,¢(, v)
@+D@+2)
1.2.3.,(c,v)
T @+ D@+ 2)(+3)

we’Ql—c,w)=1~—
(14.)
+ ey (“'——

welche ebenso wie (13) flir komplexe Grofen » mit positivem reellen Teile
und fir 0<1,< Tog? stattfindet. Die bei der Beweisfiithrung benutzte Be-
schrinkung, daf der reelle Teil von a in (13.) positiv sei, 148t sich dhnlich
wie oben beseitigen,

Fir den Fall v=1 erhilt man aus (14.) die Entwicklung von
Schloemzlch*)

%) Zeitschrift f. Math. u. Physik, 4. Jahrg., S. 390; Vorlesungen iiber einzelne
Teile der hoh. Analysis usw., Braunschweig, 1866, S. 266.
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A A
” ’wcer(l——c, 0)=1- T+ G T
. A
I BCEDICEDICE R

wo wir der Ktirze wegen
A,=v!d,(c,1)

gesetzt haben. Dabei mige bemerkt werden, dal8 der an der zweiterwihnten
Stelle mitgeteilte Konvergenzbeweis Schloemelchs ein Versehen enthilt, das
ihn vollstindig hinfillig macht.

Die Konvergenz aller dieser Entwicklungen ist iibrigens ziemlich
langsam, wenn nicht etwa u»_>8 ist. Handelt es sich aber z B. in der
Gleichung (14.) oder (14°) nicht um die Bestimmung der linken Seite,
sondern um Q (1 —c¢, w) allein, so ist die zu bestimmende GroBe das Produkt
der sehr kleinen Gréfe w ¢~ mit der nnendlichen Reihe rechts, fiir welche
man nur eine geringe Anzahl von Stellen braucht, um fiir das Produkt eine
verhiltnismiBig grofe Stellenzahl zu erhalten.

Das an der erwihnten Stelle angefiihrte Beispiel Schloemalchs

S/ “e=" dt=0,00001958
3
ist dieser Art, und zwar entspricht es dem Falle w=9, c=%.

Was nun die Darstellung der Ausdriicke &, (¢, v) angeht, so folgt

zunichst aus der Identittt (12.)

¢ i : —1 v v
(12°) PLNCOEES | 1) v logr (149).
Vergleicht man dies mit der Entwicklung, welche aus (1.) folgt,
30,0) "= 2 log? (1+42),

80 sieht man leicht, da8
&, (c, v) erhalten wird, wenn in dem nach Potenzen von v geordneten
Polynom C, (v) jedes v* durch (C'Hv_l) v” ersetzt wird,
Auf diese Art wird erhalten

&, =cv, ‘l’g=cﬂ2—+1)v’—%cv, ¢3=c(c+lé(0+@v3_c(c;—l)v,+%_cv,

30*
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c(c+1)(c+2)(c+3) ot c(c+1)(c+2) w1 11c(c-l—l) , 1

vi—Tcv
4 ’
0(0+1)(0+2)(¢+3)(0+4) o 0\0+1)(c+2)(0+3)v4 0(6+1)(0+2) o
' 120 12 24
g oe4-1)
33— v’+5cv

Wird ferner
(_121') log” (1 +z) =,£4,7§") ity

gesetzt, 8o ergibt sich aus (12°)
2 e (ctr—1y ,
(1) ®,(c, v)=Z 72, (707 )

Beachtet man schlieBlich, da8

1 1
T—vlgG+aF IO,

me_;,,[l—o log (1+2)] xc—l' d.’L ,

sobald nur der reelle Teil von ¢ positiv ist und v oder z hinreichend klein
sind, so gentigt es zu bemerken, da8 der unter dem Integralzeichen stehende
Exponentialansdruck gleich

e (l_l_z)vz: —;yéj("’:) P

ist, um hieraus nach (12.) die Darstellung

1 FOOD\ o
(12%) b, (c, v):mb/ (n)e rldax
zu erhalten,
Wird ferner

a2 al(X)=2 =0 4 O 2= — O 5 e (— 11 O, 2

gesetzt, so ergibt sich aus (12°.) zun#chst

r(c+n) n n I‘(c+n 1) u—l n r(c+n 2) n—2
n b =—rry O T O =

oder
D, (c,)=clc+1)...(c+n—=1)v"=C® c(c+1)...(c+n—2) v
12%) Yy +CMcle+ ) .. (e+n=3)v*—CPc(c+1)...(c+n—4) ">+
+ (=11 C™, ev.
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SchlieBlich ergibt sich mit Hilfe der Entwicklung

log(1+2) & N n
(15.) Tolog (14 2F —2 ¥, (c,v)z

folgende Darstellung:
(16.) we*Q(l—¢, w)= év ¥.(c,v)4" log u, (du=1; w=1)

wo wiederum der reelle Teil von « positiv sein muB.
Die ganzen Funktionen v %, (c, v) entstehen aus den Polynomen
C, (v), wenn man darin die Koeffizienten der einzelnen Potenzen v* mit ent-

sprechenden Faktoren (c ':1 1
Die im vorhergehenden iiberall festgehaltene Voraussetzung

%) multipliziert.

1

0<v<ig2

kann durch die allgemeinere
1

lee—1{>1
ersetzt werden, welche sich ibrigens besonders dann als niitzlich erweist,
wenn flir w komplexe Werte gesetzt werden sollen.

Zum Schlu8 bemerke ich, da Entwicklungen #hnlicher Art, aber

fiir andere Funktionen, wie die hier gegebenen, sich in einem schénen Auf-

satz Hermites*) finden, dessen Ausgangspunkt die aus der Interpolationstheorie
bekannte Reihe

Fa+9=Z ()4 1@
bildet.

*) Annali di Matematica, 3. Reihe, V. Band, 1901 (Extrait de plusieurs lettres
& M. Pincherle).




