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ce qui donnera r respect ivement r — 1 sys tèmes poss ib les , 
d ' où 

/ . « . a - 4 - 71- . a + [ a — l ) 7 r \ « 
s i n — ¡s in s i n ) 

p 2 _ V n n « } _ 
2 / . a . « + 27T . a - H » . — 2 ) î t \ 2 

sin — sin . . . sm 
n il n 

ou b ien , en vertu de (18), 

( s i n « ) " ( 1 _ W V 2 

n 

' — . 2 s i n 2 * 2 " ' — 1 ' 2 ( l — w ) 
2 

de sorte que nous ob tenons pour n pair 

1 - t 
_ /¿n (1 — rt)») a ( l + t o ) 

^H 2IW — 1 , 2 

N I E L S NIELSEN (Copenhague) . 

SUR L ' A P P R O X I M A T I O N DES R A C I N E S 

D ' É Q U A T I O N S N U M É R I Q U E S 

1. Les approximations success ives . 
Etant d o n n é e l 'équation 

(1) x = F [x) 

dont on connaît une solution approchée x0, f o r m o n s les 
quantités .-r» suivant la f o rmule 

(2) X\j i = F(.rv) (7 = 0 , 1 , 2 , ...) 

xn sera une valeur approchée de la racine x, si la d i f férence 
,r„ +1 — xH est n é g l i g e a b l e . Car on a 

Xn — F (./'„) = Xn — Xn + i . 
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Pour j u g e r l 'approximation obtenue par la méthode , chan -
g e o n s v en y + 1, clans l 'équation (2), et re tranchons avec 
l 'équation :2i : 

•rv + 2 — -*V + 1 = F(-*"v + l) - • 

Le théorème de la m o y e n n e ou de Ro l l e permet de c o n -
clure 

(3) .rv + 2 — ,ry_|_ j Oy - j - i — -rv) F'(ÇV) » 

où |y fait partie de l ' intervalle (xv . . . . r v+i) . Il s 'ensuit 

(4) r „ + i — xn (>! — xo) F ' i|o) F' ( f i ) . . . F ' ( f „ _ i ) . 

Pour que la méthode soit appl icable , il faut que la f o n c -
tion F' '£) soit petite aux environs de la racine cherchée . 

Dans l 'équation de Kep ler 

x — a s s in x 

on a 
F ' (.r) = s cos x ; 

la méthode des approximations success ives fournira de 

bons résultais, si I s | ^ , ou si | e ] étant tou jours ^ 1, la 

racine ,r est approchée de Hz j , ce qui ex ige que a soit ap-

proché de ± ^ — . 

2. La solution de l 'équation 

f[x) = 0 

dont on connaît une valeur approchée se ramène au cas 
précédent en faisant 

Faisant x = x0 + h, l ' express ion de la dér ivée se d é v e l o p p e 
en série 

F ' ( x 0 + h) = - C j f s l k - h2 - . . . 
0 /Vo) 2! f (x0) 
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d ' o ù il suit qu 'on ait sens ib lement 

F'IF) — LR _ £) 

Cette quantité sera petite, si Ja racine dont il s 'agit, est 
s imple . 

R e m a r q u o n s que , pour déterminer des racines mult iples , 
on ne fait pas usage de l 'a lgor i thme du plus grand c o m -
mun div iseur , imposs ib l e p o u r des équations transcendantes , 
et très rarement praticables p o u r des équations a lgébr iques . 

S'il s 'agit d 'une racine de multiplicité p , on résout l ' équa-
tion 

f[P-{]{x) = 0 

dont la racine en question est une so lut ion s imple . 
3. La méthode de Newton success ive . 
El le consiste dans la formation des quantités 

/Vv> 
•rv + 1 = — 777—, (V = 0 , I , 2 , . . . ) 

I \"<V' 

et n'est autre que la méthode du n u m é r o 1, pourvu que l 'on 
fasse 

On a ici 

p / ^ f { x ) 

et il s 'ensuit d 'après (4). 

« - i n ? v ) /'(?•, 
,r,t-f-i — x„ = [Xi — .roi 11 ' I ? \2 

v:„ rie,. 
Cette m é t h o d e est plus rapide que cel le du n u m é r o p r é c é -

dent, car ici le numérateur contient des facteurs /\£v) qui 
tendent vers zéro , tandis que les quantités F ' ( J v ) du n u m é r o 
2 sont presque constantes ; mais cette dernière présente cet 
avantage que le dénominateur f (x0) dans les f o rmules 

_ / i-r-j ) 

est constant. 
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4. Une méthode pour r é s o u d r e l 'équation 

f(x) = 0 

consiste à e f fectuer l ' invers ion d 'une sér ie de pu issances . 
Posant en effet 

(5) f[x0 + Ç) = f(x0) + ïj , 

le p r o b l è m e prend la f o r m e 

(5 bis) tfi Ç -h « « £ ' + «3Ç3 -h ••• = >J . 

et on a, d 'après un algor i thme c o n n u , 

(6) Ç = M + M 2 + &,u» + ... ; 

il ne reste qu'à prendre yj = — /(#<>) P0111' avoir 

fix0 + Ç) = 0 . 

5. Le d é v e l o p p e m e n t (6), b o r n é à ses deux premiers termes , 
devient 

flr0) 1 r'ixjfixj* 
Xi x0 — 

/ V o ) 2 

étant la nouvel le valeur approchée de la racine ,x = .x0 + f . 
Cette f o rmule nous amène à prendre , pour e m p l o y e r la m é -
thode du n u m é r o 1, 

fl,r) 1 / " (x) /'(,r)2 . 
f ( ' r ) = * - / V " , ~ 2 - f i 7 ~ • ' " + 1 = 

On a ici 

et il est manifeste que la c o n v e r g e n c e est b e a u c o u p plus ra-
pide que dans la méthode de N e w t o n ; mais elle est aussi 
plus pénib le , puisque elle emplo ie des valeurs de la dér ivée 
seconde . 

6. On aura une général isat ion de la régula falsi, si l ' on 
effectue l ' invers ion de l 'équation 
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au moyen de la f ormule d ' interpolation 

x — •/*<) -j- Bi v — jv-o i -j- B2 'y — vu) 'V — vi i -f~ B31 v — lui iv — vi i ! v — val + 

oii l 'on a posé 
Vy = / > . , 1 

en prenant pour les x-j des quantités arbitraires aux env i rons 

de la racine cherchée x' ; en faisant y = 0, il vient 

l7 i x' Xn Bl Vo -j- B2VOV1 BsVoVt V2 -j-

Quant aux quantités Bv, on les calcule au moyen des équa -
tions 

^ .ri = ,r0 -j- Bi 1 vi — vol 
/ X2 = Xo + Bi IV'J — Vl), -j- B-2 I va — V01 M 2 — Vi) , 

Pour avoir une approximation c o m m o d e , on cho is i t . ro , .ri 
et calcule yo , 3/1 ; cela permet d 'évaluer Bi ; puis on fait, 
pour se tenir à la méthode 7), 

X-2 = , / ï j Bl Vo 

et on détermine y* = / ' ( . r a ) ; la deux ième équation (8 d o n n e 
alors aisément la valeur de B2. Ensuite , on l'ait 

.ra = Xo — Bi vo -j- B2 v o n = Xi + B2 v0vi , vg = fixs< , 

et on tire du système (8 la valeur de B3, et ainsi de suite. 

M . LERCH (Fr ibourg , Suisse}. 
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