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Einige Reihenentwicklungen der unvollstindigen
Gammafunktion.
Von Herrn M. Lerch in Freiburg (Schweiz).

Das Integral

= _, de
Q(-a,w):/ é. 7t

geht nach der Substitution

_ w
= 1—z
in das folgende
| L
(1) Q=a)y=o0"" [ e ' (1—2)""ds
/
iber. Ich benutze nun die Potenzentwicklung
1(2.) ¢ = X ¥, (0)2,

welche allerdings nur fur |z|<C1 konvergiert, und fihre in der unendlichen
Reihe

(") € T (1—2) = 3P (0)2 (1—2)"
die Integration zwischen den Grenzen Null und Eins gliedweise aus. Da

' -1 g, o CO+DI(a) _ !
fz (=27 de="rr S FD —w@ DG+ - G+

4]



48 Lerch, einige Reihenentwicklungen der unvollstindigen Gammafunktion.

ist, so entsteht die folgende Darstellung der Funktion Q(— a, w):
v!
ala+1)(e+2)...(a+ )

1.29,() |,
taa+n@+ry ™

0 Q(—a, w)= Z ¥, (w)

P, (w) + 1 .('J’l(a))
ala41)

3)

Wir setzen w als reell und positiv voraus, und bemerken, dag8 die eben aus-
emandergesetzte Methode verlangt, daB o in seinem reellen Teil positiv
bleibt, eine Annahme, die wir festhalten, wollen.

Bevor wir zur strengen Rechtfertigung des benutzten Verfahrens iber-
gehen, wollen wir uns liber die Nator und Bildungsweise der Koeffizienten
¥, (w) unterrichten.

Offenbar ist

‘Iﬂ,(w):e“",
ferner

271 ¥, (w) = e
H
wobei die Integration im positiven Sinne lings eines um den Nullpunkt in
hinreichend kleiner Entfernung geftihrten Weges geschieht.

Setzt man
1
1_22%
80 entsteht
. . ¥—1 .
(4.) 2712?’,(&)):/8—“”#&%‘,

wobei nun der geschlossene Integrationsweg den Punkt z=1 einmal im

positiven Sinne umliuft. Dieses Integral hat aber den Wert
e

2R D (e )
und hieraus folgt
)= s Pl (0
oder

b O
®.) ¥, () = Die 7).
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Wird die Differentiation rechts ausgefiihrt, so entsteht
e L H{r— 1\ ©®
(5*) ¥, )= 1)),

Um itber das Verhalten von ¥, bei groSem » AufschluB zu erhalten, benutzen
wir die Darstellung (4.), indem wir als Integrationsweg das Rechteck
wihlen, dessen vier Ecken den komplexen Zahlen ! + Ni, M + N7 entsprechen;

dabei bedeuten M und N zwei positive GroBen, die wir nachher ins Un-
endliche wachsen lassen wollen. Das Integral kann wie folgt geschrieben

werden
0z v—1 d
fe (zjl) (.z——irl)"’

und wenn wir beachten, daB auf den Strecken

(3+Ni.. My Ni), (A—Ni..M—Ni), (M=Ni... M+ Ni)
das Produkt

(Iy)

fir sebr groBe M und N endlich bleibt, so ist klar, daB die auf diese
Strecken entfallenden Teile des Integrals gegen Null konvergieren, falls M
und N unendljch gro werden.

Das Integral (4.) ist daher dem geradlinigen von z= %4—2’ oo his
T = %—iao erstreckten Integral desselben Integranden gleich, und wir haben,

indem wir x=%+iy setzen, die Darstellung

1 * —w(%*—l'y) y—1
T

B Gy-"

und dies ist wegen

absolut kleiner als
Journal fir Mathematik Bd. 130. Heft 1. 1
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1 -3 dy e “‘ldz/ ,
3 [ Tt

- —

d. h. es bleibt ¥,(w) absolut kleiner als eine von » unabhiingige Grofe M.

Ich setze nun a=a'+ a7 und mache die Annahme, daB «' > 1 ist.
Die Rechtfertigung des oben zur Integration von (2%) angewandten Verfahrens
verlangt den Nachweis, daB die Reihe

2 ! v a—1
2 ?’,(w)l;[ 2"(1—2)"'dz =0
konvergiert und zugleich mit ¢ unendlich klein wird.
Die absoluten Betriige ihrer Glieder sind offenbar kleiner als die-

jenigen der Reihe
A=3M [ (1 —zy—ds,

y=l)
1—e

welche wiederum kleiner sind als die der folgenden

A=3Z M 1z’(l —2)"'dz.

y=()
0

Diese letztere Reihe ist aber offenbar

, 3 M.l
A'= ‘2;" a(a+1)...(a'+v)

und konvergiert unter der gemachten Annahme o' >>1.

Die Reihen A’ und A sind daher konvergent, letztere offenbar gleich-
miéiBig in Bezug auf die Verinderliche ¢ zwischen ¢=0 und e=1. Der
Grenzwert

lim 4
&=
wird daher nach einem bekannten Satze der Elemente durch direktes Ein-
getzen von 2 =0 in die Reihe A gewonnen, und dies gibt
limA=0;

e=0
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hieraus folgt a fortiori
hmzwu (1 —2)"'dz=
im 2 ¥, () / (1-2)
was eben zu beweisen war,

Im Vorhergehenden ist also die Gleichung (3.) fiir den Fall, da8 der
reelle Teil der Verinderlichen a groBer als Eins bleibt, streng bewiesen.
Die Koeffizienten werden durch (5*) fir »>>0 in endlicher Form gegeben,
wozu noch die Festsetzung

Yo(m)y=e™
hinzukommt.
Wegen der Gleichung
v dy =2n
1 2
ry +y
kommt noch die Ungleichung
1
(6.) FAGIEE

zum Vorschein, die bei der wirklichen Rechnung behufs Fehlerabschitzung
niitzlich sein kann.

Schreibt man (3.) in der Gestalt

w® Q(—(L)————Z (3

!
P(©) G Gt iy Gat vy
so driickt sich die linke Seite vermdge der bekannten Funktionalgleichung
aQ(—a)=e“w- Q1 —a)
in der Gestalt aus
w Q(l—a)
-t
und man hat daher anstelle von (3.) die Entwicklung

!

o' Q(1—a, “’)__2 ¥, (w) (a+1)(a+2)...(a+)’

Setzen wir also

(1) G (w)=2 (-1~ (D%,
7'
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so0 wird

“ n! G, (w)
8) U=, 0) =55 Z iyt )@ )

solange der reelle Teil von a groSer als Eins bleibt.

Fir wirkliche Rechnung wird diese Entwicklung nattirlich erst fr
groSere a brauchbar sein, und zwar gibt dann eine nur geringe Anzahl von
Gliedern die gewiinschte Anniherung.

Eine andere Entwicklung von Q(1—a), in welcher als Koeffizienten
wieder die G, (w) auftreten, gewinnt man auf folgende Art.

Die bekannte Formel

> —1
I'a)Q (1—a, w):/ e—w(z+1)%
)]

geht durch die Substitution
1

—Zz

a:+1=1
iiber in
I'(e)Q(1-a, w):fle_;z“" (1—2)dz.
/]

Diese Gleichung findet statt, solange der reelle Teil von « positiv bleibt;
nimmt man aber an, daB derselbe zwischen Null und Eins enthalten ist, so
148t sich die Entwicklung (2.) anwenden und es kommt

]‘(G)Q(l -a, (D) =’é;,zlfy(w>/‘za+v—l (1 —Z>—a dz.

Das im allgemeinen Gliede rechts stehende Integral hat den Wert

Pla+»Ir(l=—ea a4+ 1De+2)...la+r—1) ,, ,
(-;(3-}-(1) )=a(+)(+v)! (a4 )l(a)I(l—a),

und unser Resultat nimmt demnach die Gestalt an:

Ql—a, w) a(@+1l)...(a+v—1)
T—a) =z ¥#,(0) !

= #(0)+ #i(0)% + Vi) 2450+

Hier setze ich nun @a=1-—s und beachte, da8 in unserer Schreibweise

¥, (0)=—cG,(0), Fi(w)=c;
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dadurch entstebt die Gleichung

9.) 2D 1- 3 6,)(").

Dieselbe wurde allerdings nur unter der Annahme bewiesen, daf der reelle
Teil von s zwischen Null und Eins enthalten ist, aber die Reihe konvergiert,
sobald der reelle Teil von s positiv ist. Die Konvergenz ist tibrigens eine
nur sehr langsame, und die Betrachtung entbehrt der Strenge.

Um Sicheres zu gewinnen, ersetzen wir das Integral in der Aus-
gangsgleichung

1'(1-—3) Q(S’ w)=fle—£z—s(l _Z)s—ldz

U

durch ein Schlingenintegral

J=fe_117‘z"(1—z)s“ dz.

9,1

Der Integrationsweg ist hier eine geschlossene Linie, welche vom Punkte
z=1 ausgeht und die Strecke 0...1 im positiven Sinne umliuft. Man
kann dafiir speziell die Sukzession der geraden nordlich von der Achse zu
denkenden Strecke 1...¢, des Kreisumfanges (¢) mit dem kleinen Halb-
messer ¢ um den Nullpunkt hernm, und des siidlich von der Achse zu
denkenden Segments ¢ ... 1 setzen,

Auf dem Integrationswege bleibt die Funktion

e_:(l —z)y!

unzweideutig bestimmt, sobald man die Festsetzung macht, fir (1—2)~" den-
jenigen Zweig zu wihlen, der fur unendlich kleine z in 1 tbergeht. Was
die Funktion 2~ betrifft, so setzen wir fest, da8 sie auf dem Segment
1...¢ im arithmetischen Sinne genommen wird, also

z*=e¢7"8: und logz reell;

die Fortsetzung lings des Kreises (¢) in die Strecke ¢...1 wird dadurch
vollkommen bestimmt, und zwar erhilt die Funktion im Punkte z von
¢...1 am siidlichen Ufer den Wert

3 ,-—2878¢,
e 3
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demnach wird J sich in folgende Teile spalten:

L r_ v
J=/“e S (L= Tded e e (L—ay ds,
1 (@) ey
wobei das mittlere Integral lings des Kreises (¢) zu nehmen ist. Zieht
man das erste und das dritte Integral zusammen, so entsteht

J= [+(@Hmi=1) ¢ o (1—2y da.
¢

(e)

Falls nun der reelle Teil von s zwischen Null und Eins genommen wird,
néhert sich das Integral

w
e T (1—2)y'ds
()

zu gleicher Zeit mit ¢ der Null, und wir erhalten bei diesem Grenziiber-
gange ¢ =0 die Gleichung

J=(em 1) I'(1 —5) Q(s, w),

hieraus also die wichtige Gleichung

@A) I(1—5) Qs )= [ sy de,
(1,0,1)
Dieselbe ist zwar unter der Annahme bewiesen, daB der reelle Teil von s
zwischen Null und Eins enthalten ist, sie behilt aber ihre Giiltigkeit fiir jedes
Gebiet der s-Ebene, in welchem die rechte Seite einen Sinn hat; speziell
findet (A.) statt, sobald der reelle Teil von s positiv bleibt; wir werden an-
nehmen, daB derselbe groBer als Eins bleibt.
Wir betrachten anstelle von (A.) zunichst die GroBe

1 - )
(B.) H=—mm— f e Trz(1—2)y"dz,

(r,0,r)

wobei 0<<7<C1 und der Integrationsweg in z=r beginnt und endigt,
sodaB

lim H =TI'(1—s) Q(s, w).

r=1
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Nun 146t sich in (B.) die Entwicklung (2.) benutzen, da dieselbe

lings des gesamten Integrationsweges (r,0,r) gleichmiBig konvergiert.
Wir erhalten

=23 —1—— v—s \3—1
H"ﬁ,"pv(w) e—2am'__-% 3/;z (1—-2)y~dz.

Nun spalten wir dies in
H =8,@)+ R,(r),
wobei n eine feste, hinreichend grofle ganze Zahl ist und

n—1 1 v—s o
Su(n)= 2 ¥, (0),mmm—y [ (1=2)7d,

r 0,1

R,.(T) =’§” 7{',((1))0_.%,-‘_]? /z"’(l—z)"‘dz.

(r ’ ()’ r)

Nun ist
lim =
= (r',{,:) a0,

also
Pl - r@rv+1—s)

i {em g [ ey ds= O
r,0,r)
also
©) lim 8,() = z 7, () FOLC 1=

Ferner ist filr » —>n, falls » hinreichend gro8,

;2:"'277-1-'?1 /Z”’(l —2)y'de= / (1 —2)'ds,
(r,,7n 0
also

R()=2 ¥ @) [ "o (1 —=2)yde,

Bedeutet s den reellen Teil von s, so besteht wegen der oben bewiesenen
Tatsache

|, ()| < M
die Ungleichung

Il{fy(w) /' ¥ (1 _z)s—ldzl<lufl e (1 —2Ydz.
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Damit ist bewiesen, daB die Reihe £,(r) sich aus Gliedern zunsammensetzt,
welche absolut kleiner bleiben als die entsprechenden Glieder der Reihe
positiver Grofen

3 MP(v 4-1—s")I'(s") .

»! ’

der asymptotische Wert entfernter Glieder der letzteren ist nun

_ Mr(s)
G iy

sie ist also konvergent, falls s'>>1 ist. Damit ist aber die gleichmiiBige
Konvergenz in Bezug auf r der Reihe R, (r) bewiesen, und man hat demnach

=n

lim R, () = 3 ¥,(«) [ (1=sylds,
0

was eben die Reihe

'§n ¥, () I'(s) l’(:;}- 1—s)

ist.

Durch die vorliegenden Ausfiihrungen ist die (iiltigkeit der Gleichung
(9.) unter der Annahme, daB der reelle Teil von s grofer als Eins bleibt,
streng bewiesen.

Wir wollen nun eine Relation ableiten, aus welcher sich eine Ent-
wicklung der Funktion Q(«, 1) ergibt, welche in ihren Gliedern die GroSen
I'(a+c+ni) enthdlt. Die Kenntnis der letzteren Funktionen wirde also
zu einer bequemen Bestimmung von Q(a) ausreichen.

Ich betrachte die Funktion der reellen Verinderlichen &

® I'(a+c+itn+7tk)
F)= 2 G itntiaborord

n=—

wobei o reell und positiv ist, ebenso wie ¢, ferner wird auch die Hilfs-
groBe ¢ reell und positiv vorausgesetzt, und zwar so groB, daB der reelle
Teil von a+ ¢ positiv ausfillt.

Die Reihe ist offenbar konvergent, und zwar beinahe so intensiv wie
eine geometrische mit dem Verhiiltnis

n
—t 5

e
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Ferner ist
FE+1)="F(8);
die trigonometrische Entwicklung von F(¥) kann in der Gestalt

F(§)=_.f A_ gnini
angenommen werden, und zwar wird

Ap= [ F()emenide,
J

Fiihrt man die Integration an der zugrunde gelegten Reihe F(§)
aus, so ergibt sich

A = ®» INa+c+itz) e m=mida
mT / c+itz wetitz
—®

oder, wenn man z durch ‘—t"' ersetzt:
mem
A = e ! f I'la+c¢+ix) dx

t ctiz ( 2nn)c+i@'
we*

Setzt man flir einen Augenblick

t
w,=we * ,

80 kommt alles auf die Bestimmung des Integrals
I— /’,I’(a+c+iw) dz

ctix w

—_—m

an. Dasselbe geht nach Substitution von
F(a +c+ z':c) = fue—lza+c+iz_1 dz

in das Doppelintegral

L= / e‘zza—ldzf (w mzci";.w

tiber. Nun ist aber bekanntlich

f » opie 0T {271, wenn £>1,
c+m 0, wenn 0<<k<C1,

Journal fir Mathematik Bd. 130. Heft 1. 8
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also bleibt aus unserem Doppelintegral

L= gn ‘/we" 2*'dz,

)

d. h. es ist
(10.) / =L(atetia) dz__ o, 004, w,).

o4z
-tz w?

-

Damit haben wir die Koeffizientendarstellung

2merT 2mn

A,,,_=2—"e“‘ Q(a we ),

und infolgedessen die Relation

2mn

9 = —(r:+-t¥) —_
_t“,,..__z'_‘@e Q( w e )
(11)
e T'(atcditn4-itk)

= n=2— « (¢ + ttn 2tE) wetintis

Ich wihle darin =0, w=1 und schreibe sje wie folgt

2mn

@ 2ment cn _2m7
?Q(a)-}-ggm{le ¢ Q(a e" )+ tmz_,‘le Q(a,e ’)
_ 2“:; I‘(a+c+z'n_t).

A=—m c+int

Hier 1Bt sich links die zweite Reihe durch eine schnell konvergierende
ersetzen, wenn man die Euler-Prymsche Gleichung

2mn

Q (a, eJan) =I'(a)—P(a, e_T)

benutzt und die Summation

(D.) e ¢ Pla,e ©)

mit Hilfe der Darstellung

ansflhrt; dies liefert die GriSe (D.) in der Form
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® _ (—1)'
) .
=0 !l (a+n)( —(atc+n) N 1)

Man erhilt daher filr die Funktion

Q(a) =f”e"‘ dx

die Darstellung '

Q() 2tn—ml‘(a+c+ntz)

c+ntt
I'(a) (=1
T T2en + 2
(12-) ot —1 =0 n’ (a+n)( —(a+c+n) _1)
— 2‘ e Q(a, eT)

=1

Wird hier z B, t=1, ¢c=1 genommen, so wird die letzte Reihe rechts
einen Wert ergeben, der kleiner als 107’ ist, also ohne weiteres unter-
driickt werden kann.

Um hier zur Grenze fir c=0 tiberzugehen, beachte ich, daB fiir
unendlich kleine ¢ die rechte Seite von (12.) in

t & I'(at+ntd)—I (a—nti) t T'(atc)
%,ﬁ nitr +2 c
@ _1 n 211:11
—1I'(a )(2 2)+§ ( 2_,,)(“") mle(a e )
n! (a,—}—n)(e‘ —1) B

lbergeht, und somit kommt

Q@) =g (@ +4:1"@
t uo1“(a-{-ntz)—l‘(a—ntz)
+2n,.=; ni
13, @ —1)
(13) f3 D
St (7 1)
—2 Q(a et )

Die vorteilhafteste Wahl der Hilfsgrofe ¢ wire ¢=2,
8#
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Eine andere Art Entwicklungen der Q-Funktion sind diejenigen,
welche sich der Theorie der Reihe
® e—(w+:+a)u

(14, P@)= X ToT = (w+ 2+ ny

anschliefen., Darunter gehtrt die wohlbekannte Entwicklung Hermates®)
und diejenige, welche ihr Herr Mellin®*) zur Seite gestellt hat, In der
Reibe (14.) wird vorausgesetzt, da8 u im reellen Teile positiv ist; ich setze
tibrigens « reell und positiv voraus.

Fiihrt man an der Reihe (14.) die Integration

f'qb(x)dz

aus, 8o erhlt man als Integralwert

—(wiu 2 ® .. dz
S gy e e T

0 w

was man auch so schreiben kann:

@ dz
ul—l e 22,
/ z

.o
Demnach ist

1
(16.) / @ (2) de=Q (1 —s, uw)-u,
0
Entwickelt man nun die Fanktion
o= e—(wtn)u
JORP e

nach Potenzen von z, so entsteht

us an e—(win)u

¢ qb(x)=m{u( ") a» 2 ety

Diese Entwicklung konvergiert im ganzen Intervall 0<z<C1 gleichmiiBig
nur dann, wenn w>>1 ist; unter dieser Annahme erhilt man, wenn man

auf beiden Seiten mit ¢—**dz multipliziert und von O bis 1 integriert, ver-

*) Dieses Journal Bd. 90.
**) Acta math. Bd. 2.
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moge (15.) die Relation

(16.) Q(l—s, uw) =,§:’(7’:)P0n+ 1, u) S (s+m),
wobei zur Abktirzung
.\ < m e—(w+n)u
(17.) AS ((l) = W’

gesetzt wird tnd die Koeffizienten
Pm+1,u)= [ ¢*zdx
=/

sich leicht in endlicher Grestalt darstellen lassen. Fir u=1 geht diese Formel
in die Hermaitesche tiber.

Ich schreibe nun die Gleichung (15.) in der Gestalt
f‘qb (1—a) dv=u" Q(1—s5, uw),
v

und berechne das Integral, indem ich zundchst die Funktion

—(w+4n)z
e d(l-x)= ,.‘S(w+n—a;)’

nach Potenzen von z entwickle. Dadurch entsteht

—(w+n)u

Sy

eine Reihe, die so schnell konvergiert wie die geometrische mit dem Ver-

(I’(l—w)=e"’m§‘0(— (T )an 3

hiltnis —— +1 Die Integration nach 2 zwischen Null und Eins ergibt

18)  Q-s,uw)=  (—1y* () Bon+1, ) S,(s+m),

wobei die Bezeichnung
e—(w+n)u

(19) 80 = & gy
und

B (m+ 1,u)-=/"e=xmdx

gebraucht wird. Letztere GroBe liiBt sich wieder.in geschlossener Form
durch Elementarfunktionen ausdrticken, und zwar ist
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Rm+ 1, 6) =(— L) m!e" {5'"(:”“% —e}.

Diese Entwicklung (18.), welche ich in den Prager Berichten vom Jahre
1889 auf einem anderen Wege gewonnen habe, geht fir u=1, w=1 in
die freilich frither publizierte Formel des Herrn Mellin tber. Da sich
letztere nur auf diesen Spezialfall bezieht, in welchem aber die Konvergenz
fur den wirklichen Gebrauch zu schwach ist, so gebithrt der Vorzug doch
der Hermiteschen Entwicklung, da sich letztere flr einigermafen grofie
w wirklich verwenden liBt.

Es sei nun £>>2 eine ganze Zahl und man setze uw =z, o =k—1
aldo
2

u=k__1 .

Setzt man dann

m g—nu

(192) Ba)= 2 o>
g0 nimmt (18.) die Gestalt an

(18)  Q-s,=3F (7)) PEELY Ronts);

um +s

flir kleine » ist der Quotient
Bm+1, %)
um—l—l
von nT-1|-_1 nur wenig verschieden, also verhilt sich der als Koeffizient in
(18%.) vorkommende Ausdruck
Pm41,w)
um+l

ungefihr wie
ul—a

m+1°

Ist also der reelle Teil von s groBer als Eins, so wird man in (18%) die
Zahlen B(m+s) auf eine Anzahl von Dezimalstellen berechnen miissen,
welche mit abnehmendem u wichst; dabei konvergiert die Reihe - (19%) sehr
langsam, wenn u klein wird. Brauchbar wird also unsere Formel (18*)

doch nur fir groSere z. Bei ihrer Anwendung hat man zuniichst einzelne
Glieder der Reihe
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e—U+u  p— (42

g—tu
Be)=ZF +arrterey

20 berechnen; die Glieder der Reihe R(s+m) entstehen aus ihnen durch
die Division bezw. mit

km, (k+ l)m, (k+2>m1 e

Wir schlieBen unsere Betrachtungen mit einer halbkonvergenten
Entwicklung der Reihe

20. g oM _ .
(20 2= ¥,9)

Dieselbe wird bekanntlich durch ein bestimmtes Integral ausgedrlickt, das
entsteht, wenn man in

(TF-SL_)‘ = [T p-lgy

ilber ©=0,1,2,... summiert. Wir setzen voraus, da8 s>>0. Es kommt

o WE pt— ldz

16) ¥, )= [T

Schreibt man «z anstatt z, so kommt

] —UWT mi—1
(21.) u=I'(s) ‘F(w,s):/ ﬁ% dz.
(1]
Hier benutzen wir den bekannten Satz
1 y— v ey @B,,_H 2041
I—e +2+2< 1)! 1(2 )|‘72 (- l)p(2p+2)vzp+ )

wobei 0<<O<C1, und B,,B,, B;,... die positiven Bernoullischen Zahlen
sind. In unserem Falle ist z=u(1+4z) und wir erhalten daher folgende
Darstellung der Grofe (21.):

i/ 1 @ -uwz ld —uwz j—
u™I(s) 'P'(w,s):;/ l-l-: 2/ r'dx

0

+2(__ l)v 1

B,

2y—1 —UWT pi—1 2y —1
@i [e e (14+a)* " de

+( l)p p+1 e ax¥ol g—vwr ga—1 (1 + w)?p-i—l dz.
e

WO <Y
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Wird das letzte Glied der reechten Seite mit (—1)° R, angedeutet, so
ist offenbar B, positiv und kleiner als der numerische Wert desjenigen Aus-
drucks, der als neumes Glied zum voranstehenden Aggregat hinzukommen
wiirde, falls man p um eine Einheit wachsen lieSe.

Nun ist aber, wie oben bemerkt,

e % = e I'(5) Q(1—s, v),

und wenn man die Identitit

(1+{L‘ 2v—1 _ (2"—1).’17“

benutzt, so kommt

2y—1 2 Y — 1 @
—uwz .'l"-l 1 I 2v—1 d —UWT wa+a+l d s
/ ( x) r= ( )l/ € z

. a—IJ
0

was aber den Wert

1 (2v—-—1) I(s4 o)

a—o (nw)ste

hat. Setzt man demnach

Bt 2y —1Y s(s+1)... (84 a—-l)
(22.) G@a=2(""")

za

8o erhalten wir aus obiger Gleichung
u-t yf(w, S) e =% Q(l—s, uw) + 22;%)‘

¥ Gy s, (I g G, ),

(vw) ya12, 3

wobei rechts eine halbkonvergente Reihe steht, in welcher der Rest absolut
kleiner bleibt, als das erste vernachlissigte Glied.

Ersetzt man uw durch z, s0o nimmt unsere halbkonvergente Ent-
wicklung die Gestalt an:

®  g—mu—s 1
(28) zm—+)= La(—s,2) ’
+ + 2! 1,2 3,,__(- 1)'—1 (2 )' ! G(Z 8)



Lerch, einige Reihenemtwicklungen der unvollstindigen Gammafunktion. 6b

Wenn man hier auf beiden Seiten mit » multipliziert, so entsteht eine halb-
konvergente Bestimmung von Q (1—s, 2) bei positivem reellem s, welche die
Berechnung einer einzigen Reihe des Hermiteschen Typus, nimlich

e e—mu

%‘(mu—{-z)’ !

erfordert. Diese Reihe ist — ins Komplexe ilbertragen — mit derjenigen
identisch, welche Malmstén und Lipschitz zuerst untersuchten, und die ich
unter der Bezeichnung

@ e2n::m'
! (w, z, s)__”é“](w—_*_n)T
bei verschiedenen Gelegenheiten betrachtet habe, namentlich in meiner
Abhandlung tber die Malmsténschen Reihen, welche sich in den Schriften

der Prager Akademie vom Jahre 1891 abgedruckt findet.
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