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M. LERCH, 

O L1CZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWÚJKOWYCH 
O WYRÓŽN1KU ZASADNICZYM DODATNIM.') 

Formy dwójkowe o spólczynnikach caikowitych 

az' + Ďacy + cy3 lab (a,b,c), 

náležíce do tego samego wyróžnika dodatniego D — b* — 4 ar, rozdzielajf 
si§ na skoůczon^ liczb§ klas, którq. ozňaczam przez Cl (I)). Wyrážnik 
nazywa si§ z a s a d n i c z y m , gdyodpowiadaji}mu tylko formy pierwotne 
t. j. takie, w których spííczynniki o, 1, e nie ui&jq wspólnego drielnika. 
B§dziemy rozpatrywali tu tylko wyróžniki zasadnicze 

Weding metod aňalitycznyeh D i r i c h l e t a , "wyznaczenie liraby 
Ol (J>) zaležy od pndstawoivego rozwiazania równania F e r m a t a : 

(1) 1" — DU' = i, 

t.j. od rozwi^zania, ztožonego z n&jmniejszych liczh e-aíkowitych dodataich 
T, U. Niechaj E(D) oznacza wielkoáé 

T+OVl) 
"" 2 

' ) 'i „ J o n r n i l i e Miťaémathiqiie! poren et apiiliquóes" 9 iíOS. z » o jKmifaioi iei i i 
Antom. 3. D. 

m 



3t. LEHCH. 

opierajac siç na badaniarli Di r i e h ie ta. otrzymalem byl wzňr na-
stçpuj$ey '): 

»,= ] 7/ «jr 
* y —, -

(rdzie m oznaeza do\ruhi% ivielkiišč dodalui^, symbol zas ma zwykle zua-

ezenie symbolu L e g e n d r e'a. uogólnionego przez K r o n e c k e r a. 
Zastosowania liczebne wzoru (2), bez wprowadzenia w nim moclyti-

kacyi, bytyby neiçiliwe. Okažemy atoli w tej Niocie, že wzúr (2) nadaje 
sie do modyfikacyi, która uíatwia obliczaire liezby klas, nawet gdy wartosi 
wyrúžnika jest doáfc duža, iv zaíoženin, rozúmie sie. že vflrtnsÉ wielkošri 
log E(D) jest znaua z pewnem przybliženiem. 

W tym celn wpi'owadzamy tu wielkoáč: 

.. oo ro co go 

m=1 «» »=1 îL» 
Td b" 

oznaezamy przez ß caîkowite 1, 2. 3 , . . . , czyni^ce zadosc jednemu lub dru-
giemn z równaň 

W v ( I ) - : (|) = „ 
i kladziemy : 

ß ' i/*„ f 'P* 

umawiajiio sie, by zredukowai do poîowy wyrazy, odpowiadaj^ce takim 
wartošciom ß, día którycli = ü. 

Wiedy, zaiaiast wzoru (9) miec bçdziemy: 

(2 a) OI (D) log E (D) = S — 2 P — 2 Q . 

') Bozprawa, oâznaczona wielfê  microtia ((¿raid prix des nalenoes matiiimatlqní») 
Akademii nauk w Paryin w r. 1800. 



O MCZBIE KLAS FOlitf KWADEATWYCII DWÓJKCnyYCH i t. d. 3 

Dowiedziemy, že wielkaáč S možná otrzymač z wielkiem przybliženiem 
\v postačí skoňczonej; wyziiaezymy nast^pnie liczb§ wyrazów, jakie wziqé 
naležy w szeregach P i Q, aby przy pomocy wzoru (2 a) biMz otrzymač 
liczbe caikowitq. 01 (D). Liczba tych wyrazów jest wzgl§dnie doáé mala. 

Eównoozešnie podamy tu na nowo dowůd wzoru (2), poniewaž rozprawa, 
w której go podaliámy, nie jest jeszcze ogíoszona drnkiem. 

I. 

Síecliaj f ( i ) bijdzie fuukcyij rz«cz}Trist4 dodatni ,̂ malejac^ w prze-
dziale (g . . . oo); bedziemy rozpatrywali jedynie wartoáei zmiennej z. w tyiu 
przedziale zatvařte. NierównoSé oezywiata 

w-f i 
/ » > I f(x)dx>f(m +1) 

daje bezpoáreduiu: 

n+p—l n+í *+r 

m=M » »=»+1 
sk^ wyprowadzamv tráerdzenie Cauchy^go, že szereg^/M * 

OD 
čh: rútvnoczeáuie zbiežnemi albo rozbiežnemi. 

n 
~W przypadku zbieziinšci mamy nierównoSci: 

2/•(•»'> í d a> 2 f{m'> 
in—n 'it r 1 

i vypniwadzamy st$<l. že: 
SO oo 

i takže: 

r=s ' x 

(081 



4 M. LKRCH. 

Cytowač b^dziemv te dwa równauia pod nazwá t w i e r d z e u i a p o m o c -
11 i e z e g o Canoliy'ego. Spožytkujemy to twierdzenie dla wyprowadzenia 
zwiijzku, podanego przez K i n k e 1 i u a '), mianowicie: 

sídzie g d^žy do žera, przecliodz^e przez wartoáci dodatnie. 
Poniewaž funkcya: 

/"I'1 = • 1 (ff+Dj'+i' 
jest mal ej^c^, to ua iuocy twierdzeuia pomocní czeg» (Jauch y'ego wnosimy, že: 

o» 

TS» 
Wynika stq,d, w založeniu, že w jest dodatnie: 

in) V 1 1 1 1 ('c-H')'g—1 i * v ' M (<u+y)i+e e ¿ i (w+v̂ +e ^ " ' Q ' (w+íí)H« " 
y=0 "• v=0 

Kíad^c na chwil? : 

1 , 
v=l) 

otrzymamy z równania (o): 

(o') 

"Wnosiiny st$d úajprzód, že wyražénie F(g) jast oznaezone dia q nieskoú-
ozonostkowego. Niechaj, w samej rzeczy, i b§dzie wielkoáci^ tak mat$, jak 
sie podoba- wyznaczamy calkowitq. n przy pomocy nierówuoáci 

i) ! iJlyeroeiEe Theorie der humonlaeben Kel heu mit .Vuweudang mu dle XhMüii-
tleorie" (Progr. ¿Lei Gewerbeschule Basel 1801—1862;. 

( 9 « 



I) IjIOZülK KI.A.S FIH.'M Kff ADBATOWYCH DWÚJKOWYCH i t. d. 
1 - 1 * 

—T— < "o" o 
K'-|-n 2 

i tworzymy růžnic§: 

F(ó - F (,') = la fe) - c (,-)] + - j^wtA •• 

gdzie i)' jest, podobnie jak wielkoáciij dodntiiiq, mniejsz? od 1. Wtedy 
wartuáú bezwzgledna wielkošci, zawartej w dragim nawiasie' pu stronie drn-
íriej, bedzie mniejsza ud -i- 3 i možná podač granice o" tak§, aby byio 

! G (g) — (i (g'l | < 4" ježeli tylko obie wielkošci dodatnie gig' pozostaj^ 
¿ . 

mniejsze od q". Wyplywa to z ei§gíoáci fnnkcyi 6'(g), która jest przestfpu? 
caikoivitij. B§dzie tedy: 

T í j j - f W K J , 
skero tylko g < q" i g < g". 

Wyuika st$d, že wyraženie lim F(g) j»st zbiežne, a równanie (ď) 
wskazuj 6, že wielkoáč ů d%žy do granicy ozuaczunej dla g nieskoňezo-
nostkowego; poniewaž zaé: 

«—i 

r=a 

otrzymnjemy wi§c, že: 

F ( e ) = 2 - l o g + B ) + ^ • < < » yssí! 

Przechodz^c do granicy dia n rosií^cegu nieograniczenie, znajdujemy: 

K—1 
lim F(g) = Um | 2 - i°gO+»)} • 

y—11 
lub 

jest to wlaánie twierdzenie K i n k e l i n a . 

(95) 



It. LEECH. 

II. 

Wdalszym ciggu bçdziemy korzystali z wzoru, wystçpujçcego w teoryi 
szeregu H a l m s t e n a : 

(8) ¿'fir, mi) = 2 -1 1;-
[far̂ -j?!)- + «1 -

Xa b^auie tego wzoru, nalezçeego du klasy przestçpnycli, ktôra zajmo-
waîeitf si§ wielokrotnie, naprowadzila mnie rozprawa A p p e 11 a '). 7A-
kladamy, ze u jest rzeezywiste i dodatiiie. dalej, ze 0 < a ; < l . jakkolwiek 
nie jest to koniecznem. 

Korzystajmy z wzoru : 

( i . ) 

— = je—-<«+»>>.-**'' 'ife. 

zaehodz^cego dla wartoÉci s, maj^eycli czçSd rzeczywist% dodatni^, o kt6rej 
zakiadamy najprzôd, ze jest wiçksza od 1. jak tego wymaga zbieinoSé na-
szego szeregn. Bçdzie: 

00 

o ffi = —co 

Na tej podstawie, znany vrzhx z teoryi furikcj'j. elipt.ycznych: 

m s — œ 

jeieli poîozymy w nim (o=~, przyljîerze postât: 

CO 

m = — » 

') Pitrz List wydrnkowanj- tv ,Annales (le le, Kacu]tu des atituicM de* Tonloiué", t. 3. 
(96) 



O LICZBIE KLAS POEM KWADRATOWYCH DWÙJKOWÏCH 1 t. â. 7 

a wzór nasz stanie si§: 

o 

lub, gdy zmienimy z n a ; x : 

(9) * - T > (_L) j ^ s, = J t f , | JL) e'-T d z _ 
o 

Dla a nieskoAczonostkowego fimkcyai>, |x|-^|rôiaisiçnieskoôezeiûeinaio 

od 1, istoienia caiki wymaga tedy, aby czçài rzeczywista wielkoSci s byîa 
wiçksza od 1; wzór (ß) wskaznje nadto, že ealka istniye takže dla U — O, 
gdy zařožymy, že 0 1. Gdyuczynimy « = 0 , wzór (8J stanie siç: 

F (x, s, 0) = _ß fx, s) + B (1 — X, s), 

gdzie B (as, s) oznacza szereg harmoniczny uogólniony : 

oa 
(10) 

m=0 

Ježeli zainiast z wprowadzimy otrzymamy z powyžszego wzoni (9): 

(9») [-K C®, sj + R (1 -x , s)] = j 
i) 

gdzie przeksztaicimy jeszcze strong drng%, tak, aby byîa zbiežna dlawszyst-
kich wartožei s. 

W samej rzeczy, niecliaj a oznacza wielkoád dodatniq; rozíóžmy eaik§ 
jak nastçpnje: 

/
* rm '+' 

o « 
w caïee drngiej poióžmy { ( x \ w) —1} + 1 zainiast 03"(x ; ie) i rozlóžray 

Prače mat.-flzytz., t. XV- ~ 
(971 



8 31. LEECH. 

S 1 
obie ealki. Poniewaž zatožyliámy, že czešó rzeezywista wielkoáci ——jest 

A dodatnia, przeto: 

/ _í±l 3 _f±l z ' áj = —V a 2 
¿'—1 

i b§dzie: 

i 

(10*) ) 
= 1 l f «'•' +J'ť>,(* | ú) z'* As + JM^£t± (h . 

We wzorze tym množymy obie strony przez i bierzemy s = 1 -f- g • 

bedzie najprzód: 

—2>J^7T\ ^'=7+ [log — + (e), 

gdzie (g) oznacza wietkoád, malej^cq nieograniczenie wraz z wielkoáci^ Q. 
B§dziemy tym sposobem mieli- wzór: 

s (x, i + e) + s Cl-*, 1 + e) - ~ = [ log » - log a + (o) 

a poniewaž wedlug twieidzenia K i n k e 1 i n a jest 

im[jl(a,l + B)-4-l = -
i=o l. 5 J 

m Hrn^-v-,. , (¿j e J ^ ^ , 

(98) 



O L1CZBIE KLAS POEM KWADRATOWYCH DWÓJKOWYCH 1 t. d. 9 
przeto, bior$c g nieskoůczenie maie i gtomi^c wzór anany 

otrzymamy: 

tu) < 

' 'o '« 
Wzór ten, podaný przez nas w Buletyme czesko-król. Tow. nauk w Pradze 
w roku 1897 („O kilku wzoracb, dotyez%eych fnnkeyj eliptycznych i calek 
eulerowyek"), ma wažnoá6 pierwszorz§dn% dJa naszego przedmiotu. 

ni. 
"We wzorze, dopiero co wyprowadzoDym, aast§pmy w pierwszej calce 

po stronie drugiej wielkoáí (x \ i i j przez jty wartoéč 

Yl 
«=—OO 

i zmietmy nastupme z na — ; jezeli przez C oznaczymy staia, Enlera z 
r ' (1) = 0,577215 ..., i položymy dla skrócenia: 

I" O) f i 
r(x) 

wzír nasz przybierze postač: 

i — C — log4jr + loga — v ( s ) — y ( l — 
C O DO 

(11*) j + 

m 



10 M. LERCH. 

Przypomiiijmy jeszcze nastepujgcy wynik z klasyeznego wzoru D i ri cli 1 e t a: 

D-1 
(i2) 2 ( x ) v u j ) = - n j 0 1 ( j D ) l o g E { I ) ) • jD\ ¡h) 

i=i 

Niechaj V bedzie wyrůžnikiem zasadiiiczym dodatnim; poióžmy we wzorze 
(11*) x — i pomnožywszy obie strouy przez symbol Lege i id re ' a , 

dodajmy wyniki día 7i«=l, 2..., D—1. 
jSTa zasadzie zwiazków 

u—i 

i Dwzglçdniajae wzór (12), znajdziemy równauie: 

7l=0 - oo 1 

+^2(7) 
A=1 « 

gdzie skorzystaliámy ze znanego wzom : 

S l D - ^ - f Š « . 
zaohodz^cego dla wyróžników zasadniczycli dodatnich. 

PodTvójne sumowanie po drugiej stronie wzoru wykonamy, kladce 
A-j-mD = n i pamiçtaj^c, že 

ffl-H)' 
otrzymiijemy tym sposobem : 

2 VD Ol (D) log E (D) = 2 S / r - ^ f + 2 ^ 2 . ( £ ) / ' 
<155—CO 1 

(100)v 



O LICZBIfi KLAS FOBM KWADEATOWYCH DWÓJKOWYCH I t. d. 21 

Wyrazy szeregu pierwszego sa parami równe; nast^piiie podstawienia 
D^x1 x , . 2 = —5—, z — —5—dajíj: 
N'IX ' WJI 

J Ve nV^J _ 1 J 2 J x ' 
X » , / « « " ' « * 
* T f T 

kíad^c "wi§c dla symetryi a — , otrzymamy: 

ci(D) iog ̂ = * y JL 2 ® i />*+1 (-?)/. 
-v— 

gdzie u -oznacza wielkošó dodatni^ dowohitj. Jest to wlaánie wzór (2), 
o którym mfiwimy na pocz^tku tej pracy. 

rv. 

"Wróémy do wzoru (11*) i zbadajmy. czem on sig stáje, gdy a; jest nie-
skoňczonostk%. Mamy najprz&d: 

sk$d wynika, že dla x nieskoňczenie malego pierwsza strona wzoru (11*) 

stáje sie: 

(j/) C—log 4w + log a-|--i-. 

Co si§ tyczy strony drngiej, to wszystkie jej wyrazy pozostaj? skoůczone 
dla ® = 0 , z wyj^tkiem wyrazn pierwszej sumy, dla którego m = 0; tym 
wyrazem jest: 

J n sfcJ v* xVit-J v, J n J' 
i . ® u 
T » 

řioi) 



10 M. LERCH. 

lllb: 

CO o® 
a* 

gdzie (.>•) oznacza meskoncznnostkç, Znoszac po obn stronaeli wyraz ~ 
i przeeliodzijc do granicy, dostaniemy: 

oo oo 
c - log 4 * + log « = _ - 1 + [ " " " ^ J J + 2 2 Í " " " ' 

I J_ 11=1 û 

Poíúžmy i przeksztaíómy caiki, jak.wyžej; otrzymamy zwiijzek: 

w h 2 i f 2 , 
'"=' vtýn •»=' 

który poshižy uam do wyzuaczeuia wartoáci sum: 
oo oo 

"Wsamej rzeezy, z wzoru (13), gdy w uim položymy u = , wynika: 

«=1 7/ «ïr «1=1 M1/)« 

gdy zaá wežmiemy v = Dm, b§dzie : 

'»=1 my »IIa 

Zauwažmy, že równania, które znajdujemy, calkujçc przéz czeáci 
00 00 00 OO 

(102)v 



O LICZUIE KLAS FORM KWADHATOWYCH DWÓJKOWYCH 1 t. d. 13 

daj^ nam nast^jwj^ce nierównoáci: 
CO CO 03 Vflnx 

™ ¿ 2 / — < ¿ 2 Vi 
'=> uVJ^ «=1 • 

N 

Ježeli wybierzemy u w ten sposób, aby Ba oraz równoczesnie ~ byly dosta-

teeznie wielkieuii (np. « = 1), strony drugie nierównoáci (15] b§d4 miaty 
wartoáci niewielkie, a wielkoáci (14) dane ze znacznem przybliže-
niem przez wzory: 

(14a) { 

( a-V-^+vm-hgVEr. 

Suma S, okreálona przez wzůr (3), która jest równa 

(16) S = S1V0+S í, 
ma wartošd przybližon^ nastgpnj^c^: 

3—~ V~B (log D + C — log 4n + 2 V u - log«) 
(16*) 

— y (log D— C-f- log 4n - f log « — 2 \ u). 

Cz§ád zaležna od parametru dowolnego «, t. j . : 

(l + ^HVu-logK«), 
stáje si§ najmniejsz^ dla u = 1; zaioženie to zawsze czynió txjdziemy. 
Znajdziemy tedy nastepuj^cy wz6r przybližony w založeniu, že « — 1: 

(17) S = ^ V l ) (log I) + 0,040181) - 4 - log D + 0,023090 ; 

w praktyce b§dzie možná strony drng§ zast^pié wielko£ci$ 

' - i - ^ l o g f l - y l o g - D , 

skoro tylko wyróžnik D przekracza pewn$ granioe, w založeniu, rozamie sie, 
že wielkošó log E(D) ma takže wartošó znaezn$. 

(103; 



u M. LEECH. 

v. 

Wyznaczymy obecnie graniee wyžszij bl§du, jati wprowadzamy do 
rachuuku, bioríjc skoňczong, liczb§ r, odpowiednio r' wyrazůw w szeregach: 

oo oo oa co 

2 i'm) ~m~.fe ílx' 2 (litj f e ' 
mV— 

BI§dy te b§d$ w každým razie muiejsze odpowie'dnio od wielkoáci: 
oo oo oo e 

« ' = 2 - 7 / ^ ' " - i f 1 

00 00 00 00 
C j dx 
P—Z 

X 
»='+' jas" v — 

Fimkcye: 
00 00 

Jí »•;» 

m&leĵ cemi; stosuĵ c wi§c do nich twierdzenie pomocnicze C a u e h y'ego 
oa co 

Mt 

otrzymujemy bezpoSrednio: 

r as ar 

a'29 a'V 

gdzie poíožono: 

i gdzie O<0<1, 0<ý '<l . 

(104) 



. Ó LtCZBIÉ KLAS FOHM KWADRATOWYCH DWÓJKOWYCH I L L 

Calka podwójna 
OO oo 

odpowiada warunikom r < ¿ < — i može byé przedstawiona tak t 

OO S CD 

(18) J "= j" er" fa J" [log ® — log (ar) j dx , 
ar r ar 

lut, gdy uczynimy ar = v: 
OO OQ 

(181) J(v)=je~"logxfa — logvJe~"fa. 
V V 

Tym sposobem wartošc "wyrazenift a, "bçdziemy mogli napisač. w postaci: 
oo 

(18s) = — 

ar 

t 

Aby przeksztařcié wyraáenie zauwažmy, že cařka. podwójna 

oe oo 

r- ta'.)• 
Vx odpowiada warunkom ť < i < , da siç przeto przedstawid w postaci : 

"Vx _ dx 
X '(aVf 

lab tež: 
V)» ť loYP 

oo oo 

7* 

aom 



16 M. LEEÖH. 

Ježeli poíožymy wiçc día skrúcenia 
oa M 

(19) K {v) = 2 I" e~''dx — v j e~* , 
'o U« 

otrzymamy nast̂ puĵ ce wyraženie na 2v: 
m 

V'')" 
Tomaĵ c, poíóžmy « = f2, aby wielkoáei 

wyrazily siç liniowo i przyjmijmy { za zmiennç. niezaležn%. Korzystajç,c 
z latwo sprawdzaJnych zwi¡¡.zkúw 

ďJ 
dv 

» 00 
= — f e-®' řía;, — = — —— , 

v J dv J z ' 

znajdziemy, že pochodna wzgledem f gíównej czošci wielkoáei — ar + by, 
to jest: 

wyraza si§ w sposób nastçpuj^cy: 

00 co 1 r , , , 2 f _ , 
W=~J e í f a + « T J 6 

V a'r' 
"Wyraženie to znika dla ?• = ?•', f = l ; widzimy tedy, že bî$d stáje si§ 
prawie minimalnym, gdy wežmiemy równ̂  liezbç wyrazów w obu szeregach 
i ztíožymy, že u =• 1. Polóžmy tedy ostateeznie: 

i v = ar 

(106) 



O IJICZBIE KLAS ť O H H KWADBATOWYCII DWÓJKOWYCH i L i. 17 

tak, že wielkošci ari br przybior̂  poatad: 

o a* 

Bedziemy jészcze potrzebowali nastupuj fjcej wielkošci: 

(20) e,= 2l/V-ar+br= 
t n a 

okreálaĵ cej granicg wyžŝ  bí̂ du, o którvru mfttnmy, t. j. wielkusci: 
. CO OO OO DO 

1 TO v=r-ř 1 **a* 

Przy pomocy równania (2) otrzymamy najprzód wzór: 
> Cl (D) log E(D) 

I msI am a V 

( (—1<8<1) 
i nastupuj Qce wyraženie na cr: 

a v J j x 
9 O1 

które posiužy nam do wyziiaezenia liczby r. 
Polóžmy dla skrócenia: 

2J(r) + K(v) = K(v) 

tak, že A b§dzie faukcŷ , okreálon̂  przez wyraženie 
oo oo oo 

(22) A (v) = 2 log x ác + (2—2 log v) J e"' dx — vfe~'—-, 

(107) 
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poióžmy jeszcze: 

OO CO 

(22') 0(y) = 1 fe—dx+jc -* -^ , 
o c* 

wtedy z wzoru (201) wyniknie: 

(20s) ( 0 < > < 1 ) 

To maj$o, na mooy wiadomej parzystoáci liczby Cl (D) doáé b§dzie wybraí 
liczby r zgodnie z warunMem 

Cr<\OgE(D), 

któremn stanie sie zadoád a fortiori wedlug (203), gdy przyjmiemy: 

(23) A ( t i ) S a I o g E(D) . (v = ar) 

Dia wyznaczenia liczby v, wystarezy užožyd tablic§ wartoéci funkcyi A (v), 
daj^cej si§ íatwo obliczyč przy pomocy wzoru: 

í A (v) = (2 -C-log 4 ) ^ 

(24) | 

T—1 

lub tež: 

A (w)=0,0323 + (2 v—1,7724) log « + 0,5772 -

Mamy naprzyklad: 

A ( y ) = 0,7896, A(-g-j = 1,4091, A ( i - ) = 1,9319 , 

A ( y ) = 2,3519, A ( i -) =2,7044, A | y | = 3,0060, A (-jjj-) = 3,2690 . 

Jakkolwiek liczba r wyiazůw, która zawiera wzór (21) nie mabyč zbyt 

( 1 0 « 
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wielka, mimo to daleko dogodniej b̂ tbáe oddzielič wyrazy, odpowiadaĵ ce 
wartoáciom »11 = pt dla ktůrycli 

(25°) (y ) 1 »">°(-f-) = 0 = 
i wzi%d: 

t-Ěf <4 f<f jp 
przy nmówienin si§, by sprowadzié do polowy každý wyraz p = p„, odpo-
wiadaĵ cy wartošci /} takiej, dla której = 0. Wtedy strona druga 

1 Po I 
wzoru. (21) stáje si§: 

r co DO 

"i—l a-s aV 
a poniewaž suma, która wyst§pnje na pierwszem miejscn ma wartoáé S—o,, 
bjdziemy mieli: 
(26) Ol (D) log E (I) = 5—2 (P, + Q,) - (1-6) c,, 

gdzie 5 ma wartoáč nastgpnĵ ĉ : 

(26°) S=y D + 0,046181) - y log D+0,023090, 

tak jak podajewzór (17). 
PoDiewaž wielkoád 1—8 zawiera si? pomigdzy 0 i 2, wzór (26) možná 

•wyrazič przez nierównoáó, wypíywaj^cij nadto z warnnku cr < log E (D): 

(26*) g-2 (Pr+Qr) o _ m 8-2 (Pr+Q,) ' 
( 2 6 } log E (D) - < 01 [v>< l ogE(D) 

i ta ostatnia nierówuoší okreála calkowit$ Ol (D) nie dwnznacznie, ježeli 
známy z góry jej parzystoáó. Nie tež rzadkiemi przypadki. w któ-
rych sama tylko nierównošč 

Ol (D) log E (D) < S 

wyatarcza do wyznaczenia liczby klas. 

(109) 
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Zanotujmy jeszcze raz, že položylišmy a = , ar = v i že liczba 

r jest otreáliraa przy pomocy warunku (23). 
Nieozuaczonoáč wzorn (26) áciešnia sie, ježeli zast^pimy w nim cr przez 

wartoáč, obliczon^ za pomocy wzoru (202). 
"VYszelkie tedy trudnošci zagadnienia sprowadzaj^ si§ do wyznaczenia 

podstawowego rozwiijzania równania F e r m a t a : 

którego teorya zdaje si§ nie by6 jeszeze dostatecznie posixnî ta. 
Aby okazad užytek praktyczny powyžszyeh wywodów, wyznaczymy 

liczb§ klas wyróžnika pierwszego D = 9817. Tylko wyróžniki formy 8 ft -(— 5 
mog^mieč T i V nieparzyste, dla innych jest T=%x, TJ—%y, x'—Dy'1 = 1. 
Z cytaty K o n e n a zapožyezam fakt, wykryty przez A. M a r t i n a , 
že calkowita x ma 97 cyfr; wielkoáč log E (D) jest prawie równa 
log 1= log 2.i;, b§dzie zatem przybliženie log E (O) = 222; a poniewaž 
w naszym przypadkn a = 0,01788, wi?c warunek, dotyczqcy liczby wyrazów 
stáje si§: 

Poniewaž równame = — 1 ma tylko rozwi^zania /? = 5, /í = 7, 
przeto w przedziale od ^ = 1 do ft = r = 7 sumy P, i Qr zawieraj^ každa 
po dwa wyrazy, które zreszt% latwo obliczyó si§ daj%. 

Leez znajdujemy S = 450,5, sk$d: 

A (v) § a log E(D) = 4 . 

"Wartoíé A Í-4-) = 3,269 pozwala wniešé, že wystarozy wzia.č ar -jjj-

sk$d r = 7. 

(110) 
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Tí. 

Ježeli wyróžnik D ma jako czynniki liczbe 2 Inb 3, wartošci fS0 

bardzo liczne i rachunek móglby si§ stač uciqžliw.y. I dla tego to zalecitbym 
zmodyfikowanie vzoru przez wyrzucenie najprzód wartošti m, zawieraj^-
cycli jeden lub drugi z tyeh czynników. 

Niechaj tedy bedzie D = 4m wyznaoznikiem parzystym; smna, wy-
st§puj$oa po stronie drugiej wzoru (2LJ, zawiera faktycznie tylko wyrazy 
rzedu nieparzystego i možná b§dzie napiaaí: 

5 ' - 2 ( P ' ř + < 2 ' r ) + ( e - l ) ^ , 

gdzie P'r i sij sumami P, i <?,, ograniczonemi do wyrazéw pochodz^-
cyck od nieparzystj'ch wartoáci ft, i gdzie: 

oo u 

iir f ^ + / H r ) • 
h au a*«1 

To majijc, poíóziny: 

r=l Swr 

bedzié widocznie: 
,9 '=S—fiT", 

gdzie S jest wyžej badaným szeregiem. Aby otrzymač wielkoáé S", 
zauwažmy, že; 

S\ + S\, 

gdzie: 

v—1 tra »-=1 

Te dwie wielkošci otrzymad možná z wielkiem przybliženiem przy pomocy 

(lil) 
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wzorůw (14) i (14 a), w których naležy wzi$ó u = 4 i m = . Piszq.c 

_D = 4))j, otrzymamy: 

C—log 4 JI , 1 , 1 , _„ G— log 4 7T . 1 , 
5 i 2 ^ VŠ + 2" g ,n ' 3 = ŠT 1" V m — ylog w. 

Kladce na cliwile ^ ^ = mamy tym sposobem: 

S"=i- / ¥ log m + fFi (A + 1 ) - y log m - f A + 1 , 

a poniewaž wedlug (16*) dla D = 4»«, u = 1 jest: 

S = Vm (log »i 2.4 -f 2 + log 4) — l o g m + ¿4 + 1—log 2 , 

znajdziemy wiec, odejmuj^c: 

(27) <S' = Y (log m + O—log TT + 2 + 2 log 2)—log 2 

lni): 

(27') 5' = y ^ m (log m + 2,818770) —0,69.3147. 

Liczba klas b§dzie tedy okreálona przez nierfiwnošei: 

( 2 8 ) logE(D) > C 1 ( - ° ) > logíí(Z)) 2 ' ( 0 - 4 » > ) . 

Niecbaj bfdzie np. D = 4 m=4.859 = 3436; b§dzie: 

4 - 2 ' = 7024.10», ú 

sk§d 

log E(L) = 53,28, 

a = 0,0308 

(113) 
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i wreszeie: 

a log £"(.£>) = 1,64; 

zwažyivszy, že A = 1,409, bedzie možná wzi$č o r ^ j , sk$d r = l l , 

i bgdziemy mieli tylko jedno rozwi^zanie równania j^-J = — 1, mianowicíe 
/j = 7. 

Znajdujemy: 

log »• -4- 2,82 = 9,57, y « i = 29,30, 

skad: 
1 "íň 

<160, OLfDX-ggg-, 
a zatem: 

C1(D) = 2 , 

bo liczba klas musi tu byd párzysta. 
Czytelnik sam spostrzeže, w jaki sposób modyflkuje sie wzór ogólny 

w przypadku D = 3m lub D = 12 m. 
"Wyiožona tu metoda, oparta na wzorze (2), daje si$ zastosowad i do 

innyeh rozwini§é, podaných przez nas w uwieňezonej rozprawie, tak dla wy-
znaczników dodatmeh jak i dla ujemnycli. Przy innej sposobnoáci powrůc? 
do szeregów warunkowo-zbiežnycb, wyst§puj$cych w tym ostatním przy-
padku, i okaž§, že metody analityczne majg. istotn% wyžszoád nad metody 
elementarna, polegaj$c^ na wyznaczanin form zredukovaných. 

Prače mat-FIZTBE-, t- X V . 
(113) 
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