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M. LERCH,

0 LICZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJKOWYCH
0 WYROZNIKU ZASADNIGZYM DODATNIM. "

Formy dwoéjkowe o spolezynnikach calkowitych
oz’ +bzy -ty lub (g, b, ¢),

nalezace do tego samego wyréznika dodatniego D = b2 — 4ac, rozdzielajs
sie na skoficzong liczbe klas, ktérg ozhaczam przez Cl (). Wyréinik
nazywa sig zasadniczym, gdy odpowiadaja mu tylke formy pierwotne
t. j. takie, w ktérych spilezynniki a, ), ¢ nie wajg wrpblnego dzielnika.
Bedziemy rozpatrywali tu tylko wyrdzniki zasadnicze.

Wedlng metod anslitycznyeh Dirichleta, wyznaczenie liczby
Cl (1)) zalezy od podstawowego rozwigzania réwnania Fermata:

(1) 72— DUI=4,

t.j. od rozwigzania, ztozonego z najmniejszych liczb catkowitych dodatmich
T, U. Niechaj E(D) omacza wielkosé

THOVD .
2 1

1} % ,Journsl de Mathématbiques pures et appliquées® Q. 1908. za mpowaimleniem
Antora. 8.D.

61



2 M. LERCH.

opierajac sie na badaniach Dirichleta, otvzymalem byl wzir na-
stepujacy 1):

(2) Cl(D)log E(D)= "] DZ m w ,}(‘:‘z‘d +Z("’)J "

w=1 wme==] m’JI

" T

gdzie n oznacza dowolug wielkosé duddtmq, symbol zes ( ])) ma zwykle zua-

czenie symbolu iegendre'a, uogblnionego przez Kroneckera.
Zastosowania liczebne wzoru (2), bez wprowadzenia w nim modyti-
kacyl, bytyby uciazliwe. Okazemy atoli w tej Nocie, ze wzor (2) nadaje
sig do modyfikacyi, kidra akatwia obliczante liczby klas, nawet gdy wartos¢
wyroznika jest dodé dnza, w zalozenin, rozumie sle, ze war tn\-. w mlku\u
log E(D) jest xnamn z pewnem przyblizeniem. '
W tym celn W[Jll)“ adzamy tu wielkosé :

o  emf 23 f-dr+zf -k

m=1 m=1 mﬁ’:
0ZNACZAMY Przes ﬂ catkow 1te 1,2 ., czynigce zadodé jednemu Inb dru-
giemu z réwnaf '
‘ D D
4 - (_~ =—1 Iub (—) =)
{ i £ ) B
i kladziemy:
£ D o RN 'w_’ dx
() l/ e dr, (= 2, ] e —,
ﬁ oz [ E
"],_ "

uma,ww.mc sig, by zredukowaé do polowy wyrazy, odpmuada,mc.e tuknu
wartoscion. 8, dla ktulvch(?) 0. Y

Wiedy, zamiast wzoru (9) mie¢ bedziemy:
(2a) Cl(D)log E(D)=8—2P--2¢Q.

') Bezpraws, odznaczona wielky nigroda (Urand prix des sciences mathérmatiqué u)
Akadewli nauk w Parvh w T. 1900.
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0 LICZBIE KLAS FORM RWADRATOWYCH DW(')JKO\YYCII itd 3

Dowiedziemy, ze wielkedé S mezna otrzymaé -z wielkiem przyblizeniem
w_posiael skofezonej; wyznaezymy nestgpnie liezbe wyrazéw, jakie wzigé
nalezy w szeregach P i @, aby przy pomocy wzoru (23) médz otrzymac
liczbe calkowitg Cl (D). Liczba tych wyrazéw jest wzglednie dosé mala.

Roéwnoczesnie podaniy tu na nowo dow6d wzorn (2), poniewaz rozprawa,
w ktidrej go podalismy, nie jest jeszcze ogloszona drukiem.

L

Niechaj f(z) bedzie funkeyy rzeczywisty dodatnia, malejacy w prze-
dziale (g ... o0); bedziemy rozpatrywali jedynie wartosci zmiennej z, w tym
przedziale zawarte. Nierdwnosé oczywista

_w+l
fim) [ flz)de>f(m+1)

daje bezpo§redniu:

ntp—1 atn
3o > ff(«) do> 3 fm),
m=a n=n41

skad wyprowadzainy twierdzenie Cauch y'ege, ze szeregE f(m) i calka

f f(x) dz sy rownoczesnie zbieznemi albo rozbieznemi.
.ll

W przypadkn zbieznosei mamy nieréwnosei =

Zf(m;, [f(.r)dz)Zf(m)

n=n m=w=1
i wyprowadzamy stad, ze:

(6} S‘f(w— [ r@a—sfe)  ©6<

=N H

i takze:

“f(v)—(f(z)dxwf(n) <91

=1

(98]



1 ) M. LERCH.

Cytowaé bedziemy te dwa riwnania pod nazwa twierdzenia pom oc-
uiezego Cancl yego. Spozytkujemy to twierdzenie dla wyprowadzenia
zwigzku, podanego przez Kinkelina '), mianowicie:

) e 1 \__ I'
0 tin{—+ X Gy = T

yomi

wdzie ¢ dazy do zera, przechodzac przez wartosei dodatnie.
Poniewaz funkcya:

e

jest malejges, tona moey twierdzenin pomocniczege Uanch y’ego wnosimy, ze:

- 1 1 1 ) B
2 (u!+1l)l+2 =? (w_i_"m + (10—"1)»)"'9'9 . (0<7’\1)

Wyniks stad, w zalozeniu, Ze w jest dodatnie:

n1

< 1 1 : 1 (w—+n)—e—1 d
“ 2., (R e N e B T AT
Kladge na chwile :

e 1 (totn)y-e —1. w1 1
G(_QJ—Z (m+|v)'+e+ o ) F(Q)—ZW—E"
otrzymamy z réwnania (e):

4
(a) F(e)=9(a)+mg-

“Wnosimy stad riajprzéd, ze wyrazenie F'(g) jest oznaczone dla ¢ nieskon-
czonosthowego. Niechaj, w samej rzeczy, 8 bedzie wielkodeig tak maly, jak
sig podoba; wyznaczamy catkowitg » przy pomoey nieréwnosei

Y) (Aligemeine Theorie det harmonisebon Rethen mit Avwendang auf dle Zahlen-
theorle® (Progr. der Gewerbeschule Basel 1861—1862).

@9



O LICZBIE l\l \5 l()ldl l\“ \DB.\TO“\ LH DWUJ.I\O“ YCHitd a

1
T <T

i tworzy my I'UZDIGQ

Flo)— F (@) =[6 (o) - G(e’)]+[(w+”),+, ranrd ]

gdzie ¢ jest, podobnie jak 4, wielkosciag dodatuig, mniejszg od 1. Wtedy
warto$é bezwzgledna wielkosei, zawartej w drugim nawiasie po stronie dru-

giej, bedzie mniejsza ml—]'- 4 i mozna podaé granice ¢" taksg, aby byle

LG (@) — G ()| << > 6 jezeli tylko Uble wielkosci dodatoie g i ¢’ pozostajg
mniejsze od p". Wyph wa 1o z cigglosei funkeyi G (g), ktora jest przestgpug
calkowity. Bedzie tedy:
"Flo)—Flg)| <3,

skoro tylko ¢ <" i g" <"

Wynika stad, ze wyrazenie lim I"(g) jest zbiezne, a réwnanie (a)

="
wskazuje, ze wielkos¢ & dgiy do granicy eznaczonej 9, dla ¢ nieskofiezo-
nostkowego; poniewaz zaf:
n—1

Go)= 2 WL-I-V— log (w+n),
o g

otrzymujemy wige, Ze:
-1
i Flo) = 3, 5y — Pe @t + 5 0<a<Y
e=0 wtr w—|—n

Przechodzge do granicy dla » rosugcego nieograniczenie, znajdujemy :
n—1 1
i =1lim 'S —5——log(em) }.
lin P (o) .=I5al§ | g (1ot )}

Iub .
1"’ (w) i .
L(w) *

im F(g)=—
o:l
jest to wlasnie twierdzenie Kinkelina.

@5



G M. LERCH.

1I.

W dalszym ciggu bedziemy korzystali z wzorn, wystepujgcego w teoryi
szeregn Malmstena:

(%) v, su) =Z 1

w==en [(zw-m)* 0]

Na baganie tego wzoru, nalezycego dv klasy przestgpnych, keora zajmo-
walen sig wielokrotnie, naprowadzila mnie rozprawa Appella!). Za-
kiadamy, ze u jest rzeczywiste i dodatude, dalej, ze 0 <Zx <1, jakkolwiek
nie jest to koniecznem.

Korzystojmy z wzorn:

ivi
b__—T‘: e—u:—(z.m)’.za ('{z.ll
(tm 402"
zachodzgcego dla wartosel s, mejgeych czesé rzeczywists dodatnia, o ktérej

zakladamy najprzéd, ze jest wieksza od 1, jak tego wymaga zbiezno$é na-
szego szeregu. Bedzie:

K

1 20
1(;— Firs 11)—’ 6T iy 3 emtobnrs

u m=—ca

Na tgj podstawie, znany wzér z teoryi funkeyj eliptycznych:

-]
Z (:rm_l/ Z(,:zl(mi sz)._y___,ﬂ (@lw),
m=—co M=—C0
iyt RSP IE  J :
JeZgll poYozymy w nim w==, pmybxerze postad:
[=¢)

(8) PG r e ERAHE}

m=—00

) Patrz List wydrakowany w ,Annales de la Fuentd des selences de ‘Tonlouse, t,-8.

(86)



O LICZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJKOWYCH 1 t. 4. 7

a WzOr nasz stanie sie:

)

r (%) F(z,5,u) = V?fﬂ, (a: lz‘;—) z"_:ae‘"’dz,

[}

lub, gdy zmienimy z na s7:

(9 x T T( F(z,s u)._fﬁ I_ , T e—utndy .

Dla # nieskoficzonostkowego funkcys 9y (z | —:—) rd2ni sie nieskoficzenie mato

od 1, istnienie calki wymaga tedy, aby czest rzeczywista wielkoei s byla
wieksza od 1; wzér (B) wskaznje nadtio, ze calke istnieje takze dla 4=0,
gdy zatozymy, ze 0 <« <~ 1. Gdy uczynimy u==0, wzér (8) stanie sig:

F(x,5,0)=ZR(z,5)-}+ R(1—=3),
gdzie R (z,s) ozpacza szereg harmoniczny uogélniony:

(10) R(z,9) _Z el

Jezeli zamiast z wprowadzimy %, otrzymamy Z powyiszego wzoru (9):

s+

(99 n—%‘l"(%) (R (z,3) + B (1—z,5)] =fo,'(z|iz)a‘sz,

gdzie przeksztalcimy jeszeze strong drugs, tak, aby byla zhiezna dla wazyst-
kich wartodel s.

W samej rzeczy, niechaj a oznaczs wielkosé -dodatnig; rozldzmy calke
jak nastepuje:

41

* _sh = _
fﬂ,(x[flz)a 3 cb—l-fﬂ,(w]iz)z T ds;

w calee drngiej polozmy {8, (x |is) —1} 1 zamiast d, (x!is) I roztézmy
Prace mat-fizyes., t. XV. 7
©n



8 M. LERCH,

obie calki. Poniewaz zatoiyliSmy, Ze czesé rzeczywista wielkoSci 1 Jjest

dodatnia, przeto:

i bedzie:
1

2 Tr (%) (B (z, ) + B (1—=z, 8)]

{107 = - 3, (a:]’bz)—l
ltz2 —}—jo,(x]iz)z t (lz-}—f—’T- dz .
[] u©

e — e et .

1
?l'
We wzorze tym mnozymy obie strony przez z 5 i bierzemy s=1- g;
r(3)
bedzie najprzéd:
) T '(1 )
2ot =2 [1gn—tiga—— 2 |+ (@),

=g

F(g)

gdzie (o) oznacza wielkosé, malejgog nieograniczenie wraz z wielkoseip o.
Bedziemy tym sposobem mieli- wzér :

I 1)
Re1+0+R0—51+0—2—[1ga—tga——21] + @
rlg
e . .
‘1—————"-1_:_9 [[ﬁ(zvliw)z ER j"”(mlw)—l ]1
r{=58) Hye

a poniewaz wedlug twierdzenia Kinkelina jest

T 11 I'@
im[ 2@ 1+0—1]=—5E,

(98)



O LICZBIE KLAS PORM KWADRATOWYCH DWOJKOWYCH 1 t. d. 9

przeto, biorge ¢ nieskoficzenie male i stosajac wzér many

vy
T log = = I'" (1) — log 4=,
r(3)
otrzymamy :
I () I’ (1—x)

i ! —
{ T T T = ') —log 4x) 4 loga
[{ a o
( — ot L [REIEL
. £ .. 2
0 F]
‘Wzor ten, podany przez nas w Buletynie czesko-krél. Tow. nank w Pradze

w rokn 1897 (,O kilku wzorach, dotyczgeych funkeyj eliptyczoych i catek
eulerowych"), ma wazno$é pierwszorzedng dla naszego przedmiotu.

(1)

oI

‘We wzorze, dopiero co wyprowadzonym, sasigpmy w plerwszej calee
po stronie drugleu wielkost &, (x|42z) przes jej wartosé

yl; ie—ewnr

m=-—00

i zmiefimy nastgpnie 2 na%; jezeli przez C oznaczymy stals Eunlera
I (1)=10,577215 ..., i polozymy dla skrécsnia:"

I.‘PE:; =y,

wz0r nasz przybierze postaé:

—C—logdntloga—y (@) —yp(1—=)

(11%) %_2 [e—<z+-m~ +22cos2nza[e—-'==:‘i.

E:4
'=—col



10 M. LERCH.

Przyponmijmy jeszcze nastepujacy wynik z klasycznego wzoru Dirichleta:

b1

12) > ( h) (—)——V—CI(D)log E(D).
=1
Niechaj D bedzie wyréznikiem zasadniczym dodatnim; pelézmy we wzorze
1% z= 7—1; i pomnozywszy obie strony przez symbel Legendre'a (—%) ,
dodajmy wyniki dla =1, 2.., D—1. '
Na zasadzie zwiazkéw
p—1

-2 SB=

i nwagledniajac wzor (12), znajdziemy réwnanie:

H—:

1
2VD C1(D)log E(D) = )Z f S dz

m=—001

-

a

gdzie skorzystaliémy ze znanego wzoru:

b-1

S Bl 2= -2},

h=l

zachodzgcego dla wyré_z_nikéw zasadniczych dodatnich.
Podwojne sumowanie po drugiej stromie wzorn wykonamy, kladac
h+4mD=n i pamigtajac, ze
B-(2)
il \n ) !

otrzymujemy tym sposohem :

2VECI(D)10gE(D)=§(’ )[—?"d__ , Di (%)f;"”"izz"?

(100y-



0 LICZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJEOWYCH i t. a. 11

Wyrazy szeregu pierwszego sS4 parami réwne; bastepnie podstawienia
Diz?

= —
nix

Ve aVa

D

o hzrz o2 o :
dz 2D e—"d:t: fr,,._.n%:f dz

S E N
(h

rr € nrx

kladge wiee dla symetryi a=ﬁ, otrzymamy:

01(D)1ogE(D)=zl(gg(%) L [V:derZ' [e_

gd.me % oznacza wielkosé dodatnia dowolng. Jest fo wlasnie wzir (2),
o ktérym méwimy na poczgtkn tej pracy.

IV;

Wrétmy do wzoru (11%) i zbadajmy, czem on sig staje, gdy  jest nie-
skoficzonostkg. Mamy najprzéd:

’

v@=plta—1,

skad wynika, ze dla z nieskoficzenie matego pierwsza strona wzorn (11%)
staje sie: '

o) C—log 4n+log a+ .

Co sig tyezy strony drugi’e‘i, to wszystkie jej wyrazy pozostaja skoficzone
dla =0, z wyjstkiem wyrazm pierwszej sumy, dla kiérego m==0; tym
wyrazem jest:

[Fmtmd [t [ [t [ ]

{101)



12 M. LERCH.

lub:

- - 1
gdzie (») oznacza nieskohezonostke. Znoszae po obu stronach wyraz —

i przechodzac do granicy, dostaniemy:

0o w (=) w
c—log4n+1ug_a=—yi_+22/e e 02 d‘ =42 [ e
a B

=11 u=1"n

Polozmy u=% i przeksztalémy calki, jak wyiej; otrzymamy zwigzek:

(13) e Z — fl'—flb’—l-z f” 5 0_10(’414;-1/1)——10;;1, )

m=1 n V"" m=1 m* o
o

ktéry postuzy nam do wyznaczenia wartosci sum:

(14) X S]:% Z %j‘e"l‘llxl Sz= Z‘/‘e_z d:

W same]j rzeczy, z wzoru (13), gdy w uim polozymy »= %, wynika:

8,= _me o g C—log4n I__] [e-z :

ln_'.l m'l)n
gdy za$ wezmiemy v = Du, bedzie:

~ dm log4n — — sl [
—Z e = +VDu—logVDu—V—;ZEfe— dz .
=1tz =1 "y iz
Du

Zauwazmy, Ze réwnania, ktére znajdﬁjemy, catkujge przéz czedel

. _e-"_ L] — _ee 1 [ .dx
e— je— [ dm—2a 2_{8 =

(102




0 LICZBIE KLAS FORM KWADRATOWYCH DWOJROWYCU 1 t. d. 13

daja nam nastgpujace nieréwnosci:

o0 mnz

-—z___ % 6 —2— it °° - 1 > Pl Ed
(15) Z/e <D= Dn &l w5 Z[r dm<1)u;vz w

me=1 m'nn w=) " m=1 Ve m=1 .

Jezeli wybierzemy u w ten sposéb, aby Du oraz réwnoczesnie —IZ byly dosta-

tecznie wielkiemi (np. #=1), strony drugie nieréwnosei (15) bedg mialy
wartoSel uiewielkie, a wielko§ci (14) beds dane ze znacznem przyblize-

niem przez wzory:
_ C—log4a I/T V D

C—logdxn
2

(14a)

S,= + VD —log Vi .

Suma S, okreslona przez wzér (3), ktdra jest réwna
(16) S=8VD+ S,

ma wartosé przyblizona nastepnjsce:

=% VD (log D+C —log 4z + 2V — log )
(16% 1
— (log D—C4logdni-logu—2Vu).
(Ozesé zalezna od parametrn dowolnego w, t.j.:
(L4 VD) (YulogVu),

staje si¢ najmnniejsza dla u =1; zaloienie to -zawsze ezynié bedzlemy.
Znajdziemy tedy nastepujacy wzbr przyblizony w zalozeniu, ze #=1:

(1mn - V D (log D+ 0,046181) — - lo:r D 4-0,023090 ;
w praktyce bedzie mozna strone drugs zastapié wielkoscig

1 = 1

_'EVD log D—>log D,

gkoro tylko wyrznik D przekracza pewns granice, w zaioieniu, rozumie sie,
ze wielko$é log E(D) ma takze wartosé znaezng.

(103}



14 M. LERCH.

Y.

Wyznaczymy obecnie granice wyzszg bledn, jaki wprowadzamy do
rachunkn, biorge skoliczong liczbg #, odpowiednio #* wyrazéw w szeregach:

S )L [ 3] [

=) 0,
u m=1 il

L] MT Du

Bledy te beds w kazdym razie mniejsze odpowiédrio od wielkoscei:

a,_z Je“’dz b, _Z ] —’“‘Zz

v=rf1 r=»"41'n
b Du

Funkeye:
1 [ -y
fo=g [eras 1 fe)= [,
‘as ahy :
83 malejgremi; stosujge wige do nich twierdzenie pomocnicze Camnchyego

Zf(v>=ff<s) ds— 8f(m), (0<B<T)

y=mn+1 n

otrzymunjemy bezposrednio:
co‘ [- -1 ‘m
a, =fi {e“'d.t --ije—"’dz,
-2 r
r azr ar

,-—] dz / ———1?' e~z —

gdzie potozono:

a—= |/ 2= a'_V_L—
D' "7 F Du
iglzie 0L, 0CH <1,

(104)
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Calka podwdjna

a0 oo
J=f£fe—f'dz,
zl
r al

odpowiada warunkom # <2< % i moze hy¢ przedstawiona tak:

(18) J= f—-*d ["_ f [log % — log (ar)] & ,
lub, gdy nezynimy ar=uv:
. o -
18y J(v):fe—“‘log:cda:—logv e dy .
Tym sposobem warto$é wyrazenia @, bedziemy mogli napisaé w postaci:
1, oo
(18%) ar=J'(ar)—Tfr“‘dz.

: . s
Aby przeksztalcié wyrazenie by, zauwazmy, ze calke podwéjna

—fhfr'

7 lap

odpowiada warunkom r’<z<—l;—?, da sig przeto przedstawié w postaci :

refirt [imfE .

o’y Ia' r‘

lnb tez:

J'_—__ngg—:--.tm_r' fe—n d
a -
a'r wry

(105)



16 M. LERCH.

Jezeli polozymy wige dla skricenia

oaz’ a:l—z iz
19) K(v)=2.{e— d:z:——ufe b
L] o8

otrzymamy nastepuigce wyrazenie na b.:

¥

“e'rp

Ka'r' ¥ &
99 by = (:, ) e

To majge, potoimy u = ¢£?, aby wielkosei

% =13

wyrazity sig linjowo i przyjmijmy & za zmienna niezalezng. Korzystajae
z latwo sprawdzalnych zwigzkow

J 1 [“’, ci’K rlr
=t erin, =

znajdziemy, Ze pochodna wzgledem & gtéwnej czesei wielkosel 21/ % a, 4Dy,
to jest:

o=2l/ 2 rar) + &

wyraza sie w spordl nastepuigey:

as 1 2 [
ﬂ__:_ € t‘L’L‘-}-?E—. e—dx.

ar a'r’
Wyrazenie to znika dla r=+/, f=1; widzimy tedy, ze blad staje sie
prawie minimalnym, gdy wesmiemy réwng liczbe wyrazéw w obu szeregach
izatozymy, ze u = 1. Polézmy tedy ostatecznie:

== '
a_l/—D—, v=ar,

(106)
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17

tak, Zze wielkosci a,, b, przybiors postaé:
G=J() — 2 /r”dﬂ, b,=-m—6’{e L4
r a . x
Bedziemy jeszcze putrzebowiali nastepujgcej wielkosei =

2a,

(20) c,:?.l/ga,-l- bo==211,

okreSlajgcej granice wyzszy bledu, o kibrym méwimy, t. j. wielkosei:

c,—ZI/ Z [e—"dm—l—z [er

y=ril Var

Przy pomocy réwnania (2) otrzymamy najprzéd wzor:

( C1 (D) log E(D)
o ] N PR S
. (—1<oLy)

inastepujgce wyrazenie na ¢:

e o

a

_2IO+EE 20 [rs-dx_ﬂ’{ﬂd%

ktére poshuzy nam do wyznaczenia liczby r.
Polbézmy dla skrécenia:

2J(e)+ K(w)y=A(v)

tak, ze A bedzie funkeys, okreslong przez wyrazenie

[--} ‘m o0 dﬂ
) A(u)=2fc‘z’10g;vdzc—|—(2—2Iugv)je"’ckc—v[e—’ =2
E4 . ] P

(107)
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polézmy jeszeze:

@) ow=2 fe—e'dzq-fe—z &
‘o ot
wtedy z wzoru (20') wyniknie:
@) =2 (”) 8" 2 (v). O<d"<1)

To majac, na mocy wiadomej parzystosei liczby Cl (D) dosé bedzie wybraé
liczbe # zgodnie z warunkiem

& <log E(D),
ktéremu stanie si¢ zadosé a fortiori wedlug (20%), gdy przyjmiemy:
(23) AW=alog E(D). (w=uar)

Dla wyznaczenia liczby », wystarczy whozyé tablice wartoéei funkeyi A (v),
dajgcej sie latwo obliczyé przy pomocy wzoru:

| A(v)=(2-—0—1og4)g
@4 < (v} 1) »2r !
+(2_U—V;) logo+ CU+Z, (—U’W )
lubfez:

- . 1778 By 9 13
A(®)=10,0323 + (20—1,7724)log v+ 0,5772 v 97 +101; 889 v ..

Mamy naprzyklad:
A(—%—)=0,7896, A(%)=1,4091, A(%)=1,9319,
A(%)=2,3519, A(%)= 7044, A( )—30060 A( )=32690

Jakkolwiek liczha » wyrezéw, ktéra zawiera wzér (21) nie ma byé zbyt

(109
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wielka, mimo to daleko dogodniej bgdzie oddzielit wyrazy, odpowiadajgce
wartosciom m = g, dla kiérych

(25%) (%) =—1 albo (%) =0 B=4p)
i wzigé:
(26) fe—"da: Q,-—Zfe—"’—z—

Bsr P
przy nméwieniu sie, by sprowadzi¢ do polowy kazdy wyraz 8= g,, odpo-
wiadajgey wartosci g takiej, dla ktorej (%) =0. Wtedy strona druga
wzoru (21) staje sig:

r

Xk feeet [

m=1 az a'm?

—2(Pr+ @) +8er,

a poniewai suma, ktéra wystepuje na pierwszem miejsen ma wartosé S—o,,
bedziemy mieli: -

(26) Cl(D)log E(L)=5-2(P,+ Q) —(1—H)e¢:,

gdzie S ma wartosé nastepujgcy:
(26% =—;— VD (log D + 0,046181) — -;— log D40,023090,

tak jak podaje ‘wzor (17).
Poniewaz wielkost 1—8 zawiera sig pomiedzy 01i 2, wzbr (26) mozna
wyrazié przez nier6wnosé, wyplywaisea nadto z warunku ¢, << log E(D):

_ S—2(P1Q) S—2(P4Q)-
(26%) 2D o <UD<—mED)

i ta ostatnia nieréwnosé okresla calkowits Cl(D) nie dwuzmacznie, jezeli
znamy z gory jej parzystosé. Nie beds tez rzadkiemi przypadki, w kté-
rych sama tylko nieréwnosé

CL(D) log E(D)< 8§

wystarcza do wyznaczenia liczby klas.

(109)
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Zanotujmy jeszeze raz, ze polozylisSmy e = %, ar=v i ze liczba

r jest okredlona przy pomocy warunku (23).

Nieoznaczonosé wzorn (26) Sciesnia sie, jezeli zastgpimy w uim ¢, przez
warto$é, obliczong za pomocg wzoru (20%).

Wazelkie tedy trudnosci zagadnienia sprowadzajg sig do wyznaczenia
podstawowego rozwigzania réwnania Fermata:

T — DU =4,

ktérego teorya zdaje sig nie byt jeszeze dostatecznie posunigta.

Aby okazaé uzytek praktyczny powyiszych wywodéw, wyznaczymy
liczbe klas wyroznika pierwszego D =9817. Tylko wyrozniki formy 8%+ 5
mogg mieé T'i U nieparzyste, dla innych jest T=2x, U=2y, #*—Dy’=1.
Z cytaty Konena zapozyczam fakt, wykryty przez A. Martina,
ze calkowita & ma 97 cyfr; wielkodé log E (D) jest prawie riéwna
log T = log 2z, bedzie zatem przyblizenie log E (D)=222; a poniewaz
w naszym przypadkn a = 0,01788, wige warunek, dotyczacy licsby wyrazéw
staje sie:

AW =Zalog E(D)=4.

Warto§¢ A (%) = 3,269 pozwala wnie§é, ze wystarczy wzigé ar = % s

skad r =7.
Poniewaz réwnanie (%) =-—1 ma tylko rozwigzania f§=5,5=7,

przeto w przedziale od =1 do =7 =17 sumy P,i Q, zawieraja kazda
po dwa wyrazy, ktore zreszty Yatwo obliczy¢ sie daja,
Lecz znajdujemy 8= 450,5, skad:
450
CL(D) < 527 »
a stad:
Cl(D)y=1, (D=9817),

gdyz liczba klas wyznacznika pierwszego musi byé nieparzysta.

(110
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VL

Jezeli wyréznik D ma jako ezynniki liezbe 2 Iub 3, wartofei g, sa
bardzo liczne i rachunek moglby sig staé ueigzliviy. I dla tego to zalecitbym
zmodyfikowanie wzoru przez wyrzucenie najprzbd wartosei m, zawierajs-
cych jeden lub drugi z tych czynnikéw.

Niechaj tedy bedzie D'=4m wyznacznikiem parzystym: soma, wy-
stepujgea po stronie drugiej wzoru (21), zawiera faktycznie tylko wyrazy
rzedu nieparzystego i mozna bedzie napisaé:

§'—2(P'+ Q)+0—-1)7,,

gdzie P’y i ¢', sy sumami P, i Q,, ograniczonemi do wyrazéw pochodzs-
cych od nieparzystych wartosei g, i gdzie:

_2 (_ fe—r'dz + fa—= ‘Z‘) (u=1,3,5,7.)

‘atar

To majge, polozmy :

S"—-Z( va {1”!7.1:—]-.[52

r=1

tb -
x ) !
bedzie widocznie:

§'=8—8",

gdzie S jest wyzej badanym szeregiem. Aby otrzymaé wielkoéé S7,
ZAUWAZMY, Ze:

§'=g VD 8"+ 8",
gdzie:
2 W1 [owgm s [erte
=23 [eeim, =3 [
=l 2ra r=1 49'ar
Te dwie wielkosci otrzymaé mo#na z wielkiem przyblizeniem przy pomocy

Qi
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1

wzoréw (14) i (14a), w ktérych nalezy wzigé u==4 i v=-- Piszge
D =4m, otrzymamy:
o= ATt Liogm, 57 = TR Vo Lo,

C—login
2

Kladge na chwile = 4, mamy tym sposobem:

=2V logm+ m(A+1)——;—lognz+A+1 3

a pqniewa.i wedlug (16*) dla D==4m, u=1 jest:

S=V (logm-+24+2+log)— 5 logm+ A+1—log2,
znajdziemy wiec, odejmujae:
@) 8=+ VmQogmt O—loga+242log2)—log2
Inb:
(21) §' = 3 Vm (log m+ 2,818770) —0,893147.
Liczba, klas bedzie tedy okreslona przez nieréwnosei:
(28) %&>CI(D):>§$—#—Z, (D=4m).
Niechaj bedzie np. D = 4m ==4.859 = 3436; bedzie:

% T=702410",
skad
log B (D) =53,28,
nastepnie
: ‘a==0,0308

azy
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i wreszcie:

alog E(D)=1,64;

ZWaZyWwszy, ze 4 (—1-) = 1,409, bedzie mozna wzigé ar = %‘, sked r=11,

3
i'bgdziemy mieli tylko jedno rozwigzanie réwnania (%) = — 1, mianowicie
B=T.
Znajdujemy :

logm+282=957, Vm= 2930,

skad:
8'<C150, Cl(D)< '13538 ,
a zatem:
Cl(D)=

bo liczba klas musi tu byé parzysta.
Czytelnik sam spostrzeze, w jaki spos6b modyﬁklue sie wzor ogbloy
w przypadku ) =3m lub D=12m.

‘Wylozona tu metoda, oparta na wzorze (2), daje sig zastosowaé i do
innych rozwinieé, podanych przez nas w uwieficzonej rozprawie, tak dla wy-
znacznikéw dodatnich jak i dla ujemnych. Przy innej sposobnosei powréce
do szeregébw warunkowo-zbieznych, wystepujacych w tym ostainim przy-
padku, i okaze, ze metody analityczne majs istotna wyiszo$é nad metods
elementarna, polegajacs na wyznaczaniu form zredukowanych.

Prace mai-ficyer,, & XV.
(113)
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