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FORMES QUADRATIQUES B I N A I R E S D ' U N D I S C R I M I N A N T . 38.^ 

Sur le nombre des classes de formes quadratiques binaires 
d'un discriminant positif fondamental; 

PAR M. LERCH. 

L e s formes binaires à coefficients entiers 

ax2 -+- bxy + cy~ ou ( a , b, c ) , 

qui appartiennent au même discriminant positif D = b2— ¿\ac, se 

distribuent en un nombre fini de classes que j e désigne p a r C 1 ( D ) . 

U n discriminant esl dit fondamental, s'il ne lui correspond que des 

formes primitives, c'est-à-dire sans diviseur commun des coefficients 

a, b, c. Nous ne considérerons que des discriminants fondamentaux. 

D'après les méthodes analytiques de Dirichlet, la détermination du 

nombre C 1 ( D ) dépend de la solution fondamentale de l 'équation de 

Fermât 

( i ) T - D I P M , 

c'est-à-dire d e l à solution composée des plus petits entiers positifs T , U . 

E n désignant par E ( D ) la quantité 

T + l V D 
> 

2 

Jour a. de Math. (5* série), tome IX- — Fasc. IV, igoî, 49 
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j ' a i obtenu, en m'appuyant sur les recherches de Dirichlet, la formule 

survante ( 1 ) 

w 

C l ( D ) l o g E ( D ) = , y / f 2 ( S ) à / * * 
« = I « V I T 

01 = 1 • 
!»n 

« désignant une quantité posit ive arbitraire, et le symbole y ayant 

la signification habituelle du signe de L e g e n d r e , généralisé par K r o -

necker. 

E n opérant sur la formule ( a ) sans aucune modification, les appli-

cations numériques seraient encore pénibles. Nous voulons montrer , 

dans cette Note , que la formule ( 2 ) est susceptible d'une modification 

qui rend facile le calcul du nombre des classes, même si la valeur du 

discriminant est assez considérable, en supposant, bien entendu, qu'on 

connaît, avec une certaine approximation, la quantité l o g E ( D ) . 

J' introduirai, dans ce but , la quantité 

puis j e désignerai par ¡3 les entiers 1 , 2, 3, 

l 'autre équation 

qu i satisfont à l 'une o u 
autre équation 

ou 

et j e pose 

( ' ) Mémoire couronné parle Grand prix des Sciences mathématiques en IJJOO. 
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en convenant de réduire â la moitié les termes qui correspondent aux 

valeurs de (3 telles que = o. 

O n aura alors, au Heu de (2 ), 

(2e) C l ( D ) l o g E ( D ) = S — 2 P — 2 Q , 

et j e vais prouver que la quantité S s 'obtient, avec une grande approxi-

mation, sous forme finie, puis je vais déterminer le nombre des termes 

qu'on doit prendre dans les séries P et Q pour pouvoir obtenir, au 

moyen de la formule (2°) , le nombre entier C 1 ( D ) . L e nombre des-

dits termes est relativement assez petit . 

En même temps, j 'établirai de nouveau la formule ( 2 ) , puisque le 

Mémoire qui 3a. donne n'est pas encore imprimé. 

I . 

Soit f ( z ) une fonction réelle et positive, décroissante dans l'inter-

valle ( » • . . . • » ) ; nous considérerons seulement les valeurs de s con-

tenues dans cet intervalle. L' inégalité évidente 

m+t 
f / ( x ) d v > / ( m + i ) 
m 

donne immédiatement 

2 / ( « ) > / A * ) d x > 2 /(m), 
vi —il " inzzn + l 

dont on conclut le théorème de C a u c h y que la série 2 / ( m ) e t  

légrale 

/ / ( x ) dx 
*' n 

sont en même temps convergentes ou divergentes. 
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O n a ensuite en cas de convergence les inégalités 

¿ L f i n ^ r / ( * ) * * > 2 / («) . 
* / II nt=n m = n+l 

dont on déduit 

( 6 ) 2 / ( v ) = f ' f ( x ) d x - S / ( n ) ( o O < i ) 
V = « 4 - L " 

et de même 

2/00 = ff(x)dx+*f(n) ( o < y < i ) . 
va . " 

Nous citerons ces deux équations sous le nom du lemme de Cauchy. 
Je vais en faire usage pour établir un résultat de M . Kinkel in ( 1 ) et 

qui consiste dans la relation 

/ \ r ( 1 V" 1 i r ' ( w ) 

r \ v = o I 

p tendant vers zéro par des valeurs positives, bien entendu. 

La fonction 

/ ( * ) = ((p + asJ'+P 

étant en effet décroissante, le lemme de C a u c h y permet de conclure 

l 'égalité 

OC 
i i r & ( ^ î̂ ̂  \ 

( i v + v ) i + P — p +
 + ( » . + rt)i+p 

v = » 

( f ) Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung auf die 
Zahlen-Theorie (Programm der Gewerbeschule Basel, 1861-1862). 
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Il s'ensuit, tv étant supposé positif , 

y 1 V 1 i , a 

V = 0 v = o 

En posant, pour un moment, 

n—1 

V=0 
eo 

^ ( P ) = 2 ( W +V)!+P p' 
v=a 

l 'équation ( a ) devient 

et j e vais en conclure d 'abord que la limite de F ( p ) pour p infiniment 

petit est bien déterminée. Soi t , en effet, S une quantité positive aussi 

petite qu'on le veut , j e détermine l 'entier n par l ' inégalité 

- J L _ < i i , 
w + n ^ 2 7 

et je forme la différence 

F ( P ) - F ( p ' ) = [ G ( P ) - G ( p ' ) ] 4- [ j ï ^ F * ~ ( F T ^ } 

y étant une quantité positive plus petite que i comme S. A l o r s la 

deuxième parenthèse du second membre sera plus petite en valeur 

absolue que et l 'on peut, assigner une l imite p" telle que l 'on ait 

| G ( p ) — G ( p ' ) | < ^ S toutes les fois que les deux quantités positives 

p et p' restent inférieures à p". Cela découle de la continuité de la fonc-

tion G ( p ) qui est une transcendante entière. O n aura donc 

| F ( P ) - F ( p ' ) | < $ , 

pourvu que p < p" et p' < p". 
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Il s'ensuit que l 'expression l i m F ( p ) est convergente . Cela étant, 
p=0 

l 'équation ( « ' ) fait voir que la quantité & tend vers une limite déter-

minée S0 pour p infiniment petit, et puisque 

ii—i 

G ( » ) = 2 ^ ~~ l o g ^ v + 

il s'ensuit 

l ^ F ( P ) n) + ^ ( o < a . < i ) . 

En passant à la limite pour n indéfiniment croissant, on trouve 

In-1 \ 

— N - T ' I 
V = 0 / 

ou bien 

lim F ( p ) = -

ce qui est le théorème de M . Kinkel in. 

II. 

J'aurai besoin ensuite d'une formule qui se présente tout naturel le-

ment dans La théorie de la série malmsténienne 

ee 
(8) F(x,s,u) = 2 ! S* 

m=-o> \{x-\- m ) ! + II.]1' 

dont l 'étude m'a été suggérée par un Mémoire de M. A p p e l l ( e t qui 

appartient à une classe de transcendantes dont j e me suis occupé à 

(') Voir une Lettre insérée aux Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, t. I I I . 
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maintes reprises. J ' y suppose u réel et positif, puis o < > < i , quoique 

ce ne soit pas nécessaire. 

Faisons usage de la formule 

< 0 Jr* - î - I 
» 1-1. [{x - + • m)* + « ] ' 

qui a lieu pour les valeurs de 5 à partie réelle positive, que j e suppose 

d 'abord supérieure à l 'unité comme l 'exige la convergence de notre 

série, et nous aurons 

90 1 * 

,—(r+«i)s5 

Cela étant, la formule connue de la théorie des fonctions elliptiques 

2 2 

donne, en prenant tu = la représentation 

( P ) 2 
m = — <*> 

el notre formule devient 

ou, en changeant z en z TC, 

( 9 ) i c " ï ' r ( i ) F ( 3 ; > i > « ) = f s ^ x f y z ^ e - ^ d z . 

P o u r z infiniment petit , la fonction ^ diffère infiniment peu 
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de l 'unité, et l'existence de l'intégrale exige donc que la partie réelle 

de s surpasse 1; la formule ( 0 ) fait voir, en outre, que l'intégrale 

existe encore pour u = o, si l 'on suppose que l'on ait o < x < i . Or , 

en faisant u = o, la série ( 8 ) devient 

F(ar, s, o) = R(a7, s) -+- R ( i — a?,5), 

en dénotant par R ( # , s) la série harmonique généralisée 

m = 0 

Il s'ensuit, si l 'on introduit \ au lieu de 2, 

( 9 ° ) +• R ( i - a?,*)] = fjsa(x\iz)z~^dz, 

et nous allons transformer le second membre pour qu'il devienne 

convergent pour toutes les valeurs de s. 
Soit, à cet effet, a une quantité positive et décomposons l 'intégrale 

comme il suit : 

/

a f + i „ oc s -f-1 

a dz-+ I £s(a?| iz)z 8 dz\ 
dans la deuxième intégrale, mettons ¡ 2ra(o; [ iz) — 1 j -1- 1 au lieu de 

( x | ÎZ), et décomposons les deux intégrales ; puisque la partie réelle 

de est supposée positive, on a 

JC 2 - — I z ' dz = a * , 
et il vient 

(10* ) ' _ l-s /.« ¿+1 

= a 1 + / %3(x\iz)z * dz-h av dz. 
s ~1 J<¡ J« J — 
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1» 
ic1 

D a n s cette formule, j e multiplie les deux membres par et je 

prends s = i H- p ; on a d 'abord 
Ï J 1 - . 5 2T* - J - 2 

l o g i r - l o g a i î i - t - ( p ) , 

r(i)J 
( p ) désignant une quantité infiniment petite avec p. 

O n aura ainsi la formule 

R ( # , i 4 -p ) -+- R ( i — a?, 14- p) — j 

f r - ( i V l 
= I logx - loga - - 4 Î ( •+• (p) 

L r(»)J 
- [ p , ( , | , • 'A + J - ™ ^ / j , 

Tf I + P 

et puisque, d'après le théorème de M . K i n k e l i n , 

nous aurons, en prenant p infiniment petit et employant la valeur 

connue 

rU) 

••>a 5 J„ z 

formule qui est d ' importance capitale pour notre objet et que nous 

Journ. de Math. (;i" scvic), tome IX. — Fasc. IV, tgu3. 5(1 



386 L K K C H . 

avons établie dans une Noie publiée au Bulletin de la Société royale 
des Sciences de Prague, année 1897 ( ' ) . 

I I I . 

Dans la formule qui vient d'être obtenue, j e remplace, dans la 

première intégrale qui se présente au second membre, la quantité 

S3(a?| i z ) par sa valeur 

2
m « 

et puis j ' y change z en en dénotant ensuite par C la constante 

d'Euler 
C = — F ( i ) = 0 , 5 7 7 2 1 5 . . . , 

et posant, pour abréger, 

r ( * ) 1/ <v 

notre formule devient 

— C — log^TC -+- l o g a — ij'(.'r) — — x) 

tn=.— «o -

Cela étant, je me rappelle la formule suivante, conséquence immé-

diate de la formule classique de Dirichlct , 

1»— 1 

( ' * ) 2 ( ? ) + ( ü ) = - s / D C l ( D ) l o g E ( D ) . 
A = 1 

Soît maintenant D un discriminant fondamental positif et prenons, 

(') Sur quelques formules concernant les fondions elliptiques et les inté-
grales eulériennes. 
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dans la formule (i i*), a- = g , et, après avoir multiplie par le signe de 

Legendre ajoutons les résultats pour h= 1 , 2 , . . . , D — r. 

A cause des relations 

( ^ ) = ( ? > 2 ( 5 ) -
1 

011 trouve, en faisant usage de là formule ( 1 2 ) , l'équation 

W T 5 C I ( D ) l „ g E ( D ) = " | ( 2 ) 2 
h =0 « i ' ft 

où nous avons fait usage de la formule connue 

//rrl 

qui subsiste pour les discriminants fondamentaux positifs. 

La double sommation qui se présente au second membre s'eftectue 

en posant h -+- ml) = n et en observant que 

G ) - ® ' 
il vient ainsi 

2 v / D C l ( D ) l o g E ( D ) = J 
a © — * 

.=1 y - " 

Les termes de la première série sont égaux deux à deux, puis les 
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i . . D* x- x 
subst i tut ions s = —i— > z = - r - donnent 

J , n^ltJj, Jn 
« » V " 

r<r"**—= r — \ 

J* Z Jn•«« « 

posant donc, pour plus de symétrie, a = j ^ t nous aurons 

C / ( D ) l o g E < D ) = ^ ¿ ( 5 ) 1 f e - d x 
«=« « V T 

n —1 - I»« 

m désignant une quantité positive arbitraire. C 'est la formule ( 2 ) 

annoncée au commencement. 

I V . 

Revenons sur la formule ( 1 1 * ) en cherchant ce qu'elle devient 

pour x infiniment petit . O n a d'abord 

d'où il suit que, pour x infiniment petit, le premier membre de ( 11*) 

devient ^ 

( T ) C - l o g / | m - l o g o + i -

Q u a n t au second, tous ses termes restent finis pour x=o à l 'exception 

du terme m — o de la première somme; celui-ci est 

Çm _xti%ds_ _ _I_ f*c-zd= r f ~ I 

Jt
 6 xfiJ.,*n fi * * U ' fi Jé fil 
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ou bien 
1 a / x 

= s " â + 

( x ) désignant un infiniment petit. O n aura ainsi, en supprimant de part 

et d'autre le terme et passant à la limite, 

„ -« l 'u t dz 
C - l o g 4 T t - i - l o g a = - ~ + 2 J / e ' -=. 

2 , 
v : 
H = 1 

Posons a = et transformons, comme plus haut, les intégrales; 

nous aurons la relation 

qui nous servira à évaluer les sommes 

Il résulte, en effet, de la formule ( i 3 ) , en y faisant p = g j l 'équa-

tion 
00 

S4 = -7= V — ! e~r'dx 

" 'V- i r 

C —log4 t , , f û 1 A f û f * - X d x 
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puis, en y prenant v = D « , 

m=l 2-2 
Du 

C e l a fait, observons que les équations qu'on trouve en intégrant par 

parties, 

Ja x a Ja JH 3« i j a x 1 

dônnent les inégalités suivantes : 

m-Il 7t 

2 / 1 
( : 5 ) 

• 7 = 1 f ^ ^ ^ n 1 - ! l / ï AJ J .r— D MIT /« ' V "m /«H« m = l 

En choisissant M de telle sorte que D M en même temps que 5 soient 

assez grands ( p a r exemple u = i ) , les deuxièmes membres des inéga-

l i t é s ^ ) seront insignifiants, e l l e s quantités ( i 4 ) seront données avec 

une grande approximation par les formules 

c C — log/t^ / u , / D 

( , 4» ) i V ® l o ® V 7T' 

S» = c ~ + fîfc - l o g s / D Î . 

L a somme S définie par la formule ( 3 ) qui est 

( 1 6 ) S = S . v ^ D - h S 2 
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a donc pour valeur approchée l 'expression 

( H i * ) 
S = l- v/D ( l o g D + C - log4i t + 2s/u - log B ) 

— - ( l o g D — G -t- log4rc + logtt — i \ [ û ) . 

L a partie dépendante du paramètre arbitraire r/, à savoir 

devient minimale pour u = i et nous ferons toujours cette hypothèse. 

On aura ainsi la formule approchée, relative à l 'hypothèse de u = r , 

( 1 7 ) S = i \ / D ( l o g D + 0 , 0 4 6 1 8 1 ) — ^ l o g D -1- 0,023090, 

et l 'on pourra, dans la pratique, remplacer le second membre par la 

quantité 

i V D l o g D - i l o g D , 

dès que le discriminant D dépasse une certaine limite, en supposant, 

bien entendu, que la quantité l o g E ( D ) soit el le-même aussi consi-

dérable. 

Nous allons maintenant établir une limite supérieure de l 'erreur qui 

s'introduit dans les calculs en bornant les séries 

m—1 ml /— «r= —— 
V U I»'' 

à un nopibre fini de termes, que j e désigne respectivement par r , r ' . 

Les erreurs en question seront en tout cas inférieures à des quantités 
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respectives 

v = r + l J v V / » 2 v=r'- i-1 
V I> 1»« 

L e s fonctions 

f(z)=l-f'e^dx el / ( * ) = f V * ^ 
" «/«s >•'«>»« 

étant décroissantes, l 'application du lemme de C a u c h y 

2 / ( * ) = r f ( z ) d z - $ f ( m ) ( o < 5 < « ) 
v = m+l ^ 

donne immédiatement 

a, — I I j e~ridx, 

b,= r<ur r 
"r1 Jf-z* X J X 

où l'on a posé 

« _ * _ , y "D"' a - \ T T u 

puis 

o < S < i , o < S ' < i . 

O r , l ' intégrale double 
' ds 3= f - f ë~'Tidx 

Jr Z tL z 

correspond aux conditions r < z < - et pourra s'écrire 

(18) J = Ce~xidx f * = re-«dx[loSx-loç(*r))dx, 
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ou, en faisant a/• = v, 

( 18 •) J (P) = f " logx dx - 1 ogv f e~ " dx ; 
t/ p *J y 

au moyen de cette écriture la valeur de a,, s 'exprime comme suit : 

( 1 8 2 ) ar= J ( « r ) - - f e - ' d x . 
r "xi-

P o u r transformer br-, observons que l ' intégrale double 

J ' = f'ds f 

correspond aux conditions / • ' < r < et pourra donc être mise sous 

la forme 

J{«,-r- œ l - « V n . W J m 
ou bien 

J'=lfmtr"dx-r' f 
* •'iVrV X 

Posant donc pour abréger 

( 1 9 ) K ( P ) = 2 j ( " E - " D X - » F ~ < R * 

on aura comme valeur de la quantité br-

t w 1 K(aV) r 
"(a 

Gela étant, posons u = pour que les quantités 

Journ. de Math. (5* sér ie) , tome I X . — Fasc. IV , 1903. 

., dx 
e —T ' 

"'(ii'/r- x 
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s'expriment l inéairement, et prenons \ pour variable indépendante. 
En faisant usage des relations faciles à vérifier 

dv \> J ' dv J, x 

on trouve aisément pour la quantité suivante, partie principale de 

* / D , / s K( u'r') 

l'expression de sa dérivée relative à \ : 

di? i r* , -i /"" _ , 
—jr = / 6' d x H rp / « (X X'. 

CeLLe quantité s'annule en prenant /• = /•', c; = i el l 'on voit que 
l 'erreur devient à peu près minimale, si l 'on prend le nombre de 
termes égal dans les deux séries, et en supposant u = i . No us.poserons 
donc d'une manière délinitive 

a = y / s j = 

de sorte que nos quantités deviennent 

A , . = J ( P ) - j. j ' * dx, br= ^ -

nous aurons besoin de la quantité suivante 

( a o ) b,.= ~ + b, 

qui définit la l imite supérieure de l 'erreur dont i l s'agit, à savoir 

2 i r . r * 
* . . . . . v* . . , "Va» 
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O n aura d 'abord, au moyen de l 'équation ( 2 ) , la formule 

/ C l ( D ) l o g E ( D ) 

(»0 

( ( - i < 0 < i ) , 

et l'expression suivante dec,. 

( a o . ) _ 2 f m<r*dx -

nous servira à déterminer le nombre r . 
Posons, pour abréger, 

2,T(P) + K ( Î > ) = A 0 ) , 

de sorte que la fonction A sera définie par l'expression 

/
ae 

e~,Ti loga? dx 
( 2 2 ) < 
V ' I r" r" dx -+- ( 2 — 2 log(->) j e~xtdx — p J < r x —» 
et, en posant encore 

la formule ( 2 0 1 ) donne comme conséquence 

(20») ( o < £ " < l ) . 

Cela étant, l 'entier C 1 ( D ) ayan l une pari té connue, i l suffira de 
choisir r par la condition 

c r < l o g E ( D ) , 
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qui sera remplie à plus forte raison, d'après ( a o 4 ) , si l 'on fait 

( a 3 ) A ( p ) < a l o g E ( D ) ( p = ± a r ) . 

Pour déterminer r , i l suffira de dresser une Table de valeurs de la 
fonction À ( e ) qu i se calcule aisément au moyen de la série 

j A ( p ) = ( 2 - C - l o g 4 ) ^ 

V = 1 

ou bien 

A ( p ) = O,O323 -+• (2P — i , 7 7 2 4 ) l o g p -+- 0 ,57720 

5 . Q i 3 , 
q io 882 

O n a, par exemple, 

= = 1 ,4091 , A ( J ) = 1 ,9319, 

2 , 3 5 1 9 , 2,7044, = 3 ,oo6o, 

3,2(390. 

Bien que le nombre r des termes, que la formule (21) contient, ne 
soit pas exagéré, i l sera néanmoins beaucoup plus commode de séparer 
les termes qui correspondent à des valeurs m = 3, où l'on a 

( 25 ° ) ( ? ) = - « ou ( } ) = o ( p = p 0 ) , 

et de prendre 
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en convenant de réduire à la moit ié tout terme (ï = (30 correspondant 
à une valeur telle que ^ ^ = o. L e deuxième membre de la for -
mule ( 2 1 ) devient alors 

2 (à £ r f ) - «» 
»1=1 

et la somme qui figure au début ayant pour valeur l'expression S — cr, 
nous aurons 

( 2 6 ) G I ( D ) l o g E ( D ) = S - a ( P r + Q r ) - ( 1 - & ) c r , 

avec la valeur suivante de S : 

( 2 6 ° ) S = v / D ( l o g D + 0 , 0 4 6 1 8 1 ) — ¿ l o g D 4- 0 , 0 2 3 0 9 0 , 

qui a été donnée dans ( 1 7 ) . 
Puisque la quantité 1 — 0 se trouve entre o et a, la formule ( 2 6 ) 

peut s'exprimer par l ' inégalité qui résulte, en outre, de la condit ion 
6 > < l o g E ( D ) , 

S - a ( P f + Q , ) _ . a œ v S — a(P t.4- Q r ) 
) JogE(D) 2 < <• |ogE(D) ' 

et cette dernière inégalité définit l 'entier C 1 ( D ) sans ambiguï té , si 
l 'on en connaît d'avance la pari té . Aussi les cas ne sont pas rares où 
l ' inégalité seule 

C l ( D ) l o g E ( D ) < S 

suffit pour déterminer le nombre des classes 

Notons encore une fois que nous avons posé a = = pJ e t 

que le nombre r se détermine au moyen de la condition ( 2 3 ) . 
L ' indéterminat ion de la formule ( 2 6 ) devient plus restreinte, si l 'on 

y remplace cr par sa valeur calculée au moyen de la formule ( 2 0 2 ) . 
Toutes les difficultés du problème reviennent donc à la détermi -
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nation de la solution fondamentale de l 'équation de Fermât 

dont la théorie ne paraî t pas être encore assez avancée. 
Pour montrer l 'uti l i té prat ique de ce qui précède, je vais déterminer 

le nombre des classes du discriminant premier 0 = 9 8 1 7 ; les discri-
minants de la forme 8/f -+- 5 seuls peuvent avoir T et U impairs; pour 
les autres, on a T = 2x, U = %y et x- — D y - = 1. J'emprunte à une 
citat ion de M . K o n e n le fait découvert par M . A . Mar t in , que l'entier .T 
contient 97 chiffres; la quantité l o g E ( D ) étant à peu près 

l o g T == l o g 2 « , 
on aura environ 

l o g E ( D ) = 222, 

el puisque, dans notre cas, « = 0,01788, la condition concernant le 
nombre des termes devient 

A ( c ) < « l o g E ( D ) = 4 , 

la valeur = 3 , 2 6 9 permet de conclure qu'i l suffira de prendre 

a r > g » d'où r = 'j. 

L'équat ion ^ = — 1 n'admettant que des solutions (i = 5 et (3 = 7, 
dans l ' intervalle de ( î = 1 à (3 = r = 7, les sommes P r c t Q r contiennent 
deux termes chacune, lesquels se calculent d'ailleurs facilement. 

Mais on trouve S = 45°> 5, d'où 

et, par conséquent, 
C l ( D ) ^ i ( D = 9817), 

le nombre des classes d 'un discriminant premier devant être impair. 
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V I . 

Si le discriminant D admet comme facteur le nombre 2 ou 3 , les 
valeurs sont très nombreuses et le calcul pourrai t devenir pénible. 
C'est pourquoi j 'aurais recommandé de modifier la formule en chas-
sant tout d'abord les valeurs de m qui contiennent l 'un ou l 'autre de 
ces facteurs. 

Soit donc D = 4 w un discriminant p a i r ; la somme qui figure au 
second membre de (21) ne contient effectivement que des termes de 
rang impair et l 'on pourra l'écrire 

où P). et Q .̂ sont les sommes P r et Q , bornées aux termes provenant 
des valeurs impaires de p, puis 

s ' = 2 ( £ £ ° - " d x * 0 " = 1 • 3 > 5 - 7 . • • • ) • 

Cela étant, posons 

* J 

nous aurons évidemment 
S ' = S - S", 

S désignant la série étudiée plus haut. Pour obtenir la quantité S", 
observons que l 'on a 

S " = i v 'D s'; -H s1 : , 

o u 

V = 1 V = L 

ces deux dernières quantités s'obtiennent avec une grande approxi-
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mat ion au moyen des formules ( i 4 ) et ( i 4 f l ) t dans lesquelles i l faut 
prendre u— 4 et i l vient ainsi, en employant l 'écriture D = 4 ni, 

o» C — loff/j« i . i ! (J — loe^11 . /— ' 1 S. = ^ — H — j = H — l o g m S . = — -4- \Jm log /n: 1 2 \Jm * 9 2 e ' 

on a ainsi , en écrivant, pour urt moment , C — = A , 

S " = -sftnlosm -i- \/m(A + i ) — - l o g m + A + i , 2 | 2 

et puisque, d'après ( 1 6 * ) , pour D = 4 m, u = i 

S = \i'm(logm 4 - 2 A + 2 + . log'4) — ̂ log'»- + A -4-1 — log2, 

i l v ient , en retranchant, 

( 2 7 ) S ' = ~ \/m(logm •+• C — logii + 5 + 2 l o g a ) — loga 

ou bien 

(27') S ' = ~i/m(logm+ 2 ,818770) - 0 , 6 9 ^ 1 4 7 ; 

le nombre des classes sera alors déterminé par les inégalités 

Soi t , par exemple, D = 4 m = 4 X Sày = 3 4 3 6 , on a 

^ T = 7024 X i o , g , 

d'où 
l o g E ( D ) = 5 3 , 2 8 , 

puis 
a = o , o 3 o 8 , 

et enfin 
« l o g E ( D ) = i , 6 4 ; 
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observant que A = i , 409, on peut prendre 

> 1 
a - 3 ' 

d'où 
r = 11, 

et il n 'y aura qu'une solution de l'équation ^ ^ = — 1, à savoir p = 7. 
O n trouve 

logera 4 - 2,82 = 9,5y, y/m = 29 ,30 , 

d'où 
S ' < i 5 b , C 1 ( D ) < ^ , 

donc 
C 1 ( D ) = 2, 

le nombre des classes devant ici être pair . 
L e lecteur voit comment se modifie la formule générale en cas de 

D =• 3 ;» ou D = 12m. 

La méthode exposée ici en partant de la formule (2) est applicable 
aussi aux autres développements que nous avons établis dans le M é -
moire couronné, soit pour les discriminants positifs, soit négatifs. Je 
reviendrai, dans une prochaine occasion, sur les séries semi-conver-
gentes qui se présentent dans ce dernier cas, pour faire voir que les 
méthodes analytiques présentent un réel avantage sur le procédé élé-
mentaire de la détermination des formes réduites. 
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