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Zur Bestimmung des analytischen Existenzbereiches
in der Theorie der elliptischen Functionen.

Von M. Lerch in Freiburg (Schweiz).
Es soll das Verhalten der Function
w -
o(@)=I1{1—g"), ¢g=e,

in welcher w eine complexe Verinderliche mit positiv imagindrem
Bestandtheile ist, in der Nihe der reellen Axe der w-Ebene unter-
sucht werden.

Der Logarithmus von ¢ (w) ldsst sich in die Form
1ogcp(u))=—2%ng“’ ,v=1,2,3,4,....)

setzen; derselbe hingt mit der Function

(1) Y ((D) — 2 2 :;_2_'— 92 wy,
u=1vr=1" *
durch die Gleichung
aé(w) .
2 T = 2 ilog ¢ (w).

zusammen.
Die Gleichung (1) lasst sich in der Form

o0

(10) Yo)=— 3 5= log (1 — o)
1

schreiben, die der folgenden Betrachtung zugrunde liegt. Ist v =
=z -1y, y>>o0, so strebt, wie jetzt gezeigt werden soll, der
imagindre Theil i ¢, (x,y) der Grolle ¥ (x| iy) fir ein unendlich
abnehmendes y einem Grenzwert zu.
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Damit reichen wir fiir unsere Aufgabe aus. Nach (la) ist,
wie leicht za sehen ist,

oo

1
{3) by (@, y) = E ;T Aretg

r»=1

e—2¥7sin 2vaw
— e ¥ eos Qv

Fir ein unendlich abnehmendes y convergiert diese Grofle
bei irrationalem z gegen
< 1
(Sa) qu (x, 0) = 2 ;2—"_. arct,

ry=1

sin2vzn
1—cos2vars

Um dies zu beweisen, hat man zu zeigen, dass man fiir ¥ eine
obere Grenze v angeben kann, derart, dass fiir alle y <C v die Differenz

Y (2, 4) — Y (@, 0) absolut kleiner bleibt als eineh—vorgeschriebene
beliebig kleine Grofe 3.

Weil die Function arcustangens absolut kleiner als '2: bleibt,

so wird jede der Ungleichungen

B3 —rTsin2vzn | %
—-- aret ; —
) }‘ v gl——e‘“””cos?vw‘mi<4’
m+1 !
fea]
| 1 sin2vaxw ; _ 3B
X —— aretg - ! —
|2 viz gl—cos2vz7r‘<4
m41 |

erfiillt sein, sobald die Zahl m so groff genommen wird, dass

o0
1 0
2 5<,
m—41
ist. Nachdem die Zabl m dieser Bedingung gem# bestimmt wurde,
liasst sich eine positive Grofle n angeben, die so klein ist, dass fiir
y <7 jede der m Differenzen

1 arct e~ ?YT5in2vaw vt sin2vzw )
— — —aretg — — — _—— ),
vim g — e ¥T s 2vy gl—cos?vmn

+r=123,..m)

~

[}

2m

absolut kleiner als sein wird, und deren Summe daher kleiner

b}
als G-
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Nun ist
b @y — Y (@ 0)=

i —2vy T o) = " 7 \
_ E _1—(arctg1 e sin2vz —-arctgl—sm2vx1 )+

vin — 2T g8 2v e w —cos2vzm
r=1
(e o] .
+ ~ 1 e-2YTgin2ve
—— are —
vix tgl—e—z"-‘“’cos2vxﬁ
ry=m-41
o0

. 2 —1—arct _Ein2\!$‘r.
virg €

1 —cos2vz=w

3 die beiden anderen

sind je kleiner als %, und somit die rechte Seite kleiner als 3

Die erste Summe rechts ist kleiner als °

es besteht daher die Ungleichung
|4 (2, 9) — & (@,0) [ <3

fir alle Werte y zwischen Null und 7, und unsere Behauptung

lim ¢, (%, y) =¥, (x,0) ist erwiesen, sobald nur z eine irrationale
y=0

Zahl ist.
Da nun
sm2vz=

aretg T—ewvan— aretg (cot v z )

ist und da diese Grofle mit arctg (cot p =) libereinstimmt, fallsva — p
eine ganze Zahl ist, wobei man fiir p die Bedingung o <Cp <C1
aufstellen kann, so wird unsere Grofle den Wert o

arctg (cotpw) = @— — p) T

haben, da die rechte Seite immer zwischen — — und — enthalten ist.

2 2
Bezeichnet man mit R (2) den kleinsten positiven Rest der
reellen Griofle 2, so dass also

RE)=2—E(2)
ist, so wird p =% (vz), und daher

sin2vzx=x
l1—cos2vz=

S IR

aretg
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so dass der Ausdruck (3¢) die Form

1
o ———R(vx)
@ N - A——

v=1

y?

annimmt,

Diese Function erinnert in Bezug auf ihre arithmetische
Definitionsart an diejenige tiberall unstetige Function, welche Riemann
in seiner Habilitationsschrift bebandelt. Der Umstand, dass der-
artige Ausdriicke, welche nach dem Princip der Slnwulantaten-
verdichtung gebildet werden konnen, mit dem sufferst regelmaﬁlgen
Gebiete der elhptlschen Functionen in Verbindung stehen, ist wohl
bemerkenswert.

Die Funetion ¢; (%, 0) ist in jedem einzelnen einem irrationalen
Werte = entsprechenden Punkte stetig, sie besitzt auflerdem fiir
jeden rationalen Wert z, vollig bestimmte Grenzwerte

fim.f @o + B) = @+ 0), lim f (@ — B) =/ (& — O}

wenn der Kiirze wegen ¢, (z,0)=f (z) gesetzt wird. Dieser Um-
stand hat in den Formeln

lim R (z + #) =R (2), wenn z gebrochen,

h=0

lim R (z+4) =R (¢ + 0) =R (2) =0,

h=
und
ImREe—A=RE—0=R({E)-1=1, wenn

h=10
2 ganzzahlig, seinen Ursprung, und wird wie folgt bewiesen.

?

Es sei ®, —* eine rationale Zahl, wobei p und ¢ theiler-

fremd und ¢ >0 angenommen werde. Man bilde nun die zwei
Reihen

Q——m(V$0+V}Z
flay = — :
% m@%—wm
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Dass die durch folgende Gleichungen erklirten Grofien
S (@ =+ 0) und f (2, —0)

] ——-ER(V Xy —|—-O)
2 V2 =f(x0+0)

NN

w© %—Eﬂ(vwo -0
J ; =7 (@ — 0)

y2

1

verschieden sind, folgt unmittelbar aus der Gleichung

v, —0)— R vz, --0)

v2

@y 4 0) — 7z —0) = 3 R

1

)

deren rechte Seite lauter positive oder verschwindende Glieder hat.
Die von Null verschiedenen Glieder haben immer die Zahl Fins
im Zihler und entsprechen denjenigen Werten von v, welche
Multipla von ¢ sind, also
@ 9
P )_ (13_ )_ S _L _=

f(q+0 AV o= wrgt b
_ Nun soll die Ubereinstimmung des Ausdruckes f (2, 4 0) mit
dem Grenzwerte lim f (#, -}- #) bewiesen werden.

h=

=0
Wir betrachten die Differenz

m

S @o+h)—f@+0)= R2,4-0) —:Eﬁfvmo—i—v I)
®) 1 Tt ,
+ O; §-—§R(vx0—{—vh)_ CX; 2‘_%(\?(20—[—0)
' v? e —
v=m-41 "

Wenn man fiir eine beliebig vorgelegte positive Zahl & die
ganze Zahl m so bestimmt, dass

wird, so wird jede der beiden Reihen auf der rechten Seite der
letzten Gleichung absolut kleiner sein als ‘%, und nachdem m be-

stimmt ist, wird man eine so kleine Zahl % finden konnen, dass
fir alle &, welche den Ungleichungen 0 <% <Ck geniigen, die m
Glieder des endlichen Ausdrucks sich stetig indern, und absolut
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-~

kleiner als Qoﬁ werden. Alsdann ist die rechte Seite von (5) absolut

kleiner als &, und daher
| f (@ k) —f (o - 0) | <6 fiir alle A <4
Daher ist: o
]lti_‘_jlof (@ +h) =1 (z, + 0)-

Auf demselben Wege lésst sich auch die Gleichung
| lim £ (2, — k) = / (5 — 0)
beweisen.

Nehmen wir jetzt an, dass sich unsere Funetion ¢ (w) in einem
(Gebiete regulir verhilt, in dessen Innern ein Stiick der reellen
Axe der w-Ebene verlduft; im betrachteten Gebiete wird vermoge
(2) auch ¢ (w) eine reguldre analytische Function sein, und es wird
auch die Grofle limp (x J2y)=10(x) eine analytische Function

=0

y= .

der reellen Variablen # sein miissen, und infolgedessen auch ihre
beiden Componenten ¢, (z,0) und ¢, (x,0). Fiir irrationale Werte
von z haben wir aber fiir die Function ¢, (x,0) die Darstellung (4)
bewiesen, und haben zu gleicher Zeit erkannt, dass fiir rationale x,
die beiden Grenzwerte ¢, (x - 0,0), ¥, ( — 0, 0) verschieden aus-
fallen; da man dieselben jedoch vermittelst irrationaler Werte % er-
zeugen kann, so beniitzt man bei dem Grenziibergange der Voraus-
setzung nach analytische Functionen ¢, (z -4, 0) und ¥, (z — %, 0).
Fiir solche nothwendig stetige Functionen sind aber die beiden Grenz-
werte identisch, so dass man also auf einen Widerspruch st5ft. Des-
halb ist unsere Annahme betreffs des reguliren Verhaltens von ¢ ()
unzulissig und die Function lisst sich iiber die reelle Axe hinaus
nicht fortsetzen. Infolge dessen ist auch der Existenzbereich der
Fanction ¢ (w) mit dem Convergenzbereich des Productes identisch,

Es mogen hier noch einige Bemerkungen Platz finden, die mit
den obigen Ausfihrungen in einem gewissen Zusammenhang stehen.
Der reelle Theil der Function & (x-iy) launtet

[= 2}
|
Y@ y)=— N im 08 V14 ety — 22 ¥mcos 2y =
r=1

und ein blofi formaler Grenziibergang wiirde ergeben

= o]
(6) r{JO(:v,O)::—2\%;10g[2sinva;zj.
rv=1
Die rechte Seite hat zuniichst fiir rationale # keinen Sinn;
von irrationalen z sind es dann alle algebraischen Zahlen, ftir welche
die Reihe convergiert. Unter den iibrigen irrationalen, also trans-
cendenten Zahlen, kann es wahrscheinlich auch solche geben, die
eine convergente Reibe ergeben, man ist aber im Stande in jedem
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Intervalle transcendente Werte anzugeben, fiir welche die Reihe
divergiert.
Die Formel (1) erhilt eine neue Gestalt, wenn man darin
v=n setzt und mit 8, (n) die Summe aller Divisoren von # (die
Zahl selbst und die Einheit inbegriffen) bezeichnet. Es ergibt sich

<~ 0
d(0)= g‘.z(T")g“

n==1

wenn es erlaubt ist, hier den Grenziibergang zu y = 0 durch blofies
Einsetzen auszufuhren wird man auf die Formel

(N Y (2,0) = 2 s ( ) sin 2nz=

gefiihrt.
Ist nun die Glelchung

o =—R (v x) o0
, 0, (n) .
8 S\ -
® 2 2 e sin2na =
r=1 1
richtig oder nicht, so lassen sich aus ihr doch richtige Folgerungen

ziehen. Multlphclert man z. B. mit e~2*d 2 und integriert von
Null bis Unendlich, so ergibt sich die Relation

[= o}
1 1 v 1\ g9 () 2am
9 2\;2( a_a_g)—? n 'a2—|—4n21r2'

Ebenso lisst sich die folgende Gleichung, die sich aus (8)
durch Integration ergibt, streng begriinden :

EEW(vx) ER(vx)—]—- 8

v3

(10)

o0
lz 2 @_(__ cos2nzrw.t)

1 n=1

1) Ich bemerkte erst wihrend des Druckes, dass die vorliegenden Aus-
fihrungen bereits in Riemann’s I'ragmenten ilber die Grenzfille der elliptischen
Modulfunctionen (Werke, II. Auflage, p. 453 u. ff.) implicite enthalten sind.
Dieselben verfolgen allem Anscheine nach die gleiche Tendenz und scheinen einige
Partien der Riemann’schen Habilitationssehrift veranlasst’ zu haben. Der darin im
ausgedehnten Malle gemachte Gebranch von analytischen Darstellungen arithme-
tischer Ausdrlicke macht Riemann zum Urheber dieses spater .von Xronecker
wieder anfgenommenen Forschungsgebietes,

Dass ich trotz dieser Erkenntpis die Vertffentlichung dieser Note nicht
einzustellen brauchte, wird der kundige Leser wohl cinsehen.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik. XI. Jahrg. 8
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