Lerch, Matyas: Scholarly works

Matyas Lerch
Piispévek k uréovéni existen¢éniho oboru analytickych tikont

Rozpravy Ces. akademie, II. tf., 9 (1900), ¢. 9, 1-8

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501540

Terms of use:

© Akademie véd CR, 1900

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501540
http://dml.cz

ROCNIK IX. TRIDA 1L &IsSLO s

Prispévek
k uréovani existenéniho oboru analytickych dkond.
Poddvi
M. Lerch.

(PfedloZeno dne 14. prosince 1899.)

Budiz o veli¢ina komplexni s kladnou ¢é4stf pomysinou, takZe veliina
g= &or i

bude ve své prosté hodnot&¢ men3{ jedné. Soulin za této podminky kon-
vergentni

¢ (o) = ﬁ(l—q“)

jest analytickd funkce proménné , ktera se chovi pravidelné v celé polo-
vici roviny (@) polozené nad osou realnou. Jest o této funkci znidmo, ze
s¢ na ose realné nikde nechovi pravidelné, takZe ji nelze propagovati do
Jizni polovice roviny (@), ale vlastnost tato si jesté neproklestila cestu do knih
ucebnych o theorii funkei elliptickych jednajicich, a proto nebude snad
bez uzitku, vylozim-li v nasledujicim jednoduchy diikaz tohoto fakta, ktery
zasluhuje pov&imnutf jiz k vali ptekvapujict roli, jakou tu hraji jisté arith-
metické vyrazy,
Logarithmovanim souéinu @ (@) obdri{me

log @ (w) = Z log (1—¢*#),
#=1
3 dosadfme-li sem zndmy vyraz
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obdriime dvojnisob nekoneénou fadu

log @ () = — 2 Z%qz””-

pH—1v=1
jejiz konvergence jest absolutni.
Nekoneénd fada dvojnasobni

o (-4 1
(N ¥ (o) :MZI ,Zl—.“ e g r

rovné% absolutné konvergentni souvisi s funkcf ¢ (@) rovnici nasledujici

@ L3E) _ _ 3itog g (@)

jejiz spravnost lezi na snadé. Radu (1) pfevedeme v fadu jednoduchou,
provedeme-li s¢itan{ vaéi g, éimz vyjde

(12) ¥ (0) = — Z 11217: log (1 — e2¥@ai),

kteryito tvar ma nam slouziti za zaklad v pfedsevzatém S$ctieni.

RozloZime-li @ na ¢ast realnou x a pomysinou ¢y, kde y je kladné,
vznikne otdzka, co se stane z funkce ¥ (x 4 7y), pfejdeme-li k mezim pro
y =0, pro nad ucel stadi uvazovati ¢ast pomyslnou této funkce. PoloZime
tedy

U (x+7p) =9 (x00) + i (09)
i vypoétemne, jeito
log (1 — A2v=7i—2vrm)
—logV(l—¢ ?7cos2vxm)ife *77sin2van
e~ Wraigin2vxm
1—e-2vr2cos2vxm’

— zarctg

podle (1?) nésledujici rovnici:

-]

1 e~Wragin2vxmw
©) U (ry) = Y ——arctg ——

o vin —2vrrcos2vxm

Tvrdime, Ze pro nekone&né& ubyvajici{ y se tento vyraz bliz veli¢iné
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o 1 sin2vxm
(3%) v, (x,0) = vzl T arctg | —cos2vxm

coz dokidzeme omezivie se na piipad, kdy ¢islo x jest irracionalné. Dukaz
zadany bude proveden, ukaZe-li se, Ze ke ka¥dé kladné konstanté J, jakkoli
malé, pfislusi kladna veli¢ina % tak mal4, Ze pro vSecka kladna y, jez ne-
prevysujl m, bude rozdfl ¥, (+,7) — ¢, (x,0) ve svém prostém obnosu mens{
nez d.

Za tim Géelem urdeme celistvé &fslo m podminkou

- ] 0]

a uvaime, Ze funkce arcus tangens je vidy ve svém prostém obnosu mensi
B/
nez —, takze bude

- I

~ 1 arct e2vrsin2rxx | < )
rix g l1—e2vmcos2vam 4"’
w41
= 1 in 2 |
sin2vx= '
arctg -,
tE vin 5 1—cos2vxm Jl<4

Pti zndmém nyni &isle m lze uréiti 5 tak, aby pro 0 < y = % kazdy
z m rozdila

2T sin2vaxw 1 sin2vaxx

——5 arct — arct,
va? Bl — s ®mcos2vxm vin g l1—cos2vaxx '’

0
ptisludnych k hodnotdm v =1, 2, 3 ... m, byl absolutn® mens§f nez —

2m
.. ] 4
takZe jich sou&et bude mensi nez 5
Provedeme-li nyni rozklad
1l)l (xs.y) - t1"1 (xs 0)
i 1 ( ¢ e~rrsin2ovx cto sin2vaxrr )
= arc — ar
- vix € T _—s%acos2vanm ® 1—cos2vxn
L i 1 ¢ e~ rgin2vaw
- arc
y L Vi Sl —rwncos2vra
N retg sin2vxm
— a
2 ’
, e Vim l1—cos2vx=x

Potfebujeme si vzpomenouti, e pravd strana sestivd z veli¢in, o nichz
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privé bylo ukazéno, Ze jsou pofadem men3 ne: %, %, %, abychom

vidéli, Ze plati nerovnost

| ¥ (0, 9) — ¥, (,0) ! <4,

kterou pravé jsme chtéli dokéazati.
Dotvrdivse takto rovnici

lim 9, (x,7) = ¥, (x, 0),
r=0

udélme vyrazu 9, (x,0) tvar elegantng&jsf. Ponévadz

sin 2vxmw
l—cos2vax=m

—cotvxwm,

bude nidm hledati Ghel ¢ m, jehoZ tangens jest rovna tgv x#; uréeme
celistvé &fslo u tak, aby rozdil v — g —¢ byl mezi nullou a jednou,
pfesnéji

0=¢<1;

pak bude tgvxn —tg(u+} o) ® —tge=, a velicina

arctg (cot v x w) — arctg (tg (—;— — 9) 7:)

bude miti hodnotu (—;— — @) m.

Veli¢inu ¢, ktera jest nejmendim kladnym zbytkem veli€iny v x, lze
psati N (v x), znamena-li se obecné

N(z) =5— E(2)

nejmensi kladny zbytek veli¢iny z; pfi tomto oznaéeni bude tedy

1
= ——N(vx)
4) ¥ (x,0) = E 2—,,2——'

y-1

Co do svého tvaru arithmetického tato funkce pfipomind onu veskrze
pietrZitou funkci, kterou uvaddi Riemann ve své rozpravé habilitaéni¥)
jakoZto ptfklad funkce integrace schopné. Okolnost, %e¢ tohoto druhu vy-
razy, utvofené na zikladé methody kondcnsace mist zvlastnich, nachazeji
se v souvislosti s funkcemi elliptickymi, tedy s oborem jednim z nejpravi-

*) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe.
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delngjsfch a vlastnostmi algebraickymi nejbohatsich, jest zajisté pameéti-
hodna.

O funkci ¥, (x,0) = f(x), definované na¥ fadou (4), lze dokazati, e
e na kaidém irracionalném misté spojitou, kdeZto na mistech racionalnych
x, existujl sice krajni hodnoty

/“mof(xo + &) = f(xy + 0), I!lfn fxo —4) =flxy —0),

ale tyto jsou riizny. Okolnost tato tkvi ve vlastnostech funkce R (2), dle
nichZ
lim R (z + %) = R (2) pti lomeném =z,
k=0
a dale
IimRE+2H)=RE+0O=RE) =0,
ImR(Ec—A)=RE—0=NR()+1=1
pfi celistvém s.
Budiz tedy x, — ;i racionalné ¢&islo ve tvaru nepfevodném, kde ¢ lze

voliti kladné, Utvofme fady

1
o =—N(vx, +vh)
‘ 2 07
S, | n=Y - ,
1
L R (wx,—rh)
& g REEH -
S — b — Y s

1

i dokazime, Ze bude

1 \
o =Nz, +0)

I}':f’})f(xo + /)= Z - =f(x - 0),
o RNwx, —0)
: 2 o
hlm:)f(xo — ) = El — = f(x, — 0).

Omezime se na diikaz prvni véty, Bud ¢ dana kladni konstanta
a uréeme celistvé kladné &islo m podminkou

-9

1 0
<7
Y= m+1
. - 1 . 1
ponévadz veli¢iny 9 N (s) lezi pokazdé mezi —;— a budou ne-

kone&né fady
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o Rzt e 5 —REx+0)

Y ——— : :
mt1 v ...Zx v

0 ,
miti prosté svoje obnosy mens{ = Na pravé strané& rovnice

Pt D=/ o= ) HORFIZRLn v
1 1 .
o ——Rwx,-vh) e ——RWxy-}0)
2 2
"l' Z p? — Z »e

m—-1 m-1

J
pfichdzeji dvé nekoneéné fady, jichi prosté hodnoty jsou men$f neZ s

e d 2 2’ » v .
a jich souget bude tedy mensi nez o Prvni vyraz na pravé strané jest

slozen z kone¢ného poétu ¢lenll, a stava se pfetriitvm pouze na mistech,
pro néz v x, -} v % stane se &islem celistvym; to se ptihoditi mbZe jen
pro koneény poéet hodnot /2, a nepfihodi se vibec, uréime-li pfiméfené
malou veli¢inu £ a volime-li 2 =<4£4; tim lze téz dosici, aby kazdy <¢len

Rwvxy+0)—R(vx,4-4)

v

stal se absolutné men$im neZ

d
o 2 tedy nas soucet absolutné mensim
(4

0
nez 5 Niasledovné bude pfi viech kladnych hodnotach /%, jeZz nepfevy-

Suji %, platit nerovnost

| f(x - 4)— flx, +0) | <9,

kterd obsahuje tvrzen{
lim £ (x, +4) = / (%, + 0).
k-0

Podobnym zplisobem dokazc se véta druhi.
Rozdil obou meznych hodnot f(x, + 0) a f(x, — 0) bude dan fadou

ad

Sl +0) —flr,—0) = %,

T v

R (v xg —0) —H(x +-0)

o jejiz ¢lenech vime, %e nezmizf jen tchdy, je-li v x, Cislo celistvé, ve kterémz
. 1 . .
pfipadé maj{ hodnotu e Potfebujeme tedy brati v dvahu pouze ¢leny

v=gq,2¢9 3¢ 4¢q, ..., jez daji hledany vysledek
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® 1 . s
f(xg+0)—f(x,—0) = ,EM‘T?’-:—:T“ x, :%.

Piedpokladdejme nynf, Ze se funkce ¢ (@) chovid pravideln& v jistém
plosném oboru &, prostoupeném osou realnou, a sice bud («...f) dsek
realné osy oboru & nélezejici. V témz oboru bude té%Z ¢ (@) funkci analy-
ticky pravidelnou. Je-li x irracionalnd hodnota vzatd z intervallu (e...f),
bude, jak vySe vyloZeno,

lim ¥, (,7) = v, (+,0) = /(%)
-}I:
pomyslnou &ast{ analytické runkce

liﬂ"; v {x+79) = ¢ (x),

J/ =

a tedy téz funkei analytickou, nasledovné spojitou.

Jeito jsme ukazali, Ze funkce f(x), dand fadou (4), neni spojitd, na-
razime na nemoZnost i musime zamitnouti domnénku, Ze by funkce ¢ (@)
chovala se nékde na ose realné pravidelné.

Na konec stdjtez zde jesté nékteré poznimky, které s pfedmétem
pfedchazejicim se nachazcji v Gzké souvislosti.
Pro funkci v, (x,y) obdrieli bychom pifmym dosazenim y =0 vyraz

o 1
5 3 [ g— -—_ 2 1 .
(3) ¥, (x,0) ’21 e log | 2sinvxmx |,
jeho prava strana konverguje na jisto, je-li x# éfslo irracionalné algebraické,
t. j. kofenem rovnice

g b a, gy b b4, =0,

Jejiz soucinitelé jsou éisla celistvd. Za to viak postrdda vieho smyslu pro
kazdé racionalné x, a z &sel ostatnich, transcendentnich, lze v kaidém
sebe uzsim intcrvallu nalézti takovd, pro n&% fada tato diverguje.

Nyni jesté poznamku o tadé (1). Uvedeme-li ji nejprve na tvar

V@)=Yt

2 .2
f‘i”,‘vn

a shrneme-li &leny se spolednou hodnotou g » = #, bude souéet pHslusnych
hodnot u patrné souétem viech déliteld &isla 7, toto &islo samo i jednotku
vtitaje; znamendme-li jej @, (#), obdrzfme tvar
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¥ (@) = 2—@,;,(,’:) g g = e oo

=1

je-li dovoleno v této rad&~ptejiti k mez(im pouhym dosazenim y =
obdrz{me

o @
wl(x,O);Z—;‘};—l)- sin 2 u xm,

1
a tedy dle (4) vysledek oviem nejisty

= L — A (vx)

(6) Z 2 = 2 B (”) — > ——sin2uxm,

vy 1 n -1

ktery nicméné vede k disledkim spravnym. Tak na ptiklad nisobme na
obou stranich differencidlem ¢—** 4 x a integrujmc od nully do nekone¢na:
i objevi se vztah spravny

B! 1 v . @, () 2am
(7) 2'1,_2(1_—_7__) Z n a® f4ntn?

e
"y n—1

4

Podobné obdriime z (6) prostou integrac{ rovnici spravnou

= Ni(wx) — 91‘(vx)—|——é—

p3

1N o)
(8) =3 21 3 COS 2nxm

1

Posnamendni. Uvahy pfedchazejicf jsou v podstaté zahrnuty v po-
smrtné publikaci Riemmannové »Fragmente iiber die Grenzfille der ellip-
tischen Modulfunctionen« (Riemannovy spisy, str. 453 druhého vydani).
Ponévadz fragmenty nebyly uréeny k uvefejnéni, nemtZe piekvapiti, Ze sc
v nich nachdzeji nékterd mens$i nedopatfeni; jest viak ziejmo, Ze vyrazy
na této cesté se namanuvii vyvolaly néktera mista rozpravy habilitaéni, a
rovné% vysviti, Ze Riemann mél v Gmyslu vysctfiti konvergenci vyrazi po-
dobnych pravé strané& rovnice (6). Pfedetné relace Riemannem v uvedenych
fragmentech vyvinuté vztahuji se k arithmetickym dkontim jako £(x), N (x)
a pod., kterouzto historicky zajimavou okolnost dluzno vytknouti vzhledem
ke znamym rozpravim Kroneckerovym uvefejnénym o vice neZ tficet rokt
pozdéji ve spisech Akademie Berlinské.
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