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ROCNIK IX. TRIDA IL ¢ISLO 8.

Poznamka z theorie funkci.
Podiva
M. Lerch.

{PfedloZeno 20. prosince 1899.)

1. Pfedpokladejme, Ze lze analytickou realnou funkci realné proménné
J (x), které se na viech mistech (realného) oboru (%, ... x,) délky x, —xo =/
chova pravidelng, rozvinouti v fadu trigonometrickou

(1) f@)=a+ ¥ (a,. cos 2V X L 4, sin M)
- / /
platnou v tomto oboru
(xp < x <)

Ptedpokladejme dale, ze fada (1) tak rychle konverguje, Ze té% ve-
Skery tady

2) Y o T (k=0,1,2,...))

r==1

jsou konvergentni; pak plati rovnice (1) téZ pro x = x, a pro x =z,
a déle obdrzi se veskery derivace f/*) (x) funkce f(x) pHmym differenco-
vanim fady (1) ¢len po élenu; odtud pak plynou rovnice

(3) S (#) =S (%), f (%) =S (%), S (%) =" (*),-...

z nichz vychazi, 2e Taylorovské rozvoje funkce f(x) platné v okoli bodl
Yo a x; majl stejné soucinitele. To jest, bude v jistém okoll bodu x, a ve
shodném s nim okolf bodu x, platit rovnice

S @) =P (x —x), resp. f(x) =P (x—x,).
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Je-li x v okolf bodu #,, bude x4/ v okolf bodu x,, tak¥e méme
souéasné

f@)=BE—2x), fir+)=Pr+/—x) =P —a,),
S@)=r(=419).

¢ili

Funkce f(x) mi tedy periodu / a musf se chovati pravideln& uvnitt
jistého pasu obsahujicfho osu realnou. Musi tedy existovati kladn4 veli-
¢ina o, tak %e pro veSkery hodnoty y obsazené mezi — ¢ a ¢ bude lze funkci
JS(x—7p) vyjadtiti fadou Laurentovou; ta viak musf splyvati pro y =0
s na§i fadou (1), a tedy bude

f(x —|— ZJ/) — +”_Zl(a” cos w + b” Sinzv_n('j + z'_y))’

t. j. fada (1) musi té% konvergovati pro jisté komplexni hodnoty pro-
ménné ..
Vysledek nas lze takto vyjadfiti:
»Rada trigonometrick4

Z(a,cos —|—b 2”;“),

kterou lze do nekone¢na postupné differencovati ¢len po élenu,
konverguje bud také pro jisté komplexn{ hodnoty (ve kterémito
pfipadé chovd se analyticky pravideln& poblize osy realné),
aneb konverguje pouze pro realné hodnoty x a v tom p#padé
mé nutné v kazdém oboru (x, ...z, + /) mista zvlatni.«

2. Znamenejme nyni

“4) My, My, Mg ,....My,....

fadu kladnych celistvych &fsel v pofadku rostoucim, kterd od jistého mista
poéinaje majf vidy uréitého spoleéného délitele, jenz se miZe stiti tak
velkym jak libo, za&neme-li od &fsel na misté dosti vzdaleném stojicich:

Realné konstanty
a,, a, ay,.
by, by, bgy....

budte tak voleny, aby veSkery fady

® NmVe F i (6=0,1,2,3,.. )
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konvergovaly, ale aby fada trigonometrické

(6) f(x):z(avcoszmvxﬂ—Fbysian,xu)

v=1

konvergovala jediné pro realné z.

I tvrdime, e funkce f(x) nen{ nikde analytickou, takze
nikdy nebude lze ji vyjadtiti fadou Taylorovou.

Pripustme, Ze opak plati, tak#e se funkce (6) chov4 pravideln& na
jistém tfeba jen Gzkém oboru realném (e... ). Ustanovme celistvé &islo p
tak, aby nejvétsf spolecny délitel &isel

Mp+1s Mpt 2, Mpt3,
1
f—ea
uvnitf oboru (a ... f) vytknouti obor (xo R R %), ve kterémi se

funkce f(x) chova tim spie pravidelné. Rozdélme nyni fadu (6) ve dvé
casti

; znamendme-li # zminéného délitele, bude lze

ptesahoval veli¢inu

2
S(x) :E(a,cosZm,xn—I—b,sin2m,xn),
y=1
S ()= (ay cos 2 my x @ + by sin 2 my x 7),
y=p+1

z nichz prvni jest funkce analyticka.
V ¢&asti drubhé budou podily

my
= =m,)/
n

Cisla celistvd, a zavedeme-li oznaden{

1
1=,
bude lze vyraz f, (x) pséti takto:
. \ 2m) xx . 2m/x=m
(7 fi(x) = Z (a, cos 7 —+ by sin 7 )

y=p+41

Dle supposice nemfife tato fada konvergovati pro %4dné opravdu
komplexn{ x, ale lze ji differencovati &len po é&lenu tolikrit za sebou, kolik
!ibo; zérove ale jest f; (x) rozdilem funkcf f(x) a S (x), jeZ na (x,...x, + )
JSou analyticky pravidelny, a tedy jest sama funkei analyticky pravidelnou.
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Tato okolnost se viak s pfedeslou nesna3f, ponévadZ tada (7) je zvlastnf
pfipad fady (1) v pfedeslém odstavci studované. Dospévie k odporu, musili
jsme vyjiti ze supposice nesprivné, a ta byla, Ze funkce f(x) se chovi
pravidelné v jistém oboru (e...f). Dokaizali jsme timto nepiimym zpd-
sobem, %e funkce dana fadou (6) se v Z4dném sebe men$im oboru pravi-
deln& chovati nemtze.

Takovou fadou, jako zde uvafovani funkce (6) jest fada

@

@) Z sZa”xn:'

1

v nfZ a znamena &slo celistvé vétsi jedné. Nebot pfedné ¢&isla m,, — a?,
v nichz v = p, majl spoleéného dilitele 2?, jenz se miiZe stati tak ve-
likym, jak si kdo pteje, zvétSime-li dostateéné &islo p; déle jsou viecky fady

=

Za

y-—1

)

konvergentn{, kdezto pro komplexni » Fada direrguje. Neb soudet
2cosk(x4-y) =Fir—n) f Almizty)
jest absolutn& véts{ neZ rozdil prostych hodnot séitanct
eV —e— Y,

V nasem pfipadé %2 — 2"z roste pies viecky meze, a tim pii y > O
stivad se ¢—% malym, takZe lze ¥ici, Ze plati

| cos2a*m(x+iy) | > 4277y > 0,

a ponévadZ fada

i any -
1

pti kladném y vidy diverguje,*) jest tvrzeni dokézano.

Trigonometrick4 tada (8) tedy funkci analytickou nenf, a¢koli veskery
jeji derivace jsou funkce veskrze koneéné a spojité. VyloZeny pravé vy-
sledek fady (8) se tykajici odlivodnil jsem jinym zplsobem ve svoji prici
Ueber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser Functionen
uvefejnéné ve 103. svazku Crelleova zurndlu. Pied tim byl Paul du

*) Jest patrn€ »! << »#, tedy obecny ¢&len

” 1
e2a"yn e2a”ya — g2a”ya—ulogn,

n! n»
a tu pro dosti velikd 7 exponent je velmi vehky a kladny.
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Bois-Reymond (Mathem. Annalen, sv. 22.) tusil existenci tohoto druhu
funkei, ale ptiklady, kterymi znamenity tento mathematik pokousel se doloZiti
svoje domnénf, uk4zaly se byti klamnymi, o &emZ &tendf nalezne blizéf
vyklad v na¥f rozpravé Ueber die analytische Natur einer von
P. du Bois-Reymond betrachteten Function (Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, VIII. roénik), po pipadé v jejl francouzském
ptekladu (Acta mathematica, sv. 22. str. 371).
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