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ROCNIK IX. TRIDA II. CisLo s.

0 novém druhu analytickych vyrazd, jez se vyskytuji
v theorii jistych integrala.
Sdili
M. Lerch.

(PfedloZeno 20. prosince 1899.)

1. Na konci svoji rozpravy »Z poétu integralniho«, zejména pak v roz-
pravé »Uvahy z poétu integrilnfho«*) a nejnovéji v &asopise Acta mathe-
matica **) zabyval jsem se integralem

x*dx

¢)) Lw,s,0) = (wé—{— 2wxcos%+x2)(1"|‘4’") ‘

O 8

Rady tam uvedené mély tu vlastnost, ze konvergovaly toliko pro kom-
plexni hodnoty veliciny 6, coZ se zdilo souviseti s vétou o nemoZnost
funkel s dvéma realnymi periodama, nalézajicima se v pomé&ru irracionalném.
Upravi-li se v8ak tyto fady zcela jednoduchou transformacf, zjednime si
vyrazy, jez konvergujl téZ pro realné hodnoty ¢, pokud s je komplexni,
ptedpoklads-li se kladnd realnd veli¢ina = v mezich (0... 1)

V prvni z uvedenych rozprav dokéizana zikladnf vlastnost funkce L,
a sice pro realné ¢ > 1; piSeme-li na dile L (s) na misté¢ L (=, s, ), vy-
jadEf se Fecena vlastnost rovnici

*) Rozprav & A. IL tFdy roénik V., &islo 23.
*#) Sur quelques intégrales définies ayant rapportsavec les fonctions elliptiques;
svazek 22.
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(2)  wsin ";'1 % . L (s) + sin ‘: L(s—]—l):—aﬁﬁ.

Abychom jf rozuméli, tteba Fe$iti otdzku, pro které hodnoty s inte-
grdl (1) konverguje. Jsou to patrn& hodnoty, jichZ realni ¢4st jest obsaZena
mezi —1 a 1 o; tyto hodnoty proménné s v geometrickém znazorn&nf
odpovidaji bodim nekone&ného pésu (—1....1 4 @), omezeného rovno-
b&tkami s osou pomyslnou vedenymi body —1 a 1} 6; v tomto pésu
chovd se funkce L (s) pravidelnd& a lze v ném umistiti celé kontinuum
bodt s, pro néz také s |+ 1 pHsludf do pésu.

Vztah (2) lze psati po délenf na sin S: . sin S—!;l x a po uiitl

vztahu
cot sz _ cot ul 1 T
1 _ c G
sin i . sin s+1 n sin1
G G ]
ve tvaru nisledujicim:
sin z sin Z
G ] 4 s+1
w — L)+ —————— L(s+1)+— cot %
¢ c
sin —— sins_l_ln @ +1)

_ n cot £
— o(w—+1) ¢

Nahradime-li na pravé stran& veli¢inu

1 3 w
—J—_i_—l vyrazem — 1 +1,
bude lze vysledek upraviti takto:
.
sin =5 x sw
w| —————— L(s)+ cot
sin 5% o(w-1) g
c
sin —
1 T ST
I n s+ _= sz
+ ES s+ 1)+ T D) cot — —= 5 cot—~;
c

znamename-li tedy



3) F)=—f L+ ,
( smT a(w-|-l) c

/
obdrifme vztah n4% ve tvaru

1 S

2% wF(s)-{—F(s—l—l)_Tcot—

o

Druh4 zékladn{ vlastnost funkce L spoéivala ve vztahu

. ST®
m w* —1sin

o LE)+Ls+o)= —,

sin —sins®
c

jenZz po zavedeni funkce F obdrif{ tvar rovn&% jednodusi(:

@ F(s)—F(s+o)= 20—,

Z rovnic (2*) a (4*) vyvodime nynf pHmo analytické vyjadtenf funkce F(s)
Ptedeviim kladme v rovnici (22) s —mza s, a nisobme — (— w)™;
v rovnici tak vzniklé

(—D)"—lwm—1F(s—m—1)— (—1)"w™ F(s — m)

T m—s
= (—1)mwm—1 v cot

poloime m —=1,2,3,...%n a seitéme vysledky; i vyjde
_ . 1 ¢ m T m—s
F(s)=(—1)w" F(s n)-|-;’§1(—w) = cot T

Rada na pravé strané stojicf bude konvergentni, jakmile s nenf re-
alné a je-li [ | < 1. Proto musf existovati téz

lim (— @) s —n) = 9 (),

i bude

©) =

2 (— w)™ cot ——

Dosadime-li tento vyraz do rovnice (2°*), obdriime
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(6°) wo(s)+o(s+1)=0;
dosadfme-li hodnotu (5) do rovnice (4*), ukéZe se vysledek
b _ y= 2wl
(6" PO —@l+0)=———r0,
z ného% méme kladouce s{-vo za s
n W +ra—1

‘P(-’—i—"g)—‘l’(‘"“mﬁ):ﬁm,

a odtud plyne seétenfim pro v =0,1,2,...2—1:

n—1

v()=9(+r)+}Y,

xS tro—1

sin(s4+vo)x ’

Pokud | w | < 1, bude lze pti kladném ¢ a pfi komplexnim s pro-
dlouziti fadu do nekoneéna, z &ehoZ plyne existence limity

lim @ (s + 2 6) = ¥ (s),
naceZ

(7) PE)=v6+)Y
»=- 0

xwsFre—1
sin(s+ve)x’

dosadime-li tento vyraz do rovnic (6%) a (6%), vyjde

® | ()~ (s-+1) =0,
| v(s)—¢(s+o)=0.

Z rovnic t&chto plyne

Y (s+1) v(s) _ ¥ (s+ o)
vis+1) T vl o vt

piedpoklada-li se, 2e ¥ jest od nully riizno. Funkce analytick4

v (s)
v (s)

m4 tedy dv& realné periody 1 a 6, a musi tedy pti irracionalném ¢
byti konstantou, takZfe bude
P(x) —ces”.

Rovnice (8) pak poskytnou

VI



(w+e)cerr=0, (*°—1)ce**=0;

je-li a=0, bude vi¢i podmince ¢ > O veli¢ina ¢*° — 1 od nully riznou
atedy ce*=0, t. j. ¢ =0, z ¢ehoz by nésledovalo 9 (x) = 0.

Je-li vdak @ =0, bude nutné w -+ ¢ —w -1 od nully rizno, jeito
jsme ptedpoklddali | w | < 1, a tedy musf op&t ¢—0.

Rovnice (8) tedy nelze splniti jinou jednozna&nou funkecf analytickou
nez ¥ (s) = 0; vid&i tomuto vysledku nabyviame z rovnic (7) a (5) hleda-
ného vyjadfeni funkce # ve tvaru

©

_= w'tre T 5 m m—s
©)  Fle= ;ﬂ;mﬂL ow ,"Zl‘—w) cot ———=

Vztah tento, jejz lze pséiti

.
w sin —
w 4

@D cot — -+

(9%) 7 sin o

wtre 1 v n m—
- Z o Sin(s+ no’)n—i_?mgl(—w) cot

L (w, s, 0)

doké4zan byl za podminek | = | < 1, ¢ > 1, z nich? druh4 pochizi odtud
%e zakladni vztah (2) byl odvozen pti jejf platnosti.

Ma-li integral (1) existovati, musi v celém integra&énfm oboru (0....0)
veli¢iny

14 a7, w’—|—-2'wxcos%—|—x’

byti od nully rizny; o prvé to zajiSténo tim, Ze & neni ryze pomyslné,
druh4 veli¢ina pak by zmizela pro hodnoty x tvaru

E2)

x=—we° ;

hodnoty o této rovnici pro realn4 kladnd x hovici jsou v ptipadé& realného
kladného w dany rovnict

1 1 x
——=—1log— =%
s =g7lgyThGR=21134%5...)

i dluzno vylou¢iti hodnoty ¢, pro nés tato mo#nost nastane. Ponévad# pi-

vodné bylo 0 < % < 1, dluzno pfedpokladati, Ze realni &4st veli¢iny %

z0st4v4 mezi —1 a 1.
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Proto jsme v nafem vzorci (9%) nuceni ptedpoklidati ¢ >1 (jeito
chceme miti ¢ realné), an by po pHpad& za nedodrienf této podminky
integrdl L znamenal zcela jinou funkci.

Pfi irracionalném & pouze jeden &len na pravé strané stane se ne-
koneénym pro s =0, a sice je to zaditedni &len » — O prvni Fady,; pfte-
vedme jej na levou stranu, a u vysledku

.

.,
w sin —

!‘

w ST
o (w+1) ot s+ sa LO)——psa

(9*) 1 % sin ——
ws+na 1 —_
- z(sxn(s+na)n+ (— )" cot%‘—n)

piejdéme k mezim pro s — 0; vyjde tak vzorec

___w sin 1 L' 0)— log w

- h Z(smg—:;za)n —I—%(—w)"‘ COtiE_S_”)’

pHi ¢emZ znamenano

(10)

logx dx
(w*+ 2w x cos %—}-x’)(l —+ x9)

L'0)=

Proti obyé&eji pfich4zejf na pravych strandch rovnic (9*) a (10) za
znamenfm souétu X dva ukazovatelé souétovi » a »; ma se tim naznaciti,
%e v prvnim é&lenu se mé4 klasti za # kaid4d z hodnot #—=1,2,3,... jen
jednou, podobné& ve ¢&lenu druhém za =, ale %e bude po pfipadé nutno
jisté &leny (m) spojiti s urditymi &leny (z), aby se mezni pfechod dal
provésti.

2. Nezli provedeme mezni pfechod na pravé stran& rovnice (10),
ukaime, Ze existuji veli¢iny irracionalné ¢ (> 1), pro néZ obé fady

1 ¢ mmn
— (— w)™ cot
ngl sinwexmr ' © Z: )" co ¢ '

které vzniknou z pravé strany (10) prostym dosazenim s = 0, jsou konver-

gentnf; a sice majf tuto vlastnost veskery realné velitiny algebraické o,

t. j. takové, které jsou kofeny rovnic algebraickych s celistvymi souéiniteli,
Bud na pf. ¢ realny kofen rovnice nepfevodné stupné x > 1,

o(x)=ayx*tax"Fax*4+...4a. =0,
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a budte oy, 0,,...0,_, ostatni koteny této rovnice. Vyraz

Ta(noc—my(no,—m)(nog—m)...n6,_1—m)
=aym*+a,m—ntaym2n"4....4a.n*

bude é&fslo celistvé kladné neb ziporné, ale od nully rlizné, znadi-li m, »
jakakoli &fsla celistvd; prostd hodnota jeho bude tedy nanejméné jednotkou
a z toho plyne nerovnost

(na—m).(al——’::—)(a, —% ....(o',,_,—%)

Je-li 6 — m — & malé veli¢ina, bude pti dosti velikém 7 vyraz

1 F] DR x—1
miti hodnotu

(rmot ) (=t 2). (oot 2),

kterd se velmi mélo li{f od velid¢iny

1

> -

x—1 "
a, n

1,
(=) (5 —0)... (oms —0) = £ = ¢/ ();
znamename-li jejf hodnotu
1.,
+ = [¢ () + 5],
o

bude tedy platit nerovnost

1

ne—m.| = ; : .
| ETy@Te A

Znamenadme-li pak & jakoukoli malou veli¢inu kladnou, ale stélou,
bude pro dosti velikdA #z velicina #; absolutn& mensi ne% & a tedy tim
spise *)

1

pfi ¢emz G znadi veli¢inu | ¢’ (0) | &

Neni-li pak veli¢éina 26— m velmi mal4, bude nerovnost (11) tim
spie splnéna, je-li jen ¢&fslo # dosti veliké.

Néasledovné bude lze ke kazdému algebraickému éfslu ¢ stupné x
ur¢iti konstantu G tak, %e pro viecka celistvd &fsla a2, #, z nichZ druhé =
pfevyuje uréitou mez, bude platit nerovnost (11.)

*) Viz o této vété Bachmann, Vorlesungen iber die Natur der Irrationalzahlen.
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Z nerovnosti té plyne téZ, je-li m — [n o+ %] celistvé &fslo veli¢ing
n 0 nejbliZe leiicf, Ze bude

I sinnox I > sinr;_l—,
a tedy budou é&lenové fady
wﬂﬂ
sinnox

od jistého mista poéinaje absolutné mensi neZ &lenové fady

2 w”ﬂ'
. 7 '
sin —=——
kterd za podminky w <1 konverguje, a sice stejné rychle jako fada

Z”x-lwua'

1

Tim doké4zéno, Ze za podminky |z | <1 prvd z nasich fad

-]
Y s
sinnom

n—=1

konverguje absolutné, znaéf-li ¢ &fslo algebraické irracionalné, a podobné
se to ukaie o fadé druhé:

1 -
— Y, (— w)™ cot
¢ le

mmn
PE

3. Je-li ¢ é&islo transcendentni, t. j. takové, Ze nehovi %4dné rovnici
algebraické s celistvymi souciniteli*), neni mi zndmo, muze-li také v tomto
pfipadé jedna neb druhd z nasich fad konvergovati. MlZeme vSak nalézti
transcendentni hodnoty &, pro n&% fady ty diverguji tim zpiisobem, Ze éle-
nové jich, pkisludnf k jisté fadé hodnot 7 rostou pfes vsecky meze.

Tuto vlastnost majf na ptiklad velig¢iny tvaru

a1
glh
*) Takymi jsou na pf. &isla ¢ a ». O prvnim to dokdzal p. Hermite ve své

slavné prici Sur la fonction exponentielle, jejiZ vysledky pfivedly Lindemanna
na dikaz transcendentnosti &isla =.

— 2] 2
(12) o=+ et g FeEs T
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ve kterych ¢, znaéf libovolné &slo celistvé, g celistvé kladné ¢&fslo vétdf
jedné a ¢,, ¢ ¢, ... €&sla z fady O, 1, 2,... g—1; pfi tom jsou dile
My, Bs, My, ... celistvd kladni &fsla uréend tak, aby platily nerovnosti:

,ll’—l —_— ,u.g—l - [4{—1
g > rfﬂn ' g > rgﬂl-l-”. H g > rgm_l_’u._"_i_"a y o oc ey
v nich 7,, 7;, 7, ... znaéi nekoneénou ¥adu kladnych ryzich zlomkd,

ubyvajicich do nekoneéna, t. j.

1>7>741, limzr,=0.

y=23x

Volime-li zde na pt#iklad

7” —__—g‘.“1+l‘! +...+n,
bude zbytek

o &1 Crt2 Cr+a
G=no—m= grr 41 T g1 Tl g2 +g"'+1+"v+2+”v+3 T

iadné veli¢ina, kteri jest men3i neZ

g 1
g‘u’+l —g”v—l- 1!

kteryzto zlomek dle uéinénych supposic jest mensi neZ veli¢ina

rg,u:+.u- +..oFn,
t. j. bude '
0L, <7
Nasledovné bude
| sinzor | =sind, n <7 =,

a tedy élen na3f fady pfisluiny k uvaZzované hodnoté »

w"°
sinnon

bude absolutng vétdi neZ velidina

1 (_w')
T 7, ’

kterd roste zirovetl s v pfes viecky meze. Hodnoty ¢ tvaru (12) vedou
tedy k fad4m divergentnim; totéz plati o veli¢inich &, jez z hodnot (12)
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10

vzniknou pfiétenfm racionalného é&isla s jmenovatelem g* (4 =1,2,3,4,...),
jak snadno se pfesvédiime.

4. Po této pifpravé pfistupme k stanoven! sdruzen{ &lenlt 7 a
ve vyrazu (10), o némZ uéinéna vySe zminka. Provedme sdruZeni to pro
soudet

(13) by (—sm”;T + (=) ‘:7 cot == ) -

Bud ¢ veli¢ina kladn4, je: nepfevySuje polovinu, jinak libovoln4;
¢fsla #, pro néZ absolutné nejmens{ zbytek velid¢iny =z ¢ ptevysuje neb rovni
se ¢, znamenejme z”; &isla #, pro né&Z plat{ opak, znamenejme »'.

Ke ka%?dému éfslu (kladnému a celistvému) »” pHsludl kladné celistvé
&slo »', tak aby rozdil #»'c —m' —# byl absolutné men3f veli¢iny g.
Touto podminkou jest souhrn part &isel celistvych a klad-
nych » a » 4plné& charakterisovan.

Zadné dva pary ¢&isel (#7, #') nemaiji jeden prvek spoleény. Neb je-li
déno #', jest m' jednoznaéné& ur&eno; naopak odpovidd danému »’ pouze
jedno #', a sice podminkou

m e
c "< R
Vylouéime-li z fady pfirozenych &fsel 1, 2, 3, ... vedkera é&isla

zbudou é&fsla, jeX znamenati chceme »’". Pro tato bude absolutné nejmensi

44

zbytek veli¢iny m— bud’ vétsi nez 0 , aneb bude roven tomuto &fslu,
Z definice ¢&isel »” a #n” plyne, Ze fady

wn”a 1 "
—_— E: w)™" cot
E sinn” ox ’ (—w)

n” m'’

konverguji absolutng, i zbyvd jen vySetfiti soucet part

’

(137) Z ( smw: on T w)m cot ’”6" )

Nahradime-li zde #’ ¢ jeho hodnotou #»’ |- #, bude

’

sin#’ ¢ # = (— 1) sin & =, cot = —cot —:— ,
a obecny élen souétu (13%) obdrif tvar
Y N 1 o )
(14) (— D)™ w ( prar 5 Sot—-).
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1

o
Ponévadz | z |< 0: , a > 1, bude dle vzorce
1
wcotumw ——— E ;,—_—F
veli¢ina
RIE B
o ox
absolutné men$i neZ
20
1w ¢
x Z a_ e’
0-2

kterdito veli¢ina je nezévisld na =/, »'.
Podobnou vlastnost ma rozdil

1 1

sin & x oxn

a tedy bude lze veli¢inu (14) psiti takto:

w—l

(1w (L= o),

kde ¢s jest obsazeno ve stilych mezich. Rada

Z (— 1)’"’ wm . (2}

konverguje absolutng, takté: fada

m’ /! w” - 1

D ___ i g
ponévad? veli¢inu ad lze psati ve tvaru w™ log w, 0 << '—a‘- <1.

2
Soucet (13) lze tedy rozloZiti ve tfi absolutn& konvergentni vyrazy

Z w”e —_t= E (— @)™ cot

sinn’6mn

+Z(m+<—”’)"":°°t )

Zbyva jesté dokazati, Ze mezni vyraz na pravé strané rovnice (10)
splyvad se souétem (13). Pfi tom ptedpoklédime, %e velidina s je ryze po-
mysln4 a kladn4, i znamenadme ji 7§ Bude pak dle znimé véty Darbouxovy

(13%)

VL
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reg—ro=t.0ru), ({24,

platit nerovnost

" o+iE w"e
sn(# 6 :8a  sinA ox
. log w mwcos(n' o+i§)x
b |l xcootitye ]
§.0w sin(n’"o-+:§)n sin?(n’6}+i§)n

pomocf této a na zdkladé nerovnost

| sin(#’ 6+ iE)m | > |sinn’ox|.cosifm

| cos(n” 6-}i§)m | <cosié =x

shleddme, %e bude rozdil

. w"”ﬂ+i§ w""“
Z_s—i;(n” ctif)m Z sinn’ ox

absolutné mens{ neZ velidina

Z ( logu !_I_ T )
cosz.§1 | sinv’on sinfn’cn /’

n??

&imz dokézano, Ze

lim 2w o+ § . z 20"
E=0 sin(n’ 64 if)m ~ 4l sinn’oxm

Podobné se dokaZe platnost vzorce

llm Z (— @)™ cot ———— = = Z( w)™” cot

takZe zbyvad jen vySetfiti limitu vyrazu

w o ti§ w1 m —iE
2(sm(n 6+z§)n+( w)" 5 ot o ”)

K tomu cili ndm pod4 zminénd véta Darbouxova

wvot5§ w1 m — i
(sin(n’a’—}—z'é‘):t (=) _o'-mt —n)
_( smu: ;u +(= w)m' cot ) =£09 ()

|9|<1,0<EI<E,

(15)

VI



13

pfi ¢emZ znamenino

e W Ot § log w wcos(Wo+if)=
9 () =wor e'(sin(n'd—i—ifl)u - sin’(n’a—l-ié;u_)
m'_z__ 1 PN
T o sin’—m’;t—gl_ '
m' 9

Tu jest pak jako vyse »' ¢ = ' | 8, - = n — - tedy

_ Pt log w __ mcos(#1i§)=x
P (&) = (=) e €'+1"( sin(#-+7§)= sin’(ﬂ—l—-z‘fll)n' )
_ln.’ m’ T _
+( ) “ stinziﬂ‘_ﬂ
c

Volime-li veli¢inu g, kterd slouzila k stanoveni pard =/, #', dosti
malou, bude nam lze u¢initi & -} 7§, absolutn&é men3f ne% jistd veli¢ina
mal4. Pak bude

1 —
an (P i) 7 —(a+z§,)z+‘4
weos(+if)m 1 LB
sinf(@+:7§)x ~— (47§)in

1

n
Btk @FiEre T
g

o? sin
pti demz A, B, C znaéi veliiny nachézejici se ve stalych mezich. Obdrime
tak pro nasi veli¢inu ¢ (§,) vyraz

¢ (&) = (— )" w" [w?t*& (Alogw — B) (]

n/ .9+§
+ (=1 {“"’“ﬁl log - }

e = RS ey
Vyraz obsaZeny v zavorce {} po dosazeni hodnoty

wib =14+ (@4 i) logw+ D. (& + i),

kde D ztistdva v koneénych mezich, obdr#i tvar mD,, kterdito veli¢ina
zlistdv4 ve stalych mezich, a tedy

? (6) = (— 1) w™ [w?+ (dlogw — B)+ C+ D,];
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Tato veliinz jest absolutné men3f neZ jistd konstanta nisobens =™,
a je tedy ¢lenem tady absolutné konvergentni. Odtud je zfejmo, Ze téz
soudet vyrazh (15) soucasné s £ blizi se nulle, a Ze tedy plati

wotig 1w —if
ElﬂZ(sm(:zuo'—l—zf)z—l_( W tmTz”)
=Y (Gt et 2

sinz#' 6xn

Tim dok4zéno, Ze pravé strana rovnice (10) m4 za hodnotu souéet (13).
Nésledovné mame rovnici

cw . =® log x d x _ logw
(w2+zwxcosl+x=)(1+xa) 4

N N k)

sinzex 6>1,;
ma=1234,...

(16) |

ze které je ziejmo, Ze n4$§ soudet (13) jest funkci analytickou realné pro-
ménné o.

Prava strana rovnice (16) lisi se ode viech druht vyrazli v analysi
dosud uZfvanych. Jednak postridda smyslu pro viecka racionalni o, tedy
pro soustavu hodnot v3ehusté rozloZenych, jednak pfejde aspofi za jistych
rovné? vSehusté rozloZenych hodnot transcendentnich v uréitou hodnotu
jen pfi vhodném sdruZeni ukazovatelh » a », a zplsob tohoto sdruZeni
zavisi na hodnoté a na povaze arithmetické proménné g.

Avsak vzdor tomu, Ze zevnéjsi tvar a sestaveni vyrazu do tak znaéné
miry z4visf na arithmetické povaze argumentu, jest vnitinf ana-
lytickd povaha jeho hodnoty zcela jednoduchou.

RovnéZ co se tkne proménné w naréiime zde na pfekvapujicf zvlast-
nosti. Je-li ¢ algebraické &islo irracionalné, je pravé strana (16) souétem dvou
mocninovych fad, z nichZ jedna obsahuje celistvé mocnosti veli¢iny w,
druhad celistvé mocnosti veli¢iny =”; je-li vSak ¢ transcendentni veli¢ina
jistého druhu, ztrdc{ se tu povaha (od sebe neodvislych) fad mocninovych
Uplné; obé& fady dostavaji se do z4vislosti, ve které jednotlivé ¢leny za-
chovaji sice povahu mocnin, ale ¥ady o sob& vzaty diverguji.

Vysettime jest& pravou stranu rovnice (10) pro ptipad racionalného o,

aby se poznalo, jaky vyraz dopliiuje pravou stranu na uplnou definici
funkce.

Dani hodnota ¢ budiz
6= %, (@>1)

VI
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kde p, ¢ jsou celistvd kladni ¢&isla nesoudélné.

V tadich
N ws+'|0 1 ® - m— s
Py e i G

stane se nekone¢né mnoho &lend nekoneé¢né velikymi pro s = 0. Jsou to
&leny, jez phislusejl hodnotdm #» —g¢, 2¢, 3¢,... resp. m=p,2p,3p,...

Vylou¢ime-li je, zbudou é&lenové, jeZz jsou funkce pravidelné na misté
s =0, a jeZ tam maji hodnotu

’ w"e 1 mmn
Z ( sinndm —|——?(—w) cot
pfi ¢emZ v souétu se podrif pouze ¢lenové koneénf, t. j. smysli nepo-
stradajici.
Soucet vynechanych élent sestivd z vyrazl

Q

+rs — w)?
Z(—l)"fu.f — .1 . (—w)?. w
- sinszn sins @ 1—(—w)?
a
_ay ST _ 4 o 457 (—w)
?2( w)+? cot 7~ 2 . cot 7 I—(—w)

takZe soucet bude

w g gsm (— w)?
sinsx ? - cot ? 1—(—w)

Vyraz tento se na mifst¢ s =0 chov4 taktéf pravideln& a m4 tam
hodnotu

log w (— w)?
x 11— (—w)?
Odtud plyne, Ze rovnice (16) plat{ té% pro racionalni 6:%,

podrZi-li se na pravé strané& pouze ¢lenové koneéni, a pti-
poji-li se k vysledku vyraz

(—w)? logw
l1—(—w)? ~ =«
jinymi slovy: Pro racionalné hodnoty ¢ = —I;— > 1 bude dluino pravou

stranu rovnice (16) nahraditi vyrazem

VL
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kZd

(—w)? log w w ?
1— (—w)? + ,21 in nﬁ_n—

q

(164

9 m maqx

p 2: (— w)™ cot 2

pfi ¢emZ &arky u znameni souétu znamenajf, %Ze dluino vynechati &leny
nekoneéné.

Z vysledku tohoto je zfejmo, jak se tu vyjima chovanf funkce w
definované rovnici (16). Pro racionaln4 ¢ ztrici se povaha pravé strany
jako sou¢tu mocninovych fad na dobro, a pfipojuji se ¢lenové logarith-
micti, jichZ soucet jest

(— w)? log w
1 — (—w)? t 2

Netfeba pfipominati, Ze lze ob& fady (16%) vyjadiiti ve tvaru zakon-
¢eném, coi koneéné patrno také z integrilu (16) pifmo. Cenné&jdf jest po-
znamenati, Ze lze vyraz (16*) té% vyvinouti z obecného (16), klade-li se

c= ? —+ £, pti ¢em2z £ znadi nekoneéné ubyvajfci hodnotu irracionalnou.

5. Soudet na pravé stran& rovnice (16) didvd podnét ke studiu no-
vého druhu vyraz@i analytickych, které na rozdil od fad obyé&ejnych na-
zyvdm dvojicemi fad. Jsou to tfi typy souétd, a sice

\'\{f(nﬁ)cotndn—}-f(m)% cot _m_n:}’

) . 1
{ S—l{')(::z +( 1) f(m)—o,‘cot }
" ( 6) m)
) A ]
Gsm—a-

Funkce f(x) ma tu hové&ti podmince, aby fady

Yrw+o) Brwto

»—1 n=1

sestrojené z hodnot funkce f(x) a jeji derivace f’(x) konvergovaly ab-
solutné a to pfi kazdé fadé hodnot veli¢in #,, &, &, ..., vzatych z me-

(=73)
zery (——5---3)

Konvergujf-li mimo to fady



=

Ywsnt9)

1
pro a =x —1, budou naSe souéty slozeny ze dvou fad konvergentnich,
jakmile 6 znaéf algebraické é&fslo stupné = x. Takovymi jsou na p¥. dvo-
jice sestrojené pomocf funkce

1
0= Gy

O udanych dvojicich fad lze dokazati, Z¢ definuji spojité funkce pro-
ménné o6, byla-li za zdklad vzata spojitd funkce f(x) [kterdfto podminka
jest ostatn& nutna k existenci derivace f’ (x)] a neni nesnadno nalézti hod-
notu, jiZ tato spojitd funkce nabyvid na mistech racionalnych.

Tak na ptf. nalezneme, Ze funkce definovani dvojici

mmn
g

Z{f(na)cotno’n.--i——i_-f(m)cot :, (m,n=1,23,..))

prc racionalné hodnoty ¢ — f— obdrzi hodnotu

71—21f’(vﬁ)+,.21’f( ”qp )cot n;ﬂn +—1‘"l—...2:f(m) cot __mzn: ,

pii &emz v souétech 2’ dluzno vynechati &leny nekoneéné, pksluné k hod-
notdm»7—=¢,2¢,3¢,....;m—p,29,3 p,.... Co se tkne theorie téchto veli¢in,
dluzno vyc¢kati, aZ ndm analyticka prakse poskytne dostateény fond zkuse-
nosti, aby se vé&délo, v jakém sméru se tu tfeba ubirati, mé&-li se dospéti
k vysledkim nejen spravnym, ale také uziteénym. Prozatim posta& poukai-
zati k ¢etnym i pfekvapujicim zvl4stnostem, jakymi se honosf{ pi{pad zvlastnf
(16), a vzpomeneme-li si, jakého druhu Gvahy k jeho odvozeni vedly, mlizeme
s odlivodnénou pfedtuchou o¢ekivati podobného druhu a snad jest€ mnohem
zajimavéjsf i cenné&jsf vysledky od studia oné&ch funkcf, které majice k rovno-
béinfku period 1 a ¢ vztahy jednoduché a tedy s funkcemi elliptickymi
souvisejice, zachovaji na rozdil od téchto pravidelnou povahu analytickou
i vig&i realnym hodnotdm komplexn{ proménné o.
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