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ROCNIK IX. TRIDA 1II. ¢isLo 7.

Doplnék k nauce o fadach Fourierovych.
Sdili
M. Lerch.

PtedloZeno dne 20. prosince 1899.

Jednim z nejznamenitéji{ch vyzkuma theorie funkci realné proménné
jest bez odporu véra Fourierem pronesend a Lejeune-Dirichletemn dokazani,
ze kaidou funkci f(x) realné proménné x, kterd v intervallu (0... 1) ma
jen koneény pocet obratl (maxima a minima) a jest v ném koneénou
a nanejvy$ s vyjimkou kone¢ného podtu mist spojitou, lze vyjadfiti fadou
trigonometrickou

f(:\r):%—ao—i—(a1 cos2xm-L 6, sin2xx) - (2, cos 4 xx + &, sin 4 x x)

+ (23 cos 6 x4 by sin6xm) 4 ...,
ni # soudinitelé jsou dani rovnicemi

1 1
a,:25f(x)0052vxua’x, b,:25f(x)sin2uxndr;
0

v

fada ta za podminek uvedenych konverguje v celém intervallu i na mezich
jeho, a soucet jeji se v bodech x, ve kterych funkce f(x) je spojitou,
rovnd f(x), a v bodech, kde f(x) je pfetrZitou, jest souet fady roven
vyrazu

flx+0+f(x—=0
2 ]

koncéné na obou koncich x =0 a x =1 jest hodnota fady stejnd a znf

SO +£(1)
5 :
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Dirichletovy podminky byly postupem &asu pozménény na prospéch
vétsi obecnosti véty;*) zejména vytéeno budiz, Ze ze zndmych studii Pois-
sonovych**) vyplyvd, %e pti jakékoli funkci, schopné integrace, f(x),
tada Fourierova bude se rovnati f(x), je-li funkce tato na pfislusném
misté x spojitou a je-li fada konvergentni na tomto misté. Vysledky Pois-
sonovy, uvefejnéné Sest rokd pted Dirichletovymi, mohou tyto dplné na-
hraditi, pokud jde o rozvoje jednotlivych funkcf specialnych, i jest dokonce
applikace vety Poissonovy pohodingjs{ vzhledem k nepatrnému poétu pod-
minek, jez se v ni vyskytuji.

Radu Fourierovu povazovati lze za souéet dvou fad

—

H

P \x) = 5 a, f-a,cos2xm-f-a,cosdxnm+a,cosb6arm- ...,

V(x) =4 sin2x 7 -bysindxx+4,sin6xa - ,

oviem pouze formalné; spravné to bude teprvé po dokazané konvergenci
jejich. Aby tyto fady konvergovaly, je nutno i dostacitelno, aby konvergo-
valy fady Fourierovy pro x» a pro 1 —x; pak se obdrii jako hodnota
velic¢iny
F@) 4-F(1—x)
2

fada kosinusovd ¢ (x), a jako hodnota veli¢iny

f)—fA—ax
2

fada sinusova ¢ (x).
Zavedou-li se jesté zaporné piipony u soudiniteld a, a 4., a sice

a_,=a,, b_, = —b., by =0,

bude lze fadu Fourierovu psiti ve tvaru

N \ ) . )
fx) = 5 ’llm Z (a,cos2vxm-+b,sin2vam)

1T s —m

a dosadime-li sem

‘,2:'.1'1;1' I (,—2;-1.1 7 (,21-1.1/'_ (,—21-.1'.11’

27 !

cos2vaxm = —,sin2vxna =

2

obdrzime

*) Literatura pfedmétu a zirovefi jakési resum¢ dosavadnich vysledkd obsaZena
jest v cenné prici T. Brodénové »Ueber das Dirichlet’'sche Integrale ‘Math. Ann.

sv. 52).
**) Journal de I'Ecole Polytechnique, t. 12, cahier 19, p. 404; 1823.
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a,cos2vaxm+ b, sin2vam = % (a, — b,7) e27=ms
+ % (a—, —b_, i) e ~2v=as
a tedy
1 J(x) = lim Z c e2rEL
pfi ¢emZ znamenano T

a, — b, z_

2

¢, =

Veli¢ina tato ma viak hodnotu
1

6 = Sf(x) (cos2vxx —isin2vxn)dx
0
&ili

(2) 6= \f(2)e-2r=r gz’
}

Rovnice (1) a (2) vespolek tvofi pomyslny tvar tady Fourierovy.
Mnoho vyrazli v analysi se vyskytujicich m& podobu rovnice (1), t. j.

”

im Y, A,

fl;cl:v —n

i lze je nékdy pséati ve tvaru nekoneéné fady

S 4

okolnost ta viak nenastane vidycky, jak nds o tom pouéuje limita

lim _
n—= T, X + v

jejiz hodncta jest m cot x #, a pro kterou ptisluini fada

oo

1
Paay

Jest divergentni.
Nasim tkolem jest vy3ettiti, za jakych podminck bude lze rovnici (1)
bsiti ve tvaru

VIL 1*
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3 f)= Y aerrm, 0<x< 1)

P —@

pii ¢emi soudinitelé ¢, jsou déni vzorcem (2). Jinymi slovy, bud= ndm vy-
Setfiti podminku, za které obé& fady

d —1
A — 2 ¢y e27::u', B: Z c, t,2vx:u'
0 —®

konverguji. PonévadZ veli¢iny ¢, a ¢_, jsou sdruZeny, sestdvaji tady
A-—c¢, a B ze ¢lend komplexn& sdruienych, a konverguji neb diverguji
soucasné, takZe staci studovati pouze fadu A.

Tato sestiva z ¢asti realné

o0
1
7E(a,c052vxn—}—b, sin 2 v x 7),

1 . . .
kterd aZ na stilou 7 % jest polovici fady Fourierovy, dale z ¢&asti po-

myslné

oo
4) %E(n,sinZurz—b,cosZurn)
1

(kterd se s pomyslnou ¢asti fady B rudi, a) kterd ukazuje, ze tada (3) jest
atvar v podstaté novy, nebot fada (4) jest utvar problému Fourierovu cizi,
a o jeji konvergenci studie dosavadni nedavaji zddné odpovédi. Jak z avah
nasledujicich vyplyne, dluzno a priori pfipustiti mozZnost piipadu, v némz
tada Fourierova konverguje, a fada (4) nikoli; tim neni vylou¢eno, jak pfi
nyné&jsim stupni znalosti funkci ptirozeno, Ze ve viech ndm zndmych Fouri-
erovych fadich vyraz (4) jest vidy téZ konvergentnim; pravé naopak bylo
by velikym pokrokem v této partii theorie funkci, kdyby se skute¢né po-
datilo sestrojiti funkci, pro niZ by fada (1) konvergovala a tada (4) byla
divergentni.

Znamenajice jako vyse
1
@ o= {r@ermas,
0
utvofme souclet

(5) S, = Z Cy €277,
ry==0

v némz zna¢i x veli¢inu realnou obsa’enou mezi nulou a jednotkou. Na-,
hradime-li v ném ¢, integrilem (2), obdrZime nejprvé
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S, = Sf(z) dz Z f2r@—a)ns

=0

a odtud koneéné

1
. 1 sin(n+1)(z—x)w+sin(z—x)x
(5% S"—7§f(z) sin(s—x)x @
z'1 s Cos(2n+1)(z—x)m—cos(z—x)m_
_1__2_§f(") sin (z — x) % z.

Tento vyraz pfi oznaéeni

sinw (z—x) =
sin(z—x) =

T:Slf(z) dz,

(6)

1
. cosw(z—x)m—cos(s—x)=m
U_§f(z) sin(z —x)=m dz

oodrif tvar

(5 Se =g ot g T+ o0 w=2n+1),

a tedy staé¢i uvazovati veliciny 7 a U pfi nekoneéné rostoucim w.
Substitucf x 4 2z za s lze integraly (6) uvésti na tvar

1—=x 1—x
sihwzn COSwWwEZmM—cCcoss

(6) T:Sf(x—{——z)———dz, U:S_f(x—{—z) dz.

sinsx sinzx

Znamenejme nyn{

(7) fle+2—=fx =)

a nahradme v rovnicich (6*) funkci f(x + 5) vyrazem f(x)+ @ (2); zna-
mendme-li pak

1—=x 1—x

¢ sinw s n
® r={e@ G e v={s0

—r —x

COSWSTM—COST T
sinsxn

dsz,

budou vysledky zniti

1—=x

IT=T7T+/(=) S

- r

sinwzx
sins 7
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l1—2x

. COSW SN — COS 2T
UZUl‘?‘/(x)S - '

- dz.
sinzxm
-—T

Abychom integrily na pravych stranidch ptichézejici vycislili, appli-
kujme uvahy pfedchazejici na zvlastni ptipad f(2) = 1.

V tom pfipadé méme
6 =1,¢6=0 (v=0),
a souget S, bude miti hodnotu jedna, takZe z rovnice (5%) obdriime

1 1 z . L

a uzijeme-li rovnic (62), vyjde konecné

1—=x 1—=x
sinwz T COSWSM—COSZ T
—_—dz= 1, - : dz — 0,
sinzm sinzm
—_x —_X

pokud oviem tw méi tvar 2x-+1. Nésledkem téchto vzorc posledni naSe
vystedky obdrzi tvar

©) T=T,+f(, U=10
Bude tedy nasim ukolem vy3ettiti, zda existuji limity

lim 73, lim U, ;

w=c=

omezime se na piipad, kdy funkce f(2) je spojitd na uvazovaném misté x;
v tomto bude téz funkce

¢ () =f(x+2)—f(x)
spojitou na misté 2 =0 a bude ¢ (0) = 0.

Déle uzijeme okolnosti, Ze funkce

————=90)

sinzsx@ s

jest veli¢ina uvnitf oboru (—1....1) kone¢n4 a spojits, i udélime nasim
integrdlim 7, a U, tvar:
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1—=x 1—x
(10) 125 (2) sin®w 7 d:—l—Stp(z)‘B(z)smwzndz
déle
1:.1' ~
Ul:S @ (5) cswzr S )P (s)coswzmdzs
(10%) o =

,,)a’z;

pii tomto tvaru vzorcl viecka obtiz problému spo¢ivd na prvych ¢&lenech
pravych stran. Ponévadz patrné

1—=x
sinwsw
S«»()—ds
(11%) —x
1—x x
sin w 5 sinwzx
Tromuze (g e,
0 0
a podobné
1—x
coswsm—1
qu() = dz
(11%) e
1—x x
coswem—1 coswsa—1
R R A R L
0 0

pfeveden problém na stanoveni krajnich hodnot vyrazd

a

sinwszsm

12) X:‘\ (~)——d:, Y=

U]

P (2) d sz,

-

a
S coswsm—1
0

pfislusnych k nekoneéné rostoucim hodnotim w, pfi €emZ @& mi jednu
z hodnot x a 1—x, a tedy jest 0 <<a <1. Pfi tom netieba, aby w
bylo lichym ¢islem celistvym, jak ihned se ukaZe, a budeme proto voliti
W zcela obecné.

Zavedme v integralech (12) % na misté z, i obdriime

w aw

(12%) Y — S‘P sin s« sins® o Y:\(p(ﬁi) coszm—1 is
0

2



O funkci ¢ (2) chceme pfedpokladati, Ze jest v celém oboru (0....a)
koneénou; Ze je té% schopna integrace, bylo pfedpoklidino micky, neb
jinak by integrily naSe neexistovaly.

Bud nyni » celistvé ¢&islo z4vislé na zw tim zplsobem, Z%e rozdil
1
aw—n— — zistdvd kladnym a koneénym pro nekoneéné rostouci w;

2
pak budou patrné integraly

aw .
z sinsn coszm—1
ol — — = -—dz
w £ w
”

n-{—?

absolutn® mendi nez jisty stily ndsobek horni meze veliéiny @ () dé&lené
na w, a tedy bude

(a) limg ( )Mzt’,szo llmgcp(z)w—_—ld:_—_o.
w— w0 o= w z
n 1
u—l-?

Znamenejme dale literou » celistvé kladné ¢islo koneé¢né, na 7w ne-
zévislé; pak budouu integrély
1
m+7

w
5 sinzx bl
Z)smer g, (
Stp( w ) 5 ' P\
0 0

absolutné mensi nez jistd veli¢ina stald, nasobend horni mezi veliéiny P (%)

mt g
Ponévadz ale Ii v intervallu (O A A 2) jest mend{ nez -T bude
.

ds

) cossnm — 1

~

tato veli¢ina ¢ :_: a zdroven jeji mez tak mald, jak libo, je-li v dosti veliké,

a nisledovné opét

m

th ( )smz:r dz=0,
w

(b) il

]lm g (’) cossm—1 ds—0,

Z rovnic (a) a (b) vychazi, Ze integraly (12) pro w — o stejné meze
majf jako integraly

VIl



" "tz
5 inz g —1
3 X = ( ) sinzm _ (z) coszx .
(13) ! S(P w z iz 1 *\ % z a
m 1
m-]——z-

a ponévadZ u druhého z téchto integrald dolni mez integraén{ neni nulla
mozno jej rozstépiti ve dva

(13%) “Ww=z2-7
kde
n-{-%
(13" z= S(p EARELIPR
"t
a dile
"+% T
. _ z\ ds -
(139 7= Sq,(.z;) &N
m+%

Znamena-li nam 7 jakoukoli kladnou konstantu, bude se integr:’al 7
lisiti od nésledujictho

s dz az
14 (——) —Z. = 5) —— —
(14) Sq) ) & qu(} - #

o veli¢inu zarovefi s % nekoneéné malou; nisledkem toho bude dle (132)
(15) lim ¥, =Ilim (Z — 7).
Integral X, rozdélme nyn{ dle schematu
" ”21 1
=X )

a v obecném ¢lenu polozme s+ v za z; tak obdrzime

,l n—l (p(———ztv >
Xl_\sm :vrdz (—1) ”_*L_v ,

kteryito vysledek ]ze psati

VIL
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(16%)
1 (p<z+2y q)(z—}—Zp—l_)
. 1 w 1 w ‘
0 7{ MY 0 %<.,L:<% v
Udé¢lime-li nyni integralu Z tvar
” 1
A QPR ) |
2 sinzm
Z— - .\Ql w —_/ z; 177 d‘_”
’ Ty

mozno s nim podobné& naloziti jako s integralem .Y, ¢lmz obdriime

)

(16b) ) 1- | 1
S2u - & z 28— &

l 1 ¢ ( w 2_) 1 4 ( w -

Z=—\singmwdz{— Z 1 —— ¥ T
W ” z—'—2u-{——- wm - n ~+2 -

¢ dSM<y 0" 2 z<r=y T "7 2

w w
. 7 . .
Ptedpokladé-li se, ze funkce q)t() jest schopna integrace vychazejici

z mista z =0, t. j. existuje-li integral
5

;

¢ ()
¢

¢,

bude kazdy ze &tyf vyrazd, jez ptichdzeji v zdvorkach {} na pravé strané

rovnic (16®) a (16%), na pf.

(=)
Loy IV w
ZL' m n z + 2 t"
p<e<d Tw

miti za krajni hodnotu integral

1\ 9@

- dat

2) ¢ !

0

a pravé strany rovnic (16*) a (16°) budou pro velikd w velmi malé veli-

¢iny. Néasledovné bude
1

w

lim .X; = O,

w-—w

a z rovnice (15) vychézi dle toho

VIL

imZ=20,




11

lim Y, =—1i

w =@ w=em

®(2) ‘i: :Stp(z) dzz,

g}\!/jn

t. j. vratime-li se k integralam (12)

(17) lim X=0, limY—=—

w T w = ¢

Py a
|
®
IS
B

Rovnice prvn{ mizZe byti splnéna téz pro funkce, pro které integril

S(P(t)#

[

neexistuje, kdeZto rovnice druha, funkce Y se tykajici, existenci tohoto
integralu vyZaduje, a tedy konvergenci jeho daleko silnéj$f podminky uklida
nez konvergence integralu prvniho. Z rovnice (17) snadno nyni stanovime
krajni hodnoty veli¢in (112) a (11P), a sice vyjde

1—=x
. sinwzn
l’"-;nm S\(p (Z)—Td:{:o, dé.le
1_—-x.r
(18%) lim Scp(z) cos ”’fn"“l dz
I_—II x
1 o dz 1 dz
——;Sw(Z) - —I—;-Sw(—») o
0 0
¢ili
1—=x 1—r
. sa—1 4 dz
18b ; CoOSwW s X _ o 22
(18%) JTLSMZ) ST (p()z:t

—_x

Ponévadz funkce ¢ (z) P (2) je schopni integrace, plyne z resultatd
nadich, ze

1—x

lim S ) P(e)sinwsads=0,
1

lim S o(2)P(z)coswsmdz=0,

-—_T

nasledkem é&ehoZ rovnice (10°) a (10°) poskytnou

VIIL
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lim 7, =0,
T 1 1—x
lim U, = — S (p(s)ﬁ—l— S cp(z)(—l——cotzﬂ)zn,
2= zm cw
&li po redukei 7 -
1 —2
lim U, = — S ¢ (s)cotzmds;

X

z rovnic (9) plyne dile, uzije-li se poslednich vysledkd,

(19) lim 7= /()
(20) a)limm(/:.—Sl[f(:z)—f(x)]cot(z—x):rafz.

Z rovnice (5°) mame nyn{ dusledek, ze krajni hodnota

lim S,

2 — o

existuje a mad hodnotu
1

Lot 30—\ @ —swiet —uas

je-li funkce f(z) na misté¢ 5= x spojitou, na ostatnich mistech aspori
koneénou a integrace schopnou, a existuje-li mimo to integral

1

g f(S) _-f(x) d=.
. z—x

Milzeme tudiz pronésti nasledujfci vetu:
Je-li funkce f(2) na oboru (0...1) kone¢na a schopna
integrace, a existuji-li uvnitf tohoto oboru hodnoty s = x, na
nichZ je funkce spojitou tim zpfsobem, Ze integral

1

Sf_(z)__f ﬂ d=
g—X

existuje, bude fada

@
2 c,,c””""

v =4

VIL
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pomoci soucinitell

¢, = Sf(z) e—ivErid g
0

utvofend pro fec¢ené hodnoty x konvergentni a bude miti za
soucget veli¢inu f(x). Jeji €astka

-

Ecvlex'r:

v 0

ma pak hodnotu
1

sty =g \Fe—s @t ¢ - uas

Véta bude platit téz pro x =0 neb pro x =1, jeli £(0) =/(1),
a existuji-li integrély

S_/lz)—fto)_ ds \‘.f(l—z)—f(m .

=~

0 0

Vratme se nyni k rovnicim (62), pfedpokladajice, ze funkce f(z) nenf
spojiton na misté x, nybr# Ze znidmé symboly Dirichletovy

f(x+0)aflx—0)

sice definuj{ veli¢iny urcité, ale vespolek riizné, i zabyvejme se toliko veli-
¢inou . Pro tuto obdriime rozkladem

1 .
COSWZM—COSZT
U= x—+ s - dz
S (& 42) sinzx
0
X
COSTW ST —COSZT
- x— 5 - ds
Sf( ) sin z o

0

i bude nam tfeba uziti dvou funkci

9, (5) =S (¥ +2) — f (x4 0),
Pylz) =f(x —5) —f(x —0),

i€z obé jsou na mist¢ : =0 spojité a maji v ném hodnotu nullu. Ob-
drzime tak

VIL
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1—ux

COSw ZM —COS 57
U= S‘tpl(z) d s

sinz n

CoOswzsmw—coscm

_§¢2(3) ds
o

sinsx

1

+/f(x+0)

X

COSTWSIT—COSST

sinsx

St |
_Q
[y

v =

—f(x——O), coswsm —cossmw

sinsx

[
0

Blizi-li se prvni dva integrily s nckoneén& rostoucim w hodnotdm
koneénym, neplati to o dvou integralech zbyvajicich; nebof z identity

(w=2n+41)

n
COSTW ST - COSST .
- = —2 Zstvsn
sinsx
r 1
plyne
(4
N n
COST 5 ¥ —COS S g E cos2vrax 2 1
T £= — —_
sinsx vw v '
0 r.o -1 r—1
a tedy bude 1—-r

COSwWwsm—cCcoScnm

f(x+0)S dz

sinz
0

x

COSswsm—Cossm

—,f(x—o).\a dz

sin 5w
= S0 — S -0y ——,

, l'un:

Sl L 0)—fix—0)] Y SoSEvET

[ L 4

kterdzto veli¢ina s rostoucim # vzdaluje se do nekoneéna s urditym znamenim.
Proto zde o existenci limity veliéiny 7 nemize byti fe¢i, a fada

(3) i Cp 2 ETE

bude divergentni na viech mistech, na nichz f(x) je pfetrzita, kdeZto na
mistech takovych fada Fourierova konverguje majic za soucet hodnotu

VIL
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f(x—l—O)—l—f(,r—O:
D) .

Zd4 se mi tudiZ nutnym rozezndvati mezi fadou Fourierovou a
fadou (3). i nazyvati tuto posledni fadou Laurentovou, s niZ jest for-
méalné tptozna, ackoli tato pfichazejic toliko u funkcf analytickych a to
v komplexnim oboru, spoéivd na jinych zakladech; vyraz (3) bude fada
[Laurentova pro funkce realné proménné.

Existuje-li fada Laurentova, existuje tim spiSe fada Fourierova a jest
ji rovna.

Vysledek vyse proneseny mize byti uziteény také v analysi formalné,
poskytuje prostfedky k secitani fad pomoci integralt.

Uvahy ptedchazejici davaji podnét k nasledujici pozndmce.

Je-li dana funkce f(x) nekoneénou fadou

(21 flx)= E (a,cos2vx x4 b, sin2vxm),
1

bude fada

(21Y) g(x):Z(n,. sin2varmw—0b.cos2vamn)
1

udivati dvojndsobnou pomyslnou &ist rady

@

EC" ‘,vanl

1
a tedy bude miti hodnotu

1

(22 gx) =— | [f(&) —f(x)] cot (¢ — %) m dz.
0
Klademe-li naopak
a, — bl"y bv _ ﬂ.:,,
obdrzime

g(x) = 2 (a,/ cos2vaxm b/ sin2vxmx),
——f(r):i(a,,'sin2vxez—b,,’c052vxn),
1
takze musi dle véty (22*) byti:
(22v) fx =4+ _S; [g(5) —g(2)] cot (s — x) m d=.

Rovnice (22#) a (22") plati soucasné i vyjadfuji zajimavou reciprocitu,
Jiz lze povazovati za integralni vlastnost funkei ve zna¢né mife libovolnych.
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