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UWAGL 0 ROWNANIU GAUSSA W THORYI
FUNKCYI GAMMA.

M. LERCH,

profesor uniwersytetn we Frrburgn, w Szwajearyi

W pismach Akademii czeskiej, krél. czeskiege Towarzystwa  nauk,
a njedawno w pracy, przedstawionej na czwartym zjeZdzie katolikéw wa
Fryburgn ) wykazalem, ze teorya funkeyi praestepmej

ES)

L 1
(1) ,R(w,s)=2‘m,
n=y

obejmuje w sobie liczne wzory, znane z teoryi funkeyi gamma. Szereg (1)
jest zbiezny tylko dla wartescei s, ktorych cze$é rzeczywiata jest wieksza od
jednosei, lecz funkeya, ktora ten szereg okresla. istnieje w calej plaszezy-
#nie zmiennej zespolonej s, w ktdrej ma tylke jeden punkt osobliwy, a mia-
nowicie biegun stopnja pierwszego s =1, tak, z¢ riznica
1
R{w, 3\ — —

o

jest fankeya calkowity.

1) Sur quelques propriéiés d'une transeendante uniturme.
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Zwiazek tej funkeyi przestepuej z funkeye gamma polega na dwdch
rozwinieciach wedtug poteg ilofei s i # — I; sy one:

I ()
¥F2a

-stast4 ...,

2) R (1, ) = (— - w) = log

_ 1 I (o) .
®  Rona=—_—7— T(m oy e Ty Ay 1)

Cheemy dowiesé, ze te dwa wynlki, ktire tak latwo zapamietaé, za-
sigpuja znane wzory z teoryi funkeyj gamnyg, otrzymane wprawdzie dawno
na drodze elementarnej, lecz obeigzajgee pamied.

W tym celn znajdzmy wartodé sumy

n—1

TR[EIE ).
o={

Jezeli czedé rzeezywista ilodei s jest wicksza od jednosci, to mozne
stosowaé szereg (1) 1 hedzie:

m—1

w--a _ 1 ) m
ZH( m ,s)— ZZ wta , \s zl(w—l-a—|—mn)‘e
=0 LI m T") ",

Liczba e+ mun=F («=0,1..... m—Il:n=0,1,2....02)
przyjmuoje jeduoznacznie wszystkie wartosei calkowite; a poniewaz szereg,
na zasadzie zalozenia, jest bezwzglgdme zbieiny, to wario§é sirony
drngiej bedzie:

L] < 1 .
=0

tak %e mamy rownanie:

%

m=1
) > R(lj:—a , s):ms B (w,4) .
o=0

Roéwnania tego nie trzeba pamigta¢, poniewaz rachunek tylko co po-
dany jest bardzo prosty: nalezy tylko wiedzieé, ze réwnanie (4)jest wazpem
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dla kazdej wertodel s, dla ktérej fuskeya Z(w,s) zostaje jednoznaczng,
t. j. dla kazdego s.

Z szeregu (1) wyplywa
D R (w, §) = log —Iﬂ)— i R(w, 0) =—].;— —w.
Vea 2

=0 !

Rbzniczkujge rownanie (4) wedlug s i kladge w wynikn s =0, otrzy-
mujemy na podstawie ostatniego wzorn

m=-1 I‘(w + a)

o l _ I’(w) 1

Zlog s = log +( — w|logm,
a=)

a przechodzge od logarytmiw do liczb,. znajdziemy znany wzbr Gaussa:
, . — m—1 _l —w )
® I (%) T (“"" ..... r(""”—"—])_ @0 F mF T (w).

He
2. Naodwrét, pray pomocy wzore Gaussa mozemy ndowodnié nie-
ktére twierdzenia tn nalezgce, co pokazaé chee na przykladzie nastgpujs-
cym. Postaram sig utworzy¢ funkeye zmieunej rzeczywistej i dodatniej w,
Z8 pomocs Wzoru:

Fio=m (— <+ D)

kladgc tn ad j;a za ¢ 1 sumujge wartoSei, otrzymane pray a=20, 1, 2-.

m—1, znajdziemy:

’”Z_lp(wjga)qgg (— Zi w+a + )lﬂ),

a=0 a=0»=0)

Inb wedlug (4):

E F (’w:‘n—a) _ llm _m + Z( mH'nHT)
a=0

A poniewa?
mi*e = m -+ ¢ log m - (0%,
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gdzie (g?) oznacza szereg postaci ¢ o® + ¢, ¢® 4 ..., bedzie wedlug
zatozenia

o«

Swm =T TFo+ 0.

k=u

gdzie lim (g) =0, tak, Ze:
o=0

- mite _ m4emlogm
2 (wtly+e = g +m F(w) + (o),
k=0

gdzie zniw (p) oznacza ilogé, ktira sta]e sig nieskoficzenie mala wraz z o
Tywm sposobem mamy rezoltat:

m—1
ZF(W—I—H) — (- 24 ntenlgn oo o),

m ]

= log m 4 m F{w),

co nam deje wlasnodé funkeyi F(w):

-1

(a) ZF(W——f_—'I) = mlogm -+ m F(w).
[}
Z tozsamosci

m =0

S = it S
i (rfn)1te wite Ll (10110

=0

wynika wzér

S 1, .
p (_ rad Z (w+n)‘+°) vt > (_ i Aur%n+1>"']
lub
) Fw) =+ +F@+1)

Z tego réwnania wyptywa, ze funkcya

r Iy

% (w). = F (1) + - Ty
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ozyni- zadosé rownaniu
P(®) =g @w+1).

Funkeya ta jest skofiezona w catym przedziale (1. . .2) gdys sg taw
I (w)

skoficzonemi fuukeye F (w) i Tw) ; funkeya przeto ¢ (1) jest wsze-

dzie skoticzona.

% wzorn Gaussa (3), biorge pochodne logarytmowe oba stron, znaj-
dujemy:

5

~ r (w+ a)
"

I (w)

= — m log m+m.11(—w)’

a dodajae do tego (a):

2 [ (wj:a) = m g ().

a=u

Réwnanie to ma spelniad sie dln wszystkich wartoseicatkowitych doda-
tnich liczby m, prayczem: @ («) jest fuukeys przy wszystkich rzeczywistych
- wartodciach ilofci w skonczong i ciggly; kladsge:

oo )

pw)=3 d,co8%7wn+ X B,sin2»wa,
L] 1
begdziemy mieli:
f—1 o oo
z ?(1 m a) =md, + Z M Amy COS 21107;-[-2 M By Sit 29 w0 7,
=0 1 1
poniewaz sumy
m--1 2
cos Bvm , -
Z sin m (0 +a),
a=t

wtedy tylko mogs by¢ od zera rézns, jezeli » jest wi_elokrolnoﬁciq liczhy m.
Ostatni szerep tedy réwna sig szeregowi m g (1), skad wynika:
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& 2 .
mdy+ T mdpcos2ruant+ X m B, sin2vex
3 b)

o o
=md+mnI 4, c82vywn4 X m B, sin2vwor,
1

a poréwnywajge spitezynniki znajdojemy :
-:lllv = -Cl—, -an == Bvq
t.j.dla»=1:
-‘1»-=:11, B.=.B.|.
Szereg trygonometryczny z takiemi spolezynnikami bytby wszakze roz-
bieiny, co nie bedzie tylko mialo miejsca w przypadku 4, = B, =0, gdy
tedy funkeysa @ (w) redukuje sie do jednego wyrazu 4, Tym sposobem do-

wiedli§my wzorn postaci:

I'(w)
1' (w) r

Foy=4 —

gdzie 4 oznacza liczbg stalg. To otrzymawszy, poszukujmy wartoscl calki
2
f F(u) dw = 1I;
/ .

bedzie :

S

I'= lim (—- ——}—, div —‘W

o=t

a poniewaz
‘ 2 = =)

1 1 1
R D) (o7 — )

=0

o |-

przeto [=20.
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Z rdwnali
12 2
CIY ()

Fw)die =0 ind LA =
! () die , T de = 0
wyplywa 4 =0; dowiedlismy tedy, Ze:

] 1 iy 1 I (ich
f.l_—n:]. ( +X s (n—}-n)‘ﬂ') T
=D

3. Okazemy wreszcie, Ze réwoanie (2) prowadzi prostym sposobem do
catki Raabego (w zalozeniu aczywidcie, ze nie uzyliémy jej poprzednio do
dowodzenia tego wzorn). Istotnie z réwnania

a

& 19 1 1
’ duw z wFny = s— lé [ (afms= (G-I-"-i-l)"‘]

s n=0

wynika:
o+
l Rw,8) dw = - . —
Rézniczkujmy wagledem s i polozmy s =0, to nwzgledniajge Wzdr (2)
otrzymamy :

Vi

o+l
flog L (o) diw = alog a—u,
a stgd:
Res _
] log I'(w) dw = o log & — a 4 log V2x.

«
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