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MELANGES. 45

MELANGES.

NOTE SUR LES EXPRESSIONS QUI, DANS DIVERSES PARTIES DU PLAN,
REPRESENTENT DES FONCTIONS DISTINCTES;

Pir M. J. LERCH.

Dans les premiéres Lecons de son Cours, professé a I'Université
de Berlin pendant le semestre d’hiver 1884-1885, M. Kronec-
ker a exposé le probléme de la résolution des équations, et a
montré qu'il revient a larecherched’une expression qui représente
indifféremment une des variables z,, z,, ..., £, comme fonction
des quantités fy, fs, ..., fp définies par ’équation identique

an = fiogn - foxr2—., . . Efi=(x—z)(x —2)...(x — x,).

M. Kronecker a insisté sur cette maniére de concevoir le pro-
bléme, et il a ajouté qu’on la rencontre déja dans les travaux
fondamentaux de Vandermonde. Puis, passant a la résolution
algébrique, il a remarqué que 'on cherche ordinairement & for-
mer les fonctions de fi, fs, ..., f, qui doivent représenter une
quelconque des variables x au moyen des équations bindmes.
Comme une des propriétés les plus importantes de ces équations
est de ne contenir qu’un seul paramétre, on est conduit i généra-
liser la question de larésolution algébrique en employant quelques
autres équalions auxiliaires possédant la méme propriété.

Pour bien éclaircir ces considérations préliminaires, M. Kro-
necker, traitant le cas des équations du second ordre, a exposé
la méthode ordinaire qui conduit a I'expression

Y@+ z) + H (@ — )
représentant indifféremment x, et x, a l'aide du signe |/, c’esl-
a-dire d’une fonction y/¢, définie par 'équation binéme
yr=1u
puis, il a donné I'expression
T+ 7y

xr? 72\’
x+\V<———‘

€TTs
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représentant aussi indifféremment z, et z», st 'on définit la fonc-
tion d’un seul paramétre W (¢) par I’équation

W()2—tW()+1=o0
ou par la fraction continue

W(t)=

Cette remarque m’a rappelé une expression dont je me suis
occupéily a quinze mois, et qui n’est qu'un cas particulier de
celle que nous allons développer.

De I’équation du second ordre

2?-— (X1 + T9) X + X1 Ty = 0,

ayant pour racines les deux quantités z, et x,, on déduit immé-

diatement

Xy Ty
.Z‘:T1+$2—T7

cn prenant pour x une quelconque de ces deux racines x, et z,.
On est ainsi naturcllement amené a rechercher si la fraction
continue périodique

Ty Ty

(]) U=+ L9—
T Ty

T Ty — —
Xy~ Tg—.
est convergente et si elle représente I'une de ces deux racines
Zyy Za.

Rien n’est plus facile que I'étude de cette expression (1). Dé-
signons, en effet, par a, sa réduite d’ordre n; nous avons évidem-

ment

.7/'1.7,'2.

Upty = T+ Tyg— B

Ap

d’ou résulte la relation
Uyt %y — (2 + $2)“n+ Ty &y = 0,

qui exprime que les valeurs «, et a,4, sont li¢es par une relauion
homographique.
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D’aprés un théoréme, trés souvent appliqué dans la Géomdéirie
projective, cette relation est équivalente 2 la suivante :
Aptg— a,— o

w = C - 7
Opt+q1— & Ly — A

o« et o’ désignant les coordonnées des deux points doubles de cette
homographie et ¢ étant une constante facile a calculer.

Mais les points doubles sonl donnés par les racines z, et x,, et
I’on obtient aisément

Gn+1— Ty . Xy Ay — T

Ayt — Ly £y Ay — L3
d’ou 1l résulte

\
Up+1— Ty <£2)" H— Ty <;z_'2_>ﬂ+1 ao—.r.,
Ap+1— L2 'y AU — T2 Z4 %y— T

ou, parcc que %y, = + I,

Apr1— Ty <¢2>1L+2

Ln+1— T2 xy

Si maintenant le module de z, est plus grand que celui de z,,
cette quantité deviendra infiniment petite pour les valeurs infini-
ment croissantes de n, et la quantité a,,, se rapprochera indéfi-
niment de la limite z,, de telle sorte que, dans ce cas, '’expres-
sion (1) est convergente et représente la valeur z,.

Si les modules des deux quantités z, et x, sont égaux, l'ex-

. x n—+2 . . , .
pression ( = n’a pas de limite, et par conséquent la fraction
Ty !

continue (1) sera divergente.

Nous sommes ainsi conduits a ce résultat que l'expression (1)
converge vers la plus grande en valeur absolue des deux quantités
x, et xy, dont les modules sont supposés différents, et nous avons
une expression uniforme composée de fonctions symétriques des
deux quantités x, et ,, représentant une seule de ces deux quan-
tites.

Nous en pourrions déduire un grand nombre de conséquences,
mais je ne veux en signaler que les suivantes :

(@) Silon regarde z, = s comme variable complexe, et z,=a
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comme constante, on a P'expression

azs

(2) a=a—+ 3 -
: asz

a—+z—.,
*

a—+ 5 —

qui est convergente si le point représentant dans le plan la quan-
tité 5 ne se trouve pas sur la circonférence ayant le point zéro pour
centre et passant par le point a; sile point 5 se trouve al'intérieur
de ce cercle, I’expression (2) est constante et égale a a, et s'1l se
trouve a l'extérieur de ce cercle, elle est égale & z.

(b) L'expression (2) n’est qu’un cas particulier de celle que
I’on obtient en prenant pour z, et z, deux fonctions rationnelles
de 5 quelconques ¢ () et 4(z), de telle sorte que 'on a

o (%) y(x)
z)b(s
¢(3) + §(a)— )

(3) a=0(s)+ $(3)—

*

et le plan des 5 se subdivisera en diverses régions de telle fagon
que, dans les unes, 'expression (3) est ¢gale & o(x), dans les
autres a ¢ (), suivant que le module de ¢ (z) ou celui de §( 5) est
le plus grand dans la région considérée.

(¢) Prenons, par exemple,

Zy=5 -1, o= 23—1,

=

I’expression o nous donnera ou s -1 ou 5—1, suivant que 5 se
trouve ou & droite ou a gauche de 'axe imaginaire, de telle sorte
que 'expression o — 5 nous donnera le signe de la partie réelle
de z, celle-ci étant supposée différente de zéro, et si, en particu-
lier, z est réelle et égale a x, elle nous donnera le signe de la
quantité z clle-méme, ce que nous exprimons par la formule

. r?—1
SIN X = & —

On voit que 'on en peut déduire une infinité d’expressions pré-
sentant des coupures de représentation, et cela d’une manicre
plus simple que toutes les autres connues jusqu’a présent.
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Le lecteur a déjaapergu que I'existence d’expressions représen-
tant des fonctions distinctes se déduit immédiatement des consi-
dérations que nous avons rappelées au commencement.

Supposons, en effet, que I'on ait trouvé uwne expression uni-

forme
z=V(ay, as, ..., a,)

représentant une racine quelconque de I'équation

xh— a1+ qgarn——, ., .+ a,=o,

expression convergente pour tous les systemes de valeurs a,,
@sy -+, @y, 3 'exception de certains systémes singuliers consti-
tuant une variété d’ordre (n — 1). D’aprés le principe de Vander-
monde, on peut remplacer dans cette expression les coefficients «
par les n fonctions symétriques fi, fs, ..., fn, des n variables in-
dépendantes z,, x,, ..., x, ct Pexpression uniforme

*=V(fi,/ a1 /n)

scra convergente en général et aura pour valeur une racine z; dé-
terminée.

Si Pon y substitue des fonctions rationnelles ©,(5), ©2(3), ...,
©.(5) au lieun de z,, s, ..., z,, on obtient une cxpression uni-
forme en 3, qu1, dans diverses parties du plan des z, représente
les diverses fonctions o4 (5).

I me semble que c’est la voie la plus naturelle pouvant nous
amener a des expressions affectées de coupures, expressions dont
on a donné de nombreux exemples dans les derniers temps.

Berlin, juillet 1885.

LE RESUME HISTORIQUE DE PROCLUS;
Par M. Pavr TANNERY.

J’aborde maintenant le long fragment historique inséré par Pro-
clus dans la seconde partie de son Prologue (p. 64-70); je vais
donner la traduction intégrale de ce texte capital pour I’histoire
de la Géométrie; j’examinerai ensuite a quelles sources Proclus a
dii puiser en réalité et ce qu’il peut avoir tiré de son propre fonds.

Bull. des Sciences mathem., »° série, t. X. (Février 1886.) if



