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ROCNIK VIII. TRIDA 1L CISLO 3s.

() nékterych konstantach z theorie harmonickych rad.
Sdili

M. Lerch,

professor na université ve Fribourgu Svycarském.

(PfedloZeno dne 20. kvétna 1899.)

1. Riemannova funkce definovanid #adou

o0

(=Y —

r—1

jest jednoznaéni v celé roviné komplexni proménné s, i mé& tam pouze
jediné misto zvlastni, a sice pél stupné prvniho s =1, takie rozdil

§(s) —

1 je celistvd funkce transcendentni. O této funkci dokazal

Riemann zajimavou reciprocitu

1 -
ST

(1) E1—9=%() -

2(2#x)*—1sin ra—s

vlastnost to, jaka se pfed tim jiz vyskytla p#i utvarech podobného druhu
studovanych Malmsténem, Schidmilchem a Lipschitzem.*)
Logarithmickym derivovadnim plyne z rovnice (1)

¢ () ' (1—s) b3 s '
e ) -+ fi—y _log2n—{—?cot 5 — U (1 —ys),
I ()

znaéi-li ndm ¢ (#) vyraz 0

*) Viz o tom na$i rozpravu Zikladové theorie Malmsténovskych fad.
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Veli¢ina C(—;—) nullou nenf, jak lze vypoétem zjistiti, a proto ob-

drzime z posledni rovnice pro s = %

) e )

— 2 = 4z
2 §<i)_log2:r:| 5
2

Dosadime-li sem nyni{ hodnotu

" (_1_) — — C—2log 2,
2
pfi ¢emZ C znadi zndmou konstantu Eulerovu téZ Mascheroniovou zvanou,
obdrzime
‘(7).
(2) =C+ — -l-log 8 =.

ZT—I—)_ . .—2
*\72

Rovnici té lze udéliti jiny tvar, jimZ nabude zajimavosti formalné po
jiné strance, uZfje-li se okolnosti, Ze plati identicky

Y Y=Y

v—1
¢ili, coZ totéz jest

O Y

1 VvV

rovnice tato poda derivovanim

2t-slog2 | £ (9] _ V(1)
oo 34 £ 5 e

1
a odtud pro s = 5

(1—12) §( ) l V2 log2 ¢ (%) _ i(—l?;logv.
g 1 v

Dosadime-li sem tedy hodnotu z (2) za vyraz
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v (z)
:(7)
obdrzime

@ X = SoLi(G) [0 St 5T
1 / -

kteryito vysledek lze téZ psati

log2  log3 | log4  log5
V2 N3 T y4 (5

2
(3a) l — — T T = = ...

:C—]—%—f—log;——Z\Z_logZ.
Ze lze téchto vzorch uziti k vypoéteni &isla C, lezi na biledni, jezto

lze ob& fady v rovnici (3%) prichazejici pfeméniti na fady s rychlejsi kon-

vergenci, a co se tkne vzorce (2), tu lze k vypoltu hodnot § (—;—) a

1 .-
¢ <?) uZiti vzorce

| 1,1 1 ,
(4} {O=1tgt5+ g TR,

kde R (#, s) jest hodnota jednoznacné transcendenty definované fadou

]

1
(5) R (w,s) = _
( ) VEO (‘ZU y)-‘
Differencujeme-li rovnici (4), mame
, log 2 log 3 log (#—1) ,
a « :________,b__ o _____—_1_
(4 ) s (5) 2s 3s (”_ 1): 1 R (”I :)1

1 1
naéez se veliginy R (71, 2) a R (n, —?———) stanovi pomoci znimého roz-

voje semikonvergentniho.*)

2. Funkce R(w,s) definovand rovnici (5) ptipousti v piipadé s <1
jednoduché rozvinuti trigonometrické vaci proménné z vzaté i intervallu

*) 1L roénik Rozprav C. Akademie, &islo 28.
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0 <w <1, které jest zvlastnim pfipadem znamého vztahu Lipschitzova a
bylo po té zvlasté vytéeno Kinkelinem a pozdéji znovu objasnéno na to Hur-
witzem*), i znf jak nasleduje:

ra—s) i sin (% —{—2mwn) .

Em)t— 5~ mi—s

(6) R (w,s)=2

Znamenejme nynf literou D ¢&islo kladné neb zdporné, které jest
hlavnim diskriminantem, a literou 4 ozna¢me jeho prostou hodnotu. Uzi-
vajice Legendreova znaménka

()
b

tak, jak je byl v souhlasu s Jacobiem definitivné upravil Kronecker, polozme

/
v rovnici (6) :(':—:7, ndsobme (%) a sectéme vysledky pro

Ponévad% fada (5) a rozvoj (6) nikdy soucasné nekonverguji, dluzno
stanoviti soudet

A—1 .
0 (5 &(Ge)=s

jinym zptisobem, nez pii soucasné transformaci vyrazu (6).

Uvazujme nejprvé souéet (7) pro hodnoty s> 1, pfi nichz rada (5)
jest jak znamo konvergentni. Zde bude

4—1 D 00 1
=R Ay

a klademe-li
_ D)_ (L)
kv d=mn, bude (7 —(\” )

a souéet obdrzi tvar

o0
o D) 1
S=4 Z<7 A

n—-1
¢ili pti oznadeni**)

*) Literarni ud4ni nalezne &¢tendfF v dvodu do Zakl. theorie Malmst. fad. Price
Kinkelinova vysSla v programé& primyslové Skoly Basilejské z r. 1861—2.
*¥) O téchto vyrazech jednano v nagich rozpravach arithmetickych z roéniku VIL
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(8) P (D, ) :,21 (%) nl

S=aP(D,s).

Vyraz tento zlistane roven sou¢tu (7) pro viechna s bez rozdilu a
tedy téZ pro hodnoty s, které ndlezeji intervallu (0. 1). Pro tyto pak
obdri{me z rovnice (6)

0 4—1
s 1 D ) sm 2mhw
S=asP(D,s)=2 (2( )1_? Y, i }Zl (—lz—> sin 5 -+ ~ )

Jest pak dle znamych vét algebraicko-arithmetickych jeden ze souéti

J—1
D 2/¢ mm ( ) 2/z mm
Y () eos S (&

)

nullou a soudet zbyvajici rovna se

(Z)y7;

a sice miz{ prvni soudet, je-li D <0, a druhy v ptfipadé D> 0. Kla-
deme-li tudiz

l sin v pfipadé D >0,
(9) AD, s)=-

lcos .fzaz D <O,

obdrzime

Z ( ) sin sx@ T 27724/27'5 ) — (—:%) V4 4D, s),

a tudiz zni nas vysledek, dfive jiz Kinkelinem a Hurwitzem odvozeny

i r(1—ys)
AP(DPT)'—'Z (2 )l—s VAAD3)Z<IIZ) ”ls
¢ili

(10) (—zin—)sP(l),s)_ VI r1—g) AD.s) PID1—s).

Z rovnice této plyne logarithmickym derivovinim

XXXV.



P (D,s)y P (D 1—s) A (D ys)

P (D, s) +P(D, 1—s) — 4D, s -+ log ——w(l—s).

(11)

Kdyby nyni 2 (2, —;) bylo nullou, musilo by téz P’ (u, ; )=o.
Kdyby pak P (D, %) byla nejnizsi od nully rizna derivace, ob-

drzeli bychom z rovnice (10) m-ndsobnym derivovinim a substituci s = -

patrné

V22 (o) = T r () (o d) o (0.3),
a odtud, jeito
i° 1
A (1), 7) _\ -

(—1y =1,

rovnici

takze by m bylo sudé. Derivuje-li se (# — 1)krate, obdrzi se pak
[ 4 s 1 ) 4 ‘ 1 4
f— m—1) = L = [l = L
\27: Pim+ (D, —|—(m,1)\ oo ? (1),2)log o s

=T r(3)a(n ) e (1)

teen () (o) | L) e 3
2 4 (l), 1) 2 2
a odtud ( L ( .
o pe 0,7)_ W% D,
(11) 2 e (D’% _(m—|—1) W ‘ —_¢( )

Ptedpoklddejme vsak, Zc jiz P (D, %) =0, takze »2 =0, i mame

pak z (11) pro s = —;

P’( ) A’(D’ 2) 2= 1P(—1>

Feg) Ao T

XXXV.

2

&



A (D, s . 7 st
AD,s) jest bud — cot neb — —-tan-—-, jak

ST
2 2 2 2
jest D >0 neb D <0, midme patrn&

A (D' %) 4
= —-sgn. D,

RS
P(0) ,,

=C — sgn. D.
(12) P (1), 2) +log — "+ 5 58N

Ve zvlastnim pfipadé )= — 4 plyne odtud na pt.

Jeito pak ————+

a tedy vyjde

log3  logb5  log7 _ng—i—

= + v o —

\5 V7 Vo :C—f—loan—l.
1 + 1 + 1 = 2
SRR

3. O funkci P(D,s) je zndmo, Ze ji lze psati jako souéin

(13) 2 — V3.

p,9=]l 1
4 D 1
(D=
? ?
vztahujici se ke viem ¢&fslim kmennym p—=2, 3, 5, 7, 11,

Souéin ten konverguje absolutné pro s > 1, a logarithmickym deri-
vovanim obdriime

_P'Dys) Z ( ) log p
“PD,s) — ( )

2
Smime-li zde pfipustiti téZ hodnoty s <1, a zejména s — %, ob-

drzfme tedy v poslednim pfipadé podle vzorce (12)

2;(;?—) log —log SAz —C——g— sgn. D.

V7 —(5)

Ptedpokladdme-li tuto rovnici za sprivnou, coZ jest pravdépodobné,
miZeme z n{ odvoditi dasledky velmi zajimavé.

Klademe-li

(14)
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2y:—C—logSﬂ-——;—sgn.D,

a uvaZujeme-li pouze kmenn4 &fsla p, jez neptevySujf danou kladnou veli-
éinu =z, plyne z rovnice (14)

(14%) P;, (%) % ~log Va7,

pii ¢emZ znaménko ~ naznacuje, Ze se leva strana pro nekoneéné rostouct
x bliz{ tétéz veli¢iné jako strana pravd (v nasem pifpadé stild). Jest viak

DTy 2 () it

a jezto fada

2

el 2)]
ol ve—( ;
konverguje absolutné, mame

,<x( )IOEZ’LW( )”ng’ ~Nlog VT +y— 4,

pii éemZz A zlistivad v koneénych mezich nezavislych na .
Znamename-li pak literou & veskery kmenné dinitele z D), jichz jest
pocet koneény, a znamendme-li

28 = r (),
bude pro x> 4 \
INCE S

Jest v3ak dle znidmé véty Mertensovy

log \
—2L —logx—19,
/'Zr ? &

kde nezndmé veli¢ina d jest obsaZena mezi —2 a 2, a tedy bude

(15) ( )1°-g” —logz +log\ 4 +/(D)+y— A4

Tato rovnice stanovi soudet (15) az na chybu men3f nez =2, a vy-
jadfuje okolnost, Ze kmenn4a é&fsla p, pro né&z
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(2)=—1

I
maji pfevahu nad ¢isly kmennymi, pro néz
Y4 ,
) = -1
()

S vysledky témito zdaji se byti v souhlasu tvabhy rovnéZ ne pevné
zalozené, které uveiejnil p. Ern. Cesaro ve svém ¢lanku Swlla distribusione
dei numeri primi obsazeném ve zpraviach akademie Neapolské z r. 1896,
a které vztahujice se ku pifpadu zvla$tnimu D = — 4 obiraji se vyrazy
ponckud jinymi, jimz vzorec (15) mbzc slouZiti za pramen odvozeni.

XXXV.



		webmaster@dml.cz
	2019-09-19T18:14:40+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




