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SUR QUELQUES PROPRIETES
D’'UNE TRANSCENDANTE UNIFORME

par M. Lerch,

professeur 4 I'Université de Fribourg (Suisse).

Nous allons établir, par la voie du calcul, quelques propositions que
nous avons trouvées autrefois dans nos recherches sur les séries
Malmsténiennes. Il s’agit de la fonction transcendante définie par la
série

“ 1
(1) R (w,s)= — T
;) (w+v)

convergente lorsque la partie réelle de la variable s surpasse l'unité.
Nous allons prouver d’abord que la fonction
1

() R (w,s) —m:G(w,S)
est une transcendante entiére et que sa valeur correspondant au point
s = 1 est la fonction (

IV (w)

: 1) = — ——.

3) G (w,1) )

Ensuite, la fonction R (w, s) étant reconnue réguliére au point s =0,
il s’agit de trouver son développement suivant les puissances de s; les
deux premiers coefficients s’expriment sous forme finie, 4 savoir :

4 R (w,s)zlé_wHHog T (w)

—=. 5 + A, 8% + Ay 80 4.
V2w

Ces deux formules (3) et (4) fournissent une foule des résultats
connus de la théorie des fonctions Eulériennes et font voir que la
théorie des séries Malmsténiennes a ouvert la voie la plus directe, et 1a
plus simple en méme temps, 4 la théorie de la fonction gamma.

Soit # une quantité positive quelconque supérieure 4 1, et s une
quantité complexe dont la partie réelle soit positive; la formule du
bindme nous donne alors
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l . 1 — 1 s (s -+1) 1

w  (n4+1p 7 ntts 1.2 " n2+s
+$(5+1)(s+2) 1 s+ (s+2(+8) 1 +

1.2.3 nd+s 1. 2. 3. 4 Tapt+s T ’

cela étant, posons n — w + v, w étant supérieur a l'unité, et faisons
la somme des résultats pour v=0,1,2,3, ..... ; il s’ensuit, en employant
I'écriture expliquée par la formule (1), /

1 s (s+1) .

ﬁ_sR(w,l-{—s) 5 R(w,24 s)

s+ (s+2) s(s+1)(s+2)(s+3)

T 53 R+ ———F 575 R(w,4+5)

Dans celte équation, changeons s en s — 1 et écrivons le résultat
comme il suit :

1 s ‘
@ R(w’s):m+ﬁ1{(w,s+1)
S(S"‘l) ) 5($+1)(3+2)
— 1353 Rles+2)+ e R, s+ 38—

Dans cette formule la quantité s a di étre supposée avoir une partie
réelle supérieure & l'unité; mais on peut considérer le deuxiéme
membre comme définition de la fonction R (w, s), étendue aux valeurs
de s dont la partie réelle est positive, car il est évident que cette série
donne immédiatement la continuation analytique de notre transcen-
dante R (w, s). En remplacant, dans cette série, la quantité

sRw,s+1)
par sa valeur ’
1 s(s+1) s(s+1)(s +2) .
l;+—T2_R(w:3+2)‘——1-TR(w,S+S)+---
on aura le développement
1 1 /1 1
(1) R(w7s):s_1) wi—1 T S ‘|‘S(81.—; )<§—§> R(w,s+2)
st hetd (11 ,
- 1.2.3 <2 i) Bos+3)
sés+1)(s+26+3) /1 1
* 1.2.3. 4 <§_S>R(w’s+4)

S+ s4+n—1/a 1
—t =) 1.2.3...n <§Z n_}_l)R(w,s—}-n)—}—---

Le second membre de cette équation reste convergent tant que la
partie réelle de la quantité s reste supérieure & moins un, et Yon en
peut déduire un autre dont le domaine de convergence est encore
plus étendu, en remplacant la quantité

s+1DR@w,s+ 2
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par la série qui la représente suivant la formule (I). En procédant de la
sorte on s’assure que la fonction R (w, s) se comporte réguliérement
dans tout le plan,sauf au point s=1 qui est un pole du premier degré,

de maniére que la différence X
Gw,s)=R (w,s)— 1

est une transcendante entiére par rapport a4 la variable complexe s.
Nous nous arrétons seulement aux développements (I) et (II) qui per-
mettent d’étudier la fonction aux environs du point s = 1 et du
point s = 0.

Le deuxiéme membre de I’équation (I) peut étre développé suivant
les puissances de la quantité s — 1, 4 savoir

1
R (w, 3)23—_—14-00 +a (s—1)+ a, (s—1)2 +...

et nous allons déterminer la quantité d,- On a évidemment
—=4mw+2 YR (0, );

en faisant usage de la série de deﬁmtlon

Do

1
R(w,v)zzm;:

#=0
on aura la série & double entrée absolument convergente

= —logw + Z Zo (u, + u)v;
=2

effectuant la sommation par rapport a v, il vient

< 1 1
a, = — log w — z [log<1 +w+u_> —w—l—u]
IJ.=O 1) )
ou bien
n—1
. w+u+1 1
a,——logw — lim [log : —wxal
7 =50 = w4 uw 4 u
ce qu'on peut écrire .
1
a, = lim [— log (w + n) + Zw+u
n=>e ﬂ.=0 v

D’aprés une formule élémentaire cette limite n’est autre chose que la
quantité
I (w)
O Ty
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et il s’ensuit que la fonction R (w, s) a, autour du point s =1, le déve-
loppement de la forme
3) Rw,s=— L) as—1) +ay (s — 1)

2 I § — 1 F (w) 1 . 2 + ..... ’
ou les quantités a,, a,,... sont des fonctions de w. Cette formule vérifie
I’équation (8) qu'on peut encore écrire comme il suit

1 i 1 % W)
s—1 O(w—l—v)S _F(w)'

Revenons maintenant sur 1’équation (II); le deuxiéme membre peut
étre développé par la série de Maclaurin

_ R(w,s)=A;+A; s+ A, 82 +...,
et ’on a évidemment, comme cela prouve I’'équation

1 1 /1 1 /
(s —1)yws—1 + Qu <§_ w> + [(w—§> log w—w] s +..0,

les valeurs suivantes pour les premiers coefficients :
1

(34 lim

s=1

A0:§—w,
o 1 11 1 1/1 1
A1_<w—§>logw—w+2<2 3>R(w,2)—§<§_Z>R(w,3)

1A D) Rwgm

4 \2
et il s’agit d’obtenir la valeur de la série
1 n—
A — <w—'§) log w + w = 22(—1 272(——]-)R(w ,n)

que j'appelle S. M. Hermite a eu la bonté de me faire observer que sa
valeur s’obtient immédiatement, en introduisant la fonction ¢ (w) par
I’équation

¢’ (w) =R w,2);
de cette maniére on aura évidemment

(n+1) (u) - ;?("+i) (w) - c?(") (w)
Z (n— ( n+ 1)1 Z nt 7 n!

n=2 n=2 n=3

et la formule de Taylor fait voir que ’'on a

98 =1[¢ (1w +1)—¢ () — ¢ ()] —2[ g0+ D—3(0)—5(0) =5 ¢'(w)
ou bien ~
RS =o' (w+ 1)+ ¢ (w) 292 (w) — ¢ (w + 1).
Cela étant, observons que I’équation élémentaire
o1
2 1y — —_—
D2log I' (w) = Z D

»=0
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permet d’écrire
" (w)=R (w,2) =D*log I (w)
d’ou il suit
w
¢(w)=1log T (w), ¢(w) :f log I' (z) dx
0

et par conséquent
g (w+1)—9 (w) = 'wljgil‘(.z:)d$
La valeur de S qu’on Vient de trouver est donc la quantité
S =1log I' (w) + -log w— wl:,c;r(z)dx
Cela étant la formule bien connue de lg.aabe
(5) lwogiP (z) dz = w log w — w + log /2=

nous donne

S—=logI' (w) — <w — %) log w + 1w — log /2=
et la formule

S:A1—< ——> log w + w
donne la quantité A; sous la forme
w

le résultat que nous venoms de vér1ﬁe1 est donc le théoréme; qn’'aua-
environs du point s =0 la fonction R (w, s) se développe par la série (4).

On a recu en méme temps le développement analogue a la série de-
Stirling

)

(6) log I' (w0) = <w — %) log w —w + log 2=
o n—1 .
+ Z.(— D 2n (n + I)R(l"’n)’

=2
lequel est convergent pour w supérieur 4 un.
Les théorémes (3) et (4) ont été démontrés dans le cas de w > 1,
mais il est facile de se convaincre, i I'aide de I'équation

R (w,s) = -l%; + R @+ 1,5),

qu'ils ont lieu aussi peur w inférieur 4 un.

I1 est aussi clair que les résultats que nous venons é’établir ont lieu
aussi pour les valeurs imaginaires de w, puisque nous sommes dans le
domaine des fonctions analytiques. En particulier, le développement (6)
est convergent tant que la quantité complexe w a ou sa partie réelle:



Lerch. — SUR QUELQUES PROPRIETES D'UNE TRANSCBNDANTE UNIFORME 63

ou la valeur absolue de sa partie imaginaire plus grande que un.
Cette propriété de la série S d’étre convergente aussi pour des valeurs
de w dont la partie réelle est négative, la met du coté de la formule
obtenue par Stieltjes !

g — P (z)dz

z+w’
la lettre E (z) représentant le plus grand nombre entier contenu dans z.
En généralisant la question, eonsidérons l intégrale

> sP(x
5= / T

en partageant l'intervalle de lI'intégration en parties (0...1), (1...2),
(2...3), ... on trouve aisément

171 sdx B
81_2_0[ <§—z>m f <——x>5R(“+1 s+ 1)dz

Cette iptégrale étant mise sous la forme

81:/‘1<z—%>dR(w+.z*,s)
()

Pintégration par parties la raméne 4 ’'expression

1
SlzgR(w—l—Ls) -{—QR(ZL‘,S)

-l-s_1_1;R(w-}—l,s—l)—R(w,s—l);

- 1 >~ sP(x) dx
(7) R(u,S)—(s__l) i 2103 +f REESTIEEw

Cette formule qui généralise le résultat de Stieltjes peut servir a
obtenir le développement semiconvergent

P(@)=5~—2a+E (2),

d’on il suit

R (w,s) = Gﬁj+2%0$+%Bl<;> {/slﬁ
i () e () e
ou B, = é—, B, = 310, B, = 4?12" sont les nombres de Bernouilli.
I1

Lorsque la partie réelle de la variable s surpasse l'unité, la fonction
R (w, s) est identique avec la somme de la série

1Sur le développement de log T (a), Journal de Mathématiques, 4¢ série, tome V, 1339,
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¢ 1
R (w,s) = Zom;

on a évidemment

m—1
Z R <w’ S>: Z S
m (w + o« + mny

a=0 o, n
et puisque chaque entier non négatif peut se mettre d'une seule maniére
sous la forme

e+ mn,(c=0,1,... m —1;n=20,1, 2, ... ),

il s’ensuit que I’on a la relation

(8) mfR <w+°‘,s>:msR(w,s).
a=0

m

11 est clair que cette relation aura lieu aussi pour d’autres valeurs de
s, pour lesquelles la série qui nous I'a subie ne converge plus.

Essayons maintenant de trouver le développement trigonométrique
.8'il existe, valable pour 0 <w <1

> >0
R (w,s):ZA,.cosanx—l— Z Bsin2nw=,
n=0 n=1

1es coefficients A, et B. étant indépendants de w, On a d’abord

m—1 >0
Z R <w+a,s> =mA, + Z MmAanCOS2nww
o=0 ’

m

n=1

+ Z MmBn,sin2n w=
n=1
-et, d’aprés 1'équation (8), ce développement doit coincider avec celui de
la fonction

>0 >0
m R (w,s) =ms Ay + Z msA,cosnw = + Z ms B, sin 2nw =,

n=1 n=1
il s’ensuit par conséquent que 'on doit avoir

Ao = ms—1 Ao, Apn=m—1A,, Bun= ms—1 Bu;
la quantité s étant supposée différente de la valeur singuliére 1, on en
conclut les valeurs
AO =0, An = ms—1 Al? Br = ms—1 Bl,

et le développement cherché deviendra

>0

- cos2m i m sin2m w=
(9) R('LU,S):A. Z—"Z?-I'—BIZT.
m=1 m=1
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Les coefficients A, et B, ne peuvent pas étre obtenus & l'aide de la
propriété caractéristique (8) qui les laisse entierement indéterminés, et,
pour y parvenir, il faut employer d’autres moyens.

A cet effet observons que I'équation (9) donne

Do

; . cos2mw =
R (1,8 4+ R(1— u,8) =2 A, 2 LEERT
m=1
R (w,5) —R(1—w,5)=2B, ). sin 2m 10 =
v 9, v ’ — ~ D mi—s ’
m=1
et il suffit de connaitre les limites
] cos 2 m w . sin2mw =
(10) lim e UT w, lim ——E— w,
w=20 (_7n U")i_s w=10 (7n 'll.’)i_s
m=1 m=1

1
dont 1 ale tr ti ent — et ——
ont les v urs son lespec 1vemen 2A1 e 2B1

constantes cherchées. La premiére idée qui se présente dans cette
question est de prendre mw — z, 1w — dz, ce qui change les limites
considérées en intégrales définies suivantes

fx costn/dx 1 /Nsm%x:dx:i

, pour en conclure les

zl—s ZQTI’ zi—s 2B,’
dont on conclut les résultats veulus
2A, — (gﬂ')ss—’gBlz (_2:)53_
I (s) cos ? I (s) sin ~2—

IEn substituant ces valeurs dans I’équation (9) on a la formule de
M. Hurwitz

. S«
©) R (0,5) =2 ————1;2({)1_“? Zsm < g t2muw ”)
- m=1 m!=s
qui, comme on sait, n’est qu’un corollaire d’une formule trés intéres-
sante obtenue par M. Lipschitz.

Mais le raisonnement précédent qui nous a fourni les limites (10)
laisse beaucoup & désirer au point de vue de la rigueur; done, pour
rendre applicable la méthode que nous venons d’exposer, nous allons
démontrer la proposition suivante :

Soit / (z) une fonction positive et décroissante, dans lintervalle
(0..... 20), qui alors ne peut devenir infinie que pour x = 0, et soit

lim f(z)=20,

ce qui a pour conséquence la convergence des deux séries

CONGRIES. — VII® SECTION
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Gv)=v Z f(nv)cosnuv,

n—1

H(v)y=v Z J/ (nv) sinn v;
n=1

alors je dis que l'on a
lim G()=v ]1111 fxf(z) cos z dz,

v =

lim H(v)= Ilm f [ (z) sin x dz,

v =0

pourvu que dans chaque équation les deux membres existent.

Démonstration. — Je me borne A établir la premiére formule seule-
ment, la démonstration de la deuxiéme étant tout 4 fait analogue.
Soit N un entier- positif impair, et 72 un entier positif variable; consi-

. e N= ., ,
dérons la valeur particuliére de v = 5, dul s’approche de zéro pour

m infini, et décomposons la série G (v) en deux parties

Go(v):vZf(nv)cosnv, 'i

n=1

Gy (v)y=wv Z f(nv)cosno,
n=m-+1

G (v) = Gy (v) + Gy (v).
Cela étant, j'observe que la somme

=+ [3)
(v)=v Z [ (nv)cosnv
n=m+1
se compose des termes de signe égal et surpasse en valeur absolue la
série G, (v), ce qui donne
Gy (v) =9 Gy (v), (0<<o <1,

. . N
€t je me rappelle que cette sotnme qui & cause de la valeur v = 3

de la sorte que

s'écrit comme ilsuit
2m q

+

AN~ an
”) ZIHZ ( )

n=m+1

ou bien
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(5]
G2<v>=§%v=1f( v5 )co (S +v52)

se réduit pour m infini 4 l'intégrale

N
f (z)cos z dz.
N—‘rr
‘ F)
On a done
N«
2 T
G, (v) = f (z)cos x dz, llm)\ =1,
Nz ”
2
et par conséquent )
NE n
(a) G (v) = Gy (v) 4 01 [ (z) cos = dx.
N=
Cela étant, si 'intégrale N )
Nx
(b) f(x)coszdr—=17

existe, on a

N=
)

J= lim vanv)cosnv, V=
m

m=>

[ )

n=1

c’est-a-dire

(c) = lim GO (’U);

v=0
il s’ensuit
Gy (w)=%J, lim X =1,
»=20
ce qui transforme-la formule (a) comme il suit
Nrn

(a”) G =¥ ];(.r') cos z dz + f (z ) cos = dx.

l&

Si la limite 2

lim G (v)

v=.0

existe indépendamment de la forme de la quantité v, elle aura pour

valeur l'expression

N7 Nw
3 =2 tF

f}‘(z)coszdx—i—e [ (z) cos x dz;
[{] N

Z
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mais, cette limite devant étre indépendante du nombre auxiliaire N, il
s’ensuit

lim G ()= f 7 (z) cos z d.

0
Dans ce cas ou l'intégrale (b) existe, le théoréme est done démontré.
Cette condition est par exemple toujours remplie, si la quantité / (0)
est finie, ou si le produit z* / (z) reste fini-pour x = 0, s étant une frac-
tion positive propre.
Supposons en second lieu que l'intégrale J n’existe pas; alors je pose
N =1, m = 2 m, et jobserve que l'on a

G (v) = Glo (9) + Gy (0), 0= o,
ol je pose pour abreger \
m]
(v)y="v Zf(nv) cos n v, G’y (v)—vz / (nv) cos nv.

n=1 n=m

Or évidemment la quantité G’, (v) se réduit pour 7, infini & I'inté-
grale

T
f [ (2) cos z dz,
=
et de 'autre coté la quantité G, (v) reste au-dessus de la quantité
7721
v
75 Zif (nv)
Je dis que cette quantité devient infinie avec ;. Car en effet I'iné-
galité
nv 40
of (nv) >0 f(z)dz
donne
7711
v Zf(nv)> /fx)dx

n=1

et le second membre est infini pour v — 0, d’aprés I'hypothése.
Il s’ensuit que lorsque I'intégrale

/ [ (z) cos z dx

0
est divergente, la quantité G (v) regoit des valeurs infiniment grandes
au moins pour une espéce des valeurs infiniment petites de v.
L’équation (9*) étant démontrée par ce qui précéde, nous en allons
déduire une formule classique de Kummer concernant le développement



Lerch. — SUR QUELQUES PROPRIETES D'UNE TRANSCENDANTE UNIFORME €9

trigonométrique de log I' (w). 11 suffit en effet d’employer les dévelop-

pements
ra—s 1 log 2= —I" (1) s

@ai=s 8x T 2=
. Sw
sm<—+2mw7r> = ' =
p) . sin 2 m w
2 R, = ) FERET 4 0 () e
m=1 i m=1
_ 11 T (w)
oil R (w,s)= <§ >—|—log L s+..
cos2mw = log m .
rb(w)_gz —|—Z o sin 2 m wm,
=1 m=1

pour en déduire

1 (w) xsianww
(5_“’> g‘/'z—ﬁ's*r =) T

m=1

+ | flog 2= — ' (1) Z%iqt S |5 4o

m=1
En comparant ces développements, nous avons d’abord la formule
connue

sin2mw =
——w__ _—,

-t puis

r
log ) _ (1 — w> log 2 = — I" (1)] + = & (w);
V2xm — \4 w
-en changeant w en 1 — w et ajoutant, j’aurai ensuite
Py (1—w) Z cos 2mww
2w o m ?

log
m=1
le premier membre ayant pour valeur — log 2 sin w =, la formule finale
deviendra,

log I‘(w)-l-% log Sin w = + [log R = — I (1)] (w — %)

>o

log m .
— Z 2 sin 2 m w i
mm
m=1

ce qui est la formule de Kummer.

Nous avons obtenu plusieurs résultats de cette catégorie en suivant
la méthode qui vient d’étre exposée, dans divers articles concernant la
théorie des séries Malmsténiennes qui ont été publiés en langue tchéque
dans les Mémoires de I’Académie Frangois-Joseph.
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