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ROCNIK VIL TRIDA 11 CISLO 6.

O souvislosti
Legendreova znaménka s ¢isly Moebiusovymi.
Sdili
M. Lerch.

(PredloZeno dne 17. ledna 1898.)

Znamenejme
& =1, &, &, &,...

fadu é&isel Moebiusovych, v nichz &, = 0, mé-li » délitele é&tvercové, ale
&, =(-—1)% je-li n sloteno z & vespolek riiznych kmennych ¢initelt.
Jednu zajimavou vétu, ve které se vyskytuje &, vytknul jiz Gauss.*) Podle
ného je soucdet primitivnich kofenti pfislu§nych ku kmennému modulu p
shodnym s &,_,.

Tvrzeni to se vyjadfi. vzorcem jak nasleduje

AE’I (P—1)2 g =& 1 (mod. p),

v

znaéi-li g libovolny primitivni kofen modulu p.**)
Okolnost tu lze vyjadfiti v&tou, Ze shoda

p—2
3 (55) ==

ma @ (p—1) feSeni realnych, totiz viech ¢ (p—1) primitivnich kotfend.

*) Disquisitiones, art. 81.

**) To jest &islo g, jehoZ postupné mocnosti od prvni ai ku (p—1)ni poskytnou
dle modulu # zbytky rizné.

Rozpravy: Rodn. VII. T I1. C. 6. v 1
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Odtud zaroveii plyne, Ze lze stanoviti celistvé funkce s celistvymi
souéiniteli g (x) a % (x), tak aby platila identita

p—2
m X (5) r—ea=re@+iw [Je—o,

kde soutin I1 (x —g) se vztahuje ke viem primitivnim kofeniim ¢ modulu .
Tak na pf. pro p = 13 mame hodnoty kotfenii

£=2,611, 7,
¢&ili
£=12,%6,
a soudin
Dr—g) = (2*—4) (22 —36) =24 — 2>+ 1

skute¢né jest leva strana shody (1)
A e e A Ty
(x’ —l—-:r" + 234 _1.) (x‘—x"'—f— 1).

Jiného druhu je souvislost ¢&isel & se znaménkem Legendreovym, na
niZ chci nyni poukazati.

vyraz tvaru

1. Bud 4 ¢&islo majici tvar opaéné hodnoty hlavniho diskriminantu,
a znamenejme symbolem C/(— 4)pocet ttid kvadratickych forem primi-
tivnich a kladnych, pfisludnych k diskriminantu — 4. Chci poukazati na
to, Zze plati identita

11 _
Vacas ¥ (5E) e («+)
— (—’”A V;A_ ygl(_—,,d) cos 2:::: '

ve které x miZe byti jakikoli realnd veli¢ina x, naproti tomu = je libo-
volné kladné é&islo celistvé, a ¢ ma stily vyznam, a sice

)

T =6 pro 4 =3,
T—4 « 4=A4,
t—=2 « A>4

Symbolem FE* (x) vyzna&ena zde pro kladna x tatadz veli¢ina, kterou
Legendre oznaéil £ (#) a Gauss [#], t. j. celky éisla #, s tou vak modifi-

kaci, %e pro celistvd #» dluZno klasti £* (») — 2 — —}—', kdezto E (#) = w.

Pro zéporné hodnoty # jest vyznam symbolu £* (x) dan rovnicf vieobecné&
platnou
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E*(u) 4+ E* (—u) = —
V ptipadé m =1, » = O rovnice (2) pfejde ve zndmou rovnici Diri-
chletovu

(22) 3 Cl(— d)=

tato vSak plati téz pro diskriminanty obecné, kde%fto my jsme vyse pted-
pokladali, 2e — 4 jest diskriminant hlavni. Pro tento pfipad chceme rovnici
(2) ptedev&im dokazati.

K tomu ucelu vzpomerime elementarného vzorce

1 N sin2vaw
2= ,,E, T

platného za podminek O << .1 <C 1. Veli¢ina

1 sm"v,rn

ma viak smysl i pro ostatni realné x, a sice rovna se nulle pro 0 < x <1,
jedné pro 1 < x <2, dvéma pro 2 < r < 3,.. obecn& rovna se 4, je-li
k< ax < k41, k& celistvé ¢&islo kladné. Je-li v8ak x celistvé, zmizi fada

. . 1 , .
trigonometrickd a zbude r——. Pro kladnid » tedy tento vyraz splyva

s nasf funkci /* (x), takze bude*)

sin2vaexm

{3) b*(x)_t——+2 ’
kteryzto vyraz plati také pro zdporna a, an hovl rovnici
F*(x)+ I*(—2r) =—1.

—d
Do fady (3) vloZme nynf hodnotu x - % za v, vysledek nésobme( i )
a settéme pro ¢ =1,2,... 4 —1. Tak se obdrii

2( 4 ]*( qoam A)(x__+a7n

1—1

d) sm2vn(x+—)

*) O arithmetickych applikacich podobnych fad pfedloZim Akademii v nejbliZ§im
Case rozpravu, obsahujici rizné vzorce, které jsem pfed vice neZ Sesti lety odvodil.
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pravou stranu zjedno$fme nyni ve dvou punktech, jednak v prvém souétu

uZijeme vztahu
/' - 1

X (55)=0

=1

1 ..
¢im% z rovnice vypadne rozdfl xr — 2 3 jinak vyménime v druhém souétu

potddek summaénf. Tfm zplsobem pravi strana obdrif tvar

25 () LR S

Zde prvni ¢élen se vy¢isll na zikladé vzorce

A
)sin2vn(:r+ Rl

d—=1

@ —23 3, (5%)e=ara

a1

platného pro zakladnf (hlavni) diskriminanty zdporné, a souéet
1--1

() Y (

bude lze vy¢isliti za pomoci vzorce

D 2amxi
®) T (2) 5 =(2)\5

platného pro zéporné 1 kladné diskriminanty D, pti €emz 4 znamena
prostou hodnotu é&fsla D, a m zna&f kladné é&fslo celistvé. Pii tom se

—d\ . ' am’
y 1 ="
)stvn(x l A)

odmocnina \ [ béfe kladng, je-li realnou, a kladné pomyslng, je-li ima-
ginarnf.
Uvazovany souéet (a) rovnd se pomyslné &isti veli¢iny

Zalm-rl

1—1( A) z.m 1+——) JEre J)

=1

ktera dle (¢) ma hodnotu

ezv”i (—d-)z V4,

mvy

a jeji pomyslna &ast znf
(—_ 4) cos2var. \/7.
mv
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Pomoci tohoto vysledku méame tedy vyraz (a) ve tvaru velmi jedno-

duchém
(—_") VT . (:4_) cos2vrm,
m v

a nad vysledek nabude tvaru (2), kteryito vzorec tedy dokéazin.
Abychom docllili vyeisleni{ fady

S=% Z (—vd) cos2vxynm

v

v ptipadé obecném, kdy diskriminant — 4 neni vice hlavnim, nybrZ ¢&fslem
tvaru — 4= — 4, Q% kde — 4, je diskriminant hlavni, uZijme identity

Y (£)rm= QZJ 5,, }: fiva),

ve které f(z) znaé&i libovolnou funkci, a na pravé strané soucet se
vztahuje ke viem délitelam  &fsla Q. Podle tohoto vzorce vyraz

Gs= X () iner_ Y (8 ()

bude nahraZen veli¢inou

=% X () =iy

o

Q:d

¢ili

V rovnici takto dokézané

—dy\ &4 (—4,) A Z (—do‘)c052dvx1z

& d - m ) v

bude Ize nekonedné fady na pravé strané stojici vyéisliti podle vzorce (2)
ponévadi — 4, je diskriminant hlavni. Podle toho nastoupf tedy na misto
fady

-—d, \/A \ (—Ao) cos2dvarn

veli¢ina

%’fa(— 4, + Z



kde 3, zna& hodnotu z piislusnou ku 4, ; tim zpisobem vysledek posledni
nabude tvaru

—A")S 2m a(—
m

0T d
&a —Ao) .*( _L_am).
Zl( " E dzx - )

0

Pro kone¢né upraveni pravé strany tieba zjednodusiti vyraz
— o &a
Q QZ;,[ ( d d’

z vyznamu &fsel &, je bezprostfedné patrno, Ze vyraz ten rovna se soucinu

N (IR

v ném% p#pona ¢ probihd velkery rfizné kmenné ¢initele &isla (. Podle
vzorce Dirichletova

©6) Cl—dy )= - © n ( (" ;’0) -;) Cl(— )

kterym se stanoveni poétu tfid obecného diskriminantu pfevadi na sta-
novenf poctu tfid pro piislusny diskriminant hlavni, bude tedy prvni vyraz
na pravé strané na$f rovnice stojic{ miti hodnotu

m (1 (_ 40 Qz) )

a tfmto zplisobem obdrzi na$ vysledek tvar nasledujici:

mCl(—A)+QZ (fdd‘))fi |o_l(l40) E*(dx—l— "f',”.)
_—4)\/4’ Z( A)costE' (4=, 0Y.

Tento vzorec chci uvazovati v pifpadé m — 1, totiz

o acatoF (Z2) 4§52 e (104 5)
_ Vda i <—A) costxn-

(7)

Na levé strané vchazeji do soudtu pouze délitelé 4 ¢isla Q’, které
jest souéinem riiznych kmennych ¢&initeld &isla Q vzatych jednoduse, nebot
pro ostatni d by é&fslo e; bylo nullou.
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Je-li tedy na pt. x kladné, ale v mezich

budou viecka éfsla &1+ kladnd a men3i ne% ‘1’ , takze
dx+ (a__12 .d,—1)

budou ryzi zlomky a pro takové

£ (dr+ %):o.

Pro uvaZované hodnoty . tedy zjednodusf se vzorec (7*) jak nisleduje

_— [~

(8) (—4)=

( A) cos2vrx

1
(0/r<d On Q Hq)

1
4, ¢

Pro » = , jest jiz jedna z veli¢in

£+ (dr+ %0)

1
od nully riizna, totiz d = ) « = 4, —1, a ma hodnotu =

) CY(—A)T('—T"O)FQ, 2% _v:l Z( 4)

5 -

Tudi2 bude

2r:w

1Q’

Ve zvlastnim pfipadé, kdy 4, obsahuje ¢islo ¢, bude pokazdé

—4d

°):0prod> 1,

naéeZ rovnice

a4 © [— 2
((—a)= 32 21( v")°°s YT (4, =O0mod. &, Q& > 1

v

plati v intervallu
0=xL AL,

0

kdeZto pro ostatn{ realnd x» fada rovni se veliéiné
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Cl(—

(r+4)

2. V rovnici (2)

2m

™ ci(—

)y J)E"‘( +- am)
—;IA) \/;A— '21 (—vd) costvxn

zaméfime x za 1 _”ZI”
I obdriime

L‘:—L)cz(_dH_’f (:ﬁ) 'E—l b=t 0*_435)11)

, a seftéme vysledky pro » =0,1,2,...4—1.

@) 4%\ sin2var=
=—(52)a § (5) ®le=e.
Na levé strané druhy soucet se zjednodusi, uzije-li se ve vztahu
i _1 Ax
(10) }: E"(4+ F k=1 (@—1)+ (d-l)—l—dE*(

v némz d zna¢i nejvétsiho spoleéného délitele &isel # a 4.
Podle toho bude lev4 strana rovnice () znfti

A= oo a+

Y (S ettt s e (42)

znamename-li d, nejvétifho spoleéného délitele ¢&fsel 4 a a | #. Vyraz
poslednf{ se pomoci vztahu
— A) =0
«

redukuje na nasledujict

—d

4(d—
T

a=-1 a=1
A—1
-4 dx
+a~2_z:(a)daE‘< d")’
prvnd dva vyrazy se rudf, jak ukazuje vztah (4), i zbyva tedy rovnice
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a

:—(—-4)4 Z (d’) sm2uxx '

V té ptetvoime pravou stranu pomocf identity

5 (L)rw=F « ¥ ram

Tim se obdrii nejprve

(A” sin2varm E & E sm2a’vxn

uZije-li se tu vzorce (3), obdrzf se hodnota pravé strany ve tvaru
Sl ar) — dr — Ll
;d 7 EF*dx) — dx -~ 2|
WL 7
_;db(dx)fzx xzsd
Odtud vypadne posledni ¢len, jeito vidy

Z ea =0,

1:d
a dale jest
_9@
d — 4

Prava strana rovnice (¢) tedy bude zniti
_ -_ d) 1 &g *
(S| e@+a X5 pran)
takZe nalezen jest vztah
A -1 4 4-=1 A A
“)a 42 Y (=F) de £ (S
(11) a21( o ) + agl « ) da )

p(d)+24 Edf,—db‘ (dx)};
1:

I

v rovnici té na levé strané d, zna&f nejvétsfho spoleéného délitele &isel
4 a n+ a, na pravé strané pak probifhd & veskery délitele &fsla 4.

VI



10

Zvolime-li zde » kladné a mersf nez %, budou viecka E"'( A;x)

i E*(dx) rovna nulle, a tedy zbyvad vztah

12 T (Z)a=—(F) e

PiSeme-li pak ve zbyvajicf &asti rovnice (11)

%za d,

obdriime vztah

4-1 ,
8 (520 o (4)=—(5) B oyar (%),

d

ktery vzhledem k libovolnosti veli¢iny 1+ musi byti prostou identitou; jeho
obsah bude ten, Ze veli¢ina A* ( ddx) objevi se na levé strané nékoli-
krate, a sice tolikrate kolik existuje hodnot « v fadé¢ 1,2,3,... 4 —1,

—d
pro né: d, = d. Soulet ptisluinych znamének (T) musi byti roven

_(-A)“ . To jest
d

”

n

(13) ;(%_4_)_{_(_4)55::0,(%_—_d,0<a<4).

Hodnoty e, k nimZ se vztahuje sé&itinf ve vzorci (13), udfleji vyrazu
n + a téhoZ nejvétiiho spole€éného délitele s &fslem o, totiz d.

PoloZme nyni 2 +a —=4d, 4 =d d, tedy plyne z podminky
n< kdnt4d

omezeni

a rovnice obdri{ tvar

18 (L) () + (52 w=0 <<+ era=ae)

”n

2
kde faktor (%) pfipojen za tim Wéelem, aby zmizely ¢&leny, v nichz £
neni nesoudélno s 4&’. Pfi tom mus{ byti — 4 hlavnfm diskriminantem.

Volme zvlasteé 4 =1, tedy @' = 4, pak bude
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11

w % (E)E)+(E) =

apron—=1

14 E (—4‘)(”’-}-1)“"" =0.

Volme nynf za 4’ libovolny lichy faktor &fsla 4, polozme

o= 17 =(3h),

takie 4’6 bude miti tvar diskriminantnf, a n&sledkem toho té% ¢fslo do

bude diskriminantem.
Pak bude

kd——n) (/»_didn) (—kd_lg—n.):—_d( :“’) kctii’—n)
=—o(5)(*F)
& rovnici (13*) bude lze psati

(BB ()= (52)
=0T (7)(4')“'-

Rovnice je samozfejma pro (—::,) =0, t. j. maji-i » a & spoleéného

délitele. Predpokladejme tedy, Ze # a & jsou nesoudélna; tu bude tedy

B(H)(5)= v (3)er

(n<kd<ntdd).

Volme zde » =d -} d’, coz je dovoleno, ponévad 4 a 4’ jsou ne-
soudélni a tedy téz 4 a d + 4'. Tim zplsobem se obdrii

(#) () (@) =07 (5)

Ponévadz 4 a 4’ jsou nesoudélna, bude( ) =+ 1, tudiz

% () (7= (G <ec ).
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Cislo d vchézf jiz jen do podminky summaén{; podminky pro 4
znéjl, aby bud

= — d’(mod. 4) aneb d =44’ (mod. 16)

a pH tom d a 4’ byla &fsla nesoudélna.
Piseme-li & =m, d =a, #=7r + 1, bude lze rovnici posledni psati

takto
~+[7]
_ [g] (—;z) (r;z}—’l) = (_1)"‘;14 Ems

pti ¢emZ a2 je liché kladné ¢&islo, a éfslo s m nesoudélné hovici zmfnénym
shoddm. PonévadZ intervall

[%—] +1,..... [—Z—Z—J ~+ m

obsahuje ¢&isla, jez modulo » jsou shodna s ¢&isly 1, 2,...m, lze rovnici
posledni psati

(14%)

m—1 .
,gl (1:[) (r,_,tsl :(—l)m2 &

Zde m zna&i libovolné liché kladné ¢&islo prosté &tvercovych
dé&liteld. Rovnice tato obsahuje vztah (14%) jako zvlastni pifpad.

Na objasné&nou stlij zde pkiklad » — 105 = 3. 5. 7; zde soudet (14*)
obsahuje néasledujfci od nully rizné ¢leny:

r=1, 16, 22, 31, 37, 43, 46, 52, 58, 61, 67, 73, 82, 88, 103,

pHslusné hodnoty znaménka ( 165 ) jsou

1,1, —1,—1,—1,—1,1,1,—1,—1,—1,1,1,— 1,1

a jich sou¢et = -—1, ve shodé s okolnostmi
195—_1
(—1) 2 =1, g9 =— 1L
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