Lerch, Matyas: Scholarly works

Matyés Lerch

O souctu celych v lomené arithmetické posloupnosti druhého stupné a o jeho
souvislosti s poctem tfid zdporného diskriminantu

Rozpravy Ces. akademie, II. t¥., 7 (1898), ¢. 7, 1-8

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501510

Terms of use:

© Akademie véd CR, 1898

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501510
http://dml.cz

ROCNIK VI TRIDA 11 &IsLO 7.

0 souctu celych v lomené arithmetické posloupnosti
druhého stupné a o jeho souvislosti
s poétem trid zaporného diskriminantu

Sdili
M. Lerch,

(PfedloZeno dne 17. ledna 1898.)

V theorii Gaussovych sou¢td se dokazuje vzorec
n—1 2admni

5o =)

a=0

ve kterém 7z zna&i kladné liché &islo celistvé, Y # kladnou hodnotu od-
mocniny a m libovolné é&islo. celistvé nesoudé&lné s #.

Budeme pottebovati hodnotu tohoto souétu v p#padé obecnéjifm
a sice
%=1 2admpuni
e .,
a=0

kde sice m» a » hovi pfedeilym podminkidm, ale v exponentu mé ¢&itatel
nového (Cinitele g.

Toto celistvé &islo g bud libovolné, a znamenejme d,, jeho nejvétitho
délitele spoleéného s é&islem 7. Znamendme-li jeSté

P S
B=a %=
bude platit vzorec
Rozpravy: ReZn. VII. TE. IL. €. 7. 1
VIL



n—1 2atmpuns

Larmpnt mp' \ l@—n:
(1) Yo v = 'd;‘)’z" 4N,

a=0

ktery mé slouZit za zdklad néasledujfcich tvah.
B&if ndm o nové vyjadfenf souétu

n—1

s— ZE'( +am

a=0

v némi arithmetickd funkce E* (x) mé& tyz vyznam jako v naSich ¢lincich
pfedeslych. Funkce ta pro viecka x nahraZena miZe byti fadou

@) E*(x)_x—§+2 sm2vx1z,

r=1

pomoci nfZ se obdri{ n4% soucet ve tvaru nekone¢né fady

n—-1 2 n—1 °° sin2vzx (x+a =
S= ( —i+ )+ '
uzzo ) ugo v==1 Ve
&ili
n—1 Py
S_Z(x—;f—{—am)—|—z Zstw:(x—i—am)
r=1
Zde se soucet
»—1
(a) 2 sin2vz(x—|—a 7
a=10
jakoZto imaginarnia &ast vyrazu
n—1
Z e2vnl(x+——m
a=0

vyéisli pomoci vzorce (1), a sice jest vyraz (a) roven pomysiné &ésti veliciny

mv'\ 1@~ — 2d, oxai
(al) ( d' t'{ dde:e »? .t‘!l;

zde znalf 4, nejvétsftho spoleéného délitele éfsel » a v, dile




Podle toho obdrifme tedy vysledek

n—1

S— ;0 (x—{— )——— ,
5= B L () a vz ym (4 )

r=1

kde

Tuto fadu S, rozitépme v n&kolik jinych, a sice m4 kazda z novych
fad obsahovati €&leny, v nichZz 4, jest jeden a ty% z délitelli 4 &fsla #; tim
se obdrzf

S,=ym Y V& ity (my = LA
n:d

pn=1

zde se vnéji{ soudet vztahuje ke viem délitelim & &fsla #, pti éem% dd’ — »
Aby se imaginirna &4ast piehledné dala vyjadfiti, znamenejme

(3 qi(zd')_Z(d,)"”z”” eli @’ =1 (mod. 4),
4 déle
(3Y) @ (z,d) _Z ( d,)ﬂ‘—z”—”—, je-li d =—1 (mod. 4).
vy=1
Pak bude

= ”Zd (%) Va' @ (dx ),

aneb vyménfme-li roli liter 4 a &":

=Y (Z)Ve @@ a),

to jest

e () =+

=— 2+ Zd(—';'—) V7 @ (4, d)

Zde by se soudet

“

alm

X (= +

dal sice velmi jednoduse vyjadtiti ve tvaru hotovém, mné jest viak tato
forma vysledku milejsf.
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Z tohoto vzorce zékladntho hodldm nynf vyvinouti nékteré vysledky
ryze arithmetické.

Nejprve volim » = 0; zde bude pak dle rovnic (3*) a (3%)

®(0,d) =0 pro d=1 (mod. 4),

ale v pfipadé¢ d = — 1 (mod. 4) bude
Q0 Qo
v) 1 —d\ 1
209=3 (7)5:=X (59w

takZe vyraz

Vd 9(0,4)

2
lze vyjadriti &islem 7. C/(—a),

d

kde symbol C/(—d) mé& v pfedeslych &lancich vyloZeny vyznam poétu
tfid kvadratickych forem kladnych a primitivnich, nalezejicich k danému
diskriminantu — 4.

Dle toho bude, jezto pro e =0

E(22) =1,

7

(5) i{ E*(“;m)— “i’” }:—”;14-;1(%)%(:1(—(1),

a=1
[m, n &isla nesoudéln4, # liché a kladné, d =3 (mod. 4)].

Volme nyni za m kladné é&fslo a znamenejme ¢? nejvétstho é&tver-
cového délitele ¢&isla n. Veli¢iny

stanou se celistvymi, je-li _a;_ ¢&islo celistvé, ponévadZ m a 7 jsou nesoudéln4.
K tomu ale dosta&{ i jest z&roveil nevyhnutelno, aby « obsahovalo ¢initele
ny g, kde 7y = qi,- Hodnoty «, pro néz

atm
n

je celistvé, jsou tedy a =, ¢, 27,9, 37n,¢,...(¢g—1)n,g; pouze pro
tyto hodnoty se vyraz

VIL



. (a;m

(a’m
E\

a sice jest o } mensi; i bude lze rovnici (5) psitt

lisf od Legendreovych celki

x—1

R T (C

a=1

aneb co% toté% jest

[#, n kladnd nesoudé&lna, g¢* nejvats étercovy délitel lichého é&fsla »
d délitelé &sla 7, a sice d =3 (mod. 4)].

) Cl(—d)

Je-li zvlasteé » sou¢in kmennych &fsel tvaru 44 - 1, nebude miti
déliteld tvaru d =3 (mod. 4), takZe zbude

n—1 2

| a®m (a’m | _7n—gq
ZI n £ n/J|— 2 °

a==1

Pro m2 =1 obdrzime z (5*) vysledek arithmeticky zajimavé&;jsi.

Rozdil
“ g (“_’)
n n
nasobeny &fslem 7z poda t. zv. kvadraticky zbytek dle modulu 7.

Klademe-li
o?
a? —nkE (—) =k,
”

je totiz £ ¢&islo < », pro néZ existuje feSeni shody
=% (mod. #n).

Znadi-li ¥ (£, n) potet feleni této shody, bude ¢&fslo £ vytvoteno ¢ (4, n)
riznymi hodnotami a« z fady 1, 2,...7—1, a tedy obdriime na misté
(5*) rovnici

n—1

) ¥ vl =201 nn—9) Y 2% cy—a,

w:d %4
(7 liché a kladné, ¢* nejv&tsl &tvercovy délitel z 7 a délitelé d tvaru 4 a 4 3).
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Tak pro n =75 jest ¢ =5, dile ma 75 tfi délitele tvaru 4 « 4 3,
totiz d = 3, 15, 75. Tujest pak C/(—3) =1, CI/(—15) == 2, CI(—175) = 2,

Ty =6, Ty =T = 2.
Prava strana tedy bude miti hodnotu

75.35—25—75.2—75.2=2300.

Ctverce &fsel od jedné do 74 dévajl pfi délenf &fslem 75 zbytky

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 6, 25, 46, 69, 19, 46, | 31, 64, 24, 61,
25, 66, 34, 4, 51, 25, 1, 54, 34, 16, | 61, 49, 39, 31, 25, 21, 19

a dalsf se opakujf v opaéném pofadku; jich soutet tedy obnasi

2. 1150 = 2300.

Volme nynf ve vzorci (4) + = }; zde bude opét pro d=1 (mod. 4)

b

@ -‘;—,d) =0, a zbyvaji pouze ¢leny od déliteld @ =3 pochazejict

pro néz
)=3(HEL =3 EY
1 B)SGHL-S () L

a tedy

7o(5.9)= (35X (59 3z - B (5H9) 4

co2 mi hodnotu

tid (2) Cl(—d)—} Cl(—4a).

CI(—4d)_—(2— d))a( 2,
7o(£.4)=—2(1-(2)) cr-a

VIL

Avsak

tedy



Tudfz bude

H{ =)l
=" +,§(§)a( 1—(%))aca

kde délitelé 4 jsou opé&t tvaru 4a-3. AvSak vyraz 1 —(—3—) mizf, je-li

d tvaru 84211, mlZe tedy byti od nully rizny pouze pro d=8%4-+3,
ponévadz hodnoty 4 tvaru 8 #— 3 neexistujf.

Vysledek (7) lze tedy psati takto:

(7*)2{::1 E(+am },22 ( *) Cl(—d),(d=3mod 9).

Pro m =1 plyne odtud, %e soudet absolutné nejmensich zbytkl
modulo z ze é&tverct 1% 22 3% ... (z—1)? neni ziporny, a rovna se
veli¢iné

(7

2n Z — Cl(—a’) (d = 3 mod. 8).
Soucet ten je tedy nullou, nema-li # dé&liteld tvaru 8 £ 3.

Koneéné polozme v rovnici (4) x = 3. Zde obdrifme pro d=1
(mod. 4).

d'ry—1

( d) E( (“1) ) T (b=1,35,7.9,..),
tedy o “
o4s0=% (%) (55) =S CIL (F)
takze
(_7,4) \'7(15(%,,4?): 134; Cl(—44d),

()=(F)=cr™

Pro d =3 (mod. 4) pak

o(£.4=8 (352 =3B G-

coz oddélenfm ¢lentt se sudym a lichym v obdr#f tvar koneény

pfi ¢emi

VIL



(‘a"d)—z (__i __(_) 2(——4:1 1

tudiz 5

Vaoud,d=—5— Cf(—{aﬁi;— (1) 1O (—4d),

coz po dosazen{ hodnoty

Cl(—4d) = —(2 — ( )) Cl(—d)
V_Zd)(}d',d)::—d( 1 — (%)) Cl(—d).

Dle toho bude vysledek (4) v tomto p#padé zniti
a® m
{ s+ ) ‘
a=1

;(d —— Cl(—4d)
_Z( ) 1(" Cl(—dy),

kde d, i d, probfhd veskery délitele ¢&fsla # a sice d, =1, d;, =3 (mod. 4)

obdrii tvar

n—l

®{ =

VIl
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