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VESTNIK
CESKE AKADEMIE CISARE FRANTISKA JOSEFA

PRO VEDY, SLOVESNOST A UMENI.

UNOR 1896. ¢IsLO 2.

ROCNIK V.

Referaty a zpréavy védecke, slovesné a umélecks,

Pravidla o derivovani jisté kategorie rad trigonometrickych.*)

Sdili 3. Lerch.

Svého ¢asu pfedloZil mi pan Hermite tkol, vyhledati methodu pro diffe-
rencovani fad trigonometrickych, u nichZ dosavadni pravidla vedou k faddm
divergentnim, jako zvldsté¢ u znamé iady Kummerovy, vyjadiujici funkci
log IN«). Nalezl jsem feSeni pro tento zvlastni pfipad na zikladé theorie malm-
sténovskych rad, jez maji zajimavé vztahy k theorii funkce gamma.

Dosdhnuv zadaného vysledku ve zvldstnim tomto pfipadé, ptisel jsem pak
verifikacl na cestu k feseni problému za podminek velmi obecnych. Témito
obecnymi vysledky budeme se priavé zabyvati v této stati, jiz neifeba pro-
dluZovati vykladem nasi prvni methody, sdélené v jedné z rozprav piedloze-
nych Akademii cisafe I'rantidka Josefa.*¥)

1. BudiZ déna trigonometrickd fada konvergentni

Cy
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sin2»x7;
’l

1

tvrdime, Ze derivace jejiho souétu f(r) je ddna rovnici

9 , . sinxa
2) fu)——_[ =

4

(ev — v dsin (24 Dem, cg=20,

e

jakmile prava strana této konverguje stejnomérné.

4

Na diikaz znamenejme g (x)soulet fady (2) nasobeny veli¢inou —

sinom’

*) Francouzsky origindl vysel u vytahu v Comptes Rendus r. 18)% na podzim, ob-
8irn&j$i spracovani na Zadost redakce dodano cdo XIL svazku Annales de I'LEcole Normale
Supérieure, 15495,

#+) Rotnik III. & 28,
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tak Ze moZno pséti

1 I sin(2v+ 1) zn
—”—g(x) _-nh_rgo 2 (& —¢r41) sin  # )

vy =0

Uzijme nynf Abelovy identity
n-—1

n
Y @b, =Y At —bp1)F Auba, v it A, = ayfa,+ ... Fa,
»=0 y=0

sin (2”Tl_ Nem , i obdrzime

tim zplsobem, Ze volime @, —=¢, — ¢, 41, &, =

sin .«
tak
I (x) = lim HEI ¢ Qcos (2r 42 em—c sin(2e4+1ura
" i #= o0 y=0 T . ot sinxz ’

Budtez nynf z, a x, dvé mista v oboru, obsaZeném uvniti intervallu
(0...1), v némz fada g(x) konverguje stejnomérné; i plyne pak z posledniho
vzorce dle znamych vét elementarnych

z,

S g (x) dx =lim [ E -C:— (sin2rixyn—2rx,m) 4 1&’,,:' ,

n = oo r=1

kde polozeno pro prehled
7 sin 2rn+4+ Lz
— Ry=rcn4: S ('éin'xh =7 da

Zo

Casteénou integraci obdrzime z tohoto vzorce pfedevsim

R Cnti cos(@nt-Dayn cos@r—-1)x,m
" 2n+1 sin z, & sin z, =

z,

ALy 41 cos(@n—+1)zncosxm .
T 2n 41 S sinzn da;

Zg

‘we Cn 41 <. x . s .
veli¢ina —#1—. nekoneéné mal4, je zde nisobena dvéma vyrazy, jez zii-
stavaji kone¢nymi pfi nekonecné rostoucim 7, tak Ze bude

lim R, =0;

tedy nd$ hotejsi vzorec se zjednodusi takto:

z, n
Sg(x)da::lim Zi(sin?vw,yz—sin?vmufl),
n=°°v=l 4
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a tudiZ médme

S f@dT=F12)—F @),

éimz vzorec (2) dokazén.
Ziroven vidime, Ze konvergence fady f(z) vyplyvd jakoZto dasledek ze

stejnomé&rné konvergence fady £(%) a z hypothese lim %:O, jeZ, jak znémo,
y=0Q

jest nutnou ke konvergenci fady f(2).
T4z methoda posta&f k odvozeni derivacnich pravidel pro fady trigono-
metrické daldfch tvard, které lze zahrnouti v ndsledujici pary rovnic:

f(@)= Z—cos2vxn :
3) =1

sin z
S (@)

__Z (v — ey 1)cos (29 Dz, ¢y =0;

» =0

f(x)= Z 2’,_ sin(2r — 1z,

(CYNN
f'(x)m%:zl(c,—c,_l_l)sianwn;
f (@)= iLcos(‘zw—l)m

(5) )_’=12"_: ’
f’(:c) 7 "Z (v —cog1)cos2rxa, c,=0.

v =0

Rovnéz lze timto zplisobem dokdzati ndsledujici dvé véty:

o0

(f(a:): Z 7‘3f51n2xn(!t+7t).
) n=0 !
6
) sinzz . 3\ -
fl@) = = —gysin (2u— l)J;,,_I_Z (v — ey 1)sinzm (2u—2v4-1);
y=0
Z cos2rrz(u —+ a),
(D =
sinz = -
S (@) ——=—c¢ycos (215—1)Jfﬂ—|—2 (cy — ¢y 4 1)COSTA(20~-204-1),
v=0

kteréz lze zahrnouti pirem rovnic
T
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00

r@= Yt

etxximtn .
®)

. 00
f’ (x)M:_cuetznf{Qm—ll_l_Z(cv — [v+l)eizni(2u+27+1).
I 4
»=0

2. Predchdzejici véty poskytuji elementirné methody k vyd&isleni nékterych
fad odjinud zndmych, na pf. téchto:

o sm27txn o'000522”::7:
y—==r Z L 0<z<1).

n=1

Zde rozdily ¢, — ¢, 1 jsou nullamni, pouze prvni z nich ¢, —¢; mi hod-

notu od nully ridznou a sice — %—. resp. — 1, tak Ze bude tu f' (z) miti
hodnotu — 1, resp. — 7 cot x#. Ustanovi-li se jesté hodnota f(x) v pfipadé
z = —;—, obdrzime pro funkeci f(r) hodnotu
l .
-5 — %, resp. —log 2sinrx,
t. j.
(o] [e.o] .
n 2 nrm 1 cosZ2nuxn )
Z : =5 —Z, E — = —log2sinxm.

1 n—1
Zajimavéjsi je derivace fady Kummerovy

sinx 7

o0
logl"(.z:)—}———log——|—(.c—-‘)[log2n-—l"(l) = Z “>—sin2nzxa,
jez dava vzorec

r :
r((x))smxn—l— g cosxm +[log2z—1I'(1)]sinzn

[0,
n
= }»lo sin(22+4 1)z,
ngl gﬂ+—1

ktery byl vychodiskem nasich dvah smétujicich za vysledky vyse vyloZenymi.
Véta vyjddfend rovnicemi (8) poskytuje vylisleni nekonecné fady

e2saifutnl
) Z u —|—rz

RozloZme ji nejdfive ve dvé& cdsti

I

Y



E e‘lzni(u+n) Ze—!ani(l—u-l—n}

“utn T NTT 1—u+n °

jez majf ob& tvar fady (R).
Rozdfly ¢, — ¢, ;1 jsou nullami, a bude tedy

@Yo SMEIT_ ey _tyaxi 208

. — , Pl —2u)ewxi ,
dz ” dz

dy

. s. @Yo |
i vychédz{ odtud, Ze iz +W_

75

d_:c=0' Pokud tedy proménnid z jest

uvnité oboru (0... 1). jest veliina y nezivisla na z; pro 2 = 1 nabyva hodnoty

2
— 1)» uni
purei -1 __ me ’
T sin # =
¢imz dokazdn znimy vzorec
2 2z i(u 4 ) uni Qi o2uni
©) Z ¢ _ me _2aie
= & = funi _1°
N utn sinun ¢ 1

fady

Z I (” Qz:u'(u-l-n) .
oo Lttt 2 —|— l)

Rozlozime-li ji v &4sti

I (- 12) 2amitatm

So = ,
o ol '(wt-n) u—-n

=~_E I—'(u—n_]) —2enill —u+n),
r'x—mn-—1) l—u+tn '

n=0

tak Ze S= S, S;, bude dle (8):

. (o=} .
ds, sinznw - I“"(u) P —E cCu+tendzai ’
iz = r(x) P
4S5, sinza [-I (u—l) S md __ v —2—2ut2en+tl)zai
. 4 - T -
R (R 2 w—n—3

nebot zde rozdily ¢, — ¢, 41 jsou pro prvni fadu

3. Abychom ukézali uZitecnost predeslanych theorémd, hledejme hodnotu
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Futn Cut+z4-1) 1
r'(x—+n) rutn-H1) #w--n’

a podobné u drubé fady.
Uvazf-li se, Ze soucet prvych &lenli prravych stran

I'(”) 2 -Nzni_| [”(”_’ 1) [@u—Neai
I"(u) T Trw—1)
((Qu—l]z:zi
ma hodnotu — pyse p obdriime
(45 g dSysinar__ F emrensnen
dx dzx 7 o e u- +n
a tedy dle (9)
dS ﬂtz.” ”euvf
dx — sinza sinun’

Integraci plyne odtud vztah

[ oo
Z [v(ﬂ-]—”) (91 ari(udny tizﬂnl(u 4 n))

(10) ) F(?/—{—n—{—])

ne""” sinz, 7 .
= - log — 22— L ina(r,—=x
“sinuz L 08 sinz sinzn ' (7o ) '

platny za podminek 0 <<z <1, 0 <z, < L.
Ve zvlastnim pfipadé x, — 1 — x nabwude tato rovnice tvaru zvlast jedno-

duchého

. B\ r'(u-+n) 2
(11) Z Tw—+nI1) sm‘)n(zu,—r—zzx—--z ) = S (L —ux).

Rovnice (10) nestanovi hodnotu fady .S, nybrz udéivajic rozdil hodnot &
ptisluinych ke dvéma rdznym argumentim z a %, ptipousti stanoveni fady S
az na jistou additivni stdlou; uréenim té%to konstanty, kterd bude zdviseti
na #, zakoncime tyto uvahy.

V rovnici (10) poloime z, =x -+ v, kdc 7 je kladné a oviem mensi
jedné; po té ndsobme ¢~2¥#7i 4y a integzrujme od ) do 1 — #; po té po-
loime r,=2x -} v— 1, ndsobme toutéZ veili¢inu ¢—2%*77 Zx a integrujme od
1 —v do 1. Seétenim obou vysledki obdirzi se

r’ (u) - 2ute ¢ ap p 20w —-1)7
r@-+1) [1 (1—w)e v

o I’ (u+4-n) g ] — p2neai

qu:u: (1 — e'_ﬁ""”) =
Qnmi

— 2 re A
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s“]”(v—l_x) —Quzafdx _I_.z'nvv S e—!u:nidx
0

sinz

1
euﬂi
lo
smun g
0

+in(v—1)) § e—2usxigy } ;

1—v

pfi ¢emzZ v souétu 2’ dluZno vyneschati ¢len —=0. Provedeme-li posledni
dveé integrace, obdriime vysledek

(12)

pri
vyr

f

(1 —o2uoai) I’ () ' (u+n) e¥nexi_|

Tagp o (e Z | Tufntl) 2nnmi

1

b Taddd smn v-l-L:c v
=——\lo ( ) e—2uzAi gL
sinxn sinmax
0
—uxi
A ne (L — 2wy
2 sin u nr
¢emz v ¢lenu # =0 nekoneéné fady na levé strané mdi se za neurdity
fenvmi
az—pm— kldsti t. zv. pravad. hodnota, kterd se rovna ».
—%uvas i
S 2 differencujme vici v; i vznikne
LT
') 1 —e—2mai ] I’ (x4 n)
[‘ ~ L p—2mval + . E A oInoni
~(u) © 2n¢ o= Cw+n+1)
1
”c;u:rf( 2 e— “u:rt'___l R
—— - | e 2Uvii__. .~ logsinvatw \logsinzm.e—2univta gy
sin#m 27 g + g
0
—uni
_|_en2ur.-u( —d-—‘UﬂZ )_ ne. —.. p—2uvai.
2 u 2sinun

Tento vysledek obdrii elegantmégjsi tvar, znisobime-li e2¥vxituxi = totii

, o0
'@ .., ,_'_ﬂ”_ﬂ 2 P'ed-n)  ovmicusw

() u - F(u—{—n—'—l)
1
ﬂf""'"( sinzmw . .
—_— — log sin ¢ 7z~ we*™ \lo sinxﬂ.e—g"”"da:)
sinun n g + g
h]

+ euns (—51— — nz') — T

2u 2sinun
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Z rovnice této obdrifme hodnotu fadly S, jakmile uréime integrél

1
Slogsinzn.e-"'"’""d:c .

K tomu cili uZijme fady

log sin z 7 = —log2——zgﬁgm ’
z nfz plyne
1
- —tusmigg — _logg .l o Snum
Slogsmxn.e dz=—1lwog?2. s

0

. 00
ue— U= sinum 1
+ 2 kg k(E*—u%) -~
Avsak patrné

00

2
) zu"z(/e—uﬂ YT E
— '+ r Ll__ W
=T ot L‘“f‘(f:,;‘,,) + T = zr'u)] ,

Tak nachdzime pfileZitostné vysledek o sobé& zajimavy

1

13 ; Ctuani g C_tTisinum[, g L'(+%
(13) Slogsmxn.e dz S 21og 2 - T )

—or (1)]

Ir'il—u
+ r(lt—u=

Vlozime-li tuto hodnotu integrdlu do svého posledniho vysledku,
obdriime nejprve

sinun I (% -+ 7)
n b C(u+n41)

e:,! vxi(u+n)

_ uni | T (@) : 1 4% 11—
—¢ [I ? — log sinv# —— log — % _I:(l—l—u) 5 =%

7
2sinun’

R

Avsak pomoci rovnic
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(@ 1I'(1 4% 1 1@ (%)
Tk 2TAd-2 + 2u~ 2T’

'@ I'(l—w

I‘(u) 1_,(1 —— ?l) — nzcotun

redukuje se pravd strana na tvar

-

— puni [% cot#m—-log(2simvn)— I (1)fvai | —

2sinun’

jejz lze psati

-
— puni [n cotun—|-log (2sinvz)—I" (1)t vni +—2— el
.

a na$ hledany vysledek bude:

o] »
Z r (u—|—”)__ e2radustn

(14 T (e—+n—4-1)
B | 1 () 4 mcotunflog 2sin v) -7 (r—p) |-

Odvozeni této rovnice bylo by, oviem mnohem jednodudsi, kdybychom

pfedem znali vztah plynouci z ni pro v = ;—

Y (e r:;fi"‘_"’_)“— éIr:’T”[—-1"'(1)+1og2-i-n:cotzm].

Stanoveni konstanty uvaZované miZe se provésti také takto: Rovnici (10)
ndsobme e—2%xi g, a integrujme: od nully do jedné; i obdriime

o0

Z P(u+r:) P ] —e—2uxi . I (»)
= Twt+znF1) Zumni ru+-1)

ﬂeuﬂi

= —= [(logsimxn—l—z'ﬂx)

sSin#n

1— e—?unz‘

Onmi

1 1
_Slogsin xon_e—auz,ru' dv’xo — z” S xoe—gllxoﬂl. dx] .
0 0

Posadime-li sem hodnoty

e—uni smun
umw

S logsing, m. e~ 2% dx,— —
&

[l g2—I'(1)+ 2



7 ' (u)
—{———cotunJ,—-# ,
2 I'(u)
1 R
. e—¥7igin ww [af = 1
~2u Tyl — e — ecot L.
nS.Z(,L’ T dx, = e [? ) cotzzﬂ+2’tJ,
0

obdrzi pravd strana tvar

— 11—1 (log sinzm -|- rmxr) — zll [lc)g 2—I ()+acotun

I"(ey i
+r(u)—§]

nacez se objevi po kratké redukci rovnicce (141

O pokusech paprskys Réntgenovymi.
Pise Dr. K. .Domalip.

Kdyz jsem dne 17. ledna t. r. pod.c’wal prvni svou zpravu o pokusech
paprsky Rontgenovymi, nebyly mi zndmyy pokusy, které Rontgen konal. Bylo
mi tedy vykonati nékteré pokusy, které by ponékud stav tohoto nového zjevu
objasnily.

Na zékladé téchto pokusti dospél jsem vzhledem na podstatu tohoto
nového ukazu k tomu ndhledu, Ze jest novy zjev tento ikazem optickym,
vychazejicim ze skla roury Crooksovy. K.athodové paprsky jen sklo ve zvlastni
stav uvddgji Dle toho wkaz tento nemi ukazem clektrickym. nybrz toliko
optickym. Roéntgen ve své predbéiné zjprdve tyz nazor zastdvd V ostatnich
pokusech v mé zpravé uvedenych vysky'tnje se shoda s pokusy Réntgeno-
vymi, jen ve pri¢iné prostupnosti skla pomékud neshoda vystupuje.

Rontgen ve své zpravé predbéiné fadi sklo mezi prostredi propustna
pro paprsky neviditelné, kdeito jsem ve své zprivé sklo co prostfedi nepro-
pustné naznacil.

Propustnost prostredi jest, jak jse:m v prvni své zpravé uvedl, jen
relativni.

Srovname-li propustnost skla s propustnosti tvrzené gummy, shledime, Ze
gumma tvrzend o tloustce dvakrdt vétsi ne:Z sklo propousti paprsky Rontgenovy
u vétsi mire. JelikoZ pravé timto srovndmim velmi dobie paprsky Rontgenovy
se charakterisuji na rozdil od obyCejnywch paprski svételnych, bylo mi to
divodem, oznaliti sklo jako prostiedi pr-o paprsky Rontgenovy nepropustné.

Oznaceni skla Rontgenem co prostitedi propustné miize snad byti tou
okolnosti vysvétleno, Ze Rontgen zkoumall sklo toliko methodou fosforescenéni
a nikoliv methodou fotografickou. Ptipadl tento by nasvédcoval té okolnosti,
ze sklo propousti paprsky, které budi fosfiorescenci, lépe nez paprsky s Gi¢inkem
chemickym.

Vzhledem na upotfebeni paprskid tiéchto v chirurgii uvedl jsem v prvni
své zprdvé, ze bude moino dobu exposicce zkrdtiti nebo témito paprsky hlubsi
obaly masové proniknouti, jestliZze misto; desky dievéné uiZijeme latky pro-
pustn&jsi a jestlie energii skla zvysSime.
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