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In einfachster Form erfordert die Bestimmung der Kegelschnitte
K, II, folgende Operationen:

Man projicire o, in die Axe A orthogonal nach a und frage
von diesem Punkte auf A die Strecke ac gleich dem Parameter der
Parabel auf. Dadurch erhélt man den Punkt ¢; der Punkt ¢’ liegt
auf der Geraden o,¢c 80, dass cf’ = o,¢. Zu ¢ bestimmt man den be-
giiglick I';, I'; conjugirten Punkt ¢ und hat so dem Durchmesser
¢’¢’ des Kreises K gefunden. Die Axe 4, der Parabel IT, ist parallel
zu A nnd halbirt die Entfernung c'm’ des Punktes ¢ von A. Die
Axe A, schneidet D in d,; fihrt man nun durch m' eine Senkrechte
zu ed,, so trifit dieselbe die Axe A, in dem Scheitel n’ von I7,.

Wir haben in dem Vorhergehenden die Axen der Kegelfliche
(s I',) unter der Voraussetzung construirt, dass die Grundlinie I
vollstindig dargestellt ist. Sollte dies nicht der Fall sein, so kann
man nichtdestoweniger in derselben Weise verfabren, wenn ein
vollstindig dargestellier Kegelschnitt 4 zur Verfligung steht, welcher
dann insofern an die Stelle von I, tritt, als man neben dem Kreise
K den zu 4 homothetischen Kegelschnitt 17, des Netzes zu bestimmen
und auf 4 perspectivisch &hnlich zu beziehen hat.

13.

Prispévky k theorii ¥ad nekoneénych.
Napsal Matyad Lerch a predloZil prof. dr. F. Studni¢ka dne 13. biezna 1885.

V nésledujfcich Fidcich hodldm poukizati pa dileZitou genera-
lisaci kriterif konvergence ¥ad nekonednych, k nfZ jsem byl veden
svymi studiemi o podstatd &fsel irracionalnych.

PonévadZ pak i tento pfedmét poskytuje zajimavosti, odhodlal
jsem se tuto nékolika slovy vzpomenouti nejzékladnéjifch pojmiiv
analyse.

Phipisuje toliko &fslu racionalnému arithmetickou existenci, na-
hraZuji nicméné geometricky pojem velifiny irracionalnd skuteénym
dlvarem arithmebickym.

Ptedepséinli urity zfikon, dle ndhoZ lze vyvoditi jakykoli poet
racionalnfch ¢éisel a, az 65 . . . 6, . . . . jednoznalnd ptifadéngch prv-
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kiim pEirozené fady é&fse 11,9,3, . .. 9, . pak pravime, Ze je ndm
dina neomezend Fada veliin a,a;4q; ....
Jeli ndm ddna neomezend ¥ada veliéin

(1) By BGayByy oo a: Gyyo o e

té vlastnosti, %e lze volbon dostateind velikého » wuéiniti rozdil
a, .y —ay Pro viecka kladnd p libovolné malym, naz§vdme ji po-
sloupnosté &selnou (a,).

Dvé &fselné posloupnosti (a,) a (b,) jsou rovnomocny, (a,) ~(b,),
klesdli rozdfl a,—b, 8 rostoucfm v pod kaidou mez.

Souhrn viech posloupnost! rovnomocnfch 8 posloupnost!{ danou
(a,) tvo¥ limitu. Tato je stanovena kteroukoli z tdchto posloupnostf,
z nichZ kaZd4 naopak povaovina bfti miife za representant limity.

Limitu obsahujicf posloupnost (s,) znamenejme Ais(a,). Jeli
pak (a,)~v(b,), bude dle definice A (a,) = Aips (b,).

Posloupnost (1——%;), t. j.

1_}—’ 1—-1" l'—""]'." s 0 e 1—1—’ a0 0
2 4 8 2 id
je rovnomocné s posloupnost(
1, 1, 1, 1,

kterou znamenejme (1), t. j. mdme
1 xeys 1)
(l—é;) (1) éili A (l—é;) =2p(l).

Takovéto limity obsahujfef jednu posloupnost rovnych prvki,
takie vBecky prvky a, jsou rovny racionalnému ¢éfslu @, zoveme racio-
nalnymi, piifce a misto Aiu(a).

Limity nemajfef tuto vlastuosf zoveme irracionalnymi.

Tato okolnost, Ze existajf limity racionalné, vede nds pkirozend
k tomu, abychom se sna¥ili vZdy nahraditi é&fsla limitami racional-
nymi, a pak vydetiili, nemdli nalezeni vlastnost limity racionalné
platnost pro viecky limity viibec. Takjm zplisobem se podai{ viecky
zikony formalné pFenésti z &fsel na limity racionalné a odtud na
viecky limity bez rozdflu. To jest také vidy voditkem jakoZto princip
permanence zAkonfi formalnych p¥i generalisaci pojmiiv elemen-
tarngch, —

V nésledujicfm uvaZoviny json sousfavy nekoneéné hodnot racio-
nalnjch neb irraciondlnych & ve smyslu geometrickém soustavy bodd
v poftu meomezeném.
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Dénali takovd soustava (a,) bodl Fadou hodnot

Gyy Gy Ggy o o e Gy oo v

jejiZ prvky jsou bud vesmés rlizny aneb i édsteéné neb vesmés rovny,
nazfvime arithmetickou derivaci soustavy (a,) a znatfme D (a,) sou-
y_o

stavu on&ch bodd, které bud 1) p¥ichézéjf v ¥fadé (a,) na nekoneéném
poétu mfst, aneb 2) které jsou body hromadnfmi prvki z (a,), t. j.
body z té vlastnosti, e pro kaZdé sebe menif & pkichdzeji prvky
% (a,) v intervallu (z —¢...2- 9).

Ve zvlditnim p¥{padd, kdy rozdil a, , — a, je pro dosti velika

v libovolné malym, je D(a,) =lima,. Jevi se tu tedy arithmetickd
y_ o y_

derivace jako rozgffenf{ pojmu &fsla a hodnoty mezné. Od Cantorovy

soustavy odvozené lisi se tento pojem tim, e tato sestivd pouze

z bodiv hromadnych neviéfmajic si bodd nekone¢nékrdt opakovanyfch.
Jakozto ptiklady stijteZ zde nésledujfcf:

a) Arithmetickd derivace soustavy a, — sin vz {. j. soustava
D (sin vxx) pozistivi bud z koneéného poltu boddt poloZenfch v in-

y_m
tervallu (—1....4 1) aneb na mezfch, je-li = racionalné, a ze spo-
jitého intervallu (—1....-}1), jeli = irracionalné.

b) Soustava zakondenjch zlomkdt decimalnfch intervallu
(0....1) uvedena byti mfiZe v ¥adu

Oy Gy Qgy e o o oGy o naay
Vv iff-a, =01, a; =07, a4 = 0723 atd., takie

G =G = BiggT= .- ..y Oy =Gy = Oggo = . ... atd.
Arithmetickd derivace sestivd pak gze spojitého intervallu
©....1), t. j.
D(a)=(0....1)
y=w
¢) Zpamepime-li symbolem v, %, ¥ .... prvou, drobou,
tfet{ atd. éfslici od levé strany ¢&fsla v v soustavé dekadické, tak Ze
na pi. .
869, — 8, 869, — 6, 869,—=29,
bude miti soustava bodf

za derivaci dokonalou soustavu bodd
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c’
z .:_Z;') 102 71
kde ¢, znac¢f kterdkoli &fslo ¥ady O, 1, .... 9.
Tento pojem arithmetické derivace nekoneiné soustavy osvéd-
Cuje se zvlddf u¥iteénfm v nauce o konvergenci fad nekoneinych, coZ
ukdzati je hlavnfm predmétem této zprivy.

Je zndmo, ¥e fada kladnych séftanch
U=t +uts+t....4u+....

mi koneénj' soudet, je-li- hodnota lim u'H = a mens{ nef 1, a di-
y— L 4

verguje pro a>1, kde¥to pro pifpad a =1 vySetfena celi fada

riiznych kriterif. Zdd se, Ze enalysté povaZovali za samozfejmou

. : v .
a nevyhnutelnou podminku, aby hodnota Iim :;H existovala. Necht

. s
tomu_ v8ak jakkoli, pFpad, kdy se :H pro nekone¢né rostouc v

#dné urdité hodnotd neblfif, nebyl dosud uvafovén, afkoli nenf
nesnadno zobecniti znimd kriteria i pro tento p¥ipad.

Co v jednoduchém p¥f{padu poskytuje lim +l, to nim po-

’
dévé nafe arithmeticki derivace D :j“), jako# pravi ndslednjfof

Yy L
véta:

p980u-li veikery prvky sbustavy D u:"l) mend{ jednotky,

y=om 4

konverguje ¥ada kladnych ¢lent ﬁu,.'
0

oFro divergenci statf ji podmfnka, eby existovalo uréité kladné
celistvé ¢fslo n, tak aby pro 'viecka kladnd o platila okolnosf

iyt g, @=0,1,8....).°
u"_l_,
Dikaz tfeba poskytmouti pouze pro prvou ¢&dst véty, ana je
drubhd samoziejmou.

Jsou-li veikery hodnoty soustavy D "'H) mens{ jednotky,

L — ]
pnk existuje kladny zlomek &, jejZ Zddnd z tSchto ‘hodnot nepfevy-
T4, MathematiokowpHrodovidecks, 12
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/)
Suje; neb v opacném p¥{padd by musily hodnoty z D ( :‘+l ) pHi-
t 4

chézeti jednotce libovolné blizko, tak Ze by také hodnota 1 obsaZena
byla v uvaZované derivaci atithmetické, coZ vyloufeno. Méme-li hod-
notu §&, miZeme voliti § tak, aby & << E<C1, cof lze zajinté nesdf-
slnymi zplisoby splniti.

Pak existuje uréité (koneéné) &fslo n, tak aby

U, .
| ::I‘-1<e' v=nn4+1,042...)
t 4
Neb kdyby takové » neexistovalo, pak by pFichézelo v Fadé

%
G, = ::'l *=01,2,....)
nekone¢nd mnoho &sel vétéfch neb rovnych £; budteZ to &isla

aﬁ’ah'-cna"'c.-.

Ana se tato éigla vyskytujf v poétu nekoneéném, mus{ jich sou-
stava miti arithmetickou denvac: D a,,) jejlZ prvky se nalezajf

v intervallu (€...x) a tedy pfevyﬁuji &. Aviiak prvky tyto ndleZejf
téx soustavé D u""l) a nemohou pFevySovati . Néisledovnd musi

v—aw \ Yy
existovati &fslo » Felené vlastnosti. Pak ale obdrifme nésobenfm
nerovnost{

Y1 Yty
u, <£g 11 <Eeies u“+,_1<£

nésledujfel nerovmost

"n-|—0<£'-“nl
takie
1
2
9—0 +,<u,;_oE =t 1— E

je fadou konvergentni, a tedy také Fada z.'u, konverguje.
' ‘ 0

Nésledujfef kriteria uvddfm zde bez diikazn, ana jsou fakméf
samozfejma.

.Rada kladnfch ¢lent %‘u, konverguje, sestdvd-li arithmetickd

Yy 4
derivace D (VaT,' ) soustavy (VZ) z hodnot vesmés mensich jed-
[ —..]
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L 4
notky. Obsahuje-li viak tato soustava (Vtﬂ mezi svjmi prvky
téZ nekoneén§ polet prvkldl rovnych neb prevyiujicich jednotku, di-

verguje ¥ada Eu,.“
0
oRada %Fu, konverguje, existuje-li uréité kladné n tak, aby pla-

tila nerovnost

Yot 1 w=n, nt1, n42...),

Uy
a pestivi-li arithmetickd derivace { (1 — '+1” ¢ hodnot
ry=

vesmés vétdich jednotky.
Diverguje viak ¥ada X u,, jakmile existuje urfitd kladné n, tak

aby v(l—— '::H <lprov=mn-}t1,nf2.,....°
Nejéastéji zajisté prichdzejf ¥ady, v michZ soustava
D “v+1)
» o\ Y

obsahuje hodnoty mensf i vétif jednotky. Ze se takové pifpady vy-
skytujf, ukazujf ndsledujfc{ dvé konvergeninf Fady:

R e e B A LR ey

2
»y—0 2’ v

JelikoZ tu u,— 141 + 1—(1  sestdvd D ”;+l)

o7 y3
2 bodd lim EE11)* 2

i =0a lz'm————-(gk_l_l),:oo,

tedy

) """‘) = (0, )
y—w\ Y

b) Zpali-li [A%] celky (charakieristiku) obecného logarithmu
&fsla &, je-li 4 libovolné kladné éfslo mensf jednotky, g vétif jednotky,
ale tak, aby 4}/ g < 1, bude ¥ada s obecnfm ¢lenem

= gt— nkfgﬂkj L

konvergovati, pfi ¢emZ D

—-(d,m) gestivd z bodd & a oe.

12*
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