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SUR LA DIFFERENTIATION

D'CNE CLASSE

DE SERIES TRIGONOMETRIQUES.

Note ne M. LERCH.

RO 2 TYU—.

M. Hermite nous a posé le probleme d'obtenir la dérivée de la série
de Kummer ¢t des séries trigonométriques analogues, ol la regle
ordinaire eonduit  des sérics divergentes. Nous avons obtenu la solu-
tion dans le cas particulier de la série de Kummer, en poursuivant nox
recherches antéricures sur les séries malmsténiennes qui ont des rap-
ports intéressants avee Ja théorie de la fonction gamma. Cette pl‘emwrv
formule étant ohtenue, il était facile d’en trouver la veaie origine et de
résoudre o problisme sous des conditions plus générales. Ce sont ces
résultats généraux qui font Uobjet de cette Note, que nous ne croyons
pas utile d’allonger par I'indication de la voie primitive qui se trouve

expliquée dans un Mémoire présenté & VAcadémie Frangois-Joseph
(de Praguc).

1. Soit donnée unc série trigonomélrique convergente

(1) f(.z-)zz-cylsingvarﬂ;

V=1

je dis que la dérivée de sa somme /() sera donnée par I'équation

(2) J'(%) ﬂﬁ;z Cy— Cypy) Si0(2V A1),
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ou ¢, = o, toutes les fois que le deuxitme membre est une série uni-

formément convergente.
Représentons, en effet, par g(x)la somme de la série (2), multipliée

pav i —» @ étant supposé entre zéro et I'unité; on peut écrire
1 sm(')v-l—-;)i'r
~ Y= lim z o, —C
n° s (&= eve) =iz
V=0

En employant Videntité dont Abel a fait usage le premier

n n—1
Z ay by = E A(Dy—~ Oy Y- Ayl
v=0 V=
ol
Ayzz ay ity -1 ey,
prenons .
O Oy e Gy g T2V ) x T
ST
et nous aurons
"=l -
%g(.z-') _-_-I!m: ch.,_,z COS(2V -k 2) BT -t Cpyy "”'(:":l " nAn
V=t

Cela posé, soienl @, ¢l 2, deux poinls de lintervalle, intéricur i
(0, ..., 1), dans lequel la série g(=) est uniformément convergente,
nous aurons évidemment

'y
/ ”(.l)d?-.-lll]l Zu(bmzvrlr —sinavae,m) 4 R, |,
o

*o =t

oll nous avons pnsé, pour abréger,

R, == C'n-|-1f T "ln (:"” + l) " T dr,

sin. ITE

Or on trouve, en intégrant par partics,

R, ==

Cppr Jeos(an-t-0)zm
20 -1 s, 7

_ TCn TLeos (2 -+ 1) &7 a8, LT e
an A1), sinfarw ’
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la quantité infiniment petite M":_‘ s¢ trouve ici multipliée par deux
quantités qui restent finies pour » infini et 'on a par conséquent

Iim B,, IS0,

n=w

ce qui fait voir que I'on a

4y t
S oy, .
f g(x)dx:);’-’(smzvmln——smzv.r(,'n:),
“ay

v =1

ou hien

Vi

j g(@yde = (@) — f(20),

et le théoreme est démontré.

On voit de méme que la convergence de la série f(x) est une con-
séquence de la convergence uniforme de g(x) et de I'hypothese
. [& - . ’ .

lim = == 0 qui, comme on sait, est nécessaire.

e

Mais on peut aller plus loin en considérant d’autres types de séries
trigonométriques, et I’on parvient i des résultats analogues que nous
nous contentons d’indiquer, les démonstrations étant toutes semblables
au raisonnement qui précede. Ils subsistent dans les couples de for-
mules simultanées suivants :

i “"w
C
‘ f(a:)-:.:z-;" cos2v &,
B V=1
(3)
o
j sinzm O
(f — -—_:Z(c.,—cv+,)cos(zv+1)w1r, Co=0}
Yzt
ac
S(z) = 2‘ e sm(zv-—x)xr,
(4) -
( filz )l'i’fﬂ = 3 (co- evr) sinzvrm,
| . Vsl
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i * ac

Slx)= } ;—v—— cos(2v ~ 1).rm,
V;::l
(5)
4 KINa-rT
‘ J'(z) ___mﬂ__'_r = E (cy— Cy4y) COSRYVTT, €42z 0.
(. Vo

A ces résultats on peutajouter les théorémes un peu plus généraux
qui consistent dans les couples de formules

. O Ca .
z) = —-gin2zen{u+ n
J(z) w—~+n ! (e n),
(6) n=10
sinx . X . .
’ FAC) — =i~ gysin(2u — 1) xw A 2‘ (Cy=-Cyq)SINET(20 + 2V 4- 1),
\ V=g
o
% Ca
() == - ooc.oa“n(u - n
S(@) = = )
(7) ¢ "=
sinzm -
' JH &) —=r~ = — cpeos( 20 — 1) 2T+ 2‘ (€~ Cyaet) COSPT( 202 A= 2V == 1),
Vo

ce qu’on peut réunir dans un seul couple suivant

! o
./(-Z') z p CI LGJ-”‘“”"H”
(8) mnash
w
' fl( %ln_sz —_—— c(’e-itaﬂi(iyt—lj,_+_ 2 (Cv - C‘I_H)eﬂ::m:iuu-t-ﬂw-u-
Y

2. Les formules quipréctdent permettent d’évaluer, d’une maniere
¢lémentaire, quelques séries connues, par exemple les suivantes :

o« w
sina2naw SN COSANTT
E 3 z (0«2 <1).
nm I )
n=1 n=1

Car ici les différences ¢y — c,., seront nulles saufla premiére ¢, — ¢,
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. H [ LR - -
qui a pour valeur respectivement — et — 1, d’ou Pon tire les équa-

tions
JHx)=—1, respeclivement, J'(x)=— mcotrm,

dont il est aisé de conclure que les valeurs des deux-séries considérées
sont rcspectivement

Sx)=-—z el [flx)=--logasinzn.

Un exemple plus intéressant nous fournit la séric classique de
Kummer

ina 1y, :
logT(z) + - 10.., = n’ L (x — é)tlogm —I'(n)= 2_ ]—?L sinar.zm,
n=1
pour laquelle on obtient le résultat
I"(z)

i) sine® + 5 (,os.:r‘rc—l— [logam-—~Y'(1)]|sinen = ZIog o hlﬂ(”ll—l— YT,

qui a 616 le point de départ de nos recherches.
Le théoreme qu’expriment les équations (8) permet d’évaluer divec-
tement la série connue

w0
-~ e‘z:zm'(u +n)

y =

Nz

iw-~~n

Décomposons-la en les deux suivantes :

E

-~ ez.-,u'trz'!n-l-/z) ~ ¢ S2mill - ~n4-n)
T ——, mre— s
Fo 2-! w1 71 2‘ I—u—+n

n=o =0

qui sont en cftet de la forme (8); les différences ¢, — c,., étant nulles,
0on aura

dy, SinTm ____ eu-vem,

dr w
ZZE Eﬂ.ﬂ — -~ e-(l-—2u).z,-1:l’
dae =«

et, par conséquent,
dy _dye _dye

de 7 dx dx
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de sorte que la somme y nc dépend de x pourvu que lon ait

oL x<LlI.

Si on veut employer I'équation

. = -T” T
(o) R
. Al H'—{ /l ‘oll]lle
Nl D

on aura la valeur de y en prenanta =, ce qui donne

=
2aemi{uin) 7-(.u1|:: aTri
(9) v e i B
Ll L -1 sinam [ - gTEIT

niz—®
ot il faut, bien entendu, supposer o<z <1.
Mais, sans connaitre I'équation («), on obtient dircctement la
quantité

7]

v c‘.'xm(n o)
oy O <<
wn =

¢ (u) =

2

dont on sait qu’clle ne dépend pas de z. A cet ellet, employons 'identité

1 1 1 1 1

ab S diha T ENT b
en y posant &« = w + m, b -=v¢ -+ n; aprés avoir multiplié¢ par
omitm e fgyisons la somme pour m==o0, =71, dx 2, ..., = M;
n=o0,*1, *=2,..., % N. Il vient de la sorte

M N i N
~ i wm) 2 e-y‘ni(w-n) . — e!ni(m‘--y').’ukml 'ﬁ czym'(rwv a1
2! w-m o -+ m Wt ¢ n
| -N ma=—M e N
M
ATy~ £) (v +2) Q2T (8 -0 ko)
4 g—dvml Z e e E N
¢ —’1- I o~ ¢ ~~ Nt =4~ II
me-—-M

Supposons o < x <1, o<y <1 ct passons i lalimite pour M ==,
N ==; en supposant de plus z > y, la quantité 1 +y — x ainsi que
@ -~ y sera entre zéro ¢t I'unité, et I’équation deviendra

e(u)@(v)==¢(u)g(u-¢)+ e~ g (¢)g(u-+v).
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Cela étant, la fonction

— o—UT —- (_ n*
Y0y = ereg(uy = 3 Ll

est réelle en méme temps que la variable u, et jouit de la propriété
()b (e)y=Y¢(u+ o)[Plu)e"™ 4 b(0)e-rmi];

en prenant u et ¢ réelles, la partie imaginaire dans I'expression entre
crochets devra s’évanouir, de sorte qu’on a I’équation

Y(u)sinum -— §(v)sinen = o,

et par conséquent
$(u)sinum== const.;

en passant i la limite pour « == o la constante se trouve égale 4 = et
I'équation («) est démontrée.

3. Proposons-nous maintenant d’évaluer la série

'
z r ” 4- ”) . 2T (AR,
(e +n+1

Iin la décomposant comme la série précédente, on est conduit i deux
séries de la forme (8) :

: P/(lt —- n) e2eml(n+n)
F(e +n) u+n

n=0

” .
§, o — 2 Tt —n— 1) e=—2TTi(1~u-+n)

?
Ne—n—1) 1—u+n
n=0

dont les dérivées satisfont aux équations

L )
dS, sinzm __ _ T(4) ounam E A
dz ~wm T T(uw) u-+n
n=0
L .
dﬁl Ei!}f_Tj pomrl r,(” - l) (ﬁn—i)mﬂl_ Z.e..—i:z_ui__w.i‘;
drz w I'(u—-r) I— 12— 2
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en observant que les deux premiers termes ont pour somme la quantité

- " T 20—1)eni
[~F(1z) I'(u l)]cm_”zm__ el2u~1)am

I'(u) + T(«=1) T

on aura I'équation

*

ds, dS,\sinen o eCutinrlam
e ST z -,
dz dx T - n

Hzm=-o

d’ot, en employant I'équation (),

ds eewi me an‘

dz = siner sinarw

Il s’ensuit que la dilférence de deux séries S, dont les arguments «
sont égaux, s'exprime sous forme finic

o

.. '
(IO) \ _.!‘__.(.q”-}g n) ((Mm(u{-n) e ot I-ll])
1
T+ n-1)
LR ]
Cme'™ I sina,m
_____ A -.'L- [~ ;»n'( Qg 1)

sinum ‘-lll ias

ob il faut que o <z <, o Ly L 1,
SiI'on fait par exemple @, == 1 — z, il vient

I'(r+n p 2 ] ;
(11) 2‘ < (et n) sm9r(u.1:+nx-—»- = .(.-._.T)
NS 2 sinet
—

Posons mainlenant, dans 'équation (10), @, == 2 + ¢, la quantité v
élant positive et moindre que un; multiplions par e~**= dx et inté-
grons depuis zéro & 1 — ¢; puis posons x, ==z + ¢ — 1, multiplions
par la méme quantité ¢ *“"*dz ot intégrons depuis 1 —¢ i 1. En
ajoutant les deux résultats il vient

v ' e et
—-!-——(”;)-~ [(— (1= p)edoumi— pgdlo-tnmi] Z 111....1‘._'._..'.'.2_.. MR - 2uml) I
Ui 1) (ttA=n 1) WAL
1 | Y 1 '
e sinm(y 4= o . .
_ _Zl'_____ 105 j_m ) o atl ofp 4 iy e~ gy g im(y —1) g~1ueml L[J;l,
sin ur sinm.e Jo i )

la sommation 8’étendant aux valeurs n =41, == 2, £+ 3,
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En elfectuant les deux dernidres intégrations, on obtient la formule

i o
{ ’ 2 k1
(l — e'lwm) _..‘_l:_(__{(_)__; 4 e&n.u'r::‘(l — c—ﬂum’) 2 r (u + n) e’ f— !
Ylu—+1) T(u+n—+1) a2nmi
IQ') ni=—w
umi ol ) —umi
== .Tff___ [ ]Qg ﬂq{__‘j__'___z_) e—2uxT Jp 4 ﬂ =+ _1_7".6_ (f — @2uvwi

it sinum,/, 51N T2 /2 2u sinuw’® -

envml
en convenant de remplacer la quantité ———, pour n = o, par sa
2nme

vraie valeur.
e -lliﬂl

— ¢f
2L

Dans cette équation, multiplions les deux membres par

différentions par rapport 4 ¢; il vient

I — R l -
() - i-!——* e 2‘ 1[' U~ ) panvr
I

Y ¢ ami (tt 41 +1)

.

ﬂ-(.n'u Leuami g . ol . .
3 g | @ RO oo sin e T - W logsinmaz e-*umi(v+2) dp
sinum 2T A )

—umi
S L RGREETY J) _7"-.(‘_ —— YT
2 asinum

En multipliant par e+« ce résultat devient

an
["(u)e » sinun T'(e4-n) VT )

" T (u) T Tie+n+n
n=—w
1
nml .7
? sinu . : .
=l (—— snar logsinem - ue'””f logsinz e—2nam dz)
sinum T -
1 ; n
~+ ell'lfl' (_._._.. —_— gl | — ——
2 U 2sinum

Cette équation nous donnera I'expression définitive de la somme S
lorsqu’on aura la valeur de I'intégrale

1
f logsinan e—2*™ dz.
0
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Vemploic 2 cet effet le développement

. O OS2 kT
logsinzn == — log2 -~Z— —
k=1
qui donne
- emginun  we~v®ginun " 1
logsinzr e~ #*™ dz =— loga + - z
0 wm x )

k=1

On a évidemment

1 1 2
2 "2.. 7-75:"‘724(/.--(4-| ktu -—7:)

o I(l_+.u rl ’”".".).-2'["(1)-1

.)u‘ T 1-;-:/) 10w

et par conséquent

f logsiname2u*™ dig
(13) {7

_ e "Mginnx Pirgee) Tlima) 0]
.._——-?‘Z’-’-r--«[zloga-i-l,(H_u) '—l(x “a) -~ (l)J.

En substituant dans la formule que nous venons de considérer, il
vient d’abord

"
sinun x "(2-+n) ominr)

w Fe+n+1)
(u) . 1 T(tFu) 1D (--u) 1 . T
i | 21 I — —— —_— Jg- I —— —_————"
m[ () logsinen — loga 2 P04u)  al(1--a) * l’(l)+uu ””‘ asin ur’

or la quantité
Pu)y 1 I'(14a) 1

T(a) "2 Y0 +u) ™" su
. . 1 (a by .
étant égale & L 'F'(”(;L))’ on aura, en employant I'équation
Ty V(r—u)
Ta) ~ T(ioe) =T oo
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I'expression

= . ; i
— "~ cotum + logesinewr — Y (1) +vmi| — ————>
2 asinum

qui se réduit & la suivante
: . . i, .
— et f{mcotun + logesiner — T/ (1) 4+ emi]+ -;e'”“,
et notre résultat devient
> ’
z _.E._(. '{-t.’_l)_. cﬂvﬂ:ic IR
(e +n—+1u)
n

Erp—

(14)

sinum

Tenwi R i 1\

= I_-— I"(1)+ mcolum + loga smvr:-&-m(v — —)J;

i 2

cette formule, qui a licu pour les valeurs de ¢ conlenues entre o et 1,

remplace enticrement 'équation (10) qui hous a servi 4 Pétablir. Le

raisonnement assez long qui précede serait superflu, sil'on connaissait
Péquation (14) dans le cas de ¢ =3, ¢’est-d-dire

,r.:. 1"(’( _|_ H—) ’Tl' ) )
/" 3 e ) R -~ T e P I’/ . o . 1.
(r4”) 2‘ (1) U+ 75 smuﬂ:[- (1)+log2 +meotusw]
oS-
e~
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