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XXXIII.
Ueber eine arithmetische Relation.

Von M. Lerob in Weinbergo bel Prag.
(Yorgelegt in der Gitzung am 9. November 1894.)

Dicse Notiz beschiftigt sich mit den KEigenschaften der arith-
metischen Functionen ¢ und 7, und kanr als Forteetzung der vorher-
gehenden Arbeit angesohen werden.

Wir gehen aus von der unondlichen Reiho

1y
1) F(@)= Z gt skl

& (1—g") (L — P Taz) (1 — ¢ Tiaa)

in welcher k eine positive ganze Zahl, dagegen a, m, g stetige Va-
riable bedenton, von welchen letzfore numerisch kloiner als Eins
vorausgesetyt werden muss, da sonst die Reihe divergirto. Filr diese
Relhe leiten wir eine neue Darstellung ab, indem wir die durch
Partialbruchzorlogung gowonnenc Identitit benmtzen :

1 _ 1
(1—~Ltlaz)(1—¢"t6e) (1—¢ (1—¢"Tan)

g .
1—g(1—T%am) '

wird davon im allgemeinen Gliede von F'(x) (Rebrauch gemacht, so
erbilt man suvirderst

Fg)=

1 gttt

1—q ,g, (1—C2)(1— q"l'laa:)

q q (b+1)'ub'+1 i
1—aq — l—g¢"2(1— q"Ham)
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Hier benutzon wir die Identitit

AL i SR NI
l—g¢'z  1—¢"s Eq

und erhalten so ddic pesuchte Darstellung

@® F@&) =1 2 Y T

aa:)

__17 gz
l—q,zo (1--¢"z)(1 —q"2ax)

v, A q‘r"]‘lm)l
23 2,2 ()
Um hieraus durech Coefficientenvergleichung ein arithmetisches

Resultat zu gewinnen, setzen wir z — ¢, @ == ¢, unter n elne po-
gitive ganze Zshl verstanden, und erhalten zuerst die Formel

2 q(k+1)r _ 1 2 qv
=1l —g") (l—g"T") (1 —¢g"T ) T 1 —q & (1—") (1—1*)

_ 9 ): ¢
l—g¢ & 1—g") (1 —g¢g*FrtY)

1 & _,11- _ qm-x )
1— & = \1—g*t" g [

und hieraus folgt, wenn von der Beziehung

2 gv _ hd qf
(1--¢") A—gt) =1 (=7 1—q"

v—1
Gebrauch gemacht wird, schliesslich das Resultat:

2 Q1)

& (1—¢) (1 — ) A— g

] nil

. 1 q’ g g
3 = — »
® 1—g 'g.l I—g(—g") 1—95 ¢+ (1—g")

1 w 2( qu Ei"H
I—g 1§, A\ 11— t—gtrtl [
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Wir setzen nun der Krze wegon

(] 1
s__l-V 9 q 3}‘ 7 -
I— = (- (1—¢) 22 0—M1—7)

oder indom wir in der sweiten Summe das lexte Glied abiremnen,

8= 1 "1 9' +1
T—g = (—g(—" 1—9 U—q”)(l ")

T {1—q¢ QJJ(l — gy
1 L qlv-}-l )

l_ql_.lle (1—9"% 1—gq prr Tl

nond woiter
S, =

sodass dio rechte Seite von (8) mit §— & fibercinatimmt. Wir go-
langen vum gesuchten arithmetischen Resultate, wenn wir dio beiden
Seiton von (3) nach steigenden Potenzen von ¢ eatwickelu uud die
Coefficienten gleich hohor Potenzen von g beiderseits vergleichen.
7u dem Zwocke soion

S§= -A.q', ﬂlzzB.g_-

m=1

die Potenzentwickelungen von 8 und 8. Um A4, ¥u erhalten, be-
merken wir, dass wir durch Entwickeclung einzelnor Glieder des
letzten Ausdrucks fiir 8 erhalten

8§—= E ey Z gFrreteti_ ZMM“HH-V'
LY oy Py

wobei dic Bummationsbodingungen folgendermassen lauten:

1,
0.

a, v 3y .. oo, v=1 2, ..»n;
] v 2 .

— N

o ™
I

Halten wir in den zwei crslon Summen die Werthe g, v, «
fest und fihren die Summation in Bezug auf # und y aus, so heben
pich die simmtlichen Glieder y =1, 2, 8, ... der zwciten Summe
gogen die Glieder g:ze+1, a +2, «1- 8, ... der ersten und es
bleibt

1k
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g= Y gttt Y ppttty,

LT X

wobei die neno Sumunationsbedingung # < « hinzugetreten ist.
Wird nun fr einen Augenblick

v -. ja=>=1 1=<¢= ﬂ)
9 — 2, ™=l = v o ="="1
F‘lgip Z “gﬂgo

gesetzt, o stimmt offtmbar a. mit dor Anszahl Lésungen der Dio-
phantischen Gleichung

wtamd-p=m

iiberein, welche natilrlich mit denselben Bedingungen

=1, 1=v=En a=f=0

verbunden werden musa.
Schreibt mean die Gleichung in der Form

pv =m —an — f,

8o sleht man, dass boi fostgehaltenem « und 8 dic Gleichung soviel
Iosongen besitzt, als o8 Theiler » der Znhl m —an — f gilt,
welche dle Zahl n nicht fiberachroiten.

Wir bexeichnen nun mit g(a, 4) die Zahl der Theiler von o,
welchs b nichi fberschreiten, dagegen mit ¢(a, b) dis Aneahl der
Theiler von a, welchs griisver sind a's b,

Alsdann wird die betrachtete Gleichung bei festgehaltencm «
and B insgesammt x{m — en— @, n) Losungen besitzen und somit
wird die gesuchte Zahl a. wil der Summe

ta=Ygm —en—f, ), (@=F=0)

{ibereinstimmen,
Nachdem a, gofunden, wird offenbar

Ay = an—a'y,

Z "qﬁ(‘+1)+7 =-Z @™

wenn noch
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gesotzt wird. Man bestinmt a’s,, wenn man die Summe Zu, bezogen
auf sAimmtliche Ldsungen der (leichung

“(“+1)+?=m| (#,v=124,38,...

berechnet.
Man bat offenbar in

y=m—p(n+1)

g alle positiven ganszahligen Werthe durchlaufen xu lasson, welche
ein positives y liefern; diesc Worthe sind

B=1,98,.. [:———_:1].

und wir haben somit

[:_:TI] 1 o m-—l) ( m—1

a'y = B= T l
= 2 11
sodass sich der gesuchte Werth von 4. in der Form

A= z(m—un—ﬁ,n)——;-E(::__l_ (”“"1+1)

a>fp20
ergibt.
Es bleibt uns noch @brig den Coetfficiont B, in der Entwicke-
lung
8, = ZB g
der Grdsse S, zu erhalton,
Da
%y q19+1
5= 2{21 (- !1)(1 --q'**') -%'1 (1— (1 — g*HeHy)[’

g0 haben wir dic bekannten und sonst leicht zu verificivenden Glel-

chungen
1 _ (n+ +¢) o
(1—g1—gt?) &y \ ntv |7
1 _Yprtrtet) .
(1 —g)(1 —gntr 1) ‘.gf( n+v41 )q
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zu benutzen, nm hierans die FEntwickelungen

i e |

p
= gr+1 . qm +n4-v— 2\ |
.é (I—g)(1-- g™ ) Z(ZF(m "+‘”:’l-1 ”))q

zu erhalten. Es folgt hieraus, dass der gesuchte Coefficient By durch
die Formel

B"‘=Z'§l{ E(m+:-_}*-_1;—lv) I m—:l—l;:_—l- Aw)j

dargestollt werden muss.

Wir haben somit das Resultat, dass der Coefficlent von ¢= in
der nach positiven ganzen Potcnren entwickeltan rechten Beite der
Gleichung (3) durch dem Ausdrueck

Yn—e—am m =5 B ER )

02e20
"é.é{'*‘("'*:i:"”)—E("‘Tr:i:‘")}

dargestellt wird, wobei wir, was um alle Missvcrstindnisse zu ver-
meiden bemerkt werden mag, die Function E{z) gleich Null setzen,
wonn der Argument w negativ wird.

Die Entwickelung der linken Seite von (3) lautct nun

q("+# | |:ﬁ)'+"“+p"+ﬁ, a §=01,282...
w B, v=1, 2, 3,...)

und der Coefficient von g™ stimmt mit der Anzahl der Lisungen der
Diophantischen Gleichung

k+ptatpytamtprtf=m

fiberein ; diese kann man anber schreiben

(k+p+ et fy=m— an—fn—§,
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und hieraus ist ersichtlich, daea die Zahl k4 p~ a - 8 ein Theiler
von #a — an — fin — 8 soin muss, welcher natfrlich grosser ist als
k a8, und zwar entspricht ¢inem gegebenen Werthgyatem a, S8
und einem der in endlicher Anzahl vorhandenen die Zahl k4 -8
fibertreffenden Theiler von m — an — fin — B, die man selbatver-
stindlich auf nur eine Weise in die Form

E+u+tai-p
setzen kann, ein einzlges Werthsystem s, v. Der Coefficient von ¢=
in der betrachteten Entwickelung der linken Seite von (3) wird daher
dor Bumme

%vl»(m—m—ﬁn—ﬂ, kta -p), (8=012..)

gleich sein mlissen, wenn wie wir schon bomerkt haben, mit ¢(a, b)
die Anzahl der Theilor von @, die grbsser sind als b, bezeichuet
wird.

Schreibt man hior noch # -+ f =0, f — ¢, 50 geht dies in die
Summes fiber

V(m—g—an, k|- 0),
62¢20

und wenn man diesen Coefficienton mit demjenigen bei gleich hoher
Potens rechta vorkommenden vergleicht, so ergibt sich schliosslich

. Sil(m—-o—mk+v)—z(m——o——m.n)}
@) .+iE(m ('""1+1)

D e
Fir k> m hat man hieraus

[ Yam—p—om, »)

.=e<¢
o =vE) e )

e e

A v=1,2 3
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Trennt man hier die Glieder 2= 1ab, und setzt (A — 1w =d,
a0 wird v simmtliche Divisoren & von d durchlaufen und wir kénnen
dic rechte Seite von (3) auch wie folgt schraiban

E(:’:i’]‘_ Elm |—n+1)
(Hn) ‘ qm+4+n—d m+n—d
L+§[E(‘m—)—’°(mﬂ

die Sommetion bezogen zuerst auf sdmmtliche Divisoren 4 von d und
dano auf simmtlicho Zahlen d, welche kleiner sind als m -}-n.

0
Im Falle kK =0 ist offenbnr in (4) die Summaz durch Nnll zn
A=—1

creetzen, sodass wir haben

| Yivtn—¢—an, o) — y(m — ¢ —on, n)]
05e<e

() e T )=

Umn einige weiteren Resultate zu crhalten, setzen wir in der

(6) <

Formoel (B) x=¢, a :-;‘—, wodureh gieh die Identitht

2 S U g '

Sa—gra—yt 11— 21—

—_ 1 i
1—¢ 2 A—g)(1—q¢" )
&

1 12 q,.! ,.H—I
_l—q,)' | l—q'_l— i
= q

M

crgibt. Da aber

2 T __ 9
(1 — g"X1 T o=

—1

go folgt schliomslich die Identitit
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2 qh.l-r 2 Q' qi
-l - S —gu—g» 0—2°

_y Y A s
z§1 ,g [_u —9i—a) (—gu— q'+1)}

Da bhat man nun die Entwickelungen

™

=Yugt+aterrte,
IF"

rgu — g1 — __J E(—)E(—+ 1) -
m(m—

_L__ 1) -
1 —q)? m>_"1 2 "

2 (1 —-q )'(1 g"t1)

r—1

und die Coefficientan der Entwickelung

b . -~
"‘Zj"’gl[ (1 -5(11'" ") (1 — g;l(l — ¢t ]z-gb"?'

ergeben sich in derselben Weise wie oben dis Ba in der Form

= § S e

oder bossor geschrieben

st

Hicr konnen die Glieder A =1 abgetrennt werden, wodurch
entsteht, wenn man A — g -}~ 1 achreibt:

wmn s B B o))

p=1 =1
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KEs bleibt mar noch dbrig, die Bestimmung des Coefficienten
von ¢* in der Entwickelung der linken Seite von (7) zu Ende zu
filiren. Da het man dic Lisungen der Gleichung

— mv=123...
*k |- ey Fa=m, (a.-_—o. 1 2... )

zu finder und fir sio die Summe der p (d. i. Zg) zu bilden;
schreibt man dic Gleichung in der Form

k4ot gy =m—e,

B0 siocht man, dass % -}« | p —=¢ sdmmtliche Theiler von m —«
durchlinft, welcho grisscr sind als £ 4 «, und jeden nur einmal,
wonn g und v pimmtliche demsslben « entsprechende Werthecombi-
nationen annchmen. Fir jede Losung @, v ist dann p =8 — (k¥ }- a)
und die einem fosten « entsprechende Partialsumme Z'p hut den
Werth 24 vermindert um (k 4 ) s0 oft genommen als es Ldsungen
u, v gibt.

Dicse Zahl der LYsungen ist offenbar ¢(m —a, &+ @) und os
wird

20 = Pm—e, k4 a),

wonn mit Ta, b) dic Summs der Jdivteoren vom a, dia grisser sind
als b, begeichnet wird. Die Partialenmme Z'u bat somit den Werth

Tim — &, k + @) — (k + a)p(m — &, k4 a);

um die Totalsunme 2 zu erhalten, hat man hier o« die Werthe
0,1,... m—1 durchlaufen zu lassen nnd die Summe der Resul-
tate zu bilden. Man erkennt daher, dass der Cocfficient von ¢ in
der Entwickelung dor linken Seito von (7) durch den Ausdrack

Eo['.l’(m— a, k4 a)— (k -+ a)i{m —e, k4 a)]

dargestellt wird.

Vergleicht man diesen Cocfficienton mit der Summe derjenigen,
welcho als Qoefficienten von g™ in eingelnen lestandtheilen der rechten
Seite auftreten, an erhnlten wir das Resultat
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Y [(#m—e, k+a)— (5 + a)pim —a, &+ a)]

=0

¥ S

p-"l =1

Dics gilt auch im Falle k=1, in welchem dann die letzte
Samme wegfillt; dagegen wird im Falle k=0 der Ausdruck ver-
schieden sein, und zwar

[.El [Hm —a, &) —- ath(i — a, a)]

N & i | mmet
lz_“'.)z:'lE(?)E(f* )

Wird in (8) £=m voransgesetzt, so verschwindet die linke
Scite und es bleibt uns das Resultat zurtick:

[ -

@) 1.:f'l 3 [2(==*)-#(%3T)]
3 Bofa -

wobei die linke Beite auch wie folgt geschrieben worden kann

fm—d
w )]
die Summation erstreckt iiber simmtliche positive ganze Zahlen &

unterhalb m und @ber simmtliche Theiler d von d; die rechte Soite
stimmt bekanntlich mit der Summo

(o) ;el(m—-"'(’"*'”

(i)
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Qiberein, in welcher ®,(k) die Divisorensumme von % beszeichnet.
Msn gelangt xu einem merkwiirdigen arithmetischen Resultate,

wonn wan in der Gleichung (2) a=% setzt, dagegen aber = un-

bestimmt 1asst. Man hat zunfchet die Relation

ittt 1 W e
4 ,g(l B 2

— ¢"2)¥(1— 4'+‘s) l—g¢.5 (1 —2)"
lr-l—l i
- q® .
(1—a%l—2) 1"'41;1 ,go{l—g T l—q“’+1 }
bei deren Deduction wir die Identitiit

2 K _ x
Ll (1— grofl — g ey (1 —g)(l—0a)
benutzten.

Wir wollen nnn heide Seiten von (10) nach positiven Potenxon
von ¢ und o entwickeln (wozn die Voraussetzung |z |<C1 nothig
ist); durch Coefficientenvergleichung gelangen wir xn dem erwihaten
Rosultate.

Es werde xuerst

N qkr-l—vwk-}-l _ )
Véo-' Qa— Q'z)‘(l —_— q’“*"lg,) _ngd"'- g

gesetzt; um A, . zn erhalten, setzen wir die linke Seite in die Form

2 pgltutartegtiota (y,, a=0,1,89,.. )

e v=1,223...]"

worans man Bieht, dass man zuerst das System zweier (leichungon

pa=01, 2 )
k = =m
+ﬂ+¢ f', n+¢ 9 ‘l’=1 2. 3,

aufzuldsen, und dic entsprechenden p zu summiron hat. Aus der
erston Gleichung folgt nun, dase 2 kleinor sein muss als » — %, aus
der zweiten folgt duun die Congruens

« == m(mod. r),
welche nur eine Wurzel & < » besitzt.
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lst diese Wursel sugleich kleiner alas »— £k, 80 18t & ein filr
unsere Ldsung brauchbarer Werth und es ergibt sich

Ap ,—=p=r—k—a

als der gesuchte Coefficiantenbetrag. Ist aber jene Congruenzwurzel
a nicht klelner als « - -k, 8o ist sie kein brauchbares « fiir unser
(ileichungssystem, welches in diesem Fallo unvertriglich ist, und man
hat 4y , =0 7zu nehmen,

%, 80 hat man v=E(’:—) und deher

cg=m— rE(—':‘i),

g:r—k—mui—rE(%)

erhalten; es ist somit

Da v—=

(a) A..,,_vE(mT’)—k—m,

wenn die rechte Beite positiv ausfillt, im ontgogongesetzten Falle
aber Ag = 0.
Dio zwei ersten Bestandtheile der rechten Selte von (10) geben

nun weiter
> e (") e
== - | gmz

1_91-:0(1—51'3’)' &, ol

= =~ L
und es bleibt nor {brig, die Summe

1y e i)
0

11— = l—g’= " 1— o
in eine Reihe

Zome g "
zu entwickeln. Man kann sie durch die mehrfache Reihe ersetzen
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gitomtighte YN Otabetyite,
Le,fy A7,

in der die Summationsbedingungen lauten
o f,v=012 ...; y=1,2,38,...; A=12 ... &

In der erstcn Summe hat man die Anzahl der Lisungen des
Systems

Ata=r, wtf=m

yu bestimmen; wir setzen r ==k voraus, und dann werden sich die
Unbekannten ¢ und § durch die unabhiingigen Veridnderlichen A und
v folgendermassen ausdriicken

i e (1000 )

r
woraus folgt, dass unsere Gleichungen
m~{-r
("L

Lésungen besitzen.
In der sweiten vielfachen Summe hat man dagogen das System

Adtaw=r rwiaty=m

zu ldsen. Wir sctzen hier @ 4 y = ', sodass die nene Varisble p’
die Bodingung y’ > @ zu befriedigen hat, und haben das System

Ata=r, mwvt+9' =m

Unsere v sind solche, dass die Differenz m — rv einer positiven
Zsh] ¥ gleich wird, wolche die Differonz & —= r — 4 dbersteigt, d. h.
unsere Unbekannte » soll so bestimunt werden, dass

m—rv>r—4, (=19 ...%

wird. Aus dor hiernus sich ergobenden Ungleichung r{yv | 1) << m -{-2
folgt nun, dass die Variable » |- 1 folgende Werthe annchmen kann
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11 21 . [____ﬁl-r'::_-l]’

deren Anzahl E(#__l) ist,

_Hieraus folgt, dass unsere mohrfachc Summe in ihrer Putenz-
entwickelung bei g=zr folgenden Coefficionten besitet:

2 E(m j:l—— 1)
1=1 r
Es ist souit

"

und durch Znsammenfassunyg unserer Resultato erhaiten wir den Sats,
dass fir » ==k die Gleichung bestehi

[ e sjm r
S s

7"

(11)
= rE(m_i_r) — k—m,

r

wenn die rochis Seite positiv ausfilll, dagegen aber dis linke Ssite
verschwindeat, wenn die rechts Ssite nsgativ odsr Null wird.

Man kann dieses Resnltat einfacher ausdriicken, wenn man das
Kronccker'sche Symbol sgn. a fir das Vorzeichen von & einfiihrt,
worunter also 1 oder — 1 zu verstehen ist, jenachdem & eine posi-
tive oder negative Grisse bedeutet.

Die Grisse i}‘“—"f.a ist nun gleich ¢, wenn a>>0, da-

gegen 0, wenn 2 <50 ist. Die rechto Seite der Glelchung (11) ist
also gleich

%{1 + ugn[r}s.(’“—"tl) —k—m]} .[rE (’"j!"') —k—m:'.

und hieraus folgt, nachdem man beide Seiten von (11) mit 2 multi-
plicitt und eine Reduction ausgefahrt hat, dess die Gleichung
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r . A 1

22E(’2—-_t—:-—) -+ (r— 215)E : )—-m—{-k
=1

= atn [ {2 ]

bestebt, wobei mit abs. angedeutet werdcn soll, dass von der oinge-
klammerten Grosse nur jhr absoluter DBefraz zu nehmen ist. Die Be-
doutung dos Theorems (i1) besteht darin, dass es die Summation

der Reihe —
Erfe)-annn

liefert. Unter der Voraussetznng k=< r hat man niimlich

(11%)

(11a) Spm,r, k):kE(T—), wenn kérE(mj—r)—m.
aber
(11b) S(m,r, k) =m— (r—klE(m;!_r), wenn kgrE(”'j"' —m,

Und dicse Resultate sind leicht direct zu verificiren. Die erste
¥ormol behauptet, dass simmtliche % Qlicder der Summe einaniler
gleich sind, die zweite geht darauf hinauvs, dass die Zsahlen

p(acth), p(athtl) | p(ntr=l

,!

einandor gleich sind, wenn %= rE (m;'_f)——m, und dies ist leicht
ru bestitigen.

Verlag der Xinlgl Litm, Goscllschalt dor Wissenschuflen, — Druck von Dir, Kd Grégr, I'rag 1884
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