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UVODNÉ POZNÁMKY. 

Látka aritmetiky tretej triedy je rozdelená na štyri samostatné 
oddiely: postupnost, limity, kombinatorika a pravdopedobnosť. 
Poňatím i spracovaním sú takmer všetky statě rozdielne od pre-
došlých učebnic a z toho vyplývajú určité nároky na metodické 
podanie. 

Tak postupnosti sú definované rekurentne, podstatný doraz sa 
kladie na porozumenie pojmu postupnosti a 11a odvedenie 71-tého 
člena a čiastočných súčtov postupnosti, pričom sa vynechaly umělé, 
iba formalistické úlohy. Ani příliš umele vykonstruované příklady 
sa nemajú používat. Finančná matematika je, v súhlase s dnešným 
názorom, velmi obmedzená a doraz sa kladie na riešenie úloh 
o vzraste nejakej veličiny v danom pomere. Samostatné a podrobné 
sa preberá metoda matematickej indukcie. 

V oddiele ,,Limity,, sa doplňajú vety o nerovnostiach, preberajú 
sa ohraničené a nulové postupnosti, konvergentně postupnosti, ich 
limity a úvahy o reálných číslach ako limitách. Táto časť je podia 
svojho spracovania nová a udává pevné základy pre štúdium vyššej 
matematiky i pre nové možnosti pestovania logického myslenia. 

Vzorce v kombinatorike sa dokazujú priamo úsudkom, takže 
vzorec sa objaví priamo vo svojej definitívnej formě. Upúšťa sa od 
formalistických úloh a od zmechanizovania celej partie, ako sa to 
robievalo prv, a kladie sa hlavný doraz na usudzovanie. 

Počet pravděpodobnosti sa začína kritickým rozborom pojmu 
pravděpodobnosti, zakladá sa na skutočných pokusoch, spracovanie 
je ukážkou jednoty teorie a praxe. 

V celej aritmetickej časti sa kladie doraz na úvahy. 
Toto poňatie aritmetiky přispěje k tomu, aby žiaci rozuměli 

prírodnému a spoločenskému dianiu aj so stránky kvantitativných 
vzťahov a aby poznávali význam matematiky pre rozvoj vied a pre 
technický pokrok v službách socializmu. 
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I. POSTUPNOSTI. 

Úvod. 
Ak ku každému prirodzenému číslu n přiřadíme podia akokolVek 

zvoleného pravidla číslo an (nemusí to byť prirodzené číslo), hovo-
říme, že 

a v a2, a3, a4 , . . . ( 1 ) 

je postupnost čísel; číslo an je n-tý člen postupnosti (1); prirodzené 
číslo n je index člena an; miesto (1) píšeme niekedy stručné {an } . 

Příklady: 

[1] 1, 2, 3, 4, . . . .; všeobecne {w}. 
[2] 0, 0, 0, 0, ; všeobecne {0 } . 
[3] 1, 4, 9, 16, ; všeobecne {n2 } . 
[4] —1, 2, - 3 , 4, . . všeobecne {( — l)w • n). 

[ 6 ] Í Í \ > 1 > všeobecne { ^ J . 

p " • *; v š e °b e c n e j"^} a i e b° í 2 "n i • 

[7] 0, 1, 0, 1, . . . . ; všeobecne j 1 + ( ~ 1 ) n j . 

Postupnosti [1], [3] majů tú vlastnost, že pre r < s je ar < a8\ 
to sú rastuee postupnosti. Postupnosti [5], [6] majů tú vlastnost, že 
pre r < s je ar > as; to sú klesajúce postupnosti. Postupnosti [2], 
[4], [7] nie sú ani rastúce, ani klesajúce/ 

V predchádzajúcich príkladoch bolo možné udať jednoduchý 
vzorec, platný pre každý člen postupnosti, t. j. udať početný výraz, 
ktorý sa používá na výpočet člena an na základe indexu n. Dóležité 
sú však aj iné, omnoho nepravidelnejšie budované postupnosti, 
u ktorých takýto vzorec nevieme udať. V tomto smere je pozoru-
hodná najma rastúca postupnost ktorej členy sú všetky prvo-
čísla: 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, . . . 
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Postupnost je nesmierne složitá a patří medzi najkrajšie 
a přitom najťažšie oddiely matematiky. Na základe skúmania tabu-
liek prvočísel boly o postupnosti { ; ;„ } vyslovené rozmanité do-
mnienky, z ktorých mnohé boly neskoršie s neobyčajným dómyslom 
dokázané, iné, i pri ušilovnej snahe najlepších matematikov, dosial 
nie sú dokázané. Dosial nedokázaná je napr. Goldbachova do-
mnienka, vyslovená r. 1742, že každé párne číslo váčšie než 3 sa dá 
napísat ako súčet dvoeh prvočísel; na základe tabuliek sa zistilo, 
že to platí pre všetky čísla až po 10 miliónov, ale všeobecný dókaz 
nebol urobený. Velký pokrok v tom smere urobil sovietsky mate-
matik 1. M. Vinogradov, ktorý r. 1937 dokázal, že každé dosť velké 
nepárne číslo sa dá napísať ako súčet troch prvočísel a že každé 
párne číslo je súčet najviac štyroch prvočísel; tento dókaz sa po-
važuje za jeden z najskvelejších výkonov modernej matematiky. 

Velmi častý a dóležitý je případ, že je priamo daný prvý člen 
alebo niekoíko prvých členov postupnosti, a že pre následujúce 
členy je daný všeobecný předpis, ako sa má počítat člen a n + 1 na 
základe poznania predchádzajúcich členov 

dg* . . . , (ln. 

V takomto případe hovoříme, že postupnost {an} je definovaná 
rekurentně (latinsky recurrere = bežat zpát). Příklad rekurentne 
definovanej postupnosti dostaneme, ak zvolíme prvé dva členy av 

a2 celkom lubovolné a každý následujúci člen určíme podia před-
pisu : 

an +1 ~ a0 + + 

Ak volíme napr. ax = 1, a2 = 1, je začiatok nasej postupnosti 
tento: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . 

a lahko možno počítat lubovolné množstvo dalších členov. 
P o z n á m k a . Často je účelné začat indexom 0 miesto indexom 1, 

písat teda postupnost vo tvare: 

a0, av a2 , a 3 , . . . (2) 

miesto vo tvare (1). Vo tvare (2) n-tý člen je an_v kým an je 
(n + l ) -vý člen. 

C v i č e n i a. 

1. Napište prvých desať clenov postupnosti: a) (1 } ; b) (1 — n]; c) \ — - — l ; 
{n + l j 
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d) (n (n — l ) } ; e ) | i - + i - ( _ i ) » j ; f ) (1 + « " ) • 

2. Napište prvých desať členov postupnosti, danej rekurentne: a) ax = 1, 
an H-1 = a7 i + 1; b) ax = a, an + x — a • an; c) = 0, a M . = fc • an; 
d) Oj = 1, ow + i = i ' e ) ° i = «Ai + i = an + d; f ) ay = a, an + i = 
= a» ' <1> g) «1 »2 = 2> an + 1 = «n — « n - i í h) «i = 0, a2 = 1, 
am 4-1 = 2an + « ^ - í -
Vyjadrite vzorec n-tého člena postupnosti: a) a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, .. 

b) a, «« , „i, a . f a«, . . . ; c) 1 , A , A , ± , A , A , . . . ; d) A , A , _±, A . 
' 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 

A, . . . ; e) +1 , - 1 , +1 , - 1 , +1 , - 1 , . . . ; f ) 1, 4, 7, 10, 13, 16, 
5 

g) 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . ; h ) - 5 4 , 18, - 6 , 2, - 1 , 1 , . . . 
O «7 

4. Napište vzorec w-tého člena postupnosti, danej rekurentne: a) ax = 1, 
an +1 = — a„; b) ax = 1, an +1 = an -f 1; c) ax = — 1, an + i = an; d) 

= a, + 1 = an + d; e) ax = 1, an + x = an • ?/; f) = 1, an + x = 
= 1 — an. 

h. Vyjadrite člen an + i pomocou člena an v postupnosti: a) {1}; b) (1 — 

- n} ; c) { ( - 1 ) » ) ; d) (nd); e) { o ^ - » } ; f ) | ± } ; g) {1 + ( - 1 ) » } . 

<>. Vyjadrite člen on+* pomocou člena an postupnosti: a) (1 -f ( — l ) n } ; 
b) {1 - 2n); c) {a^f; d) {1 + in). 

7. Pré ktoré x je postupnost a) { n x } , b) { x n } rastúca a pre ktoré x je kle-
sajúca? 

8. Postupnost, ktorá je daná rekurentným vzorcom an + x = (n + l )«n -+-
+ (— íy^-r1, vyhovuje tiež rekurentnému vzorců an + ! = n (an + 
-f- an + i). Dokážte. 

9. Vyjadrite člen an +1 pomocou členov an a an-x v postupnosti 

+ - ( i ^ V I ) " ] } . Ktorá je to postupnost? 

10. Vzorec n-tého člena postupnosti, danej rekurentnými podmienkami 
ax = 1, a2 = 1, an + \ = an an-x má tvar a n = k (xn — 2/̂ ). Určité 
čísla k, íc, í/. 

11. Postupnost, daná rekurentne podmienkami ax — 1, a2 = 1, an + l = 
= an — an~ly má tieto vlastnosti: a) an + 3 == — an; b ) a n + 6 = an. Do-
kážte. 

12. Vzorec n-tého člena postupnosti ax = l,ra2 = l , a n + i = an — an — ¡má 
tvar an = k (xn — yn). Určité k, x, y. 

2. Aritmetické postupnosti. 

Nech je dané 1'ubovolné číslo d. 
Potom móžeme rekurentne definovat postupnost {an } takto: Prvy-

čleň zvolíme lubovolne a všetky nasledujúce členy určíme pred-
pisom: 

«n + 1 = an + d. (1) 
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Takto vzniknutá postupnost sa volá aritmetická postupnost'. Číslo 
d sa menuje jej diferenciou (latinský výraz pře rozdiel), pretože sa 
rovná rozdielu + 1 — an ktorýchkolvek dvoch susedných členov 
postupnosti. Zrejme aritmetická postupnost s kladnou diíerenciou 
je rastúca postupnost; so zápornou diřerenciou je to klesajúca postup-
nost; ak je d — 0, sú všetky členy postupnosti rovnaké. 

Ak sú r, s dva indexy a ak napr. r < s, podia rekurentného před-
pisu (1) je 

as = ar + (d + d + • • • + d), 

kde počet sčítancov v zátvorke rovná sa rozdielu s — r oboch inde-
xov. Teda 

as = ar + (s — r) d. (2) 

Vztah (2) bol odvodený za předpokladu r < s, ale lahko z neho 
vypočítáme, že pri tom istom předpoklade musí byť aj ar = 
= a8 — (s — r) d, čiže 

ar = as + (r — s) d, 

čo znamená, že vztah (2) musí zostať správný i pre r > s; zřejmé 
je, že (2) platí aj pre r = s. Teda (2) platí pre ktorékolvek dva 
indexy r, s. 

Zvláštnym prípadom vzorca (2) je vzorec 

an = ax + (n — l)d (3) 

pre výpočet ^-tého člena an na základe prvého člena ax a diferencie 
d. Ako příklad vezmime nepárne prirodzené čísla; tié tvoria zrejme 
aritmetickú postupnost s prvým členom l a s diferenciou 2, takže 
n-té nepárne číslo podia (3) rovná sa an = 1 + (n — 1) • 2 alebo 

an=2n- 1. (4) 

Ak podia poznámky na konci článku 1 začiatočnému členu dáme 
index 0, máme miesto (3) jednoduchší vzorec: 

= ao + n d • ( 5 ) 

Na základe vzorca (2) móžeme jednoznačne určit aritmetický 
rad, ak sú dané ktorékolvek dva jeho členy (s róznymi indexami), 
a vypočítat ktorýkolvek iný člen radu. Ak má byť napr. a10 = 1 5 , 
a20 = —15, vsadíme r = 10, s = 20 do (2) a dostaneme 

—15 = 15 + 10 d, 

z čoho vypočítáme diferenciu d — — 3. Ak chceme vypočítat prvý 
člen av vsadíme r = 10, s = 1 do (2) a dostaneme a1 = 15 — 9d = 
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= 15 -f 27, teda ax = 42. Ak chceme vypočítat napr. a50i je zby-
točné počítat najprv ax\ vsadíme r = 20 (alebo r = 10), s = 50 
do (2) a dostaneme a50 "= <z20 + 30d alebo a50 = —15 — 90, a50 = 
= -105 . 

Ak je 
a v a2, a3, a4, . . . (6) 

lubovolná postupnost, móžeme pomocou nej definovat rekurentne 
novů postupnost {sn } takto: Prvý člen je st = ax\ každý nasledu-
júci člen je určený rekurentným predpisom 

sn +1 = Sn + an + v (?) 
takže zrejme 

*n = a i + «2 + • • • + an- (8) 

Čísla sn sa menujú či as točné súčty postupnosti (6). 
Naučíme sa, ako možno počítat čiastočné súčty aritmetickej po-

stupnosti. Začneme príkladom. O slávnom matematikovi K . F. 
Gaussovisa hovoří táto anekdota: Keď bol žiakom národnej školy, 
dostali žiaci za domáce cvičenie vypočítat súčet 

1 + 2 + 3 + . . . + 99 + 100 (9) 

so sto sčítancami. Žiak Gauss hned vyhlásil, že vyjde 5050. Či sa to 
skutočne přihodilo, nie je zaručené, ale nie je to ani nemožné, lebo 
súčet (9) rovná sa súčtu 

100 + 99 + 98 + . . . + 2 + 1, 

a tak dvojnásobok súčtu (9) sa rovná súčtu 

(1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + • • • + (99 + 2) + (100 + 1) 

so 100 rovnakými sčítancami, rovnými 101. Teda číslo (9) rovná sa 
polovici súčinu 101 • 100, t. j. 5050. 

Ak počítáme tou istou metodou všeobecne súčet (8), dostaneme 
najprv: 

2sn = K + a n ) + K + a n -1 ) + • • • + K + ax). (10 

Dva susedné sčítance napravo v (1(X) majů tvar 

ar + as; ar + 1 + a8-x. 

Podia definície aritmetickej postupnosti je však 

ar +1 = ar + d, a8-1 = a8 — d, 
a preto 

ar + <*>s = «r + i + ««-i, 
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t. j. v súčte napravo v (10) všetky sčítance sa rovnajú. Pretože 
počet sčítancov rovná sa n, máme 2sn = n + an) alebo 

Sn = n(a1 + On), (11) 

čo je žiadaný vzorec pre čiastočné súčty aritmetickej postupnosti. 
Vzorec (11) móžeme ešte trošku zovšeobecniť, ak uvážíme, že pri 

lubovolnom r, keď je ((>) aritmetická postupnost, je aj 

ar-> ar + v a r + 2> • • • 
aritmetická postupnost s prvým členom ar; ak je s > r, je as potom 
(s — r + l ) -vý člen tejto postupnosti, takže 

ar + ar + 1 + ... + as = y (s — r + 1) • (ar + aa) 

alebo slovami: Súčet lubovoíného počtu za sebou nasledujúcich čle-
nov aritmetickej postupnosti rovná sa polovici súčinu ich počtu 
so súčtom prvého a posledného z nich. Napr. v hornom příklade 
(str. 8) súčet členov aritmetickej postupnosti s dvoma danými 
členmi 

a10 = 15, a20 = —15 je a10 + an + + ... + a20 = 0. 

Zaujímavý je případ postupnosti nepárnych čísel (4). Podia (4) 
a (11) je 

1 + 3 + 5 + • • • + (2n - 1) - n2, 

t. j. súčet prvých n nepárnych čísel rovná sa ?i2. Pre n = 5 pozři 
obr. 1, ktorý jasné ukazuje, že 52 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9. 

10 
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Ak do vzorca (11) vsadíme za an zo vzorca (3), dostaneme po 
lahkej úpravě vzorec 

SN = nax + -5- n (n — 1) d. (12) 

Vzorec (12) si však netřeba památať. 

C v i c e n i a, 

13. Napište prvých desať členov aritmetickej postupnosti, ak je a) — 3, 

d = 2; b) ax = 2, d = - y ; c) ax = - 3 , ( 7 = 0,4; d) ox = 0, d = - 1 . 
14. Napište prvých desať členov aritmetickej postupnosti, ak je a) a2 = 5, 

d = 3; b) a3 = 1, d = — 7; c) a10 == 5, d = 0,8; d) « ! = 3, a2 = 7; 
e) a4 = 9, ab — 6. 

15. Ak je v aritmetickej postupnosti dané ar a d, vypočítajte as v prípadoch: 
a) a10 = 1 2 , d = 7, s = 5; b) a6 = 8, d = — 3, 5 = 3 2 ; c) a5 = 4, 

d = - y , .9 = 1; d) o100 = 1, d = -0 ,01 , * = 1 000. 

16. Napište k-tý člen aritmetickej postupnosti, ak je a) = 4, d = 3; b) at = 
= — 2,d = — 2; c) a5 = 7, d = 12; d) a10 = 10, d = —3; e) a100 = 1, 
d = 0,1. 

17. Ak je v aritmetickej postupnosti dané ar a a5, vypočítajte d a udajte 
7í--tý člen v prípadoch: a) a5 = 7, a9 = 9; b) ay = —2, «ir, = —5; c) 
o10 = 1, a100 = 2; d) = 5, a20 = 2; e) ar — x, as = ?/, r ^ 

18. Určité súčet prvých desať členov aritmetickej postupnosti, ak a) — 3, 

a10 = 30; b) ax = 10, d = — 2; c) a4 = 5, d = — ~2";d) = — 4, r/7 = 

= 2,4. 
10. Aspoň kolko členov prirodzeného radu čísel třeba sčítať, aby súčet 

presiahol: a) 100, b) 1 000, c) 1 000 000? 
20. Súčet prvých n členov aritmetickej postupnosti je daný výrazom 

4n2 — 3n. Určité prvých přiť členov tejto postupnosti a výraz pre 
k tý člen. 

21. Aritmetická postupnost je určená týmito podmienkami: a) ax = 3, 

d = —1; b) a1 = 8, d c) aá = 3, a10 = 12. Určité výraz pre on 

a pre sn. 
22. Kedy je postupnost čiastočných súčtov aritmetickej postupnosti: a) 

rastúca, b) klesajúca? 
23. V aritmetickej postupnosti r-tý člen má hodnotu x, diferencia je d. 

Ktorý člen je y l Kedy má úloha riešenie? 
24. V aritmetickej postupnosti je ax = a, ar = x, ss = s. Určité r. Kedy má 

táto úloha riešenie ? 
25. V aritmetickej postupnosti je ax = 3, d — 2. Koíko členov dáva súčet 

sT — 120? 
26. V aritmetickej postupnosti je daný r-tý člen x a súčet prvých r členov 

5. Určité prvý člen a diferenciu. Má úloha vždy riešenie ? 
27. V aritmetickej postupnosti súčet prvých r členov rovná sa x a súcet 

prvých s členov rovná sa y. Určité prvý člen, diferenciu, r-tý a s-tý 
člen. 
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28. Ak sa súčet prvých r členov aritmetickej postupnosti rovná nule, je 
ar — — Dokážte! 

29. n priamok v rovině, z ktorých nijaké (lve nie sú rovnoběžné a nijaké 
tri neprechádzajú tým istým bodom, delí rovinu na An častí. Dokážte, 
že pře číslo An platí rekurentný vzorec An \.x — An + n -f- l,audajt-e 
vzorec pro k-tý člen tejto postupnosti. 

3. Geometrické postupnosti. 

Neeh je dane lubovolné číslo q. Potom móžeme rekurentne de-
finovat postupnost {an} takto: Prvý člen zvolíme lubovolné a 
všetky následujúee členy určíme predpisom 

an + l = an<l- (1) 

Taká postupnost sa volá geometrická postupnost. Číslo q sa me-
nuje jej kvocient (latinský názov pre podiel), pretože v případe 
an ýz 0 rovná sa podielu anjtl : an dvoch susedných členov postup-
nosti. 

Ak je = 0, zrejme všetky členy an rovnajú sa nide a kvocient q 
je cclkom neurčitý. Ak q = 0, všetky členy okrem prvého rovnajú 
sa nule. Ak ax ^ 0, q ^ 0, nijaký člen nerovná sa nule, lebo podia 
(1) člen an + 1 mohol by sa rovnat nule len vtedy, keby sa už pred-
chádzajúci člen an rovnal nule. Teda v případe a± ^ 0, q ^ 0 je 

+ x : an = q pre všetky indexy n. Vyzdvihnime si ešte případ 
q z= 1; v tomto případe všetky členy postupnosti sa navzájom 
rovnajú. 

Z (1) plynie (a to i v tom případe, keď berieme do iivahy čísla 
komplexné), že 

|«n + l | = K | ' |? I- ( 2 ) 

Teda: Ak je {an) geometrická postupnost s kvocientom q, je 
[\an |} geometrická postupnost s kvocientom | q |. 

Ak prvý člen ax i kvocient q sú čísla kladné, plynie z (1), že všetky 
členy sú čísla kladné. Ak okrem toho je q > 1, plynie z (1), že 
an + 1 > ani takže v tomto případe {a n } je rastúca postupnost. Ak 
čísla av q sú kladné, ale q < 1, plynie z (1), že an + 1 < an, takže 
v tom případe {an } je klesajúca postupnost. Ak je q záporné a 

^ O j e reálne, majů členy postupnosti {an} striedavé znamienka, 
a preto postupnost nie je ani rastúca, ani klesajúca. 

V případe ax > 0, q > 0 sú všetky členy geometrickej postupnosti 
kladné čísla, ktoré móžeme logaritmovat. Podia (1) 

log an+1 = log an + log q, 

takže logaritmováním vznikne aritmetická postupnost s diferenciou 
d = log q. 
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Vráťme sa k lubovolnej geometrickej postupnosti. Ak sú /\ s dva 
indexy a napr. r < s, je podra rekurentného předpisu 

a8 = Or(q-q-q ... q), 

kde počet einitelov v zátvorke rovná sa s — r. Teda 

as = ar ' qs~r. (3) 

Vzťah (3) bol odvodený za předpokladu r < s, ale je zřejmé, že 
platí i pri r = s. Ak je q ^ 0, je 

qs-r . qr-s — q0 = ] 

takže z (3) plynie 
as • qr-s = ar, 

čo znamená, že vzorec (3) platí i pre r > s. Teda (ak je q ^ 0) 
vzorec (3) platí pre ktorékolvek dva indexy r, s. 

Zvláštnym prípadom vzorca (3) je vzorec 

On = a 1 m q n - 1 (4) 

pre výpočet n-tého clena geometrickej postupnosti na základe prvé-
ho člena a kvocienta q. Ak začiatočný člen označíme a0, ako 
v poznámke na konci článku 1, máme pohodlnější vzorec 

(bi = «o (r>) 

Ak sa prvý člen geometrickej postupnosti rovná jednej, súčet 
prvých n členov rovná sa 

«n= 1 + + ... + qn~1-

Z toho však plynie, že 

snq = q + <72 + • • • + <ln 

a, odčítáním vyjde 
{q — 1) = qn — 1, 

lebo všetky ostatně členy sa zrušia. Teda pre q ^ 1: 

l + q + . . . + g » - l = ^ i , (6) 

eo móžeme písať aj vo tvare 

l + q + ... + q»~1 = ( 6 ' ) 
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Ak je q záporné alebo kladné a menšie než 1, máme vo tvare (6') 
kladného menovatela; ak je q > 1, máme kladného menovatela 
vo tvare (6). Ak je q = 1, nernajú vzorce (6), (6') smyslu; lavá 
strana potom rovná sa n. 

Pře geometrickú postupnost s lubovolným prvým členom ax 

máme 
qn — 1 1 — qn 

sn = «i + a2 + . . . + an = jy = ax ——p 

Stačí však pamatat si vzorec (G) a (G'). 

C v i č e n i a. 

30. Napište prvých desať členov geometrickej postupnosti, ak je a) al = 3, 

q = 2; b) ax = 1, q = — 1; c) ax = —437,4, q = y ; d) a t = —1, 
q = j/2"; e) at = 3, q = 1 + /. 

31. Napište prvých desať členov geometrickej postupnosti, ak je a) a2 = 

= _L, q = 2; b) = 25, q = - 0 ,2 ; c) a10 = -1 , ? = JL; d) « j = 512, 
8 2 

a2 = 768; e) a5 = 30, a6 = — 3; f) a4 = 1 + i, a5 = 1 — i. 
32. Ak je v geometrickej postupnosti dané ar a d, vypočítajte as v prípa-

doch: a) a10 = 243, q = —, s = 5; b) a6 = 7, 'y = i, 5 = 12; c) a6 = 

= 2 500, q = - 2 ,5 , * = 1; (1) a5 = 5, ? = -1(1 + i) s == 13. 

33. Napište fc-tý člen geometrickej postupnosti, ak je a) ax = 3, q = 5; 

b) = - 2 , = - 2 ; c.) a5 = 96, /j = — A ; d) a100 = 1, 'i = - i . 

34. Ak je v geometrickej postupnosti dané a r a as, vypočítajte q a udajte 
ktý člen v případ och: a) a5 = 2, a1 = 4; b) a4 = 1, a6 = — 1; c) ax — 
= 1, a5 = 16. 

35. Určité súčet prvých desať členov geometrickej postupnosti, ak je a) 

= 1, q - 2; b) ax = 19 683, q = - - I ; c) a5 = 9, = V»; d) a4 = 5, 
o 

«6 = 5. 

3(i. Určité (s použitím logaritmov) čiastočné súčty s5, s10, s20, s50 geometric-

kej postupnosti, v ktorej ax = 1, q — —. 
2 

37. (Historická úloha.) Kupec chcel kúpiť koňa. Přehnaný předavač mu 
povedal: ,,Koňa ti dám zadarmo, zaplatíš mi iba klince v jeho podko-
vách. Každá podkova je přibitá šiestimi klincami, celkom je ich 24. 
Za prvý klinec mi dáš 1 kopejku, za druhý 2, za každý další^dvakrát 
tolko ako za predchádzajúci." Kolko mal podia toho kupec zaplatit? 

38. Geometrická postupnost je daná týmito podmienkami: a) ax = 2 -
3. 

q = b) a4 = 10, q = — 1; c) a3 = 10, a, = 9; určité všeobecný vý, 

raz pre sr. 
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39. Kedy je postupnost čiastočných súčtov geometrickej postupnosti: 
a) rastúca, b) klesajúca? 

40. V geometrickej postupnosti je r-tý člen r, kvocient je 'y. Koíký člen 
je Kedy má úloha riešenie? 

41. V geometrickej postupnosti je kvocient 2, r-tý člen 5-L , súčet prvých 
3 

r členov 10 -L; určité r. 
2 

42. V geometrickej postupnosti s kvocientom 7 = — — je súčct prvých 
o 

osem členov rovný 14 760. Určité tieto členy. 

43. V geometrickej postupnosti je prvý Člen A , r-tý člen súcet prvých 
27 32 

6305 v., r clenov ; určíte r. 
864 

44. Určité hodnoty súčtov a) cr = cos a -f cos 2a + cos 3 a + . . . -f 
+ cos ra; b) sr = sin a -f sin 2a + sin 3a -j- • • • + sin ra. — Návod: 
počítajte cr + isr a uvedomte si, že cos ka + i • sin £a = (cos a + 
+ ^ sin a)fc. 

45. Určité hodnotu súčtov: a) cos a -f cos 3a -f cos 5a + ' - • + cos (2n — 
— 1) a; b) sin a + sin 3a -f sin 5a + . . . + sin (2n — 1) a. 

4. Použitie geometrických postupností. 

S geometrickými postupnosťami střetáváme sa v úlohách, v kto* 
rých ide o vzrast (alebo pokles) nejakej veličiny v stálom pomere. 
Předpoklad, že změna veličiny sa deje v stálom pomere, v dósledku 
ktorého postupné hodnoty skúmanej veličiny tvoria geometrickú 
postupnost, nebývá v skutočnosti splněný presne, ale je často 
splněný přibližné, a na tomto základe urobené výpočty móžu viesť 
k cenným záverom, i keď sú tieto závěry len zhruba správné. 

Prakticky sa vzrast udává najčastejšie v percentách nějakého 
základu Z\ pri vzraste o p percent znamená vzrast zo základu Z 

Zp , / p \ 
na Z + ——- a dá sa vyjádřit súčinom Z ( 1 + ). Z toho: 

1 100 JJ \ 100/ 

* = 1 + w . v 
V ďalšom texte vzrastom o p percent sa myslí v z r a s t za jedno 

obdobie, obyčajne j eden rok. Ak začiatočná hodnota veličiny je 
a0, zváčšená hodnota po n obdobiach je daná vzorcom 

an = a0 • qn. (2) 

Ak sú zo štyroch hodnot 

a0; an; p (alebo q); n 
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<lané ktorékolvek tri, móžeine vypočítat štvrtú na základe vzorca 
(2). Výpočet (an) je priamo daný vzoreom (2); pre výpočet a0 máme 

a0 = an* V71- (3) 

Pře naj časté jšíe sa vyskytuj úce hodnoty percentovej miery p sú 
čísla qn, q~n udané v tabulkách. Pře inc hodnoty p počítáme loga-
ritmicky; z (2) a (3) plynie: 

log aH = log a0 + n - log q, (4) 
log a0 ~ log an — n • log q. (5) 

Ak pracujeme so štvormiestnymi logaritmami a ak je w < 100, 
třeba k štvormiestnemu výpočtu súčinu poznat log q na 6 miest. 
Sedemmiestne hodnoty log q sú pre rad hodnot ]) udané v nasledu-
júcej tabufke. 

0, 1, 2, 3, 4, 

0 0,000 000 0 0,004 321 4 0,008 600 2 0,012 837 2 0,017 033 3 
1 0 434 1 4 751 2 9 025 7 3 258 7 7 450 7 
2 0 807 7 5 180 5 9 450 9 3 679 7 7 867 7 
3 1 300 9 5 609 4 9 875 6 4 100 3 8 284 3 
4 1 733 7 6 038 0 0,010 300 0 4 520 5 8 700 5 

5 2 166 1 6 466 0 0 723 9 4 940 3 9 116 3 

6 2 598 0 6 893 7 1 147 4 5 359 8 9 531 7 
7 3 029 5 7 321 0 1 570 4 5 778 8 9 946 7 
8 3 460 5 7 747 8 1 993 1 6 197 4 0,020 361 3 
9 3 891 2 8 174 2 2 415 4 6 615 5 0 775 5 

Tabulka udává logaritmy hodnoty q = 1 + zaokrúhlené na 

7 des. miest pre p = 0,1; 0,2; 0,3. . . až po 4,9. Celá časť percent je 
udaná v záhlaví stlpeov, desatiny percenta sú udané v záhlaví 
riadkov. Nasledujúca hodnota p by bola p = 5; příslušná hodnota 
logq = 0,021 189 3. 

V f > 
Vo finančných tabulkách sa zvykne miesto písať i (angl. 

interest = úrok), namiesto q písať r (angl. rate = poměr). 
Logaritmovanie je nevyhnutné, ak neznáma je n alebo p. Ne-

známa n je daná z rovnice (2) výrazom 
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n = log an — log ao 
log q 9 

neznáma p sa určí takto: 

= 1>= 100 (2 -1 ) . (7) 
71/ 

Ale p móžeme určit aj tak, že k vypoeítanej hodnotě log q najde-
me jej najbližšiu tabulkovú hodnotu log q a z tabulky vyčítáme 
priamo p. 

Netřeba si památať vzorce (3) až (7); památajme si iba vzorec 
(2), ktorého úpravu urobíme vo vyšetrovanom numerickom pří-
klade. 

Poznámka. Ak číslo 6 vznikne z čísla a zmenšením o p percent, 
vznikne číslo a z čísla b zváčšením. O kolko percent? 

Ak označíme x liladaný počet percent, je 

0 - - & > ) • • - 4 0 + 1 ® ) -
Ak z prvej podmienky vsadíme za b do druhej, dostaneme po 

skrátení číslom a: 

\ 100/ v 100/ 100 v 100/ 

100 100 - p 1 100 - p 
teda 

100 p 
x = 

100 — p 

Pretože 100 — p je menšie než 100, je 

100p 100p 

100 — p > 100 ' 

t. j. číslo x je vždy o niečo váčšie než p. Ak je však p malé, je rozdiel 
medzi p a x nepatrný. 

Př ík lad . Město má 87 000 obyvatelov. Za každý rok sa počet 
obyvatelov zvýši o 1,3%. a) Kolko obyvatelov bude mať město 
o 10 rokov? b) Za kolko rokov vzrastie počet obyvatelov o 25%? 

Podia vzorca (2) je a0 = 87 000, q = 1,013. Na 6 des. miest je 
log q = 0,005 609. V úlohe a) je n = 10, teda 

an = a0 • q10] log an = log a0 + 10 log q, 
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teda log an = 4,995 6; an = 99 000. Teda o 10 rokov bude mať 
město skoro 100 000 obyvatelov. V úlohe b) je an : a0 = 1,25, teda 

qn = 1,25; n = l 0 * h 2 5 ± n , 3 . 
log q 

Počet obyvatelov vzrastie skoro o 25% asi za 17 rokov. 
Najčastejšie sa vyskytujíce úlohy tohto druhu sú úlohy peňažné. 

Ak je nějaká istina a0 uložená na p%, vynesie za každý rok úrok, 
ktorý, ak sa nevyzdvihne, připočítá sa k istine, a za druhý rok už 
máme okrem úroku z póvodnej istiny aj úrok z úroku. Po n rokoch 
konečná istina an má hodnotu (2), kde číslo qn je dané vzorcom (1). 
Celkový úrok rovná sa an — a0. 

Vzhladom na toto užitie geometrickej postupnosti na výpočet 
úroku sa čísla qn nazývajú líročitelia a ich prevrátené hodnoty sa 
menujú odúročitelía. 

Př ík lad . Ak uložím začiatkom každého roku 1 000 Kčs, kolko 
budem mať při 2%-nom úrokovaní po 20 rokoch? Tu q = 1,02. 
a = 1 000. Vklad a vzrastie po n rokoch na a • qn; takých vkladov 
máme vcelku 20; prvý je uložený 20 rokov, druhý 19, . . ., posledný 
jeden rok. Po 20 rokoch budeme mať 

aq20 + aq19 + + a q = aq(l + q + + gl»), 

teda podia vzorca (6), článku 3: 
i o2 0 — 1 

aq i — - = 1 020 • L - - = 51 000 (?«o _ i). 

Z tabulky úročitelov vyčítáme q20 = 1,4859. Teda po 20 rokoch 
budem mať 24 781 Kčs. 

C v i 6 e n i a. 

46. a) Ak zvýšíme výrobu každoročně o 10%, o kolko percent ju zvýšíme 
za celú páťročnicu? b) O kolko percent třeba zvýšit každoročně výrobu, 
aby sa za páťročnicu zdvojnásobila? 

47. Ak prirastie dřevo v lese každým rokom o 2%, za aký čas sa zdvojná-
sobí? 

48. Počet obyvatelstva istého města vzrástol za 10 rokov o 10%. Kolko 
percentnému ročnému prírastku to odpovedá? 

49. Akú dnešnú cenu má pohradávka 10 000 Kčs, splatná: a) za rok, b) za 
3 roky při 2 % celoročnom složenom úrokovaní ? 

50. J R D si vypožičalo 10 000 Kčs a zaviazalo sa, že ich splatí dvoma 
rovnakými splátkami, z ktorých prvá je splatná za 2 roky a druhá za 
4 roky odo dna vypožičania. Aké velké budú splátky při 2% složenom 
úrokovaní ? 
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51. Svetelný lúč stráca při přechode sklenou doskou určitej hrubky 5% 
svojej intenzity, a) O koTko percent sa zoslabí intenzita světla pri 
přechode piatimi takými doskami? b) KoTkými doskami sa zoslabí 
přibližné na polovicu? 

52. Tlaku vzduchu ubúda so stúpajúcou výškou (při stálej teplotě) asi 
o 1,2% na 100 m. a) Ak je normálny tlak vzduchu na hladině morskej 
760 mm Hg, aký je normálny tlak vzduchu na vrchole Kriváňa? b) 
Udajte vzorec, podia ktorého možno z tlaku nameraného vo dvoch 
róznych výškách určit výškový rozdiel oboch pozorovacích miest. 
c) O koTko percent klesne tlak vzduchu, ak vystúpime o 1 000 m vyššie? 

53. Rozdielom výšok dvoch tónov rozumieme poměr ich kmitočtov. Ak 
předpokládáme, že každé dva susedné poltóny majů rovnaký rozdiel 
výšok, a ked je kmitočet tónu = 435 kmitov za sek., nájdite kmitočet 
všetkých celých tónov od tónu cx po tón c2 (tzv. temperované ladenie). 

54. Tlmený pohyb kyvadla deje sa tak, že každé dve po sebe nasledujúce 
krajné výchylky od rovnovážnej polohy (zvanej rozkyv) sú v stálom 
pomere. a) O koTko percent sa zmenší každý následujúci rozkyv, ak sa 
po 100 kyvoch rozkyv zmenší na 0,01 póvodného rožkyvu? b) Po kol-
kých kyvoch klesne rozkyv na polovicu póvodného rožky vu? 

55. Ak je nějaká suma uložená vo sporiteíni len na čast roka, počítá sa 
úrok len za tú časť roka, za ktorú bola suma uložená (a to zaokrúhlene 
sostupne na polovice mesiacov). Ak uložíme kapitál K na p% medzi 
rokom, počít-a sa ťirok do konca roka za zvyšných m mesiacov takto: 
Na jprv vypočítáme, aký kapitál x třeba uložit začiatkom roka, aby za 
12 m mesiacov od začiatku roka vzrástol (jednoduchým úrokováním) 
na hodnotu K. Potom vypočítáme hodnotu y, na ktorú vzrastie kapitál 
x za jeden rok. Rozdiel y — K je hTadaný úrok. Vypočítajte a stanovte 
vzorec, podia ktorého sa vypočítá úrok z vkladu vloženého medzi 
rokom do konca roka za zvyšných m mesiacov. 

56. KoTko musíme ukladat začiatkom každého roka za 10 rokov, ak chceme 
mat koncom 10. roka naspořené 10 000 Kčs pri 2% složenom úrokovaní? 

57. Národný podnik zakúpil stroj za 1 000 000 Kčs, ktorý bude v prevádzke 
10 rokov. Po uplynutí tohto času bude pře podnik bezcenný. O kolko 
Kčs ročně sa musí týmto stroj om zlačnit prevádzka, ak má byt stroj 
rentabilný? (Počítá sa 3% úrok.) 

58. Ak chceme zaistit fond ročných 1 000 Kčs za čas 10 rokov, koTko sa 
musí uložit začiatkom prvého roka? (tJrokovanie 2%.) 

59. Ak mám v spořitelní na začiatku prvého roka 10 000 Kčs, koíko móžem 
ročně za 10 rokov koncom každého roka vyberat, kým tento vklad 
vyčerpám? (Úrokovanie 2%.) 

60. Póžička má byt zaplatená rovnakými splátkami, plátěnými vždy kon-
com roka za 20 rokov. Prvá splátka sa platí rok po vypožičaní. KoTko 
percent z vypožičanej čiastky třeba platit ročně, ak sa počítá 3% úro-
kov? 

61. Množstvo dřeva v lese sa odhaduje na 50 000 m3. Ročný prírastok robí 
2,5%. Kolko m3 dřeva zostane v lese po 10 rokoch, ak sa vyrúbe 
4 000 m3 ročně ? 

62. Výrobné družstvo si vypožičalo 1 000 000 Kčs na rozšírenie prevádz-
kového zariadenia a splácá svoj dlh každoročně sumou 50 000 Kčs 
(prvá splátka za rok po vypožičaní). Za kolko rokov bude dlh zaplate-
ný? Aká veTká bude posledná splátka? (2,5% úroku.) 

63. Starý člověk dostával cez 10 rokov mesačne 950 Kčs starobného po-
istenia. Kolko Kčs ročně by musel ukladat za 20 rokov, aby si naspořil 
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sumu, ktorá by mu zaistila taký dóchodok, aký dostával zo starobného 
poistenia? (2% úrok.) 

64. Novomanželia si prenajali byt so zariadenim a platili mesačne 500 Kčs 
nájomného. Iní manželia si pronajali podobný byt bez zariadenia a pla-
tili riájomné 3 600 Kčs ročně; kúpili si nábytok za 80 000 Kčs a 5 rokov 
splácali rozdiel medzi nájomným so zariadenim a bez zariodenia. Korko 
Kčs dlhu mali ešte na konci piateho roku? (2% úrok.) 

65. Objem valca vývevy rovná sa 0,1 objemu recipienta, objem škodlivého 
priestoru činí 0,01 objemu valca. Ak je tlak vzduchu pod recipientom 
pred n-tým ťahom piestu p n - i a po n-tom ťahu /;/», platí rekurentný 
vzorec 

(R + V + P) pn li-pn — i + Pp», 

kde R je objem recipienta, V objem valca, P objem škodlivého priestoru 
a p0 atmosférický tlak. a) Vvjadrite pn pomocou p0. b) Stanovte, aký 
tlak je pod recipientom po 10, 50 ťahoch piestu, ak je p0 = 740 mm Hg. 
c) Určité maximálně zriedenic, ktoré sa rnóže vývevou dosiahnut při 
p0 = 740 mm Hg. 

5. Matematická indukcia. 

S náukou o postupnostiach úzko súvisí jedna velmi dóležitá 
metoda matematických dókazov, tzv. matematická indukcia. Touto 
metodou dokazujeme, že pře každé prirodzené číslo n platí nějaký 
výrok Vn. Ako příklad takého výroku Vn vezmeme známy vzorec 

an = % + {n — \)d (1) 

pře n-tý člen aritmetického radu s prvým členom a 2 a s diferenciou 
d. Móžeme ho dokazovat tak, že podia rekurentného pravidla 
an + 1 = an + d súdime postupné: 

ai = ai + 0 alebo ax = + 0 • d, 
az = a i + d alebo az = a2 + 1 • d, 
as = a2 + d = (ax + d) -f- d alebo az = ax + 2d, 

= az + d = + 2á) + d alebo a4 = ax + 3d, 
a5 = a4 + d = + 3d) + d alebo a5 = ax + 4d, 
a6 — a5 + d = (ax + 4d) + d alebo a6 = a± + 5cř atď. 

Ak z takto vykonanného výpočtu pre niekolko prvých n hodnot 
posúdime správnost dokazovanej vety pre v š e tky n, hovoříme 
o neúplnej indukcii. Na konci tohto článku si ukážeme na príkla-
doch, že neúplná indukcia móže mnohokrát viesť k prenáhlené-
mu závěru. Preto neúplná indukcia nie je dókazom správnosti, 
ale má velkú cenu heuristickú (t. j. objavitelskú; grécky heuriskein 
=-= nájsť, objaviť). Naproti tomu matematická indukcia, niekedy 
zvaná tiež úplná indukcia, je správný a dóležitý spósob matema-
tického dókazu. Dókaz všeobecnej platnosti vety Vn pre všetky 
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prirodzené čísla n metodou matematickej indukcie prebieha v dvoch 
krokoch: 

[1] dokáže sa, že veta Vn je správná pre n — I; 
[2] urobí sa všeobecný dókaz, že ak pre nějaké prirodzené číslo 

n veta Vn je správná, pre to isté n je správná aj veta Vn + 1. 
Matematická indukcia je správná metoda dókazu. Lebo ak sme 

pri nejakej vete Vn urobili oba kroky [1], [2] matematickej indukcie 
a predsa veta Yn nebola by správná pre všetky n, tu prebiehajúce 
vzostupne prirodzené čísla 1, 2, 3, 4, . . ., museli by sme dospieť 
k najmenšiemu prirodzenému číslu k, pre ktoré veta Vk je nespráv-
ná. To však nie je možné, lebo krok [1] zaručuje, že nemóže byť 
k = 1, keďže veta \\ je správná. Musí preto prirodzené číslo ¥ 
byť váčšie než 1, a preto existuje také prirodzené číslo n, že k = 
= n •-)- 1. Pretože n < k, veta Vn je správná, naproti tomu veta 
Fn + 1 alebo veta Vk nie je správná. To nie je možné, ak bol správné 
urobený krok [2] dókazu. 

V případe vzorea (1) dókaz matematickou indukciou zneje takto: 
P r v ý krok. Ak vsadíme n — 1 do vzorea (1), dostaneme ax = 

= + 0 • cř, čo je zaiste správné. 
Druhý krok. Pre lubovolné prirodzené číslo n předpokládáme, 

že je vzorec (1) správný; máme dokázať, že je správný aj obdobný 
vzorec pre prirodzené číslo n + 1, t. j. máme na základe vzorea (1) 
odovodniť vzorec: 

<Vfi = ai + nd. (2) 

To je lahké, lebo podia rekurentnej definície aritmetickej postup-
nosti je 

Gn+l = an + d. (3) 

Ak do vzorea (3) vsadíme za an podia (1), dostaneme 

» n+ i = K + ( n — l ) d ] + 
z čoho lahkou úpravou vychádza vzorec (2). Tak je všeobecná 
platnost vzorea (1) dokázaná metodou matematickej indukcie. 

Dokážme si matematickou indukciou pre aritmetickú postupnost 
s prvým členom ^ a s diferenciou d vzorec 

= nax + - 1) d, (4) 

ktorý sme mali v článkn 2 pod číslom (12). 
P r v ý krok. Pre n — 1 vzorec (4) dáva = av čo je správné. 
Druhý krok. Zo vzorea (4) máme odvodiť obdobný vzorec 

*n+i = ( n + l ) a 1 + Y ^ + l ) n d - ( 5 ) 
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Podia definície čiastočných súčtov je 

*n +1 = Sn + «n + l- ( 6 ) 

Do (6) jednak vsadíme za sn hodnotu (4), jednak vsadíme za 
an + 1 hodnotu (2). Dostaneme 

«V, i = nai + (n ~~ l) d ax nd 

alebo 

*n+i = (nai + ai) + [ y w (n — 1) + r?j d, 

z čoho lahkou úpravou plynie (ií). 
Teraz si udáme niekolko príkladov na nedostatočnosť neťiplnej indukcie. 
I. Pře každé prirodzené číslo n položme 

an = n2 — n 4- 41. 
Je teda 

ax — 41, a = 43, a, --= 47, a4 = 53, a5 = 61, aH = 71, a7 = 83, 
a8 = 97, a9 = 113, a10 = 131. 

Všetky vypočítané členy an sil prvočísla. Neúplná indukcia by viedla k do-
mnienke, že sa Jiaša postupnost skládá zo samých prvočísel a pre všetky n 
až po n = 40 je ran skutočne prvočíslo. Ale o41 = 412 nie je už prvočíslo. 

II . Ak je an = n2 — n -f- 72 491, dá sa dokázať, že an je prvočíslo pre 
všetky n až po 11 000. Ale pre nijaké prirodzené číslo c nemóže byť 

an = n2 — n + c 

prvočíslom pre všetky n, lebo pre n = c je an, = c2. 
I I I . Nech je {pn } rastúca postupnost všetkých prvočísel (pozři str. 5). 

Definujeme novů postupnost { M n } takto: 

J\In 2Pn — 1, kde m značí n-té prvočíslo. 

Čísla M n sa volajú Mersennove čísla. Je 

ilfi = 22 - 1 = 3, M2 = 23 - 1 = 7, M 3 = 25 - 1 = 31, 
M 4 = 27 - 1 = 127, 

čo sú prvočísla. Ale už následujúce Mersennovo číslo M 5 = 211 — 1 = 2047 = 
= 23.89 nie je prvočíslo. Tento příklad je historicky veTmi zaujímavý. 
Predovšetkým lahko dokázať, že ak p nie je prvočíslo, ani 2p — 1 nemóže 
byť prvočíslo. Lebo ak sa p rovná súčinu rs dvoch prirodzených čísel r > 1, 
s > 1, a ked položíme q = 2r, je 2p = 2rs = gs, a tak podia článku 3 číslo 

2P — 1 as — 1 
¿ r z r i = 7 / i t t = i + Í + • • • + í 5 - 1 

je číslo celé, t. j. číslo 2v — 1 je deliteTné menším číslom 2r — 1, ktoré je 
váčšie ako jedna: teda 2p — l nie je prvočíslo. Naproti tomu pre mnohé 
prvočísla p je 2p — 1 prvočíslom. R. 1644 tvrdil Mersenne, že pre n < 258 
číslo 2n — 1 je prvočíslom presne v týchto prípadoch: 

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257. 
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Od toho času bolo však dokázané jednak, že pře n — 07 a pře n = 257 
číslo 2n — 1 nie je prvočíslo, jednak že 2n — 1 je prvočíslom aj pře n = 61. 
89, 107. Že číslo 

2127 _ i = 170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727 

skutoČne je prvočíslo, dokázal Lueas r. 1877. Je to najvačsie z čísel, o ktorých 
je známe, že sú prvočísla. 

C v i č e n i a. 

Pomocou matematickej indukcie dokažte správnost viet: 

<in — 1 
66. Ak je a,t + 1 = a„- q* je a) an = ax • tfi-i. b) *n= ~ _ i , q 1 . 

67. a) 1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + . . . + n (n + 1) = y n (w + 1) • (n + 2); 

__1 _ 1 n 
b ) 1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + ' ' ' + n (n + 1) ~ n + 1' 

68. a) l 2 + 22 + 32 + . . . + n2 = j n ( w + 1) • (2>i + 1); 

b) l 3 + 23 + 33 + . . . 4- n3 = ^n2 (n + l)2; 

c) l 2 4- 32 4- 52 4- • . . 4- (2n - l ) 2 = y n ( 2 n 4 - 1) • (2n - 1). 

69. a) Číslo n3 — n je delitelné šiestimi pre každé prirodzené číslo n. b ) 
Číslo n5 — n je delitelné tridsiatimi pre každé prirodzené číslo n. 
c) Číslo n7 — n je delitelné štyridsiatimi dvoma pre každé prirodzené 
číslo n. 

70. a) Číslo an — bn je pre každé prirodzené číslo n delitelné číslom a — b, 
b) Číslo an 4- bn je pre každé nepárne kladné n delitelné číslom a 4- b. 

71. a) Súčet uhlov vypuklého n-uholníka je (n — 2) • 180°. b) Vypuklý 

1 
n-uholník má y n (n — 3) uhlopriečok. 

72. a) n priamok v rovině, z ktorých nijaké dve nie sú rovnoběžné a nijaké 

tri sa nepretínajú v jednom bode, m á y n (n — 1) priesečíkov. b) n 

bodmi v priestore, z ktorých nijaké tri neležia na jednej priamke, je 

určené y w ( n - 1) priamok. 

73. n bodmi v priestore, z ktorých nijaké tri neležia na jednej priamke 
1 

a nijaké štyri na jednej rovině, je určenéy n (n — 1) • (n — 2) rovin. 

74. a) V postupnosti ax = 1; a2 — \\an + 1 = an 4- an-i platí a na n + 2~ 
— a2 n + 1 = (— l ) n + b) V tej istej postupnosti je n-tý čiastočný súčet 
daný vzorcom ¿n = a n + 2 ~ 
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75. a) a + 2a;2 + 3z3 + . . . + nxn = 

pokiaT X ^ 1. 

x — (n+ 1) «»+1+nan+Ä 

b) öin a + sin 2a + sin 3a + • • • + si*1 n°t> 

1 1 
sin-y na sin (n + 1) a 

sin ~2 a 

pokiaT sin y a ^ O , 
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II. LIMITY. 

6. Nerovnosti. 

V aritmetike sa po stáročia kládol velký doraz predovšetkým na 
náuku o rovniciaeh. Ale v modernej matematike sú veími dóležíté 
aj nerovnosti. Základné pravidlá o nerovnostiach sme poznali 
v prvej triede a teraz si ich zopakujeme. Kým skoro všetky výsledky 
predchádzajúcieh statí sú správné nielen pře čísla reálne, ale aj pre 
čísla komplexné, zatial v tomto oddiele je podstatné, že všetky 
čísla sú reálne. Pravidlá, ktoré si chceme pripomenút, znejú takto 
(v učebnici pre I. triedu, článok 13): 

I. Ak v nerovnosti na oboch stranách změníme znamienko, platí 
obrátená nerovnost. (Ak je a < 6, je —a > —b.) 

II. V nerovnosti je dovolené na oboch stranách přičítat to isté 
číslo (kladné, záporné alebo nulu). 

III . Y nerovnosti je dovolené obe strany násobit' tým istým klad-
ným číslom. 

IV. Ak obe strany nerovnosti znásobíme tým istým záporným 
číslom, platí obrátená nerovnost. 

Dve nerovnosti nazveme súhlasné, ak máme v oboch znamienko 
„menšie" alebo v oboch znamienko „váčšie". Už v I. triede sme si 
všimli, že z pravidla I I . plynie následujúce pravidlo V. a z pravidla 
I I I . nasledujúce pravidlo VI. 

V. Dve súhlasné nerovnosti je dovolené sčítať. 

VI.. Dve súhlasné nerovnosti medzi kladnými číslami je dovolené 
znásobit. 

Z pravidla I I . následuje, že pre nerovnosti platí pravidlo, ktoré 
poznáme u rovnic: Ktorýkolvek člen nerovnosti mOžeme previest 
s jednej strany nerovnosti na druhů s opačným znamienkom. Totiž 
previest člen a s jednej strany na druhů s opačným znamienkom 
znamená to isté, ako na oboch stranách přičítat číslo — a. 
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V následujúcom bude užitočné aj toto pravidlo: 

VIL Ak pre dve kladné čísla a, b platí nerovnost' a < b, potom 

pre ich prevrátené hodnotv —, -j- platí obrátcná nerovnost — > 4-, 
a b a b 

lebo nerovnost a < b je dovolené znásobit kladným číslom 

z čoho vznikne nerovnost < —, ktorá znamená to isté ako 
b a 

1 1 
— > — . 
a b 

P ř í k l a d 1. Určit, pre ktoré x platí nerovnost : 

3s - 5 x + 2 * + 8 
4 3 2 5 * [ ' 

Obe strany znásobme kladným eíslom 60, aby sme odstránili zlomky 

15 (3a: - 5) + 20 (x + 2) < 30* + 12 (x + 8) (2) 
alebo 

45a: - 75 + 20a: + 40 < 30a: + 12a: + 96. (2') 

Členy obsahujúce x prevedieme nalavo, známe členy prevedieme 

napravo: 
45a: + 20* — 30a: — 12a: < 75 - 40 + 96 (3) 

alebo 
23a: < 131. (3') 

1 131 
Obe strany vynásobme kladným číslom — : x < (4) 

Z ó Ji O 
Dokázali sme, že každé x, ktoré splňuje nerovnost (1), splňuje aj 
nerovnost (4). Obrátene každé x, ktoré splňuje nerovnost (4), spl-
ňuje aj nerovnost (1), lebo ak obe strany nerovnosti (4) znásobíme 
kladným číslom 23, dostaneme nerovnost (3'), ktorú móžeme upra-
vit na tvar (3). Z nerovnosti (3) dostaneme prevodom niektorých 
členov s jednej strany na druhů nerovnost (2'), ktorú móžeme upra-
vit na tvar (2). Ak obe strany nerovnosti (2) znásobíme kladným 
číslom —, dostaneme nerovnost (1). Teda riešenie nerovnosti (1) je 

oU 
dané nerovnosťou (4). Všimnime si, že (4) platí aj vtedy, ak je x 
rovné nule alebo záporné. 

P ř í k l a d 2. Určit, pre ktoré x platí nerovnost: 

(5) 
íc + 3 z + 6 K ' 
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Tu móžeme obe strany násobit siičinom (a: + 3) • (x + G), pre-
tože tento súčin je pře niektoré x kladný, pre niektoré x záporný, 
pre niektoré x rovný nule. Pravú stranu prevedieme nalavo: 

alebo po úpravě 

( í T W 9 + 6 ) < 0 - ( 7 ) 

Podia I. plvnie zo (7) 

(x + 3).(x + 6) 
> 0. (8) 

Pretože podiel dvoch čísel má rovnaké znamienko ako ieh súčin, 
plynie z (8) 

(x + 9) • {x + 3) • (x + 6) > 0. (9) 

Obrátene sa lahko presvedčíme, že každé x, ktoré splňuje nerovnost' 
(9), splňuje aj nerovnost (5). Ostává rozriešiť nerovnost (9); na to 

Immmmm fmsmrm 
- 9 - 6 - 3 

Obr. 2. 

si vytýčíme na číselnej osi tie body, ktoré anulujú mnohočlen 

(s + 9) - ( * + 3) - ( s + 6), (10) 
t. j. body odpovedajúee číslam —9, — 6, —3. Tieto tri body roz-
delia číselnú os na štyri časti a skúmame postupné čísla x, zodpo-
vedajúee bodom jednotlivých častí: 

[1] x < — 9; všetci traja činitelia sú čísla záporné, súčin (10) je 
záporný a nerovnost (9) je splněná. 

[2] —9 < x < —6 (takto píšeme stručné, aby sme naznačili, že 
platia zároveň obe nerovnosti — 9 < x, x < —6); činitel x + 9 je 
kladný, činitel x + 6, x + 3 sú záporně a nerovnost (9) je splněná. 

[3] — 6 < x < — 3; činitel x + 9, x + 6 sú kladné, činitel x + 3 
je záporný, súčin (10) je záporný a nerovnost (9) nie je splněná. 

[4] x > — 3; všetci traja činitelia sú kladní, súčin (10) je kladný 
a nerovnost (9) je splněná. 

Vcelku teda nerovnost (5) má riešenia dvojakého druhu: — 9 < 
< x < — 6, x > — 3. Na obr. 2 sú vyznačené čiarkovaním tie body 
na číselnej osi, ktoré sú obrazmi riešenia nerovnosti (5). 
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C v i 6 e n i a. 

76. Ako třeba voliť číslo a;, aby boly splněné nerovnosti: 
x 4x — 3 3x — 1 1 

a) 12 + 3* < y ; b) — j — + ž y ; 

2x - 3 3a; - 4 9x - 5 4a; - 1 2® + 1 « — 2 
c ) — 5 — + — q — f l ) : 3 ~ 4 > ^ _ ~~6~ ' 

77. Ktoré a; vyhovuj ú súčasne nerovnostiam: 
a) 5 - Ix < 3a; + 2, 7 — 5a; > 3 + 2a;; 
b) a; + 2 > 2a; + 3 > 3a; + 5; 
c) 2a; + 6 > 3a; + 2, 5x - 3 > 3a; — 4, x — 1 > 5x + 2. 

78. Pře ktoré a; platí: a) 6a;2 - 7a; + 2 > 0; b) 2a;2 - 3a; + 1 ^ 0; c) a;2 — 
- x + 1 > 0; d) 2a;2 - 3a; -f 2 < 0. 

12 — a; 5 — 2a; o x — 1 
70. Ktoré x splňujú nerovnosti: a) x _ ± > 0; b) x __ ^ ^ 3, c) x ^ -f 

í c + 1 a; — 4 a; — 2 x + 3 x + 4 

80. Čísla a, b sú kladné. Dokážte že, (a + 6) + ^ 4. Kedy nastane 

rovnost ? 

81. Ak je | x | < 1, je a) ~ 1 x ; T~+a; — 1 ~~ Xm D o k á ž t e -
a b ,,— 

82. Ak sú čísla a, b kladné a také, že a ^ 6, potom a ^ —^— ^ 1I ab ^ 
2 db 

^ a -\-b — k dokážte. Kedy nastáva niektorá rovnost ? 

83. Matematickou indukciou dokážte: a) Ak je a > 1, potom aj an > 1 
pre každé prirodzené n. b) Ak jo 0 < a < 1, potom aj 0 < a.n < 1 pre 
každé prirodzené n. 

84. Matematickou indukciou dokážte, že (1 + x)n ^ 1 + nx pre x > — 1 
a n celé kladné. Kedy móže nastat rovnost? 

85. Matematickou indukciou dokážte: a) 2n > n pre každé prirodzené n;. 
b) 2n > n2 pre každé celé n ^ 5; c) 2n > n3 pre každé celé n ^ 10. 

7. Absolutné hodnoty. 

Zo strednej školy poznáte pojem absolútnej hodnoty | a | reál-
neho čísla a. 

Uvedomme si, že 

| 0 | = 0, | a | > 0 pre každé a ^ 0. (1) 

Podia známých pravidiel o násobení relativných čísel je 

| ab | = | a | • |b | (2> 

pre ktorékolvek dve reálne čísla a, 6. Keďže | — 1 | = 1, plynie zo (2)> 

I — a | ' = I a I. 
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Podia pravidiel o sčítaní relativných čísel je 

\a + b\ ^\a\ + \b\ (4) 

pre ktorékolvek dve reálne čísla a, 6, pričom znamienko rovnosti 
platí, ak je niektoré z čísel a, b (alebo obe) rovné nule, ďalej ak sú 
obe čísla a, b kladné alebo obe záporné; znamienko menšie platí 
v (4), ak je z čísel a, b jedno kladné a jedno záporné. 

V predehádzajúeej triede ste sa oboznámili (v učebnici pre I I . 
triedu, článok 9) s pojmom absolútnej hodnoty komplexného čísla 

= xi + ( r > ) 
ktorá sa rovná 

i * I = R + 4 («) 
alebo rovná sa ]/xX, keď ako obvvkle -Y = x, — ia*2 je komplexně 
číslo sdružené s X . Na pripomenutom mieste sme poznali, že i pre 
komplexně čísla platí pravidlo (2), a teda i pravidlo (3), ktoré je 
dósledkom pravidla (2). Je zřejmé, že i pravidlo (1) je správné i pre 
čísla komplexně. Naším cieloin je dokázat správnost pravidla (4) 
pre čísla komplexně. Preto si najprv dokážeme, že pre každé kom-
plexně číslo (5) platí nerovnost 

I 1 + X I ^ 1 + I -Y |. (7) 

Ak je X sdružené komplexně číslo s čísloni X, je s číslom 1 + Ŷ 
sdružené číslo 1 X, & teda 

\1+X\* = ( l + X ) ( l + X ) 
alebo 

| 1 + X |2 = 1 + (X + X) + XX. 
Ale 

X + X = 2xv XX = | X |2. 
Teda 

| 1 + X |2 = 1 + 2x± + | Z |2. (8) 

Podia (6) je však zřejmé, xx ^ | X |, teda aj 2xx ^ 2 | X |. Ak 
v tejto nerovnosti na oboch stranách' přičítáme číslo 1 + | X |2, 
dostaneme 

1 + 2 ^ + | X |2 SS 1 + 2 \X | + | X |2 = (1 + | X |)2. 

Z toho plynie podia (8), že | 1 + .Y |2 ž (1 + | X |)2, a teda platí 
i (7). 

Teraz 1'ahko dokážeme, že nerovnost (4) je správná, ak obe písme-
na a, b znamenajú čísla komplexně. Nerovnost (4) je zřejmá, ak 
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a = 0. Ak je však a ^ O , možno určit komplexné číslo -Y tak, aby 
bolo 

b = aX. 
Potom je 

a + b = a( 1 + - Y ) , 

takže podia pravidla (2) je 

| a + b | = | a | • | 1 + X |. (9) 
Okrem toho je podia toho istého pravidla aj | b | = | a | • | X 
takže 

1«| + |6|= M ( 1 + \X\). (10) 
Dokázanú nerovnost (7) je však dovolené na oboch stranách zná-
sobit kladným číslom | a |; ak to urobíme, dostaneme 

\a\-\l+X\^\a\(l + \X\), 

z čoho podia (9) a (10) plynie (4). 
Matematickou indukciou sa lahko dokáže, že pre lubovolné kom-

plexné čísla av .. ., an platí jednak 

| «1 + »2 + • • ' + an | ^ | «1 | + | «2 I + • • • + | an |, (11) 

jednak 
\a±az.. .o n | = \ax | • | a 8 | . . . \an\. (12) 

Ak v dokázanom vzorci (4) miesto b napíšeme —6, dostaneme 
podia (3), že pre lubovolné komplexné čísla a, 6 je 

|a — 6 | ^ | a | + |6|. (13) 
Pri obvyklom geometrickom znázornění čísel (na číselnej osi pre 
čísla reálne, v rovině pre čísla komplexné) znamená číslo | a | vzdia-
lenost začiatku od bodu, ktorý znázorňuje číslo a\ číslo | a — b | 
znamená vzdialenosť bodov znázorňujúcich čísla a, 6. Pre reálne 
čísla je to jasné; pre komplexné čísla pozři učebnieu pre I I . triedu, 
článok 11. 

C v i č e n i a. 

V cvičeniach 85 — 92 ide všade o reálne čísla. 
86. Ktoré x splňujú nerovnosti: a) | x + 1 | > x; b) | x + 1 | < x; c) x -f 

+ l < | a | ; d ) a : + l > |a?|? 
87. Pre ktoré a; platí: a) | ^ | ^ | x + 1 |; b) | 2x - 3 | ^ | 3x - 2 |; c) 

l | > l ; d ) | a ; | 4 - | 2 — a ; |<2 ; e ) | a ; | + |2 — x| = 2? 
88. Ktoré x vyhovuj ú nerovnostiam: a) 1 < | a + 2 | ̂ 3 ; b) Zx — 1 < 

< | x | < 3* + 1; c) | 3x - 1 | < | z | < | 3;z + 1 |? 
89. Riešte rovnice: a) | 2x + 1 | + | 2x - 1 | = 3; b) | 2x + 1 | - | 2x | + 

+ 1 = 2x. 
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x+ 1 

90. Rieste sústavu rovnic: | a? + 2/ | = 1 > 1^1 + 12/ I = 2. 
91. Ktoré x splňujú nerovnost | 2x2 + 5x | > 3? 
92. Ak je | x — a | < 6, kde b > 0, značí to presne to isté ako a — b < x < 

< a + 6. Dokážte. 
93. Matematickou indukciou odvodte, že 

a) I ax -f a2 -f ... + an | ^ | ax | + | a2 | + ... -f- | an |; 
b) I ala2.. .an | = | a, | • | a, | ... | an |. 

9-4. j a 4- b | ̂  | a | + | 6 I. Dokážte, že | x — ?/ | ̂  | x \ — | y používá-
júc vztah | a + 6 | ̂  | a | + I & I • 

95. Ak je I x — a I < 6, kde b > 0, dokážte, že a) I x I < I a I -f- b; b) 
M I > M - 6 . 

96. Čo znamená v obore komplexných čísel podmienka: a) | x | < 1; 

b) | x - 2 | > 1/37 c) 1 < | * - 4 | < 2; d) | o; | = | * + 1 |; e) * ~ * 

^ 1 ? Znázorníte graficky. 
97. Rieste rovnice: a) | x | — x = 1 -f 2i; b) | x | + x = 2 + i. 

1 3 
98. Ak je | x | < potom | (1 + i) ;r3 + ix | < Dokážte. 

8. Ohraničené a nulové postupnosti. 
Postupnost {an } , ktorej členy sú čísla reálne alebo komplexné, 

menuje sa ohraničená, ak existuje také kladné číslo K, že 

\an\<K 

pre všetky indexy n. O ohraničených postupnostiach lahko dokáže-
me dve vety: 

I. Ak sú obe postupnosti [an), [bn) ohraničené, je aj postupnost 
(an + bn] ohraničená. 

Dok a z. Keďže {an } je ohraničená, existuje také kladné číslo K, 
že 

\*n\<K (1) 

pre všetky indexy n. Keďže {bn} je ohraničená, existuje také kladné 
číslo H, že 

I M < H (2) 

pre všetky indexy n. Nerovnosti (1), (2) je dovolené sčítat; preto 

| an | + | bn | < K + H 

pre všetky indexy n. Ale podl'a predchádzajúceho článku je 

| «» + K | ^ | «» | + | K ¡; 
teda 

I an + bn I < K + H 
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prc všetky indexy n. Pretože súčet K + H dvoch kladných čísel 
K, II je kladné číslo, je veta dokázaná. 

II. Ak sťí obe postupnosti {an } , {hn} ohraničené, je aj postupnost 
[an • bn) ohraničená. 

"Dokaž. Podia předpokladu existujú také kladné čísla K, II, že 
platí (1), (2). Ak je an 0, bn 0, sú (1), (2) nerovnosti medzi 
kladnými číslami, ktoré je dovolené znásobit; čo dáva nerovnost 

| al4 • bn | < KH\ (3) 

pretože KU je kladné číslo, platí (3), i ked an = 0 alebo bn = 0, 
t. j. (3) platí vždy, a teda [an • bn] je ohraničená postupnost. 

Ak všetky členy postupnosti [bn] sú rovné tomu istému číslu c, 
je {6n} zrejme ohraničená postupnost. Preto z vety I I plynie: 

III . Ak je {an } ohraničená postupnost' a ked je c Iubovolné číslo, 
je aj {can} ohraničená postupnost. 

O postupnosti {an } hovoříme, že skoro všetky členy majů nejakú 
vlastnost V, ak možno udat index r tak, že vlastnost V majů 
všetky tie členy postupnosti (an), ktorých index n je váčší než r. 
Napr. skoro všetky členy postupnosti {100 — n} sú záporné; pre 
r — 100 platí, že 100 — n je záporné pre všetky n > r. Tiež skoro 
všetky členy postupnosti {100 — 0,001 • n} sú záporné, ale tu mu-
síme volit r omnoho viičšie než 100; {100 — 0,001 • n} je záporné 
až pre n > 100 000. 

Př ík lad . Nech je q > 1. Hoci zvolíme kladné číslo K akokolvek, 
skoro všetky členy geometrickej postupnosti {qn } sú váčšie než K . 
Ak je q napr. číslo celé, je to jasné. Ak je však číslo q len o málo 
váčšie než 1, keď je napr. q = 1 000 001, nie je to také jasné, ale 
dá sa to lahko dokázat logaritmováním, lebo nakolko q > 1, je 
log q > 0. Okrem toho je log qn — n • log q. Zvolíme index r tak, že 

log K 
r > —. 

logq 
Pre všetky n > r je tým skoréj 

log K 
n >-f-—. 

logq 

Túto nerovnost je dovolené násobit kladným číslom log q. 
Dostaneme 

n - log q > log K čiže log qn > log K; 

pretože z dvoch kladných čísel je to v áčšie, ktoré má váčší logarit-
mus, je aj qn > K. Teda qn > K pre všetky n > r, t. j. takmer pře 
všetky n. 
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Teraz si zavedieme dóležitú definíciu. Postupnost {a,,}, ktorej 
členy sú lubovolné čísla reálne alebo komplexné, nazýva sa nulová 
postupnost, keď, hoei sa zvolí kladné číslo k akokolvek, vždy platí, 
že nerovnost 

je splněná takmer pre všetky n. Od ktorého indexu n začne platit 
nerovnost (4), záleží na tom, aké malé bude kladné číslo k. Čím 
menšie bude k, tým neskoršie začne platit nerovnost (4). Ak zvo-
líme k velmi malé, začne (4) platit velmi neskoro, to záleží jednak 
na volbě kladného čísla Je, jednak na volbě postupnosti {a„ } . 

Je skoro samozřejmé, že postupnosti {0} a sú nulové. Pre 

nás je dóležitá veta: 

IV. Ak je | q | < 1, je | qn | nulová postupnost. 

Dokaž. To je zřejmé pre q = 0. Ak q 0, je | q | > 0; okrem 
toho je | q | < 1, takže pre prevrátenú hodnotu Q = 1 : j q | platí 
Q > l. Zvolme teraz lubovolné kladné číslo k\ taktiež K — 1 : k 
je kladné číslo, a pretože Q > 1, nerovnost 

platí takmer pre všetky n. No z nerovnosti (5) následuje (pozři vetu 
V I I na str. 27) nerovnost 

Ale | q \n — | qn |, teda nerovnost | qn \ < k platí pre všetky n, 
pre ktoré platí (5), t. j. | qn \ < k takmer pre všetkj^ n. 

Zřejmá je táto veta: 

V. Každá nulová postupnost' je ohraničená. 

O nulových postupnostiach lahko dokážeme následujúce dve 
vety: 

TI. Ak'sú [an), {6n} dve nulové postupnosti, je aj [an+bn] 
nulová postupnost. 

Dókaz. Zvolme kladné číslo Je. Potom je aj \k kladné číslo, 
a pretože [an] je nulová postupnost, móžeme udat index i\ tak, že 

| <*n I < 

Qn >K 

(6) 
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pře všetky n > rv Podobné móžeme udať index r2 tak, že 

I K I < Y k (7) 

pře všetky n > r2. Zvolme teraz index r tak, aby bolo súčasne 
r > rv r > r2. Ak n > r, platia obe nerovnosti (6), (7), ktoró je 
dovolené sčítat, co dáva 

\a>n\ + \bn\<k\ 
avšak 

] an + bn | ^ | an | + | bn |, 
takže 

| a>n + bn | < k. 
pre všetky n > r. Veta je dokázaná. 

VII. Ak je {an} nulová postupnost' a [bn] ohraničená postupnost', 
je {an • bn} nulová postupnost'. 

Dókaz. Podia delinície ohraničenej postupnosti existuje také 
kladné číslo K, že | bn | < K pre všetky indexy n. Ak zvolíme 
teraz lubovolné kladné číslo k, je tiež k : K kladné číslo. Keďže 
postupnost {an } je nulová, móžeme udať index r tak, že | an | < 
< k : K pre všetky n > r. Teda pre všetky n > r platia obe ne-
rovnosti 

I an | < | K | < K. 

Lahko uvážíme, že tieto dve nerovnosti je dovolené znásobit. 
Pretože | an | • | bn | | anbn |, vyjde | anbn | < k pre všetky n > r. 

Dósledok dokázanéj vety: 

VIII. Ak je [an] nulová postupnost a ak je c lubovolné číslo, je aj 
[can} nulová postupnost, lebo postupnost (c) je zrejme ohraničená. 

C v i č e n i a. 

99. Dokážte vetu: Ak je {an } ohraničená postupnost, je i postupnost (| an |} 
ohraničená. 

Í(H>. Dokážte vetu: Ak sú [an), {bn} ohraničené postupnosti, je ohraničená 
i postupnost {ran + sbn}» kde r, s sú lubovolné čísla. 

101. Ak je | '} | ̂  1, je postupnost {rjn} ohraničená. Dokážte. 
102. Dokážte vetu: Ak je [an] postupnost ohraničená a ak je \bn\ ^\an\ 

pre skoro všetky n, potom je {bn} tiež postupnost ohraničená. 
103. Ak v postupnosti {an} zmeníme konečný počet členov, dostaneme 

postupnost {b n } . Potom je an = bn pre takmer všetky n. Dokážte. 

104. Dokážte, že postupnost i — [ je nulová. 
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105. Dokážte vetu: Ak jo {a,,} nulová postupnost', jo i postupnost {| an |) 
nulová. 

10G. Dokážte vetu: Ak sú {tf/}}, {blt.} nulové postupnosti, je nulová i postup-
nost a) [ran -f- sbu). kde /\ s sú rubovořné čísla; b) [anbn}. 

Í07. Dokážte, že každá nulová postupnost je ohraničená. 
108. Ak je (an) postupnosť- nulová, je i Jfi-Jj J, kde r je Iubovorné prirodzené 

číslo, nulová. Dokážte matematickou indukciou. 
100. Utvořte výrok, ktorý presne popiera to, čo tvrdí výrok: 

a) Existuje také kladné Číslo K, že | an | < K pro všetky ii. 
b) Nerovnost | an | < k je splněná skoro pre každé ?i. 
c) Hoci zvolíme kladné číslo k akokoTvek, vždy je splněná nerovnost 

| an | < k takmer pre všetky n. 
110. Dokážte vetu: Ak je postupnosť (rc?l) ohraničená a ak je a,t ^ 0 pre 

111. Dokážte vetu: Ak je postupnosť (au) nulová a ak je an ^ 0 pre všetky 

112. Dokážte vetu: Ak je {an } postupnosť nulová a ak je | bn | < | an | tak-
mer pre všetky n, potom je i {6m} nulová postupnosť. 

Teraz sa oboznámime s pojmom, ktorý je azda najdóležitejším 
matematickým pojmom vóbec, okolo ktorého sa sústreduje celá 
tzv. vyššia matematika. Je to pojem limity. Slovo l imi ta je 
latinského póvodu a znamená medzu alebo hranicu. V matematike 
sa velmi často střetáváme s číslami, ktore nevieme vypočítat presne, 
ale len přibližné. Ak spósob přibližného počítania je taký pružný, 
že ho možno upravit tak, aby stupeň približnosti bol taký velký, 
ako si prajeme, alebo tak, aby sa přesná hodnota a přibližná hod-
nota lišily tak málo, ako je lubovolným spósobom predpísané, 
hovoříme, že přesná hodnota hladaného čísla je limitou počítaných 
přibližných hodnot. S takými číslami, ktoré vo vyloženom smysle 
móžeme počítat len přibližné, sme sa už střetli. Takto sa počítajú 
okrem iného druhé odmocniny, ]/2, ]/3 atď., Ludolfovo číslo n, 
ale aj logaritmy, goniometrické funkcie a i. 

Základný druh limity je limita postupnosti. O postupnosti {an } 
hovoříme, že má ako limitu číslo a, ak [an — a} je nulová postup-
nosť. To právě znamená, že pri velkých hodnotách indexu n číslo 
\an- a \ je velmi malé, alebo že pre všetky velké n je číslo an 
dobrým přiblížením k číslu a. 

Nie každá postupnosť má limitu. Zrejme napr. ani postupnosť 
[n], ani postupnosť {( — l )n } nemá limitu. Keď však postupnosť 
[a7l) má limitu, je táto limita jediná, lebo povedzme, že by postup-
nosť {an } mala dve rózne limity a, b, potom by boly [an — a), 

9. Konvergentní postupnosti. 
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{an— b) nulové postupnosti. Pre každé číslo c by aj [c(an—b)} 
bola nulavá postupnost. Pre c = — 1 dostaneme, že (6 — a-„} 
je nulová postupnost. Z nulových postupností {an — a}, [b — aTi) 
by snie sčítáním dostali novu nulovú postupnost 

l(an — a) + (b — aj) alebo (b — a). 

Kedze však a -/• í>, zrejme [b — a) nie je nulová postupnost. 
Ak postupnost (an ) má limitu a, píšeme 

liman~a. (1) 

0 postupnosti, ktorá má limitu, hovoříme, že je konvergentná 
(t. j. sbiehavá); o postupnosti, ktorá nemá limitu, hovoříme, že je 
divergentná (t. j. rozbiehavá). Užíváme tiež slovesá: konverguje, 
diverguje. Ak platí (1), hovoříme, že postupnost [an] konverguje 
k číslu a. 

Zre j me 
lim an = 0 

znamená to isté, ako že postupnost {an} je nulová. Teda podia vety 
IV článku 8 tejto kapitoly: 

lim qn — 0, ak je | q | < 1. (2) 

Z viet článku 8 lahko odvodíme základné vety o konvergentných 
postupnostiach. 

I. Každá konvergentná postupnost je ohraničená. 

Dok a z. Ak platí (1), je [an — a) ohraničená postupnost podia 
vety V článku 8. Zrejme aj [a] je ohraničená postupnost. Pretože 
an = (an — a) + a-> je ian} ohraničená postupnost podia vety V I 
článku 8. 

II. Ak lim an = a, lim bn = 6, je aj lim (an + bn) =•a 4 b. 

Dok a z. Pretože postupnosti [an — a} , [bn — b] sú nulové a 
pretože (an + bn) - (a + 6) = (an — a) + (bn - b) je {(an + bn) -
— (a + b)) nulová postupnost podia vety I článku 8. 

III. Ak lim an = a, je lim can = ca pre každé číslo c. 

Dókaz. Pretože postupnost (an — a) je nulová a pretože 
can — ca = c (an — a), je {can — ca) nulová postupnost podia 
vety V I I I článku 8. 

IV. Ak lim an = a, lim bn = b, je aj lim (an — bn) = a — b. 
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Dókaz. Z predehádzajúeej vety súdime pre c =-• —1, že 
lim ( — bn) — — 6, takže naša veta plynie z vety I I tohto článku. 

Y. Alt lim an = a, Kra = b, je aj Kra a,/;,, — aft. 

Dókaz. Podia vety I tohto článku je {a,,} ohraničená postup-
nost, takže [an(bn — b)} je nulová postupnost podia vety V I I 
článku 8. Podia vety V I I I toho istého článku je aj {6 (an — a)} 
nulová postupnost. Lež 

(Inbn — ab = (In (bn — b) + b (an — d), 

takže [ajbn — ab} je nulová postupnost podia vety V I článku 8. 

VI. Ak je lim an = a a ak je an ^ o pre všetky n, a ^ 0, je aj 

7- 1 1 
hni — = —. 

«n a 
(8) 

Dókaz. Pretože a ^ O , je | a | kladné číslo, teda aj — | a | je 

kladné číslo. Pretože [aíb — a) je nulová postupnost, existuje taký 
index r, že 

I an — a | < | a | P r e všetky n > r. 

Potom 

takže 

Ztade 

a | = | -a | = | (an — a) + (-an 

1 
ž | an - a | + < a I + | an | 

> M - y M = y l a 

< 1 i Pre n > r 
\a 

(4) 

podia vety V I I článku 6. Zo (4) usúdime Tahko, že {¿}j je ohra-

ničená postupnost. Podia vety I I I článku 8 je teda aj | | 
[ aan J 

ohraničená postupnost. Pretože {a° — a] je nulová postupnost a je 

_1 ]_(a 
an a aan n 
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{ [nulová postupnost podia vety V I I článku 8. 
* \an a I 

VII. Ncch je Km an = a, Zim bn = 6. Ked 6n ^ 0 pře vsetky n a aj 
b 0, je aj 

K b' 

Dok a z. Podia predchádzajúcej vety je lim = 4"-
K b 

Pretože = an plynie naša veta z vety V. 

Podia (2) je j)ostupnost {qn } konvergentná pře \q\<l. Móže 
byť postupnost konveřgentná i v případe | q | ^ 1? Pre q = 1 
je qn -— 1 pře vsetky w, teda lim qn = 1. Ale: 

VIII. Ked | <z | > 1 alebo ^ 1, potom postupnosí {qn} je diver-
gentná. 

Dókaz. Predpokladajme, že | q | 1 a že limqn = c. Máme 
dokázat, že q = 1. Keďže | q | ^ 1 a | qn | | q je | qn | 1 
pre vsetky n, preto je | c | > i, teda c ^ 0. Ak z nulovej postupnosti 
{qn — c} vynecháme prvý člen, dostaneme postupnost [qn+1 — c}, 
ktorá je zrejme tiež nulová. 

Teda 

lim qn = c, lÍ7n qn*1 = c, 

takže podia vety IV je 

lim (qn+ 1 — qn) = 0. 

Na druhej straně je qn+ 1 — qn = qn (q — 1), takže podia vety I I I 
je 

lim — qn) = (</ — 1) c. 

A teda (</ — 1) c = 0, a pretože činitel c je od nuly róznv, musí byt 
q - 1 = 0, t. j. q = 1. 

IX. Ak | q | < 1, potom 

lim(l + q + q*+ ... + qn-i)=-J—. (5) 

Dókaz . Podia vzorca (6') článku 3 je 

l+g + q2+ ... +3 1 = 1 — </ 
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takže 

1 + q + q2 + • . . + r - 1 - ~ 

Máme teda dokázat, že j — Je nulová postupnost. To 

plynie z viet IV a V I I I článku 8. 
Vzorec (5) sa oby čaj ne píše vo tvare 

1 + ff + ? * + . . . = ( 5 ' ) 

Bodky na lávej straně naznačujú, že sa má v sčítaní pokračovat 
bez akéhokolvek obmedzenia. Sčítat nekonečne mnoho čísel nemá, 
pravda, nijaký význam; 1'avá strana neznamená vóbec siíčet, ale 
limitu siíčtu. Predsa sa prakticky (z historických dóvodov) často 
hovoří o nekonečných radoch a ich konvergencii alebo divergencii 
a v případe konvergencie o ich siičte. Nekonečný rad 

« 1 + « 2 + « 3 + • • • (6) 

neznamená nič iné než postupnost čiastočných súčtov sn = ax + 
+ a2 + • • • + an postupnosti [an ) ; konvergencia alebo divergen-
cia nekonečného radu (6) nie je nič iné než konvergencia postupností 
í^n); v případe konvergencie súčet nekonečného radu (6) nie je nič 
iné než lim sn. 

C v i č e n i a. 

113. A k je lim an = a, potom lim \an\ = | a L Dokážte. 
114. Ak je lim an = a a lim bn = fe, potom lim (ran + sfln) = ra + sb, kde 

r, $ sú Tubovolné čísla. Dokážte. 
115. Ak je lim an = o, potom lim a?n — ar, kde r je prirodzené číslo. Dokážte 

matematickou indukciou. 
116. Z cvičenia 115 odvodte, že lim arn = ar i pře r ^ 0 celé, pravda, za 

předpokladu, že a ^ 0, on ^ 0 pre všetky n. 

117. Dokážte, že lim— = 0. 
TI 

118. A k je an = a takmer pre všetky n, potom lim an. — 2a*. Dokážte. 
119. A k v postupnosti {an} zmeníme kfonečný počet členov, dostaneme 

postupnost {fen}. Ak je lim an = a, potom aj lim bn = o. Dokážte. 
120. Nech je lim an = a ^ 0 a nech an = 0 najviac pre konečný počet 

členov. Utvořte postupnost {bn} tak, že dáte bn = ~ , ak je an ^ 0, 

ak je an = 0, fen zvolíme lubovoTne. Dokážte, že lim bn = 
n an + 6 

121. Na základe viet I I — V I I vypočítajte: a) lim n p h) lim cn ^ pre 
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/ 0; c) Um ( _ I L _ ^ , r celé; d) lim 
\ n + 1 / n2 — 1 

e) lim 2n2 + ~ 
3n2 - 2n + 1 

2 n 

122. Dokážte vetu: Ak je Um an > limbu, je an > bn takmer pre všetky n. 
123. Ak je liman — a, l-im bn = b a an ík bn takmer pre všetky n, potom 

a S b. L'okázte. Návod : Co by sa stalo, kebv bolo a > 6 ? 
124. Pro ktoré x je postupnost {xn} konvergeritná? 
125. Rozhodnite, ktorý z následujúcich radov je konvergentný, a keil je 

konvergentný, napište, aký má súčet: 
2 4 8 

T + 9 + 27 + 
3 9 27 
2 + 4 - T + 

1 i i 
(5 12 + 24 

1 
o) - y _ 

í l ) ( l -V2 )+ (l_l/2_)2+(1-1/2)3+ ...; 
e) (1 + V'2) - (1 + ]/2)2 + (1 + V2)3 - (1 + V2)4 4- • . 

1 + i / I + i \ 2 / I + i \ 3 

+ i r + C i r ) + ( T T ) 

h) 1 - (1 + i) + (1 + i )2 - (1 + i)3 + . . . 
126. Udaj te , pre ktoré x sú konvergentné nasledujúce rady a aký je ich súčet: 

a )a; + íc» + a?8 + ^ + b) 1 - ~ + ^ ~ £5 + • • • í 

X X X 
c) x — 2x + 4.r — Sx -f . . . ; d) — x — - y — — "g" — • • • 

127. Pre ktoré reálne x sú konvergentné nasledujúce rady a aký je ich súčet: 
a) 1 + sin x -f sin2 x + sin3 x -f- . . .; 
b) tg x — tg2 x + tg3 x — tg4 x -f . . .; 
c) 1 + (cos x + i • sin x) + (cos x + i • sin x)2 + (cos x + i • sin x)3 -j- . . . ; 

10. Reálne čísla ako limity postupnosti desatinných zloinkov. 

Pri praktiekom počítaní nadradzujeme reálne čísla skoro vždy 
desatinnými zlomkami, im tak blízkými, že chyba nemá praktické-
ho významu. Historicky je zaujímavé, že hoei desatinné zlomky 
boly známe omnoho prv, predsa sa sústavne používajú až od X V I I . 
storočia. Zásluha o to patří predovšetkým holandskému matemati-

* ) Móže sa stať, že v postupnostiach tohto druhu má konečný počet 
členov v menovateli nulu. Tieto členy móžeme nahradit inými, ktoré zvolíme 
íubovolne, čo nemá vp lyv na limitu — pozři cvič. 119 a i 20. 
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kovi Simonovi Stevinovi (1584 — 1620). Naša generácia, ktorá sa 
s dcsatinnými zlomkami oboznamuje už na národnej škole, nemá 
náležitú představu o tom, ako nepohodlné boly výpočty v dobe, 
keď ešte nepoznali desatinné zlomky. Konečne plné využitie výhod, 
ktoré poskytujú desatinné zlomky, mohlo nastat až po zavedení 
desiatkovej sústavy mier a váh; jej potřeby pře pokrok vedy si bol 
dobré vědomý už Stevin, uskutočnila ju však až velká revolúeia 
francúzska. 

Teoreticky je dóležité presne odóvodniť, že všetko počítanie s re-
álnými císlami sa dá previesť na počítanie s dcsatinnými zlomkami. 
Nebudeme sa zaoberať všetkými podrobnosťami tohto odovodnenia. 
Za základnú vetu v tejto súvislosti možno považovat vetu, že 
ku každému reálnemu číslu a možno udat takú postupnost [an] 
desatinných zlomkov, že a = lim atl. Pomocou viet I I , IV, V a V I I 
článku 9 sa potom odóvodní, že základné poctové výkony s reál-
nými císlami sa dajú nahradit základnými poctovými výkon mi 
s konečnými desatinnými zlomkami tak, že chyba, ktorej sa při tom 
dopustíme, je taká malá, ako je vopred predpísané. Tým sa nebude-
me podrobnejšie zapodievať. Zato si však stručné pohovoříme o naj-
jednoduchšom spósobe, ako napísať lubovolné reálne číslo a vo 
tvare a = lim an, kde každé an je desatinné číslo. Tento najjedno-
duchší spósob je v tom, že za an volíme najváčší n-miestny desatinný 
zlomok, ktorý je alebo rovný alebo menší než a. Ak je napr. a — n> 

je 

a± = 3,1; a2 = 3,14; az = 3,141; a4 = 3,1415; a5 = 3,14159. 

Všetky rozdiely n — av n — a2, n — a3, . . . sú kladné a je 

1 1 1 

takže skutočne lim an = n. Stručné píšeme 

TI = 3,141592653589793. . ., (1) 

kde bodky znamenajú, že sa móže napravo bez obmedzenia pokra-
čovat ďalej a ďalej; pravá strana v (1) je teda stručné oznaeenie pre 
limitu postupnosti {an } , ktorej n-tý člen an sa dostane, ak necháme 
napravo len n prvých desatinných miest. V tom istom smysle máme 
pre každé.reálne číslo a: 

a = c, c ^ C a ^ C s , . . . (2) 

kde c je lubovolné celé číslo (kladné, záporné alebo rovné nule), 
kým cv c2, c3, c4, c5, . . . sú číslice, z ktorých každá má jednu 
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z hodnot 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8, 9. Teda (2) znamená, že 
a = Km an, 

kde 

Výraz (2) sa mcnuje desatinný rozvoj čísla a. 

Ak číslo a samo je r-miestny desatinný zlomok, t. j. ak 

i i ^ i i 

kde opat c je celé číslo a cv c2, . .., cr sú číslice, potom rozvoj (2) 
má tvar 

a = c, . .. cr 00000. . . , 

t. j. všetky číslice cn pre n > r sú rovné nule. 
Pristúpme k případu, že a je kladné racionálně číslo, teda a = 
Tíh 

= —, kde ra, n sú prirodzené čísla, o ktorých móžeme predpokladať, 
'ti 

že sú nesúdelné. Ak číslo n nemá iných prvočinitelov ako 2 a 5, 

napr. a = = móžeme rozšírením uviest a na tvar zlomku 
250 2 • 5d 

s menovatelom 10r, napr. 

13 13 • 22 13*4 
= 2̂ 753 = -108" = W = ° '052 = 0>05200000 • • •; 

a je v tomto případe r-miestny desatinný zlomok. Ak n má iných 

prvočinitelov než 2 e 

obyčajným delením. 

prvočinitelov než 2 a 5, ak napr. a = —, móžeme rozvoj (2) určit 

5 : 14 = 0,3571428571 
80 
100 

20 
60 
40 
120 

80 
100 

20 
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Všetky zvyšky, 8, 10, 2, G, 4, 12 atď., při tomto delení sú menšie než 
13; je teda len 14 možných zvyškov: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13. 

Z toho plynie, že musí raz nastat okamih, kcď sa znovu vyskytne 
zvyšok, ktorý sa vyskytol už prv; v danom příklade taký prvý raz 
sa opakujúci zvyšok je 8. Keď sa raz opakuje zvyšok, ínusia sa 
opakovat tiež všetky následujúce zvyšky a musí sa tiež opakovat 
číslica podielu; v danom příklade je 

A = o 3 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 . . ( 4 ) 
14 • 

t. j. skupina číslic 571428 sa stále opakuje. Hovoříme, že desatinný 
rozvoj (4) je periodický (perioda je slovo gréckeho póvodu a zna-
mená cestu dookola); číslice 571428 tvoria periodu rozvoja, číslica 3 
tvoří predperiódu. Je jasné, že takýto periodický rozvoj musíme 
dostat, kedykoívek číslo a je racionálně, i keď je záporné. Ak je 
viak a iracionálně, potom desatinný rozvoj (2) nie je periodický, 
lebo, ak je desatinný rozvoj 

a = c, px ... pk qx ... qh qx ... qh . 

periodický, číslo a musí byť racionálně. 
Vskutku zrejme 

a = lim ak+nh, 
kde 

<*>k+nh = C, px . . . pk qx . . . qh ... qx . . . qh, 

pričom skupina číslic qx ... qh sa n-krát za sebou opakuje. Ak 
položíme 

10 ^ 10« ̂  • • • ^ 10» 

10 ^ 10» ̂  • • • ^ 10* ' 

ak+nh = e + u + — + 77^x7: + • • • 10» 10fc+ft 

alebo 
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Podia vety I X článku 9 je však 

10* 
10*-

10* 

teda 
, v 10* , v - 10h~k 

a = Um ak,_nh = c + u + = c + v+ _ x; 

z toho vidno, že číslo a je racionálně. 
Periodičnost desatinného rozvoja racionálneho čísla a je zaují-

mavým dósledkom vety I X článku í), má však nepatrný praktický 
význam. 

C v i č o n i a. 

128. Každé reálno číslo a možno písat vo tvare a = c + u, kde c je celé 
číslo a u vyhovuje nerovnostiam 0 ^ u < 1. Podobné číslo 10w = 
= cx + Mj, kde cx je celé a ux vyhovuje nerovnostiam 0 ^ ux < 1. Ďalej 
10?/! = c2 -f u2, kde c2 Je celé a 0 ^ u2 < 1. Ak pokračujeme takto 
bez obmedzenia, dostaneme postupné dalšie čísla c3, c4, . . w 8 , w4, . . . 
tých ¡stých vlastností. Dokážte, že c.c^acgtv . . je desatinný rozvoj 
čísla a. 

129. Každé reálne číslo a možno písat vo tvare a = d + v, kde d je celé 
číslo a v vyhovuje nerovnostiam 0 < v ^ 1. Podobné číslo lOv = 
= dx -j- vx, kde dx je celé a vx vyhovuje nerovnostiam 0 < vx ^ 1. 
Ďalej lOt^ = d2 -f- v2, kde d2 je celé a 0 < v2 ^ 1 . Ak pokračujeme 
takto bez obmedzenia, dostaneme postupné dalšie čísla c74, . . ., 
v2> v4, . . . tých istých vlastností. Dokážte, že d,d1d2d2dA... je desatinný 
rozvoj čísla a. 

130. Pokiaí ani jedno z čísel u, ul9 u2, u3> . . . v cvič. 128 nerovná sa 0, ani 
jedno z v, v v 2 , . . . v cvič. 129 nie je rovné 1 a oba rozvoje sú 
totožné. Dokážte. 

131. A k je v cvičení 128 číslo uk-í ^ 0 a uk = 0, je v cvič. 129 číslo vk—1 ť^ 1 
a vk = 1, pričom ck — dk 1, cn = 0, dn = 9 pre všetky n > k. Po tom 
je číslo a vyjádřené dvoma róznymi rozvoj mi 
a = c,cxc2cz. . .Cfc 000. . . = c,cxc2c3. .. (ck — 1) 999. . . Dokážte. 

samé nuly samé deviatky 
132. Ak nepřipustíme, že cn = 9 skoro pre všetky n, potom každé reálne 

číslo a má 'právě jeden desatinný rozvoj . Dokážte. Návod : Že má 
a s p o ň jeden desatinný rozvoj, plynie z cvič. 128. Ze má najviac jeden, 
dokážeme matematickou indukciou takto: [1]. Nech Cl — C,C]C2C3. . . — 
= d,dxd.>d3... sú dva rozvoje čísla a, t. j . c + u = d + v, kde 0 ^ 
^ u < 1, 0 ^ v < 1. Po tom c — d — v — u je celé číslo. A le — 1 < 
< v — u < 1, preto v — u = 0. [2.] A k je c = d, ck = dk pre všetky 
k < n, musí Cn • 1 0 - » + Un = dn • 1 0 - » -f vn, kde 0 ^ Wn < 1 0 - » , 
0 ^ vn < 1 0 - » . Potom Cn — dn = (vn — un) • 10» je celé číslo. A l e 
— 1 < (vn — W/i) • 10» < 1, preto Vn — Un = 0. 

133. Pomocou súčtu nekonečného radu prevedte na obyčajné z lomky: a) 
0,583; b ) 0,227; c) 0,2~59". 



134. Ak v periodickom rozvoji niet predperiódy, hovoříme, že rozvoj je 
r ý d z o p e r i o d i c k y ; ak je v ňom predperióda, rozvoj je n e r ý d z o 
p e r i o d i c k ý . Ktoré zlomky v základnom tvare vedú k rozvojom rýdzo 
periodickým a ktoré k rozvojom nerýdzo periodickým? 

135. Ktoré zlomky v základnom tvare vedú k rýdzo periodickým rozvojom 
s periodou: a) jednocifernou, b) dvojcifernou. c) trojcifernou, d) h-
cifernou? 

136. Ktoré zlomky v základnom tvare vedú k nerýdzo periodickým rozvojom 
s predperiodou /¿-cifernou? 

137. Dokážte správnost viet: a) Rýdzo periodický rozvoj je rovný zlomku, 
ktorého čit-at-elom je perioda a menovateTom číslo, ktoré má toTko 
deviatok, kolko má perioda číslic, b) Nerýdzo periodický rozvoj rovná 
sa zlomku, ktorého čitateTa utvoříme tak, že napíšeme predperiódu, 
za íiu připíšeme periodu a od vzniknutého čísla odčítáme predperiódu; 
menovatera potom utvoříme tak, že napíšeme tolko deviatok, kolko 
číslic má perioda, a k nim připíšeme tolko núl, kolko číslic má pred-
perióda. 
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III. KOMBINATORIKA. 

II. Variácic a pcrmutácic. 

Na začiatku 1. triedy sme podrobné hovořili o sčítaní predmetov 
nějakého súboru. V tomto oddiele pojednáváme stručné o sčítavaní 
skupin predmetov. Ak sa daný súbor skládá z r libovolných pred-
metov a ked je n prirodzené číslo, potom utvoříme skupinu n-tej 
triedy z daných r predmetov, ak si z nich akýmkolvek spósobom 
vyberieme n róznych predmetov, čo je, pravda, možné len vtedy, 
keď n r, lebo z r predmetov nemožno vybrat viac než r róznych 
predmetov. Pri tom móžeme vy berané predmety volit v určitom 
poriadku a všímat si tento poriadok; také skupiny, pri ktorýeh 
záleží na poriadku vybraných predmetov, nazývajú sa variácie. 
Ale móžeme si tiež mysliet celú skupinu vybranú naraz a vóbec 
nehladieť na poriadok vybraných predmetov; takéto skupiny sa 
nienujů kombinácie. V tomto článku si budeme všímat len variácie; 
kombináciami sa budeme zaoberať v článku 12. Variácia a kom-
bínácia sň šlová latinského povodil: variácia — změna, kombiná-
cia = spojovanie, skladanie. 

Nech je daný lubovolný súbor r predmetov; jednotlivé predmety 
súboru móžeme označit lubovolnými značkami; najpohodlnejšie sú 
značky 

(1); (2); (3); . . . ; ( r ) . (1) 

Každý jednotlivý predmet tvoří sám osebe variáciu prvej triedy; 
je teda zřejmé, že počet variácií prvej triedy súboru r predmetov sa 
rovná r. 

Napr. pre r = 5 máme 5 variácií 1. triedy: 

(1); (2); (3); (4); (5). (2) 

Pri variáciách 2. triedy máme postupné zvolit dva rózne prvky 
z daného súboru, pričom si všímáme poriadok vy braných predme-
tov. Ak je už určitým spósobom zvolený prvý predmet, potom dru-
hým predmetom variácie 2. triedy je ktorýkolVek z daných r 
predmetov, vyjmúc už zvolený prvý predmet, t. j. ak je prvý pred-
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met nějako zvolený, máme pro druhý predmet ešte r• — 1 možností: 
napr. pre r = 5 máme při určitej volbě prvého predmetu ešte 
r — 1 = 4 možnosti pre volbu druhého predmetu, t. j. z každej 
z piatich variáeií (2) prvej tiiedy vznikuú 4 variácie druhej triedy 
a celkový počet variáeií druhej triedy je pre r = 5 rovný 5 • 4 = 
= 20; všetky tieto variácie sú: 

(1), (2); (1), (3); (1), (4); (1), (5); 
(2), (1); (2), (3); (2), (4); (2), (5); 
(3), (1); (3), (2); (3), (4); (3), (5); 
(4), (1); (4), (2); (4), (3); (4); (5); 
(5), (1); (5), (2); (5), (3); (5), (4); 

( 3 ) 

Všeobecne máme pre každé r > 1 eelkom r (r — 1) variáeií 2. 
triedy r predmetov. 

Tak ako sme z každej variácie 1. triedy utvořili všeobecne r — 1 
variáeií druhej triedy, teda 4 variácie druhej triedy pre r = 5, 
utvoříme z každej variácie 2. tried}^ určitý počet variáeií tretej 
triedy. Při variáeií 2. triedy sme už zvolili dva z daných r predme-
tov; aby sme utvořili variáciu 3. triedy, musíme k obom zvoleným 
predmetom přidat třetí predmet, ktorý musí byť rózny od oboch 
predmetov už zvolených, takže v každom případe máme pre třetí 
predmet volbu z r — 2 ešte nevybraných predmetov, t. j. z každej 
variácie 2. triedy vznikne přidáním tretieho predmetu r — 2 variá-
eií 3. triedy. Počet všetkých variáeií 3. triedy teda vznikne, keď 
počet všetkých variáeií 2. triedy znásobíme píslom r — 2. Pre 
r = 5 sme mali celkom 20 variáeií 2. triedy; z každej z nich dosta-
neme 3 variácie 3. triedy, napr. z variácie 2. triedy (4), (2) dosta-
neme variácie 3. triedy: 

(4), (2), (1); (4), (2), (3); (4), (2), (5); 

celkový počet variáeií 3. triedy z 5 predmetov je teda 3 • 20, t. j. 60. 
Počet variáeií n-tej triedy z r predmetov označme Fn(r). J e 

zřejmé, že 
Vn(r) = 0, ak n > r, (4) 

lebo z r predmetov nemóžeme vybrat v obec nijakú skupinu viae než 
r predmetov. Už sme si všimli, že 

Vi(r) = r, (5) 
F,(r) = r ( r - 1), (6) 

(6) platí i pre r = 1. í)alej platí rekurentný vzorec 

Vn + 1(r) = (r - n) • Vn(r). (7) 
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Dok a z vzorca (7). Ak jc n > r, je aj n -f- 1 > r, a teda podia 
(4) Fn(r) = 0, r/i + 1(/') --- 0, takže v tomto případe (7) platí. 

Ak n r, je I//l + 1(r) -- O, ale tiež r — n -- O, takže i v tomto 
případe platí (7). Neeh je konečné n < r. Z každéj variácie ?i-tej 
triedy dostaneme variácie (n + l)-vej triedy přidáním takého z n-
predmetov, ktorý ešte nebol vybraný do variácie n-tej triedy. 
Takýchto predmetov je r — n, a preto z každej w-tej variácie 
vznikne vcelku r — n variáeif (?i + l)-vej triedy, z čoho plynie (7). 

Počet variácií n-tej triedy r predmetov rovná sa súčinu n činitelov, 
z ktorých prvý rovná sa r a každý nasledujúci jc o jedničku menší 
než prcdchádzajiíci. (To platí i pre n = 1, ak pod súčinom s jedným 
činitelom, rovným r, rozumieme číslo r.) Prv, než si túto vetu do-
kážeme, vyslovme ju vzorcom. Preto uvážme, že činitelia nášho 
súčinu tvoria aritmetickú postupnost s prvým členom r a s diferen-
ciou rovnou —1, takže podia vzorca (3) článku 2 r-tý (posledný) 
činitel sa rovná r — (n — 1) alebo r — n + 1, takže veta je vyjádře-
ná vzorcom 

Vn(r) = r (r - 1) . . . (r - n + 1), (8) 

ktorý pre n — 1 znamená (5), pre n = 2 znamená (6). Pre n = 1 
viemc, že vzorec je správný. Aby sme ho dokázali matematickou 
indukciou, stačí dokázať, že ak pre nějaké n platí vzorec (8), potom 
platí aj vzorec, ktorý má nalavo n + 1 miesto n a napravo má 
o jedného činitela viac, pričom tento nový činitel je o jedničku 
menší než r — n + 1, čiže nový činitel sa rovná r — n. To je však 
zřejmé podia (7). 

Pozoruhodný osobitný případ variácií máme pre r — n. .Tu máme 
z n róznych predmetov postupné vybrat n róznych predmetov, 
všímajúc si poriadok vybraných predmetov. V tomto případe vy-
berieme postupné všetky dané predmety v nejakom poriadku, t. j. 
v danom případe variácia znamená jednoducho akékolvek uspo-
riadanie všetkých predmetov. Miesto slova variácia sa v tomto 
případe obyčajne používá slovo permutácia; to je opat slovo latin-
ského póvodu, ktoré znamená premeňovanie. Podia všeobecnej vety 
o počte variácií počet všetkých permutácií n predmetov sa rovná n\, 
pričom n\ (čítáme n f ak tor iá l , z latinského slova faktor = čini-
tel) znamená súčin všetkých prirodzených čísel od jedničky až po 
n včítane, teda 

1! = 1; 2! = 2; 3! = 6; 4! = 24; 5! = 120 atď. 

Je teda pre každé prirodzené číslo n: 

(n + 1) = (n + 1) n! (9) 
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Je účelné položit 
0! = 1. (10) 

Vzorec (9) platí potom aj pre n = 0. Pre iné čísla než prirodzené 
čísla a nulu značku n\ nedefinujeme. 

Pomocou faktoriálov móžeme vyjádřit počet variácií Vn(r) aj pre 
n < r. Potom je r — n prirodzené číslo, a keď obe strany ^vzorca 
(8) znásobíme čísloí^ (r — n)\, dostaneme (r — n)\ r/f(/') = r\. 
takže 

pre n < r. Podia (10) platí (11) aj pre n = r. Pre n > r sa v (11) 
íavá strana rovná nule a pravá nie je definovaná. 

C v i č e n i a. 

138. Dokážte, že r predmetov možno umiestit na n miest (predpokladajte, 
že r > n, takže r — n predmetov zostane neumiestených) právě tolko-
krát, kolkokrát možno umiestiť n predmetov na r miest (pričom r — n 
miest zostane voíných). 

139. Ko lko róznych (jedno- až páťciferných) čísel možno napísat Číslicami 
0, 1, 2, 3, 4, ak sa nemá ani v jednom čísle číslica opakovat? 

140. V rovině je dané n bodov, z ktorých nijaké tri neležia v priamke. Ko lko 
je nimi určených róznych uzavřetých lomených čiar, ktorých vrcholy 
sú vo všetkých daných bodoch? (n 3.) 

141. Ak sa zváčší počet predmetov o dva, zváčší sa počet permutácií dvanásť-
krát. KoFko je predmetov? 

142. Dokážte. že a) n [n\ + (n - 1)!] = (n + 1)!; b) n\ + n2 (n - 1)! = 
= (n + 1)!; c) (n + 1)! — n! = n • n!. 

143. Vypočíta j te : a) ^ 1 ) 1 
n\ 

( n - 1)!; 
(n + 2)8 _ (n+ 1)! , n!  

; n! (n - 1)'. (n - 2)! * 
144. A k značí Vn(r) počet variácií n-tej triedy r predmetov, dokážte, že 

platí rekurentný vzorec: a) Vn(r) = r • V-m (r — 1); b ) Vn(r + 1) = 
= Vn(r) + n * F n - i ( r ) . — [Návod: a) Počítajte, kolko variácií má 
určitý pevne zvolený predmet na prvom mieste. b) Počítajte, o kolko 
sa zváčší počet variácií, ak přidáme k r predmetom ešte další predmet.] 

145. Dokážte, že a) Vn(r) = (Vm{r) • Vn-m (r — m); 
b) Vn(r) = Vm(r - n + m) • Fn-m(r). 

[Návod: a) Počítajte, kolko variácií má m určitých pevne zvolených 
predmetov na prvých m miestach. b) Počítajte, kolko variácií vznikne, 
ked k určitej pevne zvolenej variácii (n — m)-tej triedy přidáme dalších 
m predmetov.] 
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140. Ak značí P (r ) počet permutácií r predmetov, dokážte, že platí reku-
rentný vzorec P (r -f 1) = (r -f 1) • P (r). Odvodte odtial matematic-
kou indukciou, že P (r) = r\. 

147. Ak je medzi r predmetmi k predmetov rovnakých (k ^ r), možno z nich 

r\ 

utvořit — permutácií; ak je okrem toho ešte dalších h predmetov 

rovnakých (k + h r), ale róznych od predchádzajúcich k predmetov, 

možno z nich utvořit ^ f permutácií. Dokážte. 
14H. A k tvoříme z r predmetov skupiny po n predmetoch, ale tak, že sa každý 

predmet móže v každej skupině íubovorne mnohokrát opakovat', ak 
dbáme přitom na poriadok predmetov, vznikajú tzv. v a r i á c i e s o p a -
k o v a n í rri. Jch počet označíme V'n(r). Dokážte, že platí rekurentný 
vzorec F'n(r) = r- V'n - x(r). Odtiar odvodte (matematickou indukciou), 
že V'nir) = r» . 

1 lí). Ko íko štvorci ferných čísel m o ž n o sostavit z čísl ic 0, 1, 2? 
150. Koíkoraké vrhy možno urobit: a) dvoma, b) troma kočkami? 
151. Každá značka slepeckého písma sa skládá z jedného až Šiestich hmata-

telných bodov, ktoré sa sostavujú najviac do dvoch stípcov, z ktorých 
v každom je najviac po troch bodoch. Kolkoraké značky sú možné? 

152. KoTkoraké značky možno utvořit, ak sostavujeme body a čiarky v sku-
pinách po 1 až n prvkoch? Prepočítajte pre n — 4. 

12. Koml>inácie. 
Z článku 11 vieme, že utvorif z r predmetov kombináciu n-tej 

triedy znamená z daných r predmetov vybrať nějakým spósobom 
n-predmetov, pričom na poriadku vybraných predmetov nezáleží. 
Počet všetkých kombinácií 7i-tej triedy r predmetov je zvykom 
značit 

o -
( i ) 

čo čítáme r nad n. Čísla (1) sa menujú kombinačně čísla; dóvod 
poznáme v článku 13; menujú sa tiež binomické koeficienty. 

Pre n = 1 niet rozdielu medzi kombináciami a variáciami; je 

U r ' (2) 

pre každé prirodzené číslo r. Zrejme 

| r j = 0 pre n > r; (3) 

právě tak je zřejmé, že 

0 -
pře každé prirodzené číslo r. 
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Ak 1 < n ^ r, počet kombinácií je menší než počet variácií; aby 
sme dostali všetky kombináeie n-tej triedy predmetov označených 

stačí napísat všetky také variácie n-tej triedy tých istých pred-
metov, v ktorých vy berané predmety idú za sebou napr. vo vzo-
stupnom poriadku příslušných číslic. Napr. pre r — 5 všetky kom-
bináeie druhej triedy sú: 

vcelku ich je 10. Kombináeie tretej triedy tých istých predmetov 
sú: 

je ich zasa desat. 
Z každej kombináeie r predmetov dostaneme všetky tie variácie, 

ktoré obsahujú právě predmety obsiahnuté v danej kombinácii, ak 
predmety obsiahnuté v tejto kombinácii všetkými možnými spó-
sobmi usporiadame. Napr. z kombináeie (2), (3), (5) dostaneme 
vcelku 6 variácií: 

Všeobecne z každej kombináeie n-tej triedy r prvkov vznikne 
vcelku n\ variácií tejže triedy týchže prvkov, takže počet Fn(r) 

(1), (2), (3), . . . , (r), (6) 

(1), (2); (1), (3); (1), (4); (1), (5); 
(2), (3); (2), (4); (2), (5); 
(3), (4); (3), (5); 
(4), (5); 

(1), (2), (3); (1), (2), (4); (1), (2), (5); 
(1), (3), (4); (1), (3), (5); (1), (4), (5); 
(2), (3), (4); (2), (3), (5); 
(2), (4), (5); (3), (4), (5); 

(2), (3), (5); (2), (5), (3), 
(3), (2), (5); (3), (5), (2), 
(5), (2), (3); (5), (3), (2). 

všetkých variácií sa rovná súčinu čísla n\ s počtom 

kombinácií, t. j. 

Podia vzorca (8) článku 11 je teda 
r (r — 1) ... (r—-Ti+l) 

(6) 
n\ 
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kde v čitateli je súčin n postupné o jedničku sa zmenšujúeich čini-
telov. Pře n > r sú obe strany v (6) rovné nule; pozři (3); pre n g r 
móžeme podia vzorca (11) článku 11 pisať tiež 

o - n\ (r — n)\ 

Ak je prirodzené číslo n menšie než prirodzené číslo r, je aj r — n 
prirodzené číslo menšie než r; kedze 

r — (r — n) — n, 

plynie zo (7), že 

o - ( ^ o -
O správnosti vzorca (8) sa móžeme lahko presvedčiť bez akého-
kolvek počítania, keď si uvedomíme význam oboch stráň vzorca 
(8). Myslíme si napísané všetky kombinácie 7i-tej triedy predmetov 
(5) vredla seba do riadkov. Pod každú napísanú kombináciu móže-
me napísat do druhého riadku právě tie z predmetov (5), ktoré sa 
n e v y s k y t u j ú v kombinácii, napísanej v riadku prvom. Potom 
máme v druhom riadku zapísané všetky kombinácie (r — 7i)-tej 
triedy predmetov (5) a vidíme, že počet kombinaci! (r — n)-tej 
triedy sa rovná počtu kombinácií ?i-tej triedy, čo je právě vyjádřené 
vzorcom (8). 

Význam značky ( j sme definovali pre pr i rodzené čísla 
\nj 

r, n\ ak je r prirodzené číslo, je účelné definovat aj 

(9) GH 
nakolko 0! = 1, je to v súhlase so vzorcom (7). Vzorec (8), odvodený 
za předpokladu, že 0 < n < r, platí podia (4) a (9) aj pre n = 0 
a pre n = r. 

Ked však r = 0 a n je prirodzené číslo, definujeme 

O-0 (3') 

a pre r = 0, n = 0 položíme ešte 

Q -
zasa v súhlase so vzorcom (7). 
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Okrem vzorca (8) platia o kombinačnýeh číslach ešte iné vzorce, 
o správnosti ktorých sa tiež móžeme íahko přesvědčit bez akého-
kofvek počítania. Naj významnější zo \zorcov tohto druhu je \zorec 

c r . ) - ( : ) + u . > 
platný pre lubovolné prirodzené čísla n, r. Ak je n > r, zneje vzorec 
(10): 0 = 0 + 0, čo je správné. Ak je n — r, vzorec (10) podia (3) 
a (4) hovoří, že 1 = 1 + 0, čo je tiež správné. V případe n < r sa 
o správnosti vzorca (10) presvedčíme takto: Lavá strana znamená 
počet kombinaci! (n + l)-vej triedy r + 1 predmetov 

(0 ) , (1 ) , . . . , (r). (11) 

Tieto kombinácie určené počtom ('* ^ rozdělíme na dve sku-
\n+lj 

piny: Do prvej skupiny zadelíme tie z kombinácií, ktoré všetky 
obsahujú určitý predmet, označený hoci (0). Všetky takéto kom-
binácie dostaneme, keď z r + 1 predmetov vylúčime predmet ozna-
čený (0), sostavíme všetky možné kombinácie po n predmetoch 
z ostávajúcich r predmetov a ku každej z týchto kombinácií nako-
niec připojíme aj predmet označený (0); takýchto kombinácií je 

^ r V druhej skupině sú kombinácie (n + l)-vej triedy z r pred-

metov, ktoré neobsahujú prv vylúčený predmet, označený (0); 

týchto kombinácií je ( Ť ). Oba druhy kombinácií vyčerpávajú 
\n + 1/ 

všetky možné kombinácie (n + l)-vej triedy z póvodného počtu 
r + 1 predmetov, pričom sa ani nijaká kombinácia nevyskytuje 
v obidvoch skupinách. Z toho vyplývá rovnost (10). 

Vzorec (10) sme dokázali pre prirodzené čísla r, n. Pre každé 
prirodzené číslo r je vzorec (10) správný, i pre n =- 0, čo plynie 
i hněď z (2) a (9). 

Kombinačné čísla móžeme sostayit do trojuholníkovej tabulky, 
ktorej každý riadok odpovedá určitému r a obsahuje za sebou 
r + 1 čísel: 

ax;> a) o 
Prvých desať riadkov tabulky, ktorá sa nazýva Pascalov trojuhol-
ník, je 
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r = 0 1 
r = 1 1 1 
r = 2 1 2 1 
r = 3 1 3 3 1 
r = 4 ] 4 6 4 1 
r = 5 1 5 10 10 5 1 
r = 6 J 6 15 20 15 6 1 
r = 7 1 7 21 35 35 21 7 
r = 8 1 8 28 56 70 56 28 8 
r = 9 1 9 36 84 126 126 84 36 
r — 10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 

1 
1 

9 1 
10 1 

Podia (4) a (9) každý riadok Pascalovho trojuholníka začína a 
končí číslom 1. Podia (8) každý riadok zostane nezmenený, ak 
napíšeme jeho čísla v obrátenom poriadku. Konečne podia (10) 
móžeme z čísel r-tého riadku vypočítat čísla (r + l)-ho riadku: až 
na jedničky na začiatku a na konci dostaneme každé číslo (r + l)-ho 
riadku sčítáním oboch šikmo nad ním stojacích čísel r-ho riadku. 

Pascalov trojuholník má rad zaujímavých vlastností, z ktorých 
si uvedieme iba jednu. Zvolme prirodzené čísla n, r (n < r) a 
v každom riadku, začínajúc n-tým a končiac r-tým, vyberme n-té 
číslo riadku. Ak sčítáme všetky vybrané čísla, dostaneme číslo, 
ktoré stojí v Pascalovom trojuholníku šikmo vpravo pod posled-
ným z nich. Příklad: 

(n = 4, r = 9): 1 + 4 + 10 + 20 + 35 + 56 + 84 = 210. 

Všeobecne 

(IMTh - ^Hir.)- <•« 
Vzorec (12) dokážeme takto: Pravá strana znamená počet kombi -
nácii (n + l)-vej triedy predmetov 

(1),(2), . . . , ( r ) , (r + 1). (13) 

Tieto kombinácie si rozdelíme na druhy tak, že každý sčítanec na-
1'avo v (12) bude znamenat počet kombinácií jedného z tých druhov; 
tak bude vzorec (12) dokázaný. Konkrétné urobíme dókaz takto: 
Prvky (predmety) rozdelíme na dve skupiny a označíme ich av 
<t>2> a4> • • -y an v prvej skupině a an + v + . . ., a,n+h v druhej 
skupině; v prvej skupině je ich zrejme n9 v druhej h, pričom n + h= 
— r + 1. Z prvej skupiny utvoříme všetky možné kombinácie n-tej 
triedy a ku každej z nich přidáme prvok an + v Takýchto soskupení 

je Potom utvoříme všetky možné kombinácie n-tej triedy 

z prvkov av fln + 1 a ku každej z nich přidáme prvok an + 2; 
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prvkov z druhej skupiny. Počty soskupení sa rovnajú členom na 
1'avej straně rovnice (12), pričom nijaké soskupenie z počtu zahrnu-

dzajúcich členov. Soskupenia n + 1 prvkov takto sostavované sa 
neopakujú a vyčerpávajú všetky možné kombinácie (n + l)-vej 
triedy z póvodného počtu r + 1 prvkov. Tým je správnost rovnice 
(12) dokázaná. 

C v i č e n i a. 

153. a) V korkých bodoch sa přetíná n priamok roviny, z ktorých nijaké dve 
nie sú spolu rovnoběžné a nijaké tri neprechádzajú jedným bodom? 
b) Ko lko priamok je určených n bodmi v rovině, z ktorých nijaké tri 
neležia v jednej priamke? 

154. a) V kolkých bodoch sa přetíná n rovin priestoru, z ktorých nijaké dve 
nie sú spolu rovnoběžné, nijaké tri neprechádzajú jednou priamkou 
a nijaké štyri jedným bodom? b) Ko lko rovin je určených n bodmi 
v priestore, ak neležia nijaké tri z nich v priamke a nijaké štyri v rovině ? 

155. Je dané n priamok roviny, z ktorých žiadne dve nie sú spolu rovnoběž-
né. k týchto priamok (k < n) sa přetíná v jednom bode a z ostatných 
n — k priamok sa nijaké tri nepretínajú v jednom bode. KoTko priese-
číkov je týmito priamkami určené? 

156. Je dané n bodov v rovině, z ktorých nijaké tri neležia na jednej priamke. 

( n\ 
^ 1 priamok. Móžu tieto priamky okrem daných bodov 

mať ešte dalšie priesečíky? Ak móžu, kolko najviac? 
157. Je dané 5 bodov v rovině, z ktorých nijaké tri neležia v priamke a nijaké 

štyri na kružnici, a) Ko lko kružnic je nimi určených? b) Ko lko zo 
zmienenýcli kružnic prechádza každým z daných bodov? c) Majů tieto 
kružnice okrem daných bodov ešte iné priesečíky, a korko? 

158. Výraz (a + b)r, kde r je prirodzené číslo, móžete vypočítat tak, že 
utvoříte súčin (a + bx) • (a + b2) • (a -f 6 3 ) . . . (a + br) a do výsledku 
vsadíte bx = b2 = b3 = . . . = br = 6. Urobte to! A k ý koeficient bude 
pri člene, ktorý obsahuje výraz ar-nim? (0 ^ n ^ r.) 

[Návod: a) Počítajte, koTko je kombinácií n-tej triedy, ktoré obsahujú 
určitý pevne zvolený predmet. b) Počítajte, kolko vznikne kombinácií, 
ked k určitej pevne zvolenej kombinácií (n — l ) -ve j triedy přidáme 
další predmet.] 

160. Dokážte, že 

tého v člene obsiahnuté ani v jednom z predchá-
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(n\ / r — n -f- m\ 

. = m! Ir\ . h) lr\ \ m I I r \ 
\n — m) I r\ \n) ' \n) /n\ \n — m/ 

\m) \m) 
[Návod: a) Počítajte, korko je kombinácií n-tej triedy, ktoré obsahujú 
určitú pevne zvolenu skupinu m predmetov. b) Počítajte, koTko vznikne 
kombinácií, ked k určité j pevne zvolenej kombinácii (n — m)-tej triedy 
přidáme dalších m predmetov.] 

161. a) Dokážte, že 

+ C ) - . U . M ; ) - C ) . 
b) Z predchádzajúceho odvodte, že 

162. Počet kombinácií (n + l ) -ve j triedy r + 1 predmetov (0), (1), (2 ) , . . , 
(r) móžeme spočítat takto: Na jp r v vezmeme všetky kombinácie, ktoró 
obsahujú predmet (0), potom tie, ktoré neobsahujú predmet (0), ale 
obsahujú predmet (1), dalej tie, ktoré neobsahujú predmety (0) a (1), 
ale obsahujú predmet (2) atd., až nakoniec tie, ktoré neobsahujú pred-
mety (0), (1), (2 ) , . . , (r — n), ale obsahujú predmet (r — n + !)• Urobte 
to ! (r ^ n.) 

163. A k tvoříme z r predmetov skupiny po r predmetoch, ale tak, že sa 
každý predmet v každéj- skupině móže vyskytovat lubovolne mnoho-
krát, pričom nedbáme na poriadok predmetov, vznikajú tzv. k o m b i -
n á c i e s o p a k o v a n í m . Ich počet označíme C n(r). Dokážte, že platí 
rekurentný vzorec 

n-Cn(r) _ , . , (n-l)-C'n-1 (r) 
= C n — i (/*)+ 

[Návod: Skúmajte, kolkokrát sa vyskytne určitý predmet, hoci pred-
met (1), vo v š e t k ý c h kombináciách n-tej triedy. Dostanete číslo 

n • C n (r) j V y n e c h á m e v každéj kombinácii, ktorá obsahuje predmet 
r 

(1), tento predmet, ostanú všetky kombinácie s opakovaním (n — l ) -ve j 
triedy, ktorých je C'n-X (r) a v ktorých sa podTa predchádzajúceho 

prvok (1) vyskytuje ešte ~~ 1 > C ' n ~ i krát.] 
r 

164. Z rekurentného vzorca, odvodeného v predchádzajúcom cvičení, dokáž-
te matematickou indukciou, že počet kombinácií s opakovaním n-tej 

/ r -h n — 1 \ (r -h n — 1 \ ) 
n / 

165. Ko íko podstatné róznych početných spoj o v obsahuje malá násobilka? 
166. KoTko kameňov obsahuje hra domina, ked počet bodov na každom 

poli rovná sa niektorému z čísel od 0 do a) 7, b) 8, c) 9? 
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167. Názvom Apolloniovej úlohy sa označujú úlohy, v ktorých sa žiada 
sostrojiť kružnica, vyhovuj úca daným trom podmienkam, z ktorých 
každá móže znieť: Kružnica prechádza daným bodom alebo kružnica 
sa dotýká danej priamky alebo kružnica sa dotýká danej kružnice. 
Kolko je týchto úloh? 

168. Mnohočlen, t. j. výraz vzniknutý sčítáním niekolkých cleno v tvaru 
Axfeyhm. . . , nazýva sa h o m o g e n n ý m , ked súčet mocniteTov A' + Z + 
+ m + . . . = n je při všetkých členoch ten istý; čísla .r, ?/, z9. . . sa 
menujú p r e m e n n é a číslo n je s tupeň homogenného innohočlena. 
Kolko členov má homogenný mnohočlen n-tého stupňa s r premenný-
mi? 

169. Ak nie je mnohočlen homogenný, jeho stupeň rovná sa najviičšiemu 
súčtu k + / + m + . . . a) Kolko členov má nehomogenný mnohočlen 
n-tého stupňa s r premennými? b) Dokážte vetu: Mnohočlen n-tého 
stupňa s r premennými má právě tolko členov ako úplný mnohočlen 
r-tého stupňa s n premenrými. 

170. Rovnica xx + x2 -f x3 -f- ... + xr = n, kde n je prirodzené číslo, má 

spolu l \ riešení celými nezápornými číslami. Dokážte. 

13. Binomická veta. 
Binomická veta dáva výraz pre r-tú mocninu (a + b)r dvoj člena 

a + 6, kde r je číslo prirodzené. Pre najnižších šest hodnot r = 1, 
2, 3, 4, 5, 6 mocnitela r zneje binomická veta 

(a + b)1 = a +b 
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

(a + b)3 = a3 + 3 a2b + Sab2 + 63 

(a + 6)4 •= a4 + 4a36 + 6a262 + 4a63 + 64 

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a362 + 10a263 + 5ab4 + 65 

(a + b)6 = a6 + 6a5b + 15 a4b2 + 20a363 + 15a264 + 6a/;5 + 66. 

Na právej straně všeobecného vzorca pre (a + b)r je r + 1 členov, 
z ktorých prvý obsahuje ď (alebo arb^)y druhý obsahuje ar~xb 
(alebo a r _x61 ) , třetí obsahuje ar~2b2 atď.; mocnitel' pri a klesá 
o jedničku a zároveň mocnitel pri b vzrastá o jedničku. Koeficienty 
jednotlivých členov tvoria r-tý riadok Pascalovho trojuholníka, takže 
všeobecná binomická veta pre mocnitela v znie: 

{a + by = ď + ^ ď - 1 b + ^ ď ~ 2 b 2 + 

abr-1 + br. (1) 

Dókaz správnosti binomickej vety móžeme urobit matematickou 
indukciou. Správnost vety pre r = 1 je zřejmá. Je teda potřebné len 
pri lubovolne danom prirodzenom čísle r zo vzorca (1) odviest 
vzorec 

57 



(a + 6 ) r + l = a r + l + ^ + + . . . + 

+ 1)a6r+6r+1" (2) 

Aby sme to urobili, uvažme, že (a + 6 ) r + 1 = (a -f- b)r • (a + 6) 
alebo (a + + 1 = (a + b)r • a + (a + Podia (1) teda je 
(a + b)r+ 1 rovné výrazu 

a ' + 1 + ( 1 ) ^ + ( 9 ) lř>2 + + ( f i ) a2br ' 1 + aí>r + 

+ (i) a ̂  (0 ̂  ^̂  + ( r O abr + lr+1' 
ktorý sa rovná 

• [ ( ^ M ^ K ^ C H , : , ) ] - ^ * ' 
čo sa po úpravě rovná právej straně v (2) podia vzorea (10) článku 
12. 

Ak počítáme koeficienty v (1) postupné pre rad hodnot r, je naj-
kratšie užit vlastnosti Pascalovho trojuholníka, založené na vzorci 
(10) článku 12. Ak máme však počítat (a + 6)r pre jedinú hodnotu r, 

použijeme na výpočet koeficientov ^ ? ^ vzorec (6) článku 12. Podia 

tohto vzorea počítáme ^ T ^ postupné pre n = 1, 2, 3, . . . , ak 

přejdeme od n k n + 1, připojí sa v tomto vzorci napravo v čitateli 
činitel r — n, v menovateli činitel n + 1, takže máme rekurentný 
vzorec 

( ' )= LnJLÍr\ ( 3 ) 

U + l/ n+l\nj 

ktorý je na výpočet najvýhodnější. Pomocou vzorea (3) však po-

čítáme len polovicu koe f ic ientov^^, druhá polovica je určená 

vzorcom (8) článku 12. 

Už v článku 12 sme hovořili, že kombinačně čísla ( ) sa tiež 
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menujú binomické koeficienty; dóvod je teraz už jasný. 
V druhej triede sme poznali vzorec 

(cos a + i • sin a)?l — cos na + i • sin na. (4) 

V učebnici pre 2. triedu, str. 55, vzorec (10). Na základe tohto 
vzorca móžeme nájsť pomocou binomiekej vety pre každé priro-
dzené číslo n vyjadrenie cos na, sin na pomocou cos a, sin a. Napr. 
pre n = 4 je podia binomiekej vety 

cos 4a + i • sin 4a = cos4 a + 4i • cos3 a sin a — (> cos2 a sin2 a — 
— 4i • cos a sin3 a + sin4 a. 

Ak porovnáme na oboch stranách najprv reálne a potom imaginár-
ně časti, dostaneme jednak 

cos 4a = cos4 a — 0 • cos2 a sin2 a + sin4 a, 
jednak 

sin 4a = sin a (4 • cos3 a — 4 • cos a sin2 a). 

Ako je známe, je 
sin2 a = 1 — cos 2 a, 

teda 
sin4 a = (1 — cos2 a)2 = 1 — 2 • cos2 a + cos4 a. 

Preto z predchádzajúcich vzorcov dostaneme po lahkej úpravě 

cos 4a = 8 cos4 a — 8 cos2 a + 1, 
sin 4a = sin a (8 cos3 a — 4 cos a). 

Podobné sa dajú odviest vzorce tvaru 

cos na = Tn) sin na = sin a • Sn, 

kde Tn, Sn sú výrazy obsahujúce len cos a. 
V praxi sa často užívá přibližných vzorcov 

( l + * ) r = l + ™ (5) 
alebo 

(1 +*)r= 1 +rx + - L r (r — 1) z2 (6) 

pre ten případ, že číslo | x | je malé. Yzorec (5) je jednoduchší než 
(6); vzorec (6) je presnejší než (5). 

Př ík lad . Podia binomiekej vety je 

(O v 5 3 Q 2 33 34 

1 +1«^ ) = 1 + 5 • Toi + 10 • Toí = 10 • Tô  + 5 • 10s-+ 
- f J ^ = 1 + 0,15 + 0,009 + 0,00027 + 0,0000005 + 0,000000043. 
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Ak sčítáme iba prvé dva členy, máme 1,035 ^ 1,15 s chybou men-
sou než 10-2; ak sčítáme prvé tri členy, máme 1,035 = 1,159 

s chybou mensou než-^-10~~3. 
z 

Aby sme odhadli chybu vo vzorcoch (5), (6), uvážme najprv, že 
z (1) plynie pře a = 1, b = 1: 

Přesná hodnota (1 + x)r je podia binomickej vety 

(1 + »)'=, 1 + rx + -~r (r - 1) . . . 

.xr~1 + xr. 

Vo 
vzorci (5) sa teda dopúšťame chyby 

ktorej absolutna hodnota je podia vzorca (11) článku 7 najviac 
rovná 

Ak | x | < 1, je 
M2 > \ x |3 > |a;|4 > 

takže absolutna hodnota chyby v (5) je menšia než 

a teda podia (7) je menšia než 2r | x |2. Podobné absolútna hodnota, 
chyby vo vzorci (6) je pre | x | < 1 menšia než 2r | x |3. 

C v i č e n i a. 

/ 2 \ 12 

171. Určte a) absolutny člen vo výraze 1 2x2 J . 

b) najváčší koeficient vo výraze (5a -f 3b)20. 
172. Vypočítajte na 5 desatinných miest: a) 1,02516; b) 0,9910. 
173. S použitím binomickej vety vyjádřite cos 7a, sin 7a. 

174. Ak označíme cos a + i • sin a = S, cos a — i • sin a = S je cos a = 

= — (S + OdtiaT možno vyjadriť mocninu výrazu cos a ako li-
2 

neárnu funkciu kosínov násobkov uhla a. Urobte to pre a) cos4a; 
b) cosBa; c) cos^a, kde r je prirodzenó číslo. 
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175. Dokažte: a ) (JJ) + ; 2 ( J ) + 2* ( J ) + 2> ( ¡J ) \ .. . + 2r ( ^ ^ 

b>(ó) rC)-(í)r O -

17«. Dokažte: a) ( ¡ ) + Q 

177. D o l e t e : a) ( ; ) - ' ( ; ) + Q 

+ = 2r-l; 

= 2r-\ 
r 

1 

" C h m h ; ) 

4- . . . = 2 2 • cos — m; 
4 

4- . . . = 2 2 • sin— ÍTT; 
4 

[Návod: Počítajte výraz (1 + i)»*.] 
178. A k označíme s/c = -+- + -f- . . . + móžeme zo vzorca pre 

(h + ktorý napíšeme pre h — 1, 2, 3, . . n a všetky takto vznik-
nuté rovnice sčítáme, odviesť rekurentný vzorec 

+ l)r=l + ( [ ) s r - 1 + (r2)sr->+ Q ,+ ••• + ( , ^ ^ + 

Urobte to a vypočítajte z toho: a) s b ) s2; c) 

179. A k vyhovuje číslo x podmienke 0 < — (n — \) x < q < 1, kde q je 
2 

vhodné číslo, potom (1 + x)n < 1 H . Dokážte a odhadnite 
1 - q 

podra toho chybu, ktorej sa dopúšťame, ked miesto (1 + x)n přibližné 
položíme 1 + nx. 
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IV. POČET PRAVDĚPODOBNOSTI. 

14. Úvod. 

V historii matematiky je mnoho príkladov, že matematici dlho 
študovali nejakú skupinu problémov len pře jej teoretickú zaují-
mavosť, a len o mnoho neskoršie sa ukázalo, že výsledky ich úvah 
majů velký praktický význam. Jeden z najpoučnějších príkladov 
je počet pravděpodobnosti, ktorého predmetom je studium zákoni-
tostí, ktoré sa podia skúsenosti vyskytujú medzi náhodnými zjavmi. 
Na prvý pohlaď sa zdá, že zákon i tos t a náhodnost sa navzá-
jom celkom vylučujú, ale v skutočnosti je to naopak, a počet 
pravděpodobnosti sa ukázal velmi dóležitým vo fyzike, v biologii, 
vo výrobě pódohospodárskej i priemyselnej a inde. Počiatky počtu 
pravděpodobnosti naproti tomu, ako sa o tom v dalšom zmienime, 
sú v matematickom rozbore pravidelnosti, ktoré boly zistené pri 
hazardných hrách. 

Začneme s jednoduchým príkladom, aby sme si objasnili, akú 
pravidelnost možno očakávať pri náhodných javoch. Príkladom 
náhodného javu, ktorý si najprv rozoberieme, je hádzanie kočkou. 
Ak hádžeme kočkou, vyjde pri každom vrhu jedno z čísel 1, 2, 3, 4, 
5, 6. Ktoré z týchto čísel vyjde pri jednom vrhu, nedá sa vóbec 
předvídat. Ak urobíme rad vrhov za sebou a zapisujeme čísla, ktoré 
vychádzajú, zdá sa na prvý pohlaď, že jednotlivé čísla nasledujú 
za sebou bez ladu a skladu. Ak je počet vrhov malý, nepozorujeme 
ani po podrobnejšom štúdiu nijakú pravidelnost. Ale celkom inak 
sa nám to javí, keď skúmame výsledky dlhého radu vrhov. Tu 
pozorujeme okrem iného, že všetky čísla 1, 2, 3, 4, 5, 6 vychádzajú 
př ib l i žné v r o vnakom počte, stupeň približnosti je pri ne-
příliš velkom počte vrhov málo uspokojivý, ale pri velmi značnom 
počte vrhov je pozoruhodné přesný. Všimnime si niektoré z mož-
ných výsledkov vrhu, napr. skúmajme ten náhodný jav, že padne 
šestorka. Ked urobíme k vrhov, tu pri každom z nich alebo padne 
šestorka, alebo nepadne. Počet h-tých vrhov, pri ktorých skúmaný 
jav nastane (pri ktorých padne šestorka), nazveme absolutna počet-
nost' skúmaného náhodného javu. Dóležitejšia je relatívna počet-

62 



nosť. To je z lomoky , ktorý vyjadřuje poměr počtu prípadov, 

v ktorých skúmaný jav nastane, k celkovému počtu všetkých uro-
bených pokusov (v našom případe vrhov kočkou). Keby sa v cel-
kovom počte každé zo šiestich čísel, 1, 2, 3, 4, f>, 6, vyskytovalo 

v rovnakom počte, rovnala by sa relatívna početnost-^-. Toto 

číslo — nazveme pravděpodobnost skúmaného javu. Skiisenost uka-
zuje, že i při velmi velkom počte pokusov sa relatívna početnost 
len celkom výnimočne presne rovná pravděpodobnosti, že však při 
velkom počte pokusov sa relatívna početnost skoro vždy přibližné 
rovná pravděpodobnosti. Odchýlku relatívnej početnosti c od 
pravděpodobnosti p je účelné vyjádřit v percentách pravděpodob-
nosti p. Počet percent rovná sa 

looi^zJLÍ. ( 1 ) 

v 
Počtu pravděpodobnosti najlepšie porozumieme, keď si urobíme 
pokusy sami a zistíme velkosť odchýlky relatívnej početnosti od 
pravděpodobnosti. 

R. 1938 urobil jeden z autorov tejto učebnice 1 800 vrhov kočkou. 
V nasledujúcej tabulke 1. sú vrhy soskupené do 20 římskými 
číslicami označených skupin po 90 vrhov. Pre každú skupinu je 
v tabulke zaznamenaná absolútna početnost jedničky, dvojky,. . ., 
šestky. 

T a b u l k a 1. 

w w 
i—i II

I > M > 
i 

> 

IIA
 V

II
I 

h-1 « h-1 
X X

II
 

X
II

I 

X
IV

 

Ř 
£ 
X X

V
II

 

X
V

II
I 

X
IX

 

X 
X 

1 11 21 13 23 17 8 14 22 19 19 20 15 18 16 16 18 21 20 17 12 
2 23 11 15 13 20 11 20 14 13 18 16 11 20 17 18 14 15 13 16 14 
3 10 11 20 9 11 13 10 16 9 10 17 20 13 8 12 19 10 12 14 10 
4 12 14 13 15 11 14 13 14 15 13 11' 17 10 16 12 9 12 16 10 22 
5 16 18 18 15 11 21 18 7 16 11 14 11 10 18 17 17 18 11 15 17 
6 18 15 11 15 20 23 15 17 18 19 12 16 19 15 15 13 14 18 18 15 

Tabulka 1 jasné ukazuje, že pri 90 pokusoch odchýlky relatívnej 
početnosti od pravděpodobnosti sil často ešte značné. Relatívnej 
početnosti rovnej pravděpodobnosti by zodpovedala absolútna po-
četnost rovná číslu 15. V tabulke sa však vyskytujú aj absolútne 
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početnosti rovné 7 alebo 23, pre ktoré percentná odchylka (1) je 
asi 53,3%, teda velmi značná. Tieto najnepřiaznivejšie případy sň 
však celkom riedke (zo 120 prípadov popísaných v tabulke 1 sa 
vyskytuje absolútna početnost 7 len raz, absolútna početnost 23 
len tri razy). Ale i keď v tabulke 1 zanedbáme 25% všetkých 120 
prípadov, budú sa ešte v tabulke 1 vyskytovat absolútne početnosti 
rovné číslam 11 a 19, pre ktoré percentná odchylka (1) je asi 26,7%, 
teda stále ešte značná. 

Vačšia pravidelnost sa už javí, keď vykonaných 1800 vrhov roz-
ďelíme len na štyii skupiny po 450 vrhov, t. j. keď každých 5 
predchádzajúcich malých skupin shrnieme v jednu váčšiu skupinu. 

T a b u l k a 2. 

I I I I I I I V 

1 85 82 85 88 
2 82 76 82 72 
3 61 58 70 65 
4 65 69 66 69 
5 78 73 70 78 
6 79 92 77 78 

Miesto tabulky 1 máme teraz tabulku 2. Ke by boly relatívne 
početnosti rovné pravděpodobnosti, boly by absolútne početnosti 
zaznamenané v tabulke 2 všetky rovné číslu 75. Nie je to tak. Ba 
čo viae — číslo 75 sa v tabulke 2 vóbec nevyskytuje. Ale poměrné 
odchýlkv, relativných početností od pravděpodobnosti sú už menšie 
než v predchádzajúcom případe. Prv najváčšia odehýlka přesaho-
vala 50%, teraz činí 22,7%. Velkost jednotlivých odchýlok v ta-
bulke 2 a počet prípadov, kolkokrát ktorá odehýlka nastane, uvádza 
tabulka 3. V prvom riadku sú uvedené jednotlivé odchýlky v per-
centách, v druhom počet prípadov, kolkokrát sa ktorá odehýlka 
vyskytuje v tabulke 2. 

T a b u T k a 3. 

22,7 18,7 | 17,3 | 13,3 | 12 9,3 8 6,7 5,3 | 4 2,7 1,3 

2 1 | 1 4 1 3 2 2 1 4 2 . 1 

Ak shrnieme konečne všetkých 1 800 pokusov, dostáváme pre 
percentné odchýlky relatívnej početnosti od pravděpodobnosti pre 
čísla 1, 2, 3, 4, 5, 6 tieto hodnoty: 13,3%, 4%, 15,3%, 10,3%, 0,3%, 
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8,7%. Aby sme dostali podstatné mensie percentné odchylky, mu-
seli by sme počet pokusov značné zváčšit. Dá sa dokázat, že při 
stonásobnom zváčšení počtu pokusov sa percentné odchylky asi 
desaťkrát zmenšia. 

C v i č e n i a. 

180. Niekto urobil 257 pokusov, pri ktorých nastal jav o pravděpodobnosti 

— celkom 92-krát. Vypočitaj te relatívnu početnost a jej percent-nú 
3 

odchylku od pravděpodobnosti. 
181. Pri pokuse s pravdepodobnostou 0,426, urobenou vcelku 100-krát, 

percentná odchýlka relativných početností od pravděpodobnosti bola 
12,9. Kolkokrát sa pokus zdařil? 

2 
182. Jav, ktorého pravděpodobnost' je - - , má sa zopakovat 100-krát. V kol-

kých asi prípadoch jav nastane, ak očakávame, že percentná odchýlka 
relatívnej početnosti od pravděpodobnosti nepresiahne 10%? 

183. Pravděpodobnost, že nějaký dej nastane, je 0,328. Kolkokrát asi musí-
me dej zopakovat, ak chceme aby nastal 100-krát, a ked očakávame, 
že percentná odchýlka relatívnej početnosti od pravděpodobnosti ne-
presiahne 10%? 

184. Určitý dej sa opakoval celkom 1000-krát, pričom kladný výsledok bol 
vcelku v 346 prípadoch. Čo možno povedat o pravděpodobnosti tohto 
dej a, ak percentná odchýlka relatívnej početnosti od pravděpodobnosti 
nečiní viac než 12%? 

15. Výpočet pravděpodobnosti v jednoduchých prípadoch. 

Najjednoduchšia partia počtu pravděpodobnosti, na ktorú sa 
v podstatě obmedzíme, dá sa opísat takto: Robíme opátovne nějaký 
pokus, ktorého výsledok je náhodný. Celkove je možné 1c róznych 
výsledkov pokusu, a máme dóvody predpokladat, že pri robení 
velkého radu pokusov každý z možných k prípadov sa uskutoční 
v rovnakom počte. Tento předpoklad vyjadřujeme slovami, že 
všetky možné případy su rovnako pravděpodobné. Teraz si všímáme 
určitý náhodný jav, ktorý v niektorých z k možných prípadov 
nastane, v iných nenastane. Tie případy, v ktorých skúmaný jav 
nastane, nazveme očakávané (priaznivé) případy. Ak je h počet 
očakáváných prípadov a ak je, ako už bolo povedané, 1c počet 
všetkých možných prípadov, číslo 

h 
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voláme pravdepodobnosfou skúmaného náhodného javu. Očakáva-
me potom, že při velkom poete pokusov relatívna početnost skú-
maného javu bude sa přibližné rovnat p, v tom je právě význam 
čísla p. Že toto očakávanie je oprávněné, to sa historicky dokázalo 
na hazardných hrách. Výpočet čísla p nie je vždy celkom jednodu-
chý, a tzv. kombinatorika, predmet predchádzajúceho oddielu tejto 
učebnice, vznikla právě z potrieb počtu pravděpodobnosti. 

Keď napr. hádžeme kočkou, máme šest možných výsledkov po-
kusu, t. j. máme k = 6. Náhodný jav, ktorý skúmame, móže byť 
v tom, že padne určité z čísel 1, 2, 3, 4, 5, 6, napr. že padne šestorka. 
Zo 6 rovnako možných prípadov je jediný očakávaný, t. j. 

máme h = l a pravděpodobnost sa rovná - i- . Móžeme však pri 

hádzaní kočkou skúmat aj iné javy. Například vezmime ten ná-
hodný jav, že pri hádzaní kočkou vyjde číslo nepárne; tu je k = 6, 

h = 3, a teda pravděpodobnost p — . Smysel rovnice p = je 
z z 

v tom, že pri velkom počte vrhov asi v polovici všetkých prípadov 
vyjde nepárne číslo. V příklade znázornenom v tabulke 1. článku 
14 v jednotlivých 20 skupinách, I až X X , máme tieto absolútne 
početnosti skúmaného javu v 2. riadku nasledujúcej tabulky; v 3. 
riadku tej istej tabulky sú udané v percentách odchýlky relatívnej 

početnosti od pravděpodobnosti p = ~ . 

T a b u l k a 4. 

w i—i w II
I > M > 

w 
> 

IIA
 

| 
V

II
I 

HH X! 
HH 
X X

II
 

X
II

I1
 | A

IX
 

> « w 
> 
XI 

|
IIA

X
 X

V
II

I 

X
IX

 

XI 
X! 

37 50 51 47 39 42 42 45 44 40 51 46 41 42 45 54 49 43 46 39 

17,8 11,1 13,3 4,4 13,3 6,7 6,7 0 2,2 11,1 13,3 2,2 8,9 6,7 0 20 8,9 4,4 2,2 13,3 

Pozorujeme, že odchýlky sú o niečo menšie než odchýlky skú-
mané v článku 14 pre výskyt určitého z čísel 1, 2, 3, 4, 5, 6; dá sa 
dokázat, že při velkom počte pokusov odchýlky relativných po-
četností od pravděpodobnosti sú pre p = -i- menšie než v ktorom-

Z 

kolvek inom případe. Ak podobné, ako v tabulke 2, shrnieme 1 800 

66 



pokusov len do štyroch skupin po 450 kusov, dostaneme miesto 
tabulky 4 tabulku 5. Odchylky v tabulke 5 opáť sú menšie než tie, 
ktoré máme zaznamenané v tabulke 3. 

T a b u l k a 5. 

I I I I I I I V 

224 213 225 231 

0,4% 5,3% 0% O 7 0 / 
* /O 

Keď hádžeme dvoma kočkami, móžeme výsledok každého 
pokusu zaznamenat vo tvare (a, b), kde a znamená číslo, ktoré 
padne na prvej kocke, b znamená číslo, ktoré padne na druhej 
kocke. Číslo a móže nadobúdať ktorúkolvek zo 6 hodnot 1, 2, 3, 4, 
5, 6; to isté platí o čísle 6. Máme teda celkom ¿ = 6 * 6 = 36 mož-
ných prípadov, ktoré právom považujeme za rovnako pravděpodob-
né. Skúmajme náhodný jav, keď súčet a + b nadobudne určitú 
hodnotu s. Číslo s musí sa rovnat aspoň 1 + 1 = 2 a nanajvýš 
rovná sa 6 + 6 = 12. Prichádza teda v úvahu 11 hodnot čísla s; 
pre každú z týchto 11 hodnot je v následujúcej tabulke uvedené 
v prvom riadku číslo s, v druhom příslušný počet h možných prí-
padov, v treťom na stotiny zaokrúhlená pravděpodobnost p = 
= h : 36. 

T a b u T k a 6. 

.9 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

h 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 

V 0,03 0,06 0,08 0,11 0,14 0,17 0,14 0,11 0,08 0,06 0,03 

Podobné pri hádzaní t roma kočkami móžeme výsledok kaž-
dého pokusu zapísať vo tvare (a, b, c), kde a znamená číslo, ktoré 
padne na prvej kocke, b číslo, ktoré padne na druhej kocke, c číslo, 
ktoré padne na tretej kocke. Všetkých možných prípadov je k = 
= 6 • 6 • 6 — 216 a každý z týchto prípadov je rovnako pravdě-
podobný. Opáť skúmajme ten náhodný jav, keď súčet a + b + c 
nadobudne určitú hodnotu s, ktorá sa musí rovnat aspoň 1 + 1 + 
+ 1 = 3a nanajvýš sa rovná 6 + 6 + 6 = 1 8 . Aby sme pri danom 
s určili počet h všetkých priaznivých prípadov, s ostavíme si všetky 
rozklady čísla s na tri sčítance, pričom každý sčítanec rovná sa 
jednému z čísel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Skusmo lahko nájdeme: 
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3 = 1 + 1 + 1, 
4 = 2 + 1 + 1, 
5 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2+1 , 
6 = 4 + 1 + 1 = 3 + 2 + 1 = 2 + 2 + 2, 
7 = 5 + 1 + 1 = 4 + 2 + 1 = 3 + 2 + 2 = 3 + 3+1 , 
8 = 6 + 1 + 1 = 5 + 2 + 1 = 4 + 2 + 2 = 4 + 3 + 1 = 3 + 34 2, 
9 = 6 + 2 + 1 = 5 + 3 + 1 = 5 + 2 + 2 = 4 + 4 + 1 = 4 + 3 + 2 = 3 + 3 + 3, 

10 = 6 + 3 + 1 = 6 + 2 + 2 = 5 + 4 + 1 = 5 + 3 + 2 = 4 + 4 + 2 = 4 + 3 + 3, 
11 = 6 + 4 + 1 = 6 + 3 + 2 = 5 + 5 + 1 = 5 + 4 + 2 = 5 + 3 + 3 = 4 + 4 + 3 , 
12 = 6 + 5 + 1 = 6 + 4 + 2 = 6 + 3 + 3 = 5 + 5 + 2 = 5 + 4 + 3 = 4 + 4 + 4, 
13 = 6 + 6 + 1 = 6 + 5 + 2 = 6 + 4 + 3 = 5 + 5 + 3 = 5 + 4 + 4, 
14 = 6 + 6 + 2 = 6 + 5 + 3 = 6 + 4 + 4 = 5 + 5 + 4, 
15 = 6 + 6 + 3 = 6 + 5 + 4 = 5 + 5 + 5, 
16 = 6 + 6 + 4 = 6 + 5 + 5, 
17 = 6 + 6 + 5, 
18 = 6 + 6 + 6. 

Přitom napr. súčet 2 + 1 + 1 vzniká z troch prípadov (2, 1, 1), 
(1, 2, 1), (1, 1, 2). Súčet 3 + 2 + 1 vzniká zo šiestich prípadov atď. 
V následujúcej tabulke je udaný jednak počet h očakávaných prí-
padov, jednak na tisíciny zaokrúhlená pravděpodobnost p = 
— h : 210. V poslednom riadku čísla p* znamenajú na tisíciny za-
okrúhlené relatívne početnosti pri 1 000 vrhov troma kočkami, 
urobených jedným z autorov tejto učebnice. 

T a b u l k a 7. 

s 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

h 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 

V 0,005 0,014 0,028 0,046 0,069 0,097 0,116 0,125 0,125 0,116 

p * 0,009 0,019 0,028 0,054 0,073 0,116 0,101 0,109 0,148 0,114 

13 14 15 16 17 18 

h 21 15 10 6 3 1 

V 0,097 0,069 0,046 0,028 0,014 0,005 

P* 0,096 0,049 0,036 0,029 0,013, 0,006 

Čísla h v tabulke 6 i v tabulke 7 (a teda aj pravděpodobnosti p) 
majů tú zaujímavú vlastnost, že ostanú bezo změny, ak ich na-
píšeme v obrátenom poriadku. Prečo je to tak, móžeme si lahko 
vysvětlit takto: Na hracej kocke máme proti číslu 1 číslo 6, proti 
číslu 2 číslo 5, proti číslu 3 číslo 4. Všeobecne súčet dvoch proti-
Táhlých čísel sa vždy rovná 7. Keď napr. na troch kockách padnú 
čísla a, 6, c so súčtom s, máme na protilahlých stranách čísla ď , 
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b\ e' so súčtom s\ pričom a + ď = 7, b + b' = 7, c + c' = 7, 
a preto 5 + s' = 21. Počet očakávanýeh prípadov pre súčet s je 
teda ten istý ako pre súčet s'. Velmi obíúbená bola kedysi hra 
passe-dix (francúzsky znamená prekročenie desiatky). Stavalo sa 
na to, že pri vrhu troma kočkami vyjde súčet s — a -f b + c váčší 
ako 10. Je to tzv. spravodlivá hra; to znamená, že pravděpodobnost 
výhry je | alebo že počet pripadov priaznivých rovná sa počtu 
prípadov nepriaznivých. Spravodlivosť plynie zo súmernosti ta-
bulky 7, o ktorej sme právě hovořili. 

C v i č e n i a. 

185. Aká je pravděpodobnost, že pri hádzaní kočkou vyjde číslo a) delitelné 
troma, b) nedelitelné troma? 

186. Aká je pravděpodobnost, že pri hře dvoma kočkami vy jde súčet a) de-
litelný troma, b) nedelitelný troma? 

187. Aká je pravděpodobnost, že pri hře troma kočkami vy jde súčet a) dě-
li telný štyrmi, b) nedeliteíný štyrmi? 

188. Aká je pravděpodobnost, že náhodné napísané číslo celé je a) párne, 
b) nepárne? 

189. Aká je pravděpodobnost, že náhodné napísané dvojciferné číslo je 
a) delitelné troma, b) delitelné štyrmi, c) delitelné siedmimi? 

190. Aká je pravděpodobnost, že číslo náhodné sostavené z číslic 1, 2, 3, 4, 5 
bude delitelné štyrmi ? 

191. Pri hre troma kočkami móže každý zo súčtov 11 a 12 padnút vcelku 
šiestimi spósobmi (pozři str. 68). Predsa je pravděpodobnost každého 
z týchto dvoch súčtov iná. Vysvetlite preco? 

192. Aká je pravděpodobnost, že a) pri vrhu mincou padne líce, b) pri vrhu 
dvoma mincami padne na oboch mincách líce, c) pri vrhu troma min-
cami padne právě na dvoch mincách líce? 

193. Aká je pravděpodobnost, že pri hre dvoma kočkami padne a) právě 
jedna šestorka, b) aspoň jedna šestorka, c) najviac jedna šestorka, 
d) nijaká šestorka, e) obe šestorky? 

.194. Aká je pravděpodobnost, že pri hre troma mincami padne a) právě 
jedno líce, b) aspoň jedno líce, c) najviac jedno líce, d) nijaké líce? 

195. V měšci je 12 gulóčok červených a 8 modrých. Aká je pravděpodobnost, 
že z piatich vytiahnutých guIočok sú a) 3 červené a 2 modré, b) 2 čer-
vené a 3 modré, c) všetky červené, d) všetky modré? 

196. Z hry 32 karát boly náhodné vytiahnuté 4 karty. Aká je pravděpodob-
nost, že je medzi nimi a) jedno eso, b) dve esá, c) tri esá, d) štyri esá, 
e) nijaké eso? 

197. Z hry 32 karát bolo rozdaných 5 karát. Aká je pravděpodobnost, že sú 
medzi nimi a) štyri esá, b) tri esá, c) dve esá, d) jedno eso, e) nijaké eso? 

198. Ak je vopred zaručené, že nějaký jav nastane (jav je istý), je jeho 
pravděpodobnost 1; ak je zaručené, že jav nenastane (jav je n emožný ) , 
je jeho pravděpodobnost 0. Dokážte. 

199. Ak sa počet priaznivých prípadov rovná počtu nepriaznivých prípadov, 
má jav pravděpodobnost Dokážte. 

200. Ak je p pravděpodobnost, že nějaký jav nastane, pravděpodobnost, že 
jav nenastane, sa rovná 1 — p. Dokážte. 
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16. Pravděpodobnost' úhrnná a složená. 

Výpočet pravděpodobnosti náhodného javu sa dá niekedy uláli -
čit pomocou všeobecne platných viet, ktoré si dokážeme v tomto 
článku. K týmto větám dospejeme, ak pri jednom a tom istom 
druhu pokusov skúmame niekolko náhodných javov súčasne. 
O dvoch náhodných javoch J v J2 hovoříme, že sa navzájom vylu-
čuji!, ak je nemožné, aby pri nejakom pokuse oba javy Jv J2 

súčasne nastaly. Potom platí nasledujúca veta o lilirnncj pravdě-
podobnosti: 

I. Ak náhodné javy Jv J2, ktoré sa navzájom vylučuji!, majů 
pravděpodobnosti pv p2) a ak náhodný jav J je to, že nastane jeden 
z oboch javov Jv J2, potom pravděpodobnost' javu J sa rovná p1 + 

+ V* 
Do kaz. Ak je k počet všetkých možných prípadov a keď je hx 

počet prípadov priaznivých pre jav Jv h2 počet prípadov priazni-
vých pre J2, je 

Vi = ^ > 3 ,a=xf- í1) 

Případy priaznivé pre jav J sú jednak tie, ktoré sú priaznivé pre 
jav Jv jednak tie, ktoré sú priaznivé pre jav J2. Kedze nijaký 
případ nemóže byť súčasne priaznivý i pre jav Jv i pre javr J2, 
počet li případovr priaznivých pre jav J sa rovná 

h = lh + h2. (2) 
Jav J má však pravděpodobnost 

Z (1), (2), (3) plynie p — + p2, čo sme mali dokázat. Ak nie je 
pravda, že javy Jv J2 sa navzájom vylučujú, nemóže rovnica (2) 
platiť, ale platí zrejme nerovnost d < + /¿2, z ktorej plynie 
podia (1) a (3) nerovnost p < px + p2. Teda: 

II. Ak náhodné javy Jv J2 majů pravděpodobnost' pv pz a ked 
náhodný jav J je to, že nastane aspoň jeden z oboch javov, Jv J2, 
potoin pre pravděpodobnost' p javu J platí vztah p ^ px + p2. 

Ak je J lubovolný náhodný jav, nazveme opačným javom ten 
jav J2t keď jav J1 nenastane. Oba javy Jv J2 sa navzájom vy-
lučujú, takže podia I pre ich pravděpodobnost pv p2 platí p1 + 
+ V z — V> kde p znamená pravděpodobnost toho javu J, keď na-
stane aspoň jeden z oboch javov Jv Ja. 

Zrejme však je istý jav, ktorého pravděpodobnost p = 1. Teda 
zvláštnym prípadom vety I je nasledujúca veta I I I , v ktorej znění 
pre jednoduchost je vynechaný index 1. 
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I I I . Ak je p pravděpodobnost náhodného javu J, pravděpodobnost 
opačného javu sa rovná 1 — p. 

Miesto dvoch náhodných javov Jv J2 móžeme vyjst od viac ako 
dvoch a dostaneme tou istou cestou všeobecnejšie vety: 

I'. Ak náhodné javy J l 9 J2, . . J n , z ktorýcli každé dva sa na-
vzájom vylučujú, majů pravděpodobnosti pv p2, ..., pn, a ak ná-
hodný jav J je to, že nastane jeden z javov Jv J2, . . J n , potom 
pravděpodobnost javu J sa rovná 

Vl + Vz + • ' • + Vn-
IF. Ak náhodné javy J v J2, . . . , Jn majů pravděpodobnosti pv 

Ví, . . . , Vn a ak náhodný jav J je to, že nastane aspoň jeden z javov 
Jv J2, . . J n , potom pre pravděpodobnost1 p javu J platí vzťah 
V ^ Vl + Pz + • • • + Pn-

Teraz je potřebné, aby sme si vysvětlili pojem podmienenej prav-
děpodobnosti. Skúmajme opat pri tom istom druhu pokusov dva 
náhodné javy Jv J2. Označme opat k počet všetkých prípadov 
možných, hx počet prípadov, v ktorých nastane jav Jv h2 počet 
prípadov, v ktorých nastane jav J2, ďalej 2h> Vz pravděpodobnosti 
oboch javov, takže 

Označme ešte h12 alebo h21 počet tých prípadov, v ktorých nastanú 
oba j a v y J± i J2. Teraz budeme definovat podmienenú prav-
děpodobnos t j a vu J2 za hypo t é z y J i tak, že odtrhneme 
všetky případy, v ktorých nenastane jav J v a ponecháme len 
případy, v ktorých nastane Jv Počet všetkých možných prípadov 
bude teda len h1 a počet prípadov priaznivých pre jav J2 bude 
A12, takže podmienená pravděpodobnost p2 {JJ javu J2 za hypo-
tézy Jx sa rovná: 

= (4) 

Podobné bude 

(6) 

podmienená pravděpodobnost javu Jx za hypotézy J2. Napr. pri 
hádzaní kočkou nech jav Jx pozostáva v tom, že nepadne šestorka 
a jav J2 nech pozostáva v tom, že padne číslo párne. Nepodmienené 

5 1 
pravděpodobnosti sú p1 = —, p2 — —. Podmienená pravděpodob-

ní Z 
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2 
nost javu J2 za hypotézy Jx je p2 (^1) = Podmienená pravdě-o 

2 
podobnost javu Jx za hypozéty J2 je p± (J2) = — . 

Teraz lahko dokážeme nasledujúcu ve tu o s ložene j pravdě-
podobnost i : 

IV. Ak sú Jv J2 lubovolne dva náhodné javy a ak náhodný jav 
J12 jo to, že nastanu oba javy Jv J2 súčasne, pravděpodobnost javu 
J12 sa rovná súčinu 

Pi-P2(Ji)> ( 6 ) 

ktorého prvý činitel je (nepodmienená) pravděpodobnost javu J1 

a druhý činitel je podmienená pravděpodobnost javu J2 za hypo-
tézy Jv 

Dok az. Pravděpodobnost javu J\2 sa rovna 

^—alebo 
IC A> A/J 

čo sa podia (1) a (4) rovná výrazu (6). 
Veta I V sa da zovšeobeeniť na lubovolny poeet J^ J2, . . ., Jn 

náhodnýchjavov. Obmedzíme sa na případ n = 3 : P ravdepodob -
nost, aby nasta ly v š e tky tr i j a v y Jv Jz, J3 súčasne, 
rovná sa súčinu 

í V M ^ i ) 'P3(Ji-J*)> (7) 
kde pz (Jv J2) je podmienená p ravděpodobnos t j a vu J3 

za hypo té zy , že nastanú oba j a v y Jv J2, lebojav, ktorého 
pravděpodobnost hladáme, je v tom, že nastanú súčasne oba javy 
J12 a J3, kde J12 má ten istý význam ako vo vete IV. Teda hladaná 
pravděpodobnost sa rovná súčinu p12 • p3 (Jv J2), kde p12 je prav-
děpodobnost javu J12, ktorá sa rovná výrazu (6). Z toho plynie 
(7). 

Hovoříme, že náhodný jav J2 je nezávislý od náhodného javu J v 

ak podmienená pravděpodobnost javu J2 za hypotézy Jx sa rovná 
nepodmienenej pravděpodobnosti tohože javu J2. Ak h, /i2, h12 

majů ten istý význam ako na str. 71, potom podia (1) a (4) nezá-
vislost javu J2 od javu Jx je vyjádřená podmienkou 

1̂2 
T ~ T i ' 

ktorú móžeme napísať aj v tvare 
k • h12 = /ř2. 
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Z tohto tvaru podmienky vidno, že ked jav J2 jc nezávislý od javu 
Jv je aj jav Jx nezávislý od javu J2\ hovoříme tiež, že. oba javy J v 

J2 sú od seba nezáv is lé . 
Pre nezávislé javy znie veta IV jednoducho takto: 
IV'. Ak sú pv p2 pravděpodobnosti dvoch nezávislých javov Jv 

J2, je pravděpodobnost, že oba javy J v J2 nastanu súčasne, rovná 
súčinu 2hlh-

S nezávislými javmi sa střetáváme najma při opakovaných 
pokusoch. Nech sú pri určitom druhu pokusov nějakým spósobom 
definované náhodné javy Jl3 J2, J3, . . . a nech pv p2, p3) . . . eú 
ich pravděpodobnosti. Myslíme si teraz, že urobíme lubovoíný počet 
n pokusov a označme Pn pravděpodobnost toho, že pre každé Jc 
od jednej až po n pri ¿-tom pokuse nastane jav Zrejme 

Pi = Pi- ' ' (8) 
Na druhej straně, keď urobíme ešte (n + l)-ý pokus, je pravdě-
podobnost toho, že pri (n + l)-om pokuse nastal jav Jn.vi, zrejme 
nezávislá od akejkolvek hypotézy, týkajúcej sa predchádzajúcich 
n pokusov. Z toho plynie podia vety IV', že 

Pn + 1 = Pn ' Pn + v (0) 

Na základe (8) a (9) sa lahko dokáže matematickou indukciou, že 
pre každé n je 

Pn = VxPo • • • Pn. (10) 
Všimnime si najma ten případ, že všetky javy Jv J2, . . . sú 
totožné. Potom z (10) plynie: Pravděpodobnost, že v každom z n 
urobených pokusov nastane jav J, kterého pravděpodobnost je p, 
rovná sa pn. Z toho vyplývá: P ravděpodobnos t , aby pri ni-
jakom z urobených n pokusov nenastane j a v J, ktoré-
ho p ravděpodobnos t je p, sa rovná (1 — p)n. To, že pri 
n i j akom pokuse nenastane jav J, znamená to isté, ako to, že pii 
každom pokuse nastane jav opačný k javu J, ktorého pravdě-
podobnost je 1 — p. Všeobecnejšie platí: 

V. Nech je p pravděpodobnost náhodného javu J. Nech 0 ^ Jc ^ n 
(n je pr i rodzené číslo, Jc prirodzené číslo alebo nula). Pravdě-
podobnost, že pri n urobených pokusov jav J nastane právě fc-krát, 
sa rovná 

-P)n~k. 

Dókaz. Pre Jc = n a pre Jc = 0 je veta už dokázaná. Jav, ktorého 

pravděpodobnost máme počítat, sa rozpadá na ^ ^ čiastočných 

73 



čiastočný jav je to, že jav J nastane pře každý pokus, patriaci do 
zvolenej kombináeie, a súěasne nenastane pře nijaký pokus, ne-
patriaci do zvolenej kombináeie. Pravděpodobnost každého čias-
točného javu sa rovná súčinu (10), v ktorom Jc činitelov (patriaeieh 
do zvolenej kombináeie) sa rovná p, kým ostatní činitelia sa rovnajú 
1 — p9 takže pravděpodobnost čiastočného javu je pk (1 — p)n~k. 
Všetky čiastočné javy sa navzájom vylučujú, a preto podia vety 

C v i č e ii i a n a o p a k o v a n i e. 

201. Aká je pravděpodobnost, že při hre dvoma kočkami padne súčet o 
alebo 0? 

202. Aká je pravděpodobnost, že pri hre troma kočkami nepadne ani súčet 
10 ani 11? 

203. Z hry 32 karát bolo náhodné rozdané 7 karát. Aká je pravděpodobnost, 
že medzi nimi: a) nie je nijaké eso; b) je aspoň jedno eso; c) je najviac 
jedno eso; d) sú aspoň dve esá? 

204. V tombole je 100 žrebov a 10 výher, a) Mám 2 žreby, aká je pravděpo-
dobnost, že výhrám aspoň na jeden? b) Ako je to, ked mám 3 žreby? 
c) Akú by som mal pravděpodobnost, že výhrám aspoň na jeden žreb, 
keby som ich mal 10? 

205. V měšci je 8 gulóěok modrých, 10 červených, 12 zelených. Aká je 
pravděpodobnost, že vytiahnem odtial 3 gul!óčky a) rovnakej farby, 
b) dvojakej farby, c) trojakej farby? 

200. Aká je pravděpodobnost, že pri hre s troma kočkami padne súčet 
delitefný dvoma alebo troma? 

207. A k je px pravděpodobnost, že nastane jav Jx, p2 pravděpodobnost, že 
nastane jav J2 , pí2 pravděpodobnost, že nastanú oba javy, potom 
pravděpodobnost p, že nastane jav Jx alebo jav J2 , sa rovná výrazu 
p — px + Pi — P12• Dokážte. 

208. Aká je pravděpodobnost, že pri dvoch hodoch dvoma kočkami padne 
a) najprv párne a potom nepárne číslo, b) raz párne a raz nepárne 
číslo? 

209. Aká je pravděpodobnost, že pri hre s kočkou padne a) pri prvom hode 
6 a pri druhom hode iné číslo, b) raz číslo 6 a raz iné číslo? 

210. Aká je pravděpodobnost, že pri dvoch hodoch kočkou padne a) aspoň 
jedna šestorka, b) najviac jedna šestorka, c) právě jedna šestorka? 

211. A k sú J l 9 J 2 dva javy , ktoré sú navzájom nezávislé a ktorých pravdě-
podobnosti sú p l y po, potom pravděpodobnost, a) že nastane právě 
jeden z oboch javov, je px -f- — 2pxp2; b ) že nastane aspoň jeden 
z oboch javov, je px + p2 — pxp2; c) že nastane nanajvýš jeden, je 
1 — P1P2Í (i) že nenastane nijaký, je 1 — pl — p2 + pxp2. Dokážte. 

I ' hladaná pravděpodobnost sa rovná súčtu 

tkých rovných pk (1 — p)n~k, t. j. sa rovná 
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212. Ak sú Jl9 J 2, J3 tri javy, ktoré sú navzájom nezávislé a ktorých pravdě-
podobnosti sú pl9 p2, potom pravděpodobnost, a) že nastane právo 
jeden z nich, je px + p2 + pz - 2pxp2 - 2p1p3 - 2;;2/;3 + »PiVúh' 
b) že nastanu právě dva, je pxp2 -f PiP3 + VzPz ~ ^PiPzPzi c) že na_ 

stane aspoň jeden, jo px -f + /?3 — p^o — — p2?>3 + pip2p3\ 
d) že nastanu aspoň dva, je px p2 + Pi Pz + P2 Pz — ~P1 ?>2 Pz* 
e) že nenastane nijaký, je 1 — px — p2 — Pz + PiP2 + P\Pz + PiP z --
— PiP2Pú í ) že nastane najviac jeden, je 1 — pxp2 — ViPz ~ PiPz + 
+ 2p!p2p3; g) že nastanú najviac dva, je 1 — pip,p3. 

213. V predajni sa vysypalo 10 párov rovnakcj obuvi zo škatiiT. Předa vačka 
ich náhodné zasa urovnala do škatúl. A kil je pravděpodobnost:-, že 
v každej škatuli je jedna pravá a jedna favá topánka? 

214. 5 mužov a 10 žien má utvořit skupiny po troch. Aká je pravděpodob-
nost, že při celkom náhodnom soskupení bude v každej skupino právě 
jeden muž ? 

215. Dvaja priatelia, A a J3, si dohovořili túto hru s jednou kočkou: vyhrává 
ten, komu prv padne šestorka, pričom hádzat začne A . Akú pravdě-
podobnost má každý z oboch hráčov, že vyhrá a) při prvora hode, 
b) při druhom hode, c) pri niektorom z prvých troch liodov, d) vóbec? 

210. Na jednej hromádke je 20 orechov, z ktorých sú 2 červivé; na druhej 
hromádke je 19 orechov, z ktorých sú tri červivé. Jeden orecli z prvej 
hromádky bol přeložený na druhů. Ked vezmem teraz z druhej hromád-
ky jeden orecli, aká je pravděpodobnost, že nebude červivý? 

217. a) Vo vrecku mám štyri mince, nie je známe aké; je možné, že medzi 
nimi je alebo jediná koruna alebo dve alebo tri alebo štyri alebo tiež 
nijaká, a předpokládáme, že všetky tieto monžosti sú rovnako pravdě-
podobné. Aká je pravděpodobnost, že náhodné vytiahnutá minca je 
koruna? b) Urobte tú istú úvahu pre n mincí. 

218. Ak je px pravděpodobnost javu Jv p2 pravděpodobnost javu J2> pi2 
pravděpodobnost, že nastanú oba javy súčasne, potom podmienená 

P12 
pravděpodobnost javu Jx za hypotézy J0 je px(J2) — — a podmie-

P2 
Pi9 

nená pravděpodobnost javu Jo za hypotézy Jx je p2(Jx) = —- . Do-
Pi 

kážte. 
219. Ked hádžeme kočkou, aká je pravděpodobnost, že pri desiatich hodoch 

padne Šestorka a) právě raz, d) právě dvakrát, c) právě třikrát, d) právě 
štyrikrát, e) právě pátkrát, f ) právě šestkrát, g) právě sedemkrát, 
h) právě osemkrát, i) právě devátkrát, j ) právě desatkrát, k) vóbec 
nepadne ? 

220. Pravděpodobnost, že niektorý (leň bude pršat, je J. Aká je pravdě-
podobnost, že zo siedmich dní budú aspoň 3 dni bez dažda ? 

221. Aká je pravděpodobnost, že pri piatich hodoch troma kočkami padne 
súčet 12 a) aspoň dvakrát, b) najviacdvakrát? 

222. Kolkokrát třeba hodit dvoma kočkami, aby pravděpodobnost, že padne 
aj súčet 12, bola váčšia ako a) 0,5, b) 0,7, c) 0,9? 

223. a) Ked hádžeme kočkou 90-krát, pre aký počet šestoriek dostaneme 
najváčšiu pravděpodobnost? b) Ktorá je tá pravděpodobnost? c) Od-
hadnite pravděpodobnost pre případ, že počet, kolkokrát padne šes-
torka, odchýlí sa od najpravdepodobnejšieho počtu najviac o 7%. 

224. a) Pri 900 vrhoch kočkou má najváčšiu pravděpodobnost případ, že 
šestorka padne 150-krát. Vypočítajte túto pravděpodobnost tak, že 
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použijete přibližný vzorec n\ ~ \2nn • c-n*nnf kde n je Ludolfovo 
číslo a e ==. 2,71828 je základ prirodzených logaritmov. b) Odhadnite 
pravděpodobnost pře případ, že počet, kolkokrát padne šestorka, od-
chýlí sa od najpravděpodobnějšieho počtu najviac o 7%, a porovnajte 
s výsledkom predchádzajúceho cvičenia. 

225. Ak opakujeme pokus r-krát, je isté, že sa podaří alebo 0-krát, alebo raz 
alebo dvakrát atd. až r-krát. Z toho móžeme dokázat binomická vetu. 
Urobte to! 
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VÝSLEDKY CVIČENÍ. 

I. Postupnosti. 

1 2 3 10 
I . a) 1, 1, 1, 1; b) 0, - 1 , —2, - 9 ; c) — , — , — —; d) 2, 6, t 7 2 3 4 11 

12, . . . , 110; e )0 , 1,0, . . ., 1; f ) 1 + i, 0, 1 - i, 2, . . ., 0. - 2. a) 1,2, 3, . . . , 
10; b) a, a2, a\ a10; c) 0, 0, 0, . . ., 0; d) 1, i, - 1 , - i , . . ., i; c) a, a -f (/, 
a + 2d, . . ., a + 9d; f ) a, aq, aq2, . . .,aq9; g) 1, 2, 1, - 1 , —2, - 1 , . . ., - 1 ; 

n n -f 1 

li) 0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985. - 3. a) na; b) a"; c) n + d) — - — ; 

e) ( — l ) » - i ; f ) 3n - 2; g ) 2 » - 1 ; li) 2 - ( - 3 ) 4 - ™ . - 4. a) ( - 1 ) " - 1 ; b) 

c) - 1 ; d) a + (n - 1) d; e) qn-\ f ) y [1 + ( - 1 ) » - 1 ] . - 5. a) ^ + 1 = «,,; 

b) aUM1 = an — 1; c) a/l + 1 = -an; d) a n + 1 = an + d; e) a n + i = an ' q; 
an 

f ) an + l = + l;g)an + i = 2 — an. — 6. a) an + 2 = an; b) an.Vl = an — 4; 

c ) a n + 2 — 0,2 ' an\ d) an+2 = 2 — an. — 7. a) Rastúci pře x > 0, klesajúci 
pře x < 0; b) rastúci pre x > 1, klesajúci pře 0 < x < 1. — 8. Spočítajte 

(1 4- 1/5 V'1"1 (\ + 1/5V —_L_L_ 1 = 1 —_—L_ J • 

= 1, o3 = 1. — 10. Z rovnic 1 = k (x - y), 1 = k (x2 — y2), 2 = k (xz — 
- V3) vypočítajte k, x, y; dalej pozři cvič. 9. 

I I . a) Spočítajte výraz pre a n + 3 a pre an-i 2í k) Užité dvakrát po sebe 
výsledok a). — 12. Z rovnic 1 = k (x — y), 1 = k (x2 — y2), 0 = k (x3 — 

- 2/3) vypočítajte k, x, ?/; výsledok a » = J ? - "J. 

Presvedčte sa, že skutočne «/{, + ! = an — an — Y. — 13. a) 3, 5, 7, . . . , 21; 

b) 2, 1, . . . , - 2 y ; c) - 3 , - 2 , 6 , - 2 , 2, . . . , 0, 6; d) 0, - 1 , - 2 , . . . , 

- 9 . - 14. a) 2, 5, 8, . . ., 29; b) 15, 8, 1, . . - 4 8 ; c) - 2 , 2, - 1 , 4 , - 0 , 6, 
. . . , 5; d) 3, 7, 11, . . ., 39; e) 18, 15, 12, . . ., - 9 . - 15. a) - 2 3 ; b) - 1 0 ; 
c ) 6; d) - 2 . - 16. a) 1 + 3n; b) - 2 n ; c) 12n - 53; d) 40 - 3n; e) 0, ln -

1 9 , 1 1 1 1 1 8 3 98 3 
- 9. - 17. a ) T , y + T n ; b) - y , - y n ; c) + y ; d ) - 1 9 , 1 9 - 1 9 » ; 

j i SX Y1J 1/ X 1 
e ) > - + - - - w . - 18. a) 165; b) 10; c) 42-^; d) 0. - 19. 

' s — r s — r s — r ' ' ' 2 ' 
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a) 14; b) 45; c) 1 414. - 20. 1, 9, 17, 25, 33; 8n - 7. -
7 1 17 1 35 1 3 3 9 

21. a) 4 — fiy-^n — y n 2 ; b ) y + ~žn>~§n c ) Y n ~ 3>~4"n2 ~ ~ 4 n * 

— 22. a) K e d fin f i > S n čiže a n + 1 > O pre každé (prirodzené) n, t. j. keď 
x — y 

d > 0, ax > — d; b) ked d < 0, ax < — d. — 23. r — — ú l o h a má jediné 

riešenie, ked d -fc 0 a x — y — ds, kde s je celé číslo mensie ako r. — 24. 
25 : (a 4- úloha má riešenie, ked a + x 0, s ^ 0, obidve tieto čísla 
majů to isté znamenio a podiel 2s : (a + x) je celé číslo. — 25. 10. — 26. 

2,s 2 (rx — , . v . . . 
ax — —• — x, d — — - ^ y ; úloha ma rjesenie pokial r ^ 1. — 27. ax = 

= r(r — 1);?/ — s(s — 1) x ^ _ 2(sx — ry) ^ _ s(2r — s — 1) x — r(r — 1) y 
rs (r — s) > ť — rs _ 6.)» ar — rs (r — s) * 

s(8 — 1) x — r(2s — r — 1) y 
as = rs ^ _ ; r ^ s. — 29. (n + l )-á priamka přetíná 

každá z predchádzajácich n priamok, ktoré ju teda rozdelia na n -f 1 častí; 

- 4 n = 2 + 2 - f 3 + 4 + . . . + n = l (n + 1). - 30. a) 3, 6, 12, 

. . . , 1 536; b) 1, - 1 , 1, . . . , - 1 ; c) - 4 3 7 , 4, - 1 4 5 , 8, - 4 8 , 6, . . . , 

<1) |/2, - 2 , . . . , - 1 6 y í l e ) 3, 3 + 3i, 6i, . . . , 48 -f 48i. -

31. • • 32; b) 625, - 1 2 5 , 25, . . ., -0,00032; c) - 5 1 2 , - 2 5 6 , 

- 1 2 8 . . . . , — 1; d) 512, 768, 1 152, 19 683; e) 300 000, - 3 0 000, 3 000, 
. . . , — 0,0003; í ) 1 - i, l - i , - l + i , - 1 - i. —32. a) 32; b ) - 7 ; c ) - 2 5 , 6 ; 

1024 / 3 V , 
d) 5. - 33. a) 0,6 • 5»; b) ( - 2 ) » ; c) - - g j - • í - y J ; d) ( - i ) n . _ 34. a) 

V ' 2 , y V 2 n ^ alebo - ] / % — ( - j f é ) » - 1 ; b) i, i » alebo —i, ( — i ) » ; c) 2 , y -

alebo —2, — y - ( — 2)n alebo 2i, — y i • (2i)n alebo — 2 i , y i ' ( —2i)» . — 

35. a) 1 023; b) 14 762; c) 121 (1 + ]/3); d) 50 alebo 0. - 36. 1,9375, 1,99805, 

1,99999809, 1,9999999999999983. - 37. 224 - 1. - 38. a) 4 4; 

37 

b) 5 [ ( - 1 ) » - 1]; c) 123gp (1 - 0,9"). - 39. a) je axqn > 0 pre každé (pri-

rodzené) n, t. j . pre at > 0, q > 0; b ) ax < 0, q > 0. — 40. r — (log — 
- l ° g |ž/|) : l o S lil P r e lil T6 1; úloha má riešenie, ked x : y = qs, kde 5 < r 
je celé číslo. — 

41. 6. - 42. 19 683, - 6 561, 2 187, . . . , - 9 . - 43. 8. - 44. 
sin \ra cos \ (r + 1) a sin \ra sin ^ (r -f 1) a sin 2na sin2 na sin i a 9 sin £ a ' 2 sin a ' ' sin a * 
- 46. a) 61,1%; b) 14,9%. - 47. Za 35 rokov. - 48. 0,96%. - 49. a) 
9 804 Kčs; b ) 9 423 Kčs. - 50. 53 050 Kčs. -

51. a) 22,7%; b ) 13 alebo 14. - 62. a) 627 mm; b) 19 070 (log 60 — 
- log bjm; c) 11,3%. - 53. 258,7, 290,3, 325, 9, 345,3, 387,5, 435,0, 488,3, 
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517,3. - 54. a) 4,5%; b) po 15 kyvoch. - 55. Kpm : [l 200 + p (12 - wi)]-
- 56. 895,30 Kčs. - 57. 117 230 Kčs. - 58. 8 982,60 Kčs. - 59. 1 113 Kčs. 
- 60. 6,72%. -

61. 19 190 m3 . - 62. Za 29 rokov, posledná splátka je 3 593 Kčs. -
63. 5 091 Kčs. - 64. Zvýšilo by 9 181 Kčs. -

r v ( R \n, p i 
6i>. pn = po yqrjil -jf^rý-^Tp I + y^rp * b> 281 mm> 13>3 mm»" 

c) 7,3 mm. — 69. — Yr čísle b) n4 + 2nz + 2n2 + n = n(n + 1) (n2 + 
+ n + 1); c) n8 + 3n5 + 5n4 + 5n3 + 3n2 + n = n(n + 1) (n4 + 2n3 - f 
+ 3n2 + 2n + 1) je vždy jeden z činitelov deliteíný dvoma a jeden troma. 
- 70. Použité vztah a) cw+ i — bn+ 1 = an(a — b) + b(an — bn); b) an h 2 -f-
+ &n + 2 = an(a2 — b2) -f b*(an + bn). — 

71. P r v ý krok pre n = 3. — 72. P rvý krok pre n = 2. — 73. P r v ý krok 
p r e n = 3. — 74. a ) o n + 1an + 3 — a^+A2 = aw + 1 (aw + 2 + «n-j-i) — («M + I + 

an)an + 2 = an + i2 — a^n + b) +1 = sn + an +1 = an + 2 — 1 + an + x = 
= an + 3 — 1. — 75. a) + 1 = sn + (n + 1) xn+ 1; b) sn + i = + sin (n -j-
+ 1 )a. -

II. Limity. 
5 

76. a) a? < —4,5; b) a: ^ e) splněné pre každé ŽE; d) nemá riešenie. — 

77. a) 0,3 < x < - y ; b) x < —2; c) nemá riešenie. — 78. a) x > - y alebo 

x C y í b j y ^ a ; ^ 1; c) pre každé x; d) pre nijaké x. — 79. a) 4 < x < 12; 

b) 5,2 ^ x < 7; c) x > 1 alebo x < — 1; d) 2 — |3 < x < 1, alebo 3 < 3 
< 3 < 2 + ]/3; e) a; > 4 alebo 3 < x ^ 3 -=-. — 80. Vy jd i t e z nerovnosti 
(a - 6)2 ^ 0. 1 

81. Platí 1 ^ 1 — x2. — 82. Z nerovnosti a ^ b plynio 2a ^ o + b; 
(a — 6)2 ^ 0 a v tedy a j (a + 6)2 ^ 4a6; dalej 2a ^ a + b. Rovnost na-
stane na všetkých miestach súčasne v tedy a len vtedy, ked a = b. — 83. 
a) Z nerovnosti a^ > 1 plynie 1 > a > 1; b ) z nerovnosti an < 1 plynie 
on+ i < a < 1 a z nerovnosti a^ > 0 plynie an+ 1 > 0. — 84. (1 + x)n+ 1 ^ 
^ (1 + nx) (1 + x) ^ 1 + {n - f 1) rovnost nastane bud pre x = 0, buď 

pre n = 1. — 85. a) 2n+ i = 2 • 2 " ^ 2^ ^ n + 1; b) 2 "+ 1 = 2 • 2n > 2"2, 
ale n ^ 5, preto n 2 ^ 5n = 2n + 3n > 2n + 1, lebo 3n > 1, takže 2n2 > 
> n2 + 2n -f 1; c) 2n+ i = 2 • 2 n > 2n9, ale n ^ 10, preto n3 ^ 10n2 = 
= 3n2 + In2 > 3n2 -f 3n + 1, lebo In2 ^ 70n > 3n .+ 1, takže 2n3 > 
> n3 + 3n2 + 3n + 1. — 86. a) Každé ít (rozoznávajte případy: x ^ — 1, 

1 1 1 
— l) ;b)žiadnea;;c)a; < — ^;d)x > — y . — 87. a) x ^ y (rozoznávajte 

případy: a; ^ 0, — 1 <; x < 0, x < — 1); b ) — 1 ^ x ^ 1; c) x > 1 alebo 
x < 0; d) pre žiadne x; e) 0 < x ^ 2. — 88. a) —1 < x <: 1 alebo —5 < 

1 1 1 1 3 3 
< a < - 3 ; b) - - j < x < - ] p 0 ) 7 < x < ~2' 89, alebo ~ T ; b) 

3 1 1 3 1 3 3 1 
1. — 90. y a — y alebo — y a y alebo y a ~ y alebo — ~2~a~2~'~ 

1 3 
91. x >-K-alebo — 1 alebo a? < — 3. — 92. Třeba dokázat: 
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[1] z podmienky \x — a\ < b plynie a — b < x < a -f b; [2] z podmienky 
a — b < x < a b plynie \x — a\ < 6. — 93. Použij ú sa vztahy a) \x -f 
4- 2/1 ^ M + \y\; b) \xy\ = \x\ • \y\. - 94. Položte a + b = x, b = y a 
rozoznávajte případy: [1] \y\, [2] \x\ < \y\. — 95. PodTa cvič. 94 
\x — a\ ^ \x\ — \a\ a zároveň \x — a\ ^ \a\ — \x\. — 96. a) Vnútro kruhu 
o střede [0] a polomere 1; b) vonkajšok kruhu o střede [2] a polomere j/3; 
c) vnútrajšok medzikružia o střede [4] obmedzeného kružnicami o polo-
meroch 1 a 2; d) os úsečky s krajnými bodmi [0] a [—1]; e) Tavá polrovina 

1 3 3 
obmedzená osou pořadnic. — 97. a j y — 2i; b) -j- + i- — 98. Použité nerov-
nost (4). — 99. ||tt/i|| = \an\. — KM). Z nerovnosti \a<n\ < K, \bn\ < H plynie 
|ran + sbn\ ^ \ran\ + |«6„| < |r| • K + \s\ • H. -

101. Ak je ^ 1, je < 1 (cvič. 83) a a j ^ 1 (cvič. 93b). - 102. 
Ak je \an\ < K a ak je |&n| ^ \an\ pre každé n > r, je \bn\ < H9 kde H je 
viičšie než najváčšie z čísel 1| , |ft2|, . . . , \bn\, K. — 103. A k je r najváčší 
index, pre ktorý ešte ar ^ bry potom an — bn pre každé n > r. — 104. 1 1 1 1 

— = — ; ak zvolíme TubovoTné číslo k > 0, je — < k pre každé n > . n 71 Ti ic 

— 105. ||Oft|| = \an\. — 106. a) Postupnosti {ran ) , {¿>7;n} sú nulové (veta 
V I I I ) , preto a j [ran.-\- abn) je nulová (veta V I ) ; b) Postupnost {bn } je 
ohraničená (veta V ) , { a n b j e teda nulová (veta V I I ) . — 107. A k si zvolíme 
lubovolné kladné číslo A\, existuje taký index r, že \an\ < k pre všetky n > r. 
Označme K rubovolné číslo váčšie než najvačšie z čísel |ci11, |a2|, . . . , \ar\9 
k; potom |an| < K pre všetky n. — 108. Postupnost (an) je ohraničená 
(veta V ) . [1] {a2n} = {an • an} je nulová (veta V I I ) . [2] A k je { w n } nulová, 
je (an r+ 1 ) = {arn • an) tiež nulová (veta V I I ) . — 109. a j K e d zvolíme kladné 
číslo K akokolvek, existuje taký index n, že \an\ ̂  K. b) K u každému pri-
rodzenému číslu r existuje taký index n > r, že \an\ ̂  Je. c) Existuje také 
kladné Číslo k, že ku každému prirodzenému číslu r existuje taký index 
n > /•, že |an\ ^ k. — 110. A k existuje také kladné číslo K, že |an| < K 

1 
> j v pre všetky n. — pre všetky w, potom q 

111. Ak pre každé kladné Číslo k platí |on| < k pre skoro všetky n, potom 

> j,-pre skoro všetky n. — 112. A k je \an\ < k pre všetky n > r 

a ak je |6w| ^ \an\ pre všetky n > potom |6n| < k pre všetky n. ktoré sú 
váčšie rež váčšie z Čísel ras. — 113. | an — a\ ||o-w| — |a|| (cvič. 94). — 
114. lim (ran + sbn) = lim ran + lim sbn = r lim an + s lim bn. — 115. 
lim an r+ 1 = lim (anr • a) = lim anr • lim an. — 116. Pre r = 0 je (an° — 1} 
nulová postupnost. Pre r < 0 j e — r — s > 0a lim ans = as. Potom lim anr = 

1 1 
= lim = — = ar. — 117. Pozři cvič. 104. — 118. an — r = 0 pre skoro 

všetky n; ked zvolíme akokolvek kladné číslo k9 je |an — r\ < k pre skoro 
všetky n. — 119. K e d zvolíme kladné číslo k akokolvek, existuje taký index 
r, že |an — a] < k pre všetky n > r. Nech s je najváčší index, pre ktorý 
as=£ ale an = bn pre všetky n > s. Potom |bn — a| < k pre všetky n, 
ktoré sú váčšie než váčšie z oboch čísel r, s. — 120. Utvořme postupnost 

cn, kde cn = pre také n, pre ktoré je bn ť^ 0; pre to n, pre ktoré je bn = 0 
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volíme cn 0 Tubovorno. Je cn ^ 0 pře každé n a pře to n, pro ktoré je 
(in ^ 0, je cn — an. Je teda cn an nanajvýš pre k o n e č n ý počet cleno v. 

Prebo lim Cn = lim an = a (cvič. 119) a lim — = — (veta V I ) . Ale — 
s ' Cn a Cn 

^ bn tiež nanajvýs pre k o n e č n ý počet Členov; preto lim bn = lim — = 

(cvič. 119). 
a 2 

121. a) 1; b) - ; c) 1; d) 1; e) ; f ) 0. - 122. Označme lim an == a, lim bn = c o 
= b; potom postupnost {(aw, — a) — (bn — b)) = ((an — bn) — (a — 6)} jo 
nulová, pričom a — b > 0. To znamená, že pre každé kladné k je \(an — 
— bn) — (a — 6)| < k, číže an — bn > a — b — k pre skoro všetky h 
(pozři cvič. 92). Zvolme kladné k < a — b. Potom an — bn > 0 pre skoro 
všetky n. — 128. Iveby bolo a > b, bolo by a?i > bn pre skoro všetky n 
(cvič. 122). — 124. Pre \x\ < 1 a pro x = 1; ak jo \x\ < 1, je l ima;« ^ 0 
(veta I V čl. 3), ak je x = 1, je limám = 1 (veta V I I I čl. 4). - .125. a) 3; 

2 1 1 7 - ~ 

b) diverguje; c) — - g - ; d ) y ^ 2 — 1; e) diverguje; f ) diverguje; g ) 1 — i; li) 

diverguje. — 126. a) \x\ < 1, x : (1 - x); b) \x\ > 1, x : (x -f 1); c) x = 0, 

0; d) pre každé x, —2x. — 127. a) x ^ y (2k — 1) n, k celé; 1 : (1 — sin x); 

b)-^-(4fc — 1) 71 < - j - ( 4k + 1) TI, k celé; sin x : 2 cos (x —-JTT) ; c) diver-

3 
guje pre každé x; d ) |.rl < 2 }/~2; (4 + ia;). — 128. Rovnice a — c + u, 

lOu = cx + 10?/! = c2 + u2, . . 10an -x = Cn + vn násobíme postupné 
číslami 10°, 10- 1 , 10 - 3 , . . 10 -n a spočítajine. A k je an = c, cít c2,. . ,cu, 
je a — cín < 10-w. — 129. Rovnice a = d + v, 10» = dx + vx, 10^ = 

v2, • • •> lO^n —i = dn -j- Vn násobíme postupné číslami 10°, 10 
10 - 2 , . . ., 10 ~ n a spočítajme. Ak je bn — d,dld2. . .dn, je a — bn 1 0 - « . — 
130. [1] Ak je a = c + u = d + v, je c — d — v — u celé Číslo. A k je 
u # 0, nie je u celé, nie je teda ani v celé, t. j . v ^ 1. Protože 0 < u < 1, 
0 < í; < 1, je — 1 < v — u < 1; tomu vyhovuje jediné celé číslo v — u --
= 0. Potom c = d. [2] A k je un = vn, je Cn + X + Wn + 1 = dn + i -f Vn^- ̂  
takže cn + i — dn + 1 = Vn +1 — Wn + i je opat celé číslo. Pretože un + i ý- 0, 
preto aj vn + i ^ 1, takže —1 < vn + \ — un + x < 1. Preto Vn + i — un + x 
= 0, Cn-fx = dn + i- — 

131. A k je ujc-1 Ť̂  0, je na 1'avej straně rovnice cjc — i + ujc- i = + 
-f- Vfc — i (cvič. 130) číslo, ktoré nie je celé, preto na právej straně musí byť 
číslo, ktoré nie je celé, t. j . vjc-i ^ 1. A k je ujc = 0, potom v rovnici cjc + 
+ Uk — dk + Vk je na Iavej straně celé číslo, preto musí byt i na právej stra-
ně celé číslo, t. j . Vk = 1. Je teda Ck = dk + 1. Potom pre každé n > k je 
Cn + Un = 0, z čoho plynie Cn = 0, Vn = 0; dn + Vn = 10, dn — 9, vn = 1. 

7 5 7 x 
— 133. a ) í 22 í c ) 27 • Predpokladajme, že v zlomku — sú x, y 

celé čísla také, že 0 < x < y. A k je rozvoj zlomku rýdzo periodický s h-
cifernou periodou q, dostaneme pri delení x : y po pripísaní h núl k delencu 

x q y 
podiel q a zvyšok x, t. j . 10& • x = qy + x. Odtial' — = iq^ _ i Číslo 
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10^—1 nio je deliteTné prvočíslom 2 alebo 5. Ak je rozvoj nerýdzo perio-
dický a &-ciferným predperiodím p a s /¿-cifernou periódou qy dostaneme 
po pripísaní k-núl k delencu podiel p a zvyšok z a po pripísaní h núl ku zvyš-
ku z podiel q a opat aj zvyšok 2, t. j. 10k . x = py + z, 10'' • z = qy + z. 

x P q 
OdtiaT— —- + jQiT(ioft — 1)' J^>reto^e ^ < P < 1 )0 skrátení třeba 

p f 1 
prvý zlomok uviest na tvar YQ[c = kde # 1 obsahuje len prvočísla 
2 alebo 5 (vo vhodných mocninách); vedra toho je 0 < q < 10&, apretože 7 
nio je složené zo samých deviatok (pozři cvič. 132), je dokonca q < 10^ — 1; 

q r2 
po skrátení třeba teda druhý zlomok uviesť na tvar ^ k _ ^ = 

kde í?2 je bud rovné jednej, bud obsahuje len prvočinitela 2 alebo 5 a / ^ 1 
x rx r2 1 f rt r2 \ 

neobsahuje ani prvočiniteTa 2 ani 5. Potom— = 1 : = — I — H 77 ), 
y sl s2z s 1 s211 

kde s jo najváčší spoločný dělitel čísel st a a z čísel ss2 je aspoň jedno 
rovné jednej. Zlomky v zátvorkách majů nesúdelných menovatelov, preto 
ich súČet nemóžeme krátit a dospějeme k zlomku s menovatelom s't, ktorý 
obsahuje aspoň jedno z prvočísel 2 alebo 5 a aspoň jedno prvočíslo rózne 

x g 
od 2 a od 5. — 135. Ide o zlomky tvaru —• = YQ ẐTJ (cvič. 134). a) Ak je 

x q 
li = 1, je - = (ř ; k jednocifernej perióde vedú zlomky, ktoré v základnom 

V J 

tvare rnajú menovatcía 3 alebo 9 (lebo len tieto sa móžu písať s menovate-

lom 9). b) Ak je h = 2, je ~ = ; k dvojcifernej perióde vedú zlomky, ktoré 

v základnom tvare majů menovatela 11 alebo 33 alebo 99 (lebo menovatelia 
x q 

3 a 9 vedu k perióde jednocifernej). o) Pre h = 3 je — = ; k trojcifernej 
perióde vedú zlomky, ktoré v základnom tvare majů menovatela 27, 37, 
111, 333 alebo 999. d) k /¿-cifernej perióde vedú zlomky, ktorých menovatelia 
sú delitelmi čísla — 1, ale nie sú delitelmi nijakého čísla tvaru 101 — 1, 

x p(l0h — 1) 4- q 
kde / < //. — 136. Ide o zlomky tvaru — = 1QA. ^ q ^ _ ^ (cvič. 134). 

Po skrátení musí v menovateli zostat aspoň jeden z prvočiniteTov 2 alebo 
x 

5 v mocnině právě fc-tej; keby totiž bolo třeba uviesť zlomok— na tvar 

x p'(10^ — 1) + q' 
— = log (io/t — i j ' kde ^ < znamenalo by to, že 10* • x == p'y + 

q'y 
+ 20^ _ 1 * Posledný člen je však celé číslo; označme ho z'. Je teda 

102. a = p'y + z'9 q'y = (10fc - 1) z', čiže 10& • z' = q'y + z\ To však zna-
x 

čí, že zlomok — vedie k predperiodiu í-cifernému proti předpokladu. — 

1*7 „x g . , , V = lQh-p + g - p 
iQh _ x i" i0k _ iý / 10A: 10*(10& — I ) ' " " 
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I I I . Kombinatorika. 

138. V oboch prípadoch sa tvoria variácie N-tej triody r predmetov. — 
139. 4 + 4 • Vt (4) + 4 - V2 (4) + 4 • V3 (4) + 4 • F4 (4). alebo 4 4-
+ V2 (5) - Vl (4) 4- Vz (5) - V2 (4) 4- V4 (5) - V3 (4) + V5 (5) - V4 (4) = 

= 260. - 140 . y (n - 1)! -

141. 2. — .143. a) 1; b) 2. — 146. Počítajte, kolko permutaci)' vznikne, 
ak přidáme k r predmetom ešte další predmet. — 147. Kod menímo porad ie 
rovnakých predmetov, nemení sa permutácia. — .148. lvol ko variáeií s opa-
kováním má určitý pevne zvolený predmet na prvom mieste? — 149. 
F'4 (3) = F '3 (3) alebo 2 • (3) = 54. - 150. a) V\ (6) - 36; b) V"s(6) = 
= 216. -

151. V\(2) - 1 = 63. - 152. V\(2) 4- V\(2) 4- . . . 4- V'n(2) = 2 ( 2 » -

- 1); 30. - = | n (n - 1). - 154. ^ ^ = y n (n - 1) (n - 2). 

- ) ~ ( 2 ) ^ 1 = ^ " k) k ~ + L ~ 15G* MÓŽU mať 

n a j v i a c y ^ 2 ^ 9 ) ~~ ~ n 2 ^ = Í ~ n ^1 ~ ^ ~ 2> ^ ~ 3 ) 

dalších priesečíkov. - 157. a ) ^ jj ̂  = 10; b) ^ 2 ) = 6i 2 ^ ^ ~ 5 ( 2 ) = 

= 35. — 158.1 1. — 159. a) Všetkých predmetov vo všetkých kombiná-

/r\ 
ciách dohromady je n I 1; každý predmet je v nich zastúpený v rovriakom 

* 'nácii (n — 
etov, ktoré 
aneme celk 

/nV 
kombinácie n-tej triedy možno utvořit l m I skupin po m predmetov; 

celkom teda je ( | ( | takých skupin, v každej je každá skupina zastú-
\m/\nj 

pená v rvonakom počte, a to I 1 -krát; b) Ku každej kombinácii (n — m)-
\mj 

tej triedy možno pridať ktorúkoTvek skupinu m predmetov vybraných zo 
zvyšných r — (n — m) predmetov; každú kombináciu n-tej triedy dosta-
neme tol'kými spósobmi, koTko možno utvořit kombinácii m-tej triedy n 

počte, b) Ku každej kombinácii (n — l)-nej triedy móžeme přidat ktorý-
kolvek z r — (n — 1) predmetov, ktoré v nej nie sú zastúpené; každú kom-
bináciu n-tej triedy tak dostaneme celkove n-spósobmi. — 160. a) Z každej 

prvkov, t. j. í ) spósobmi. — 
\nj 

161. a) Majme r predmetov, ktoré nazveme „biele", a s predmetov, ktoré 
nazveme „červené". Všetky kombinácie n-tej triedy, ktoré z týchto pred-
metov možno utvoriť, obsahujú alebo n-predmetov bielych a nijaký čer-
vený, alebo n — 1 predmetov bielych a 1 červený, alebo n — 2 predmety 
biele a 2 červené atd. až nijaký predmet biely a n červených. Musí přitom 

r ^ n, s ^ n? b) Položte n = r = s. - 162. Q * ^ = 4- ^ ~ ^ + 
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+ C n 2 ) + ' " + 0 ' ~~ 164> [1] C"l('') = r = ( 1 ) ' [ 2 ] P lat í C"n + 1 (r) = 

r 4 n „, Ir + n + I \ 
= 7T+T * C n(r ) (cvi6" 163)- A k Íe C"»(r) = ( ) - C"n + 1(r) = 

r + n / r + n — 1 \ (r + n"\ 
= > r + l ( B M n + i ) ' - 1(J5- C'2(10) = 55.. - 100. a) 

C"a(8) = 3(5; b) <7'2(9) - 45; c) C"2(10) = 55. - 107. C'3(3) = 10. - 16». 

(r + n - 1\ 
. - 160. a) Ak ie u niektorého člena súčet mocniteíov 

n J 
k 7 -{- tt> . . . :-••= h < w, doplníme tento člen činiteli>m l n -& ; dosta-
neme tak mnohočlen, ktorý má právě tolko čletiov, ako úplný homogenný 
mnohočlen v r + 1 proměněných r, yy 2, t. j. C'n{r + 1) 

h) 

- C D 
(h H A (n + A 
( I " I . — 170. Ak považujeme neznáme za mocniteTa 
V n / V r ) 

v liomogciinom mnohočleno, vidíme, že rovnica má právě toTko riešení, 
kol'ko členov má úplný homogenný mnohočlen n-tóho stupňa v r premene-
ných (cvič. 168). — 

171. a) 24 • 310 • 5 • 11; b) 24 - 38 • 514 • 17 • 19. - 172. a) 1,44830; b) 
0,90438. — 173. a) cos la = cos a(64 cos6a - 112 cos4a + 56 cos2a — 7), 

1 
sin la ^ sin a(64 cos6« — 80 cos4a + 24 cos2a — 1). — 174. a)-g- (cos 4a + 

+ 4 cos 2a -f 3); b) (cos 5a + 5 cos 3a -f- 10 cos a); c) £cos ra -f 

+ ( i ) « « » (r - 2) a + ( g ) 0 0 8 - 4) a + . . . + ( ^ c o s ( r - 2r) a ] . -

175. a) (1 + 2)r; b) (1 - 1 )r. — 176. Flynie z rovnice (7) a z cvič. 175b. — 

177. 1 + i = ]/2 (cos^jr + i s i n ^ r ) . — 178. a) pře r = 2 je (n + l ) 2 = 

- 1 + 2sx + n, = | w (n + 1); b) pre r = 3 je (n + l ) 3 = 1 + 3s2 + 

+ + n, s2 = ~ n (n + 1) (2n + 1); c) pre r = 4 je (n + l ) 4 = 1 + 

+ 4S3 + 652 + 4 + n, (n + l )2 . — 179. Vo výraze (1 + x)n = 

~ 1 + ( 2 ) ' ' ' P o m e r dvoch po sebe idúcich 

( n \ í n\ n — k 

k 1 i x k + 1> 1 k f x k = ft 1 x < 1 P r e k > !• P r e í 1 + x ) n < 
nx 

< 1 + nx + nx i + nxq2 -f . . . + nxqn- 1 < 1 + __ . Chyba je menšia 

nxq 1 -
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IY. Počet pravděpodobnosti. 
ISO. 0,358, 7,30%. - 181. 48-krát. alcbo 37-krát. - 1S2. Asi 26-krut až 

.31 -krát. - 183. Asi 278 až 338-krút. - 1S4. 0,309 < p < 0,303. - 185. 
, 1 2 _ 1 2 55 101 1 1 ] 

a ) 3 ; b ' ~ 3~ - - 1 8 6 - a >y ; b> "3 • - l s 7 - a )2lG ; b ) 2ÍTr - 1 s s - a > T ; b ) T * " 1 8 0 - a ) T ; 

11 13 1 
b) W c ) W y - 100. T . ~ 

191. Súčet 11 móže paduút 27 spósobmi, kdežto súčet 12 len 25, třeba 
vziat do úvahy, ktorc číslo padne na každej kočko, a nic, z ktorych xčítaneov 

1 1 3 10 11 35 25 1 
sa sucet skládá. - 192. a) y ; b ) - j ; c ) y . - 193. a ) b ) : y ( ; ; c ) ^ ; d ) ^ ; ^ 

- m. a)| :b )l ; c )I;d)I - 105. ( f ) . 0,307; „ ) ( - ) ( « ) , 

0,238; e ) ^ ^ ^ : " » ^ ( ' ^ °>007- ~ n ) 4 ' 

0,003; d) 1 : ( 3 2 ) == 0,00003; e) ( 2 8 J : í U ) = 0,509. - 197. a) 28 : 

j = 0,407; e) : °>488. ~ 1 0 8 - A k Í e h = /j> P = 

= 1; ak je h = 0, je p = 0. - 199. Ak je h = k - h, je p = — 200. 

ft k — h 
Ak j e p = p je — ^ — = l - p. -

201.^. - 2 0 2 . 2 0 3 . a ) ( 2 8 ^ : ( 3 2 ^ = 0,352; b) 0,648; c ) [ ( 2 7 8 ) + 4 ' 

[ ( I ) (10 + 

+ 12) + J (8 + 12) + (8 + 10) J db 0,666; c) 8 • 10 • 12 : 

'30\ 2 h, h2 h,, /íj 
» = 0,236. - 206. y . - 207. P l = y , P l = y , p12 = - y , p = - p 

fe,, \ A,, 1 1 , 1 1 1 1 
1 208. a) Y • Y ; Y ' T + "2 ' "2"' 

1 5 , 1 ' 5 5 1 1 5 , 5 1 , 1 1 
- 2 0 9 . a ) T - T ; * ) T ' T + T • - 210. a) y • y + y • y + T • y ; 
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1 5 . 5 1 , 5 5 , t , 1 1 1 5 , 5 1 

10- 10 9 • 9 8-8 2^2 l _i l l í i l U l l 
213, (?) m(li)mVS)mmm d) 7 í ) ^ 0'005°--214- (»> ' (V) ' 

3 ' t i ) M S ) l ' ( l ) 1 5 25 125 1 / 

' i s r ' 7 s f ' l i r " 0,°809' ~ 2 1 5 , a ) b)2i6-«»6 ; ^ n 1 + 

, 25 , 625 \ 5 / 25 , 625 \ 6 5 
36 1 2 9 « ) = 0 ' 3 6 2 ' 3 6 ^ + 36 + 1296 J = ° ' 3 0 2 ; d ) I I ' T i ' " 

2 16 18 17 1 . 2 , 3 , 4 \ 1 , 
20 ' 20 20 ' 20 ~ 0,845. - 217. a ) T ( o + T + T + T + T ) = T ; b ) 

1 / 1 , 2 n \ 1 
— i — r I 0 + + - + • • • + ~ ) = T . - 218. Pivnic z vctv IV . - 219. n - f l \ ' n n l n J 2 J 

/10\ 5 * ° - » 
( I* —¡»"fo— 5 a ) 0,32301; b) 0,29071; c) 0,15505; d) 0,05427; e) 0,01302; f ) 

0,00217; g ) 0,00625; li) 0,00002; i) 0,0000008; j ) 0,00000002; k) 0,16151. 
— 220. 0,773. -

/qo\ / 1 \n ( K \ 90-n 
25-krát; b) asi 43-krát; c) asi 82-krát. 223. a ) ( ) ' ( ) ' ( ) > 

— a ) ( l 5o ) ' ( c ) 1 > 9 °.°357; b) dovolenó od-
cliýlkn spíňa 21 prípadov, ked šestka padne 140-krát až 160-krát; naj-

menšiu pravděpodobnost má případ, že šestka padne 140-krát, a to í ^ ^ ) . 

0,57 < p < 0,75. - 225. 1 .-= (1 — p)r + ^ ^ p (1 - p)r- i + ( ^ j V2 (1 ~ 

b a 
— P)r~~ 2 "f • • • + pr; dosadíme p = q 1 — p = q kde or, 6 sú 

kladné čísla. 
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