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Uvodni slovo

Néplni této prace je stru¢ny prehled zivota a dila Milose Kosslera (1884-1961), profesora
matematiky pusobiciho na Univerzité Karlové, jehoz jméno bylo do dnesni doby témér za-
pomenuto, ackoli byl jednou z vyznamnych postav nasi matematiky 20. stoleti. Stejné jako
béhem zivota, 1 po své smrti zistaval vSak ve stinu svych slavnéjsich kolegh Karla Petra,
Vojtécha Jarnika, Bohumila Bydzovského a dalsich.

Préce volné navazuje na publikace vénované vyznamnym osobnostem pusobicim na poli
matematiky na ¢eskych vysokych Skoldch v novodobé historii - na monografie Frantisek
Josef Studnicka (1836-1903), Eduard Weyr (1852-1903), Jan Vilém Pexider (1874-1914)
a Karel Rychlik (1885-1968), a na diplomové prace Zivot a dilo Karla Petra a Zivot a dilo
Jana Sobotky, jez jsou podrobnéji citovany v seznamu literatury uvedeném v zavéru prvni
kapitoly.

Nasledujici text je rozdélen celkem do sedmi kapitol a obrazovych ptiloh, pfi¢emz v rdmci
kazdé kapitoly je v jejim zavéru uveden ptehled pouzitych zdroji. Citované pasidze jsou
uvadéné doslovné a véetné puvodniho pravopisu; pro lepsi odliSeni od ostatniho textu jsou
tisténé italikou. Déale u jmen, ktera jsou v ramci celé prace zminéna poprvé, je pro zvyraznéni
pouzit odlisny typ pisma - kapitalky. Vzhledem ke svému charakteru jsou vSechny poznamky
rozdéleny do dvou skupin - odkazy historické ¢i bibliografické povahy jsou uvadény v zavéru
prislusnych kapitol, oproti pozndmkam matematickym, jez jsou plynule zac¢lenény v prubéhu
textu pod carou.

Prvni kapitola popisuje zivotni osudy Milose Késslera, jeho rodinné zazemi, dobu studia
na gymnaziu a na univerzité, hledani zaméstnani, pisobeni na univerzité i v ruznych spolcich
a organizacich (pfedev§im v Jednoté ¢eskych matematiku a fyziku), struéné komentuje jeho
postoje v dobé druhé svétové valky i po nastupu komunistického rezimu, dale obsahuje
uryvky ze vzpominek jeho studentu a kolegu.

Druhé kapitola je zaméfena na strucnou charakteristiku Kosslerova dila — rozdéleni jeho
védeckych praci do dvou tstfednich skupin zajmu, zhodnoceni vyjimecénych praci vycnivaji-
cich z tohoto déleni, piehled ¢lanku vénovanych problematice analytickych funkci s kratkym
komentafem, a dale rozdéleni jeho stati vénovanych teorii ¢isel na prace lezici na rozhrani
mezi teorii ¢isel a teorii funkci a na prace vyslovené Ciselné-teoretického charakteru.

Treti kapitola obsahuje podrobny rozbor Kosslerovych stati z elementarni teorie ¢isel,
s drobnymi historickymi poznamkami, jejichz cilem bylo zaradit jednotlivé ¢lanky do kon-
textu ve vyvoji danych problémi. Ctvrta kapitola analogickym zpiisobem mapuje prace
z rozhrani teorie ¢isel a analytickych funkci, se zvlastnim zfetelem k Riemannové funkci
(). /

Pata kapitola hodnoti Kosslerovy ucéebni texty — knihu Uvod do poctu diferencidlniho
a rovnéz tiskem nevydany studijni materidl Uvod do theorie funkci komplexni proménné,
jez Kossler psal pro své studenty na pfirodovédecké fakulté. Duraz je kladen na neobvykly
zpusob zavedeni redlnych ¢isel v prvné jmenované praci.



Rozsahla Sesta kapitola si klade za cil zmapovat obsah deniku z pozustalosti MiloSe
Kosslera, do nichz si zapisoval své matematické napady i drobné osobni komentafe a filo-
sofické uvahy. Partie vénované teorii ¢isel jsou uvedeny v puvodni podobé tak, jak je sdm
Milos Kossler zapsal, a umoznuji ndm tak nahlédnout pfimo do jeho myslenek, véetné dosud
nepublikovanych népadi.

Posledni, sedmou kapitolu tvori faktografické prilohy — seznam Koésslerovych stati véetné
jejich recenzi uvetrejnénych v referativnich casopisech, seznam prednasek, které Kossler vedl
na Univerzité Karlové v letech 1921-1956, a seznam disertaci, které posuzoval. Pro lepsi
rozliseni Kosslerovych praci od ostatni citované literatury je v celé praci pouzito znaceni
[Kx| podle seznamu uvedeného v posledni kapitole.

Zavérem svého tvodniho slova bych rada podékovala svému skoliteli, Doc. RNDr. Mirko
Rokytovi, CSc., za pomoc pfi dokonc¢ovani této prace; Doc. RNDr. Jindfichu Be¢varovi, CSc.,
za cenné naméty a pripominky; dale -in memoriam- Prof. RNDr. Bfetislavu Novakovi, DrSc.,
za podporu a velké mnozstvi rad, jez davaly mé praci spravny smér; panu Milosi Kosslerovi,
vnukovi profesora Kosslera za vst¥icnost pii poskytnuti deniku a fotografii z pozustalosti;
Prof. RNDr. Michalu K#izkovi, DrSc., za poskytnuti materidlu z rodinného archivu pouzi-
tého v obrazové piiloze (Obr. ¢. 11); pracovnikim knihovny matematicko-fyzikalni fakulty,
Archivu Univerzity Karlovy, Archivu hl. mésta Prahy, Archivu Akademie véd Ceské repub-
liky, Statniho tstfedniho archivu v Praze a Statniho oblastniho archivu v Praze za pomoc pfi
dohledavani archivalii. V neposledni fadé bych rada podékovala svym blizkym za pochopeni
v dobé, kdy jsem tuto praci psala.

Prohlasuji, ze jsem predlozenou diserta¢ni praci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament.

V Praze v fijnu 2004 Pavla Pavlikova
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Kapitola 1.

Zivotni osudy Milose K&sslera

1.1. Struény béh zZivota

19. 6. 1884
1890-1895
1895-1903
1903-1907
1908

1908-1909
1910-1911
1911

1911-1918
1918

1920

1922
1924
1927
1935-1936
1939-1943
1940
1944-1949
1945
1953
1956
1957-1958
8. 2. 1961

narozen v Praze

obecna skola

studium na Akademickém gymndziu v Praze

studium na filosofické fakulté Karlovy univerzity
zkousky ucitelské zpusobilosti

zkuSebni rok na Akademickém gymndziu v Praze
suplentem na gymnéaziu v Domazlicich

svatba se Zderikou Vintrichovou

suplentem na gymnaziu v Praze na Vinohradech
skuteénym profesorem na gymnéaziu na Vinohradech
doktorem filosofickych véd

profesorem ad personam na gymnéziu na Vinohradech
soukromym docentem na prirodovédecké fakulté
mimoiadnym profesorem na prirodovédecké fakulté
ucast na Mezindrodnim matematickém kongresu v Torontu
fadnym profesorem na prirodovédecké fakulté
dékanem prirodovédecké fakulty

predsedou Jednoty ceskych matematiku a fyzikia
nuceny odchod na dovolenou s ¢ekatelnym

hlavnim tajemnikem Kralovské ¢eské spolecnosti nauk
navrat na prirodovédeckou fakultu

¢lenem korespondentem CSAV

doktorem véd fyzikalné-matematickych

védeckym pracovnikem Matematického tistavu UK

zemrel v Praze
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1.2. Zivotni osudy Milose Kosslera

»KdyZ uz clovek jednou je,

tak md koukat, aby byl.

A kdyz koukd, aby byl,

a je, tak md byt to, co je,

a nemd byt to, co nent,

jak tomu v mnoha pripadech je.“

Jan Werich

Nahlédneme-li do knihy [Mala eskoslovenska encyklopedie, str. 553], najdeme pod hes-
lem Kossler Milos malou podobiznu s nasledujicim struénym textem:

Kossler Milos, 19. 6. 1884 — 8. 2. 1961, & matematik; prof. UK, ¢len kor. CSAV (1953). Pracoval

zejm. v teorii analytickych funkci a v teorii ¢isel. Autor uc¢ebnice diferencialniho poctu.

Jen pér slov vSak nemuze vystihnout podstatu lidského zivota. Podivejme se proto nyni
podrobnéji na to, jaky Milo§ Kossler byl a jak zil ...

Rodina

Milos Kossler se narodil dne 19. ¢ervna 1884 v Praze I. Pfi kitu dne 1. Cervence 1884
v kostele sv. Hastala pfijal druhé jméno Vaclav.!) Vyristal ve velmi chudych pomérech.

Jeho otec VAcLAv KOSSLER, syn prazského tiskare JOSEFA KOSSLERA a VERONIKY
KOSSLEROVE, rozené Kandové, narozen 26. zafi 1841, byl vyuden feznickym pomocnikem.?)
Pozdéji pracoval v Branickém pivovaru v Praze I., ¢. p. 728 zprvu jako vedouci hostince
,U Petracku“ v Dlouhé tfidé v Praze, pozdéji pouze jako podsudni a povoznik. Poprvé
se ozenil 12. ledna 1864; v kostele u sv. Hastala®) pojal za manZzelku MARII ZIKESOVOU
(11. 1. 1845-23. 7. 1879), dceru hostinského VACLAVA ZIKESE a jeho Zeny BARBORY, rozené
KoTKOVE. Kdyz Marie v 16t& 1879 nahle zemfela,*) zlistaly Kosslerovi na starosti étyii déti
— dcery MARIE (16 let), KAROLINA BARBORA VERONIKA (15 let), ROSALIE (3 roky) a syn
FRANTISEK (5 let). Dalsi dcera BARBORA VERONIKA KAROLINA (19. 5. 1865-18. 11. 1866)
zemiela jiz jako dité.?)

O tfi roky pozdéji se Vaclav Kossler znovu ozenil — dne 23. kvétna 1882 byl u sv. Ha-
Stala%) oddan s JosEFOU HUMLOVOU (29. 2. 1852-2. 11. 1888) ze Svabina u Zbiroha, dcerou
VAcLava HuMLA, méstana a mistra bednaiského a MARIE, rozené MARESOVE, z Jilovisté.
Se svou druhou manzelkou mél éty¥i potomky,”) aviak dvé dcery zemiely kratce po naro-
zeni. JOSEFA ANNA zemfela 21. biezna 1883 ve véku pouhych 7 dnii na psotnik, VLADISLAVA
zemrela 10. kvétna 1886 dva dny po narozeni na pneumonii. Dospélosti se dozil pouze syn
Milos Kossler a dcera BOZENA (1888-1945)%), provdand ROTTLINGOVA, jejiZz narozeni
vSak stalo Josefu Kosslerovou zivot — zemfela po pouhych Sesti letech manzelstvi na horecku
omladnic.?) Maly Milo$ tak od raného détstvi vyristal bez matky. Sam Milo§ Kossler pozdéji
ve svém vlastnim struéném zivotopisu'®) uvedl, ze si na matku viibec nepamatuje a stejné
tak se viibec nezmiroval o svych nevlastnich sourozencich ani o pfipadnych matcinych sou-
rozencich. Vzpominal pouze na otcova bratra JOSEFA KOSSLERA, pracujiciho jako dozorce
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pfi naplavkéach hlavniho mésta Prahy, bytem v Praze I. — ¢.p. 799, U obecniho dvora. Neni
bez zajimavosti, ze Milos ve svych vzpominkich poznamenal, Ze stryc zemfel béhem jeho
détstvi, ackoli tmrtni zapis z C.k. vSeobecné nemocnice dokazuje datum jeho smrti 1. tinora
1910 — tedy dobu, kdy bylo Milosi Kosslerovi jiz 26 let. Josef Kossler po sobé zanechal své
zend JOHANNE dospélé syny VACLAVA a JOSEFA, nezletilé FRANTISKA a VITEZSLAVA, dcera
MARIE zemfela jiz v roce 1884.11)

Samotny Vaclav Kossler, Milostuv otec, ke konci Zivota uzival chudinské podpory hlavniho
mésta Prahy a zemfel v roce 1908 v chudobé.

Studium na gymnaziu

Milos Kossler vychodil pét let obecné skoly. O otcovu zivnost nejevil zajem, a tak se jiz
tenkrat vydal dale svou vlastni cestou.

»Byl synem rodicu chudgjch, ale prazskiyjch, takZe mél to stésti, Ze vystudoval akademické
gymnasium v Praze I, které, jak znamo, vychovalo velkou Tadu vynikajicich prislusniki na-

$eho ndroda.“ [Cech (1954), str. 374]

Meél skuteéné stésti, Ze mohl studovat na gymnéziu, mezi jehoZ sténami v prubéhu uplynu-
Iych staleti chodily osobnosti jako BOHUSLAV BALBIN, JOSEF JUNGMANN, JOSEF KAJETAN
TyL, BEDRICH SMETANA, JAN NERUDA, KAREL CAPEK, ...— na gymnaziu s historickou
privileji zapisu studentu nejvyssich t¥id na praZzskou univerzitu. Absolventi §kol, na kterych
se v té dobé nevyucovalo povinné latin€, nemohli pokracovat ve studiu na univerzité jako
Fadni studenti, dokud si nedoplnili zkousku z latiny. Podobnymi peripetiemi musel projit
napt. VOJTECH JARNIK!2). Kossler byl téchto problémi useten.

Kromé tzv. ,vefejnych zdku* pat¥il mezi Kosslerovy spoluzaky i jeden privatista — JAN
princ LOBKOWICZ. V té dobé vSak nastivala mezi studenty dosti velka fluktuace, takze se
slozeni t¥id i celkovy pocet studenti ¢asto ménil. Pfedstavu o tom, jak pilnym byl Milos
Kossler studentem, si muzeme udélat pii nahlédnuti do tabulek uvedenych v ramci Obra-
zovych priloh v zavéru této prace, ve kterych jsou uvedeny jeho studijni vysledky béhem
celé doby studia. Je patrné, ze zatimco jazyky nepatfily mezi jeho nejsilnéjsi predméty,
znamky z matematiky, filosofické propaedeutiky a fyziky zcela jasné prozrazovaly Kossleruv
prirodovédny talent.

Pri blizsim pohledu na stav ucitelského sboru zjistime, ze mezi Ko&sslerovy vyucujici
patfily osobnosti zvuénych jmen. V primé jej vyucoval zemépisu a déjepisu ZIKMUND WIN-
TER (1846-1912). KAREL PANEK (1849-1904) ucil Kosslera béhem studia stfidavé némecky
jazyk, matematiku i fyziku, ze které jej pozdéji zkousel u maturity. Na vjuce matematiky
a fyziky se déle kromé Panka podileli ANTONIN JERABEK (1852-1915) a JAN VOJTECH
(1879-1953), pozdéjsi profesor geometrie na Ceské technice v Praze a Brné. O vzory pro
svou dalsi drahu tak Kossler nemél nouzi.

Maturita

Zastavme se nyni podrobnéji u prubéhu Kosslerovy maturitni zkousky a pro zajimavost
se podivejme na témata pisemné ¢asti:'?)

a) Preklad z latiny v jazyk Cesky
Vergil. Aen. XI., 182-219
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b) Preklad z éestiny do latiny
Vyprava Xerxova. Upraveno dle Starého véku od Kamenicka-
Dvoréka, str. 111-113

¢) Preklad z Fectiny do cestiny
Platon, Protagoras, kap. 6.

d) Z jazyka ceského
,» Ly, hochu, pracuj! Kazdym novym dilem
jsi vyssi o pid’ a téch pidi fada
se na obrovskou vysi ¢asem sklada,
a k hvézdam tebe sblizi.“ Vrchlicky, Perspektivy

e) Z matematiky
1. sindx 4+ 2sin3x +sin2x +cosz+1 =0
2. Dva kouty pfrimého trojbokého hranolu jsou urceny funkcemi:
cotg § = 2, cotg g = 3. Jak velky jest jeho povrch a krychlovy obsah,
1ze-1i do ného vepsati kouli o poloméru ¢ = 10 cm?
3. Deset ¢lenu arithmetické fady 1. stupné, jejiz veskeré Cleny jsou
¢isla celd kladné, ¢ini soucet 120. Ktera jest to rada?
4. Jest ustanoviti rovnice dvou kruhi, jez opsany jsouce polomérem
r =15,
«) probihaji bodem M (5,15) a
) dotykaji se kruhu K (22 + y? = 100) vné.

f) Z jazyka némeckého
Welchen natiirlichen Verhiltnissen verdankt Europa seine herr-
vorragende Stellung unter den fiinf Erdteilen?

Pisemné prace byly psany ve dnech 22. 5. a 25. 5.-29. 5. 1903. Ustni ¢ast maturitnich
zkousek se na Akademickém gymnéaziu v obdobi od 1. do 8. ¢ervence 1903 konala za pied-
sednictvi JANA Riny, feditele C.k. vyssiho gymnazia ve Slaném. Milo§ Kossler se podrobil
zévéreCné Casti zkousek 4. cervence 1903 a v maturitnim protokolu u jeho jména najdeme

nasledujici vysvédéeni:14)
Mravné chovani chvalitebné
Nabozenstvi chvalitebny
Jazyk latinsky dobry
Jazyk fecky dobry
Jazyk Cesky (s prominutim tstni zkousky) chvalitebny
Zemépis a déjepis (prumérem) chvalitebny
Mathematika vyborny
Fysika (prumérem) vyborny
Prirodopis dobry
Filosof. propaedeutika vyborny
Jazyk némecky (dle semestralnich vysvédceni) dobry
Tésnopis vyborny
Kresleni vyborny

Celkové byl Milos Kossler uznan dospélym s vyznamendnim. Stejného prospéchu v fadném
terminu dosahlo z jeho t¥idy pouze pét vefejnych zaku, jednalo se tedy o vynikajici vysledek.
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& Zastaveni prvni aneb S fyzikou na Stiru?

Ve skolnim roce 1902/03 béhem prdzdnin na C.k. akademickém gym-
ndziu v Praze maturovalo rovnéz Sestndct studentek soukromého gym-
ndzia divcitho spolku ,Minerva“ v Praze. Mezi nimi byla i jistd slecna
ZDENKA VINTRICHOVA. Na jejim maturitnim vysvédcent bychom se do-
cetli, Ze chvalitebnou ziskala z prirodopisu a filosofickeé propaedeutiky,
dobrou z maboZenstvi, veckého a ceského jazyka, zemepisu a déjepisu,
matematiky, dostatecnou z latiny a fyziky. 14. cervence 1903 tak byla
uznana dospélou. Skutecnost, Ze se po dokonceni univerzitnich studii po
zbytek Zivota vénovala vyuce matematiky a fyziky, by se ve svétle téchto
fakti mohla zddt zardZejici. Je vSak spravedlivé dodat celkovy pohled na
vysledky vsech studentek spolku Minerva — napt. z fyziky dvé studentky
ziskaly dobrou, dvé nedostatecmnou, a zbyvajicich dvandct dostatecnou;
v klasifikaci se tedy zjevné odrdzela vroven pripravy na skole, jiz dévcata
absolvovala.

Slecnu Vintrichovou nyni opustime, abychom se k ni o nekolik stran
dale opét vrdtili.

Studium na univerzité

»Nebylo tenkrdt lehké rozhodovat se pro dalsi studium jen na zdkladé vlastnich zdlib.
Kdo sel v té dobé studovat matematiku, nemél po ukonceni studia prilis skvélé existencni
vyhlidky. O mista na gymndziich byla velkd nouze, zvlasté v oboru matematika a fyzika. Avsak
stejné jako v celém svém dalsim Zivoté dovedl Milos Kdossler podridit hmotnou strdnku ldsce
k matematice. Z vlastni zkuSenosti pak poznal, Ze situace absolventi byla opravdu tézkd.“
[Kopfiva (1961), str. 226]

Kossler se po maturité zapsal na filosofickou fakultu Karlovy univerzity ke studiu ma-
tematiky, fyziky a astronomie a studoval zde v letech 1903-1907, podobné jako vétSina
posluchac¢u v té dobé s cilem ziskat opravnéni pro vyucovani na stfednich Skolach.

Konkrétné mél Milog Kossler zapsany na fakulté néasledujici prednasgky:1?)

Zimni béh 1903/1904 (Semestr I.)

Organizace Skolskd pfednich kulturnich statt (Drtina, 3h tydné), O poctu differenciél-
nim (Petr, 5h), Experimentéln{ fyzika v pfehledu soustavném (Strouhal, 5h), Mechanika
(Kolagek, 4h), Hydrostatika a kapillarita (Kolacek, 1h), Prosemindf mathematicky (Petr,
1h)

Letni béh 1904 (Semestr II.)

Vyvoj theorii pedagogickych v 19.stoleti (Drtina, 3h), O poctu differencidlnim a inte-
gralnim (Petr, 5h), Experimentalni fysika, dil II. (Strouhal, 5h), Differencialni geometrie
(Sobotka, 5h), Mechanika a akustika (Kolaéek, 5h), Prosemindf mathematicky (Petr, 1h)

Zimni béh 1904/1905 (Semestr II1.)

Analytickd geometrie (Sobotka, 5h), O rovnicich differencidlnich (Petr, 5h), Mechanika
a teplo (Kucera, 3h), Nauka o svétle (Kolacek, 5h), Astronomie sféricka (Gruss, 2h), Seminaf
mathem. fysikdlni (Kolacéek, 2h), Filosofie déjin malého ndroda (Masaryk, 3h)
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Letni béh 1905 (Semestr IV.)

Optika krystallickd (Strouhal, 1h), Nauka o teple (Koladek, 4h), Speciélni partie z optiky
(Kolagek, 1h), Sferickd astronomie II. (Gruss, 3h), O rovnicich differencidlnich (Petr, 3h),
O poctu variaénim (Petr, 2h), Reformni sméry v oboru didakt. stfedoskolské (Drtina, 4h),
Psychologie I.: Obecnéa nauka o poéitku (Cada, 3h), Uvod do theorie kiivek prostorovych
(Sobotka, 1h)

Zimni béh 1905/1906 (Semestr V.)

Zékladové praktické fysiky: Cast I.: Uvod do fysikdlniho praktika (Kucera, 2h), Che-
mie mineralnd elementarnd (Rayman, 5h), Zdklady ethiky (praktické filosofie, Krej¢i, 3h),
Hygiena skolni (Ruazicka, 2h), Literatura ¢eskd od roku 1880 (Machal, 2h)

Letni béh 1906 (Semestr VI.)

Elektfina a magnetismus (Kolacek, 5h), Semindf mathem. fysikalni (Koldcek, 2h), Z4a-
kladové astrofotometrie (Gruss, 2h), Geometrické a fysikdlni methody k urceni parallaxy
slunce(Gruss, 1h), Vyklady spojené s cvicenim v astronomickém pozorovani a méfeni (Gruss,
2h), O elliptickych funkcich (Petr, 3h), O numerickém feSeni rovnic (Petr, 2h), O zdkladech
geometrie (Sobotka, 2h), Fysikaln{ praktikum pro kandidéty ucitelstvi na skolach st¥ednich.
Kurs I. (Kucera, 8h), Chemické analysa pro posluchade filosofie a mediciny (Brauner, 1h),
Praktickd cviceni pro posluchace filosofie a mediciny (Brauner, 6h)

Zimni béh 1906/1907 (Semestr VII.)

Elektfina a magnetismus (Koldéek, 2h), Seminaf mathem. fysikalni (Kolaéek, 2h), Vy-
pocet drah planet (Gruss, 2h), Plochy 2. stupné (Sobotka, 4h), O algebraickém FeSeni rovnic
(Petr, 3h), O theorii forem (Petr, 2h), Seminaf mathematicky (Petr, 2h), Psychologie Teci
a mysleni (Krej¢i, 3h), Mluvnice jazyka staroslovénského I. (Pastrnek, 3h), Némecka litera-
tura doby pritomné (Krejéi, 1h)

Letni béh 1907 (Semestr VIIIL)'6)

Mechanika(Kol4cek, 5h), Semindf mathem. fysikalni (Kolacek, 2h), Fysikaln{ praktikum
II. (Kucera, 8h), O algebr. feSeni rovnic (Petr, 2h), O theorii forem (Petr, 3h), Plochy
2. stupné (Sobotka, 3h), Od husitstvi k reformaci. Se strué¢nym tvodem o predhusitské
literatufe starodeské (Vl1éek, 3h), Historie némecké literatury (Mourek, 3h)

Prvni rok Késslerovych studii, rok 1903, byl pfi tom do jisté miry zlomovym pro vyuku
matematiky na prazské univerzité, nebot zahy po sobé zemfeli profesofi FRANTISEK JOSEF
STUDNICKA!?) a EDUARD WEYR!®), a tak bylo tfeba najit novou osobnost pro katedru
matematiky. Z Brna byl povoldin KAREL PETR!?). Za jeho piisobeni doglo k rozsahlym
zménam v pristupu k vyuce matematiky - bez nadsazky lze Tici, ze nastala éra modernizace.

wonahou Karla Petra bylo zvysit droven studia matematiky na université a vychovat no-
vou generaci nasich matematiku. Téchto ukolu se ujal Karel Petr velmi svédomité a energicky.
Daval predndskdam, prosemindrnim a semindrnim cvicenim novou ndpln a zvysil poZadavky
jen ti, kteri o ni meli skutecny zdajem. Tim se pozvedla uroven studia tohoto oboru; pri me-
n§im poctu studenti se jim mohl Karel Petr vénovat tak, aby se z nich mohli stdt vijborni
matematici, jeho ndstupci a spolupracovnici. [Crkalova (1992), str. 14]

Z vyse uvedeného prehledu je patrné, ze Petrovy prednasky a proseminafe navstévo-
val Kossler po celou dobu studia. Pravé Kossler byl jednim z Petrovych nejlepsich poslu-
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chacu, a pozdéji i nasledovniki, kdyz prevzal jeho prednasky z infinitesimalniho po¢tu. EDU-
ARD CECH??) na toto téma napsal ve svém vzpominkovém ¢ldnku Sedmdesatiny profesora
Kosslera:

,Kossler lépe nez kdokoli jiny pochopil nekteré z nejlepsich stranek povahy naseho neza-
pomenutelného ucitele Karla Petra a skutecné krasné se ridil skvelym Petrovym prikladem.“
[Cech (1954), str. 375

Sviij hold slozil Kossler svému vzoru Karlu Petrovi spolu s FRANTISKEM NUSLEM?!) pro-
stiednictvim ¢lanku Karel Petr??) ktery byl uveiejnén i v knize Sbornik praci matematickych
a fysikdlnich vydany na pocest Sedesdatého vyroci narozenin Dra. Karla Petra, 7ddného pro-
fesora Karlovy university, ¢estného ¢lena JCMF, Jednotou ¢sl. matematiki a fysiki®®) pod
nazvem Karel Petr. Strucény ndstin jeho Zivota a strucny prehled jeho praci.

Po absolvovani osmi povinnych semestri slozil v zimnim béhu 1907/1908 Stétni zkousky
z matematiky a fysiky pro ucitelstvi na Skolach stfednich. Ziskal tak potfebnou aprobaci pro
vyuku téchto pfedméti. Dnem 21. Gnora 1908 pak nastoupil na Akademické gymnazium na
tzv. zkuSebny rok. Byl pfidélen profesorim Antoninu Jefdbkovi a JAROSLAVU JENISTOVI.
Praxi ukon¢il 20. tinora 1909.24)

Prvni zaméstnani

Béhem studia i po jeho ukonceni nasledovalo mnoho pro Kosslera krusnych let. Sam
o tomto obdobi ve svém jiz zminovaném zivotopisu napsal:

,Od roku 1904 do roku 1911 Zivil jsem se nuzné kondicemi a déldnim dluhi, které jsem
pak dlouho spldcel.“

Kdyz totiz v roce 1908 tispésné dokoncil univerzitni studia, po celé nasledujici tfi roky
nemohl najit uplatnéni a zustaval bez mista (vojenskou sluzbu neabsolvoval). Az od 9. za¥i
1910 se stal suplentem a spravcem fyzikalniho kabinetu na redlném gymnaziu v Domazlicich.
V dalsim skolnim roce uz nastoupil od 16. zaii 1911 na ¢eském gymnéaziu v Praze na Vino-
hradech v Halkové, nynéjsi Londynské ulici - opét jako suplent. Jeho ustanoveni profesorem
bylo prodluzovéno vzdy o pul roku (v té dobé se nejednalo o vyjimedny postup, ale zcela
bézny projev zaméstnanecké politiky na skoldch obvykly). Na misto profesora ¢ekal dalsich
sedm dlouhych let. Na podzim 1917 byl jmenovan provisornim ucitelem. Nadé€jnym se pro
Kosslera stal rok 1918 — byla ukoncena 1. svétova valka, svou pozici na gymnéziu vymeénil
od 28. prosince 1918 za misto skute¢ného profesora. Profesorem ad personum byl jmenovan
s ucinnosti od 15. ¢ervna 1920.

»Na tehdejsi Késslerovo piisobeni rdd vzpomind akademik VLADIMIR KORINEK?Y), ktery
byl jeho Zakem. Podle jeho vyprdveni byl Kossler vskutku znamenitym ucitelem. Sdam mél ke
svému oboru velkou ldsku a dovedl vzbudit o néj zajem i u svych Zdkiu. Podporoval jejich snahu
o hleddni takoviych Teseni uloh, kterd nebyla obvykld a uvddénd v knihdch. Toto ovsem mohl
délat jen ucitel, ktery svému predmétu dokonale rozumél a mél ldtku i po strdance didaktické
zcela promyslenou. Dovedl zaujmout Zaky i poucovdanim o poznatcich z jinych véd, napf.
astronomie.“ [Kopfiva (1961), str. 227]

16



Manzelstvi

Jesté v dobé, kdy pusobil jako suplent na gymnéziu v Domazlicich, se Kossler oZenil
se sle¢nou Zdetikou Julii Vintrichovou (1884-1940)26). Siiatek se konal dne 3. srpna 1911

Zdenka Vintrichova se narodila 2. 1. 1884 v Nové Pace ¢. 400 v okrese Ji¢in. Byla dcerou
ENGELBERTA VINTRICHA, slddka v Kralovském pivovare v Nové Pace a KATERINY VIN-
TRICHOVE, rozené MIKOLASKOVE, ze Zabé&hlic. Otec byl pro nezhojitelnou chorobu nucen
vzdat se svého mista, a tak dozival na malém statku pravé v Zabéhlicich. Zdencin bratr, EN-
GELBERT VINTRICH, byl skladnikem cukrovaru v Cakovicich. Sestra FRANTISKA (provdané
TRACKOVA) zemiela v roce 1946. Sestra BERTA (provdand LEDERMANNOVA) se je§té pied
rokem 1914 provdala do Némecka do Boppordu nad Rjnem a s rodinou tfedné neudrzovala
v pozdéjsich letech styk.?®) Sestra RUZENA byla svobodn4, invalidni a Zila po Zden¢iné smrti
v Kosslerové domacnosti.

Zdenka byla ucitelkou matematiky a fyziky??) na divéim lyceu, pozdéji redlném gymna-
ziu ve Slezské ulici na Kralovskych Vinohradech, kde méla povést velmi pfisné profesorky.
Do ucitelského sboru tohoto dstavu vstoupila v roce 1909 jako suplujici sila, pficemz byla
jmenovéana spravkyni fyzikalniho a méfického kabinetu. Skola samotné byla ziizena od gkol-
niho roku 1908 — 1909, fyzikalni kabinet vSak vznikl az v roce néasledujicim, kdy nastoupila
pravé Zdenka Vintrichova, pod jejimZ vedenim se sbirka zdarné rozrustala. Profesorkou ad
personum byla jmenovana od $kolniho roku 1920-1921.%0)

Manzelé Kosslerovi bydleli do roku 1924 v Praze XII., v Perunové ulici ¢. 14, od roku 1924
pak na Korunni t¥idé 53, ¢.p. 1263. Mé&li t¥i déti, nejmladsi dcera KAREN (23. 5. 1916-21.
11. 1922) v8ak zemfela jiz v Sesti letech.

Syn Ivo (nar. 23. 2. 1920) po absolvovani redlného gymnézia studoval na piirodovédecké
fakulté Univerzity Karlovy, kde byl v roce 1948 promovan doktorem prirodnich véd. Tento
slavnostni akt mél pro néj zajimavy nadech, nebot promotorem mu byl vlastni pysny otec.
Od roku 1969/70 byl Ivo Késsler vedoucim katedry makromolekuldrni chemie (dnes katedra
fyzikdlni a makromolekularni chemie) na p¥irodovédecké fakulté.

Dcera MARTA (nar. 10. 2. 1922) rovnéz zacala studovat na stejné vysoké gkole jako jeji
bratr, avsak studium nedokonéila. Pozdéji pracovala jako ti¢etni v Ustavu fysikalni chemie
Ceské Akademie véd.

Zacatkem druhé svétové valky prof. Kossler ovdovél.?!)

Prechod na univerzitu

V roce 1918 predlozil Milos Kossler jako disertaci svou nejrozsahlejsi védeckou praci
O rozvojich platngch pro funkci analytickou v daném oboru, édst I. a II. (celkem 72 str.,
[K5a], [K5b]). Posudek k ni psali JAN SOBOTKA??) a Karel Petr. Dne 10. ¢ervna 1918 slozil
s prospéchem vybornym dvouhodinové ,hlavni“ rigorosum z matematiky a experimentélni
fyziky pred komisi ve slozeni Sobotka, Petr, KUCERA; dne 27. ¢ervna 1918 pak jednoho-
dinové ,vedlejsi“ rigorosum z filosofie rovnéz s vybornym vysledkem pied komisi KREJCH,
DRTINA, MACHAL (t.¢. dékan prirodovédecké fakulty). Poté byl dne 9. éervence 1918 pro-
movan doktorem filosofickych véd (PhDr.).33)

V roce 1920 se podrobil habilita¢nimu fizeni a dosahl venia docendi s i¢innosti od 31. cer-
vence 1920.34) Za habilita¢ni praci pfi tom opét oznadil praci O rozvojich platnych pro funkci
analytickou v daném oboru. Kromé publika¢ni ¢innosti byly v souvislosti s jeho védeckou
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zpusobilosti zminovany i prednasky vykonané v letech 1918 a 1919 pro Jednotu ceskijch
matematiku o fyziku na téma O iteracich celistvé funkce kvadratické a O reseni obecné rov-
nice algebraické. Nahlédnéme na tryvek ze zpravy komise o habilita¢ni zadosti dr. Milose
Kosslera:3®)

L, Vysledky, k nimz dospél, znamenaji vidy podstatné obohacent prislusného oboru. Hlavné
prdce habilitaéni, jak obratnym formulovdnim problémi, bezpecnym uZivdnim rozmanitych
metod, tak origindlnim postupem ve sméru zevseobecriovacim, jakoZz i konecné hojnosti no-
vijch a dulezZitych vysledki, ukazuje k tomu, Ze Zadatel ve své praci védecké jiz daleko vynikl
nad pokusy zacdtecnické a poddvd prace hodné hotového matematika. Je primo priznacno pro
ného, zZe skoro vidy v prubéhu své prace dospivd k problémium novym, zpravidla obecnéjsim.
To nejen ukazuje na opravdové naddni pro matematické tvorent, nybrz muze byti pokld-
ddno i za zdruku, Ze Zadatel bude na drdze, kterou zahdjil s nesporngm uspéchem, zddrné
pokracovati.

Vzhledem k tomu md podepsand komise za to, Ze Zadatel plnou mérou vyhovuje poZa-
davkim, které jest kldsti na docenta matematiky na université ... “

(podepsani B. BydZovsky, K. Petr, J. Sobotka)

Je tedy zcela ziejmé, ze Kossler nemél v imyslu setrvat na misté gymnazialniho profesora.
Od druhého pololeti skolniho roku 1920/21 mél snizeny ucebni kol na polovinu vzhledem
k védeckym ucelim a zacal pfednéset jako soukromy docent pro mathematickou analysu
a algebru matematiku na prirodovédecké fakulté Karlovy univerzity. Zcela propustén byl
z Ceského statniho gymnézia na Kralovskych Vinohradech k 31. prosinci 1922.

& Zastaveni druhé aneb Brnénské intermezzo

Beéhem pusobeni na misté soukromého docenta obdrzel Kdssler za-
jimavou nabidku od profesorského sboru Ceské vysoké skoly technické
v Brné. V roce 1920 po odchodu MATYASE LERCHA3Y) na nové zrize-
nou prirodovédeckou fakultu Masarykovy univerzity se totiz uprdzdnila
druhd stolice matematiky a nabizelo se misto mimorddného profesora.

Jako mozni kandiddti byli v dvahu brdni vsichni mimorddni profe-
sori a soukromi docenti z oboru piusobici na ceskiyjch vysokiych skoldch a
ddle asistent dr. KAREL CUPR3"). Na prebéiny dotaz, zda by méli zdjem
o tuto pozici, odpovédeli kladné KAREL RyCHLIK®), FRANTISEK RADL,
VAcLAv HRUSKA, KAREL DusL, Milos Kossler a Karel Cupr. Komise
pro nové obsazeni II. profesury matematiky z téchto jmen v uZsim vy-
béru zvolila jako kandiddty na prunim misté Karla Rychlika a Milose
Kosslera aequo loco, na druhém miste pak Viclava Hrusku. Pri dstnim
jedndni vsak Karel Rychlik prohldsil, Ze na misto nereflektuje, a tak byl
osloven Milo§ Késsler, nebot (jak je uvedeno ve zprdvé komise pro nové
obsazend II. profesury matematiky ze dne 14. dnora 1921):

,Kosslerova pojednani z analyse a algebry jevi znaleckého i pronika-
vého ducha mathematického a podavaji pozoruhodné prispévky k feseni
zvolenych otazek. ‘ 3%)

Kossler byl vsak natolik srostly s Prahou, Ze se s ni nedokdzal rozlou-
¢it. Zrejme navic v té€ dobé jiz mél slibné vyhlidky na misto mimorddného
profesora, a proto radéji vyckal na toto zlepSeni své pozice na prazské
UNTVETrZIte.
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Od roku 1922 se Kossler pravidelné zucastiioval schizi profesorského sboru fakulty. Z pro-
tokolii vedengch o téchto schiizich?®) lze zjistit, Ze 13. ¢ervna 1922 byla zvolena komise ve
slozeni Jan Sobotka, Karel Petr, BOHUMIL BYDZOVSKY*!) k projednéni ndvrhu na jmeno-
vani Dr. Kosslera mimofadnym profesorem. Komise ve svém navrhu mj. uvedla:

L Zpusobilost Dra M. Késslera poklada podepsand komise za plné prokdzanou, odkazujic
v t€ priciné jiz také na veskrze priznivy posudek o jeho védecké a ucitelské kvalifikaci, ktery
podala p¥i posuzovdni jeho Zddosti habilitacni. Cinnost p. Dra Kosslera od jeho habilitace
(30. cervna 1920) jok akademickd tak zvlasté literarné védeckd tento usudek komise plné
poturzuje. Zpiusobilost ucitelskd byla zvlasté uzndna tim, Ze mu byl, od zimniho béhu 1921,
udélen ucebny prikaz na 3-hod. predndsku ,Uvod do poctu infinitesimdlniho ‘s dvouhod.
cvicenim, kteryzto prikaz vykondvd s plnym uspéchem. BudiZ zvldsté vytknuto, Ze pres to,
Ze nepozival plné dovolené ze skoly stredni, konal v letnim béhu tohoto roku vedle kolegii
pravé uvedenych jesté jednohod. kolegium specidlni (,O transcendentnich Tesenich rovnic
algebraickgjch ‘).«

(podepsdni B. Bydzovsky, K. Petr, J. Sobotka)

Jiz 4. Cervence téhoz roku byl referat o navrzeni Dr. Kosslera mimofadnym profesorem
jednohlasné schvalen. S i¢innosti ode dne 29. prosince 1922 se Milos Kossler stal z rozhodnuti
prezidenta republiky T. G. MASARYKA mimofddnym profesorem.*?) O pét let pozdéji jej
prezident republiky jmenoval rozhodnutim ze dne 31. prosince 1927 fadnym profesorem
matematiky na pfirodovédecké fakulté Karlovy univerzity s i¢innosti od 20. prosince 1927.43)

Kromé vedeni samotnych pfednisek a seminaiu se Kossler vénoval i jinym ¢innostem
souvisejicim s Zivotem univerzitniho profesora. Mimo jiné byl na schuzi profesorského sboru
7. kvétna 1925 zvolen tfetim ze Gtyf volitelu rektora magnifika (nadpoloviéni vétsSinou 25
hlast z 26 odevzdanych). Kdyz bylo na schuzi sboru 10. ¢ervna 1926 konstatovano, Ze ¢a-
sopisy a knihy pfirodovédecké jsou zanedbavéany, byl zvolen ¢lenem stalé bibliote¢ni komise
spolu s profesory DANESEM, VILHELMEM, STERBOU-BOHMEM, KOMARKEM, POSEJPALEM
a SLAVIKEM.

Dale byl od akademického roku 1926/27 podle pfipisu Ministerstva Skolstvi a narodni
osvéty**) jmenovan administrativnim feditelem budovy mathematicko-ptirodovédnych tista-
vt (U Karlova 3) poté, co se této funkce vzdal prof. JINDRICH MATIEGKA®?). V této funkei
Kossler setrval radu let.

& Zastaveni tfeti aneb Vysetifovani ztraty psaciho stroje

Kromé skromngjch remuneracnich prostiedku prindsela funkce admi-
nistrativniho reditele budovy Tadu starosti a potizi. UkaZme si jeden z kon-
krétnich problému, jenz musel Kdssler tesit.

Dne 4. dubna 1936 byl z matematického ustavu v budové U Kar-
lova 8 ukraden prenosny psaci stroj Corona ¢. 3LO 4326. I zacal se
hledat vinik zodpovédny za tuto kradez, coz vyvolalo rozsdhlou korespon-
denci mezi administrativnim teditelem prislusné budovy a hospoddrskou
spravou. V dopise z 6. dubna 1936 adresovaném Hospoddrské sprdvé pro-
vozu vysokijch skol v Praze Milos Kdossler napsal:

L2Ponévadz kradeze se zde jiz diive nékolikrate vyskytly, zadal jsem
dne 2. biezna 1936 hospodariskou spravu, aby opatfila mistnosti ¢is. 75,
79, 112 a 117 v matematickém tustavé bezpecnostnimi zamky. Ponévadz
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se tak nestalo, odmitam za nahote uvedenou ztratu odpovédnost a za-
dam, aby hospodéaiska sprava nam opatfila novy psaci stroj. Soucasné
opakuji zadost o bezpe¢nostni zamky pro mistnosti vyse uvedend.“46)

Na uvedené poddni sprdava jiZz o den pozdéji reagovala dopisem na
dekanstvi prirodovédecké fakulty:

wJezto zéddost tistavu o zakoupeni stroje nového nutno predloziti mi-
nisterstvu skolstvi a narodni osvéty v Praze s Gplnym zjisténim a vylice-
nim stavu véci, zada hospodarska sprava provozu vysokych skol v Praze
o laskavé sdéleni, kym byl po zkusSenostech s dfive jiz vyskytujicimi se
astavnimi kradezemi, umistén psaci stroj - jakozto predmét nejéastéjsich
kradezi - pravé v jedné z mistnosti bezpe¢nostnim zdmkem neopatiené.“4")

Na shora uvedeny dotaz Kdssler odpovidal dlouhym dopisem, z néhoZ
citujeme uryvky:

,2Hospodarska sp. se taze, kym byl po zkusenostech s diive jiz se
vyskytujicimi se kradezemi psaci stroj ulozen pravé v jedné z mistnosti
bezpec¢nostnim zamkem neopatienych.

Odpoveéd zni: Psaci stroj byl vzdy od pocatku trvale ulozen v mist-
nosti asistentu, protoze byl jimi stdle pouzivan.

Dale hosp. sp. soudi, ze ukladanim stroje v jedné z mistnosti bezpeéné
uzamykatelnych byla by byvala moznost zcizeni podstatné snizena.

Tento soud jest zcela spravny. Lze vSak snadno vyloziti, pro¢ se tak
nestalo. V dobé tésné pied kradezi bylo v tstavni budové velmi mnoho
mistnosti s obyc¢ejnym zamkem, v nichz byly cenné predméty snadno
prenosné (n.pf. knihy, poéitaci stroje v kabinetu prof. Schoenbauma, mi-
kroskopy v mistnostech zool. ustavu a t.d.) Nebylo mozno pfedvidati ani
novou kradez, ani mistnost a pfedmét, o né€jz se zlodéj pokusi. Vzhledem
k tomu bylo by byvalo nutno stéhovati vSechny tyto mistnosti v kazdé
poledni prestavce a kazdy vecer do mistnosti s bezpeénym zamkem. To
jest zfejmé neproveditelné, jak vzhledem k nedostatku personalu, tak
pro nedostatek mistnosti proti kradezi bezpecnych. Protoze pak z mist-
nosti asistentu ztracely se zejména knihy a pfedméty malé ceny, soudili
jsme zcela opravnéné, Ze pachatelem jest néktery z posluchac¢u v nouzi
se ocitnuvsi. Nikoho — hospod. sp. v to pocitaje — ani nenapadlo, Ze by
hrozila kradez vétsich rozmeéru. ...

Nebylo mym tmyslem prevaliti odpovédnost za kradez na hosp. sp.
Podle skromného minéni podepsaného nelze viniti nikoho z tstavu, tim
méné pak hosp. spravu ze zanedbani povinné péce. ...

Vsem zfizencum zejména pak vratnému byla nafizena zvysena pozor-
nost. Opatfeni toto jest vSak ceny velmi problematické, nebot nadvorni
zelezné vrata jsou opatfena starym zamkem, ktery otevie kazdy kouskem
dratu. ...

Vzhledem k témto okolnostem jest vskutku ku podivu, ze tstav nebyl
dosud vykraden castéji a dukladnéji. ...Pokladam za svou povinnost
znovu upozorniti hospodéiskou spravu na tento stav véci.“4®)
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Nebudeme zde rozvadeét dalsi peripetie spojen€ s timto pripadem, do-
dejme véak na zdver, Ze matematicky ustav se nového psaciho stroje doc-
kal a vse dobre dopadlo.

25. fijna 1928 byl Milos Kossler dale zvolen ¢lenem komise o nedostatcich personélnich pfi
vyucovani matematiky (spolu s Petrem a Bydzovskym).

Vzpominky studentu

,, O jeho velkém rozhledu a proziravosti sveédci vijrok, proneseny k posluchacium 1. rocéniku,
kteri se na zacdatku skolniho roku 1927-28 shromdzdili v poctu asi triceti pred jeho prednds-
kou: , Pdnové, tézko budete shdnét chlebicek. ‘ Tehdejsi doba byla dobou velké prosperity
a konjunktury. Kossler vidél zrejmé dale. Pozdéjsi léta krize mu dala zcela za pravdu. Jisté
st tehdy vzpomnél © na svd proni tézkd léta po studiich.“ [Kopfiva (1961), str. 228]

Jako piednasejici byl velmi obliben. Jiki KopPriva??), Vojtéch Jarnik a FRANTISEK
Noz1¢kA%%) na svého ucitele a piitele vzpominaji:

»INa ucitelské pusobent prof. Kdsslera na prirodovédecke fakulte, pozdéji po druhé svétové
valce na matematicko — fyzikdlni fakulte Karlovy university v Praze, s ldskou a vdécnosti
vzpominaji stovky jeho posluchacu. Jeho predndsky byly vidy neobycejné krasné, svézi a Zivé.
V jeho hodindch vladlo mimotddné piijemné ovzdusi.“ [Koptiva (1961), str. 227]

,Kdssler pristupoval také ke svym ucitelskym ukolum s velkou svédomitosti, spojenou
s vielym zagmem o Zdka a s vrozenym pedagogickym naddnim.“ [Jarnik (1955), str. 115]

»Bylo by to mdlo, kdybychom tekli, Ze profesor Kdossler byl vynikajicim a talentovanym
ucitelem. Bylo na ném néco, co lidi k nému pritahovalo, néco, pro¢ Tada jeho Zdki vidéla
v ném svuj vzor: zaniceni pro matematiku, skromnost, taktnost a trpélivost, prdtelsky po-
stoj. Avsak hlavni duvod je ten, Ze profesor Kdssler mél lidi rdd, rozumél jejich bolestem
a slabostem.“ [Nozicka (1962), str. 112]

Ponékud jiny odstin mé vzpominka Prof. JAROSLAVA KURZWEILAS!), jeho# diserta¢ni
praci psanou pod vedenim Vojtécha Jarnika Milo§ Kossler posuzoval. Prof. Kurzweil vzpo-
minal na prof. Kosslera jako na velmi milého a skromného ¢lovéka, jehoz prednasky byly
vzdy dokonale promyslené. Osobné se spolu mnohokrat nesetkali, ale jedna ptihoda z doby
po druhé svétové valce, kdy byly poslucharny vysokych kol po dlouhém piustu zptsobeném
uzavienim Ceského vysokého Skolstvi preplnéné, utkvéla prof. Kurzweilovi v paméti.

Pfi jedné hojné navstivené prednasce konané na Karlové v poslucharné M1 se pfi vstupu
profesora Kdosslera do salu do naprostého ticha ozval obdivny vzdech jedné ze studentek —
»,Ten mé ale vlasy ...!“ (nddherné husté Sediny).

Na velmi shovivavého pana profesora vzpomind i pani JIRINA FROLIKOVA. ... Pii
zkousce dostala jako otdzku Jensenovu formuli, a nez se jen stacila nadechnout k odpovédi,
mily pan profesor deset minut povidal o tom, co by rad slysel — nevyrkl odpovéd na svou
otazku, ale snazil se pomoci, jak jen to bylo mozné (aniz to v dany moment bylo nutné)
... Ostatné v kddrovych posudcich z 50. let byla Kosslerovi prilisnd mirnost pfi zkouseni
vytykana.
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Kursy pro vzdélavani uéitelstva

Ani za pusobeni na vysoké skole vSak Kossler nezaneviel na stfedni skoly. Své zkuSenosti
byvalého gymnaziidlniho profesora uplatnil v pfipravnych kursech pro ucitele na skolach
nizsich stupnu. Nékolik desitek ucitelu se o sobotach a nedélich schézelo, aby si rozsifili své
matematické vzdélani. Akademik Cech v této souvislosti napsal:

»Na jeho vynikajici ¢innost pedagogickou s ldskou vzpominaji nejen jeho byvali Zdci;
mnohokrdt v Zivoté jsem mél prileZitost slyset z ust ucitelu byvalych méstanskijch skol nadsend
vypravéni o tom, jok pravé Kassler to byl, kdo je v kursech pro vzdeéldni ucitelstva naucil
spésné vyucovat a vychovdvat.“ [Cech (1954), str. 374]

Cilem kursu bylo pfipravit uéitele ke zkouskam, které byly pro odborné ucitele povinné,
avSak Ministerstvem skolstvi a narodni osvéty nijak zajisténé co se pripravy tykalo. Jednalo
se tedy o svépomocnou akci uéitelii, pofddanou za pomoci odborové organizace. STEFAN
SCHWARZ®?) ve svém ¢lanku [Schwarz (1985)] poznamenal, 7e fada tGcastniki téchto kurst
pozdéji stala u zrodu novych pedagogickych fakult. Milos Kossler zajisté védél, co ucitelé
ke zkouskam potiebovali znat, nebot od roku 1925/26 byl ¢lenem Ceské védecké zkusebni
komise pro ucitelstvi na stfednich gkolach. Reditelem komise byl v té dobé JOSEF JANKO,
naméstkem Teditele Karel Petr, examinatory pro matematiku byli spolu s Kosslerem i Karel
Petr, Jan Sobotka a Bohumil Bydzovsky. Od roku 1931 nahradil v komisi Sobotku Vojtéch
Jarnik, od roku 1932/33 rozsitil fady examinator i VACLAV HLAVATY53).

Matematicky seminar ¢i ustav?

Od roku 1929/30 byl Kossler jmenovan spolu s Bohumilem Bydzovskym, Karlem Petrem,
Janem Sobotkou a EMILEM SCHOENBAUMEM®?) feditelem Matematického seminéie. Bylo
obvyklé, ze v seznamech prednasek na univerzité byvali jako feditelé tohoto seminafe uvedeni
vSichni fadni profesofi. Jiz o rok dfive byl pfitom podén navrh na z¥izeni Matematického
astavu, ktery byl poté mnohokrat urgovan. Podivejme se na argumenty, které Kossler uvadél
v roce 1936 pti opétovné urgenci odiivodiiujici potfebu zifzeni tohoto tstavu:®5)

»Matematicky ustav by zahrnoval dnesnich pét semindii, t7i prosemindre, v jeho rdmci
by byly dva semindie (filosofie exakt. véd a metodologicky), dvodni cvideni prof. Kofinka,
konstruktivni cviceni z deskriptivni geometrie, cely kurs pojistne matematiky a statistiky,
velkd knihovna, kterd je pristupnd po cely den a svym zafizenim slouzi nejen ucelum semi-
ndrnim, nybrz jest studijni knihovnou v Sirsim slova smyslu, nejen pro profesory a ostatni
védecky personal, nybrz také pro mladé badatele. K ustavu by ddle nalezely jesté dvé poslu-
chdrny, pracovny péti rddnych a dvou mimorddnych profesori a jednoho tituldrniho. Mimo
to pusobi jesté v ramci ustavu jeden bezplatny profesor a tii docenti. Ddle jest jesté sbirka
matematickych pristroju a modeli a pracovny asistenti.

Podle dnesniho stavu maji vSichni Teditelé semindiu prdvo pouzZivati knihovny, citdrny,
posluchdren, védeckého a pomocného persondlu a také o nich ciniti rozhodnuti. Vznikaji
neumysind nedorozumeéni a protichudné disposice, hlavné pokud jde o védecky a pomocniy
personal, jakoZ i uZivdni mistnosti ustavu. Disponovdni dotaci na ndkup knih a casopisu
neni svéreno jedné osobé, nybrz vsem Teditelum semindru, ackoliv dotace jest spolecnd. Za
nynéjstho prdavniho stavu bylo by obtizno zjistiti, kdo Tuci za stav knihovny a za veskery
inventdar , ustavni ‘.
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Matematicky ustav de facto existuje a jest veden po strance védecké prof. Dr. Petrem a po
strance administrativni po prof. Sobotkovi spect. prof. Dr. Kdsslerem. Jejich rozhodovdni
nemd dosud prdvniho podkladu a nemuselo by byti kterymkoliv z Teditelu, védeckych a jingch
sil respektovdno.

Za nynéjsiho stavu pravniho mohou jednotlivi profesoti vystupovati vici verejnosti i v ci-
zin€ jen za svoji osobu. Jest nesporné, Ze zrizenim ustavu by védecky vyznam matematiky na
prirodovédecké fakulté jak doma tak i v cizin€ vzrostl, coZ by mélo i velky vyznam prakticky
pokud se tyce vymeény publikact za publikace cizi. Za dosavadného stavu mize se snadno stdti,
Ze dva veditelé semindie objednaji tuté? knihu, ackoliv by pro oba semindie stacila jedna. Ze
ustav fakticky existuje je zirejmo z toho, Ze systemisacnim vynosem ze dne 31. brezna 1931,
¢.j. 50 011/3-30 pridéluje se misto asistenta ustavu matematickému. Pii potvrzovdni a usta-
novovdni asistentu a védeckych sil jest nékdy uzivdn tstav matematicky a nékdy semindr
matematicky.

Proto tento stav muze snadno vésti k nedorozumeéni nebo i zamené. Jest tedy v zdjmu
vyucovdni matematiky, aby tyto poméry byly upraveny prdvné a pri tom se podotykd, Ze
zrizent matematického ustavu by tyto pomery nejen znacné zjednodusilo, nybrz Ze by bylo
mozno i uspornéjsi vyuZiti.

Navrhované zrizeni matematického ustavu md své opravnéni. Je to zrejmo i z toho, Ze
v cizine, na priklad v Némecku, jsou vsade tyto ustavy konstituovdny.

Agenda spojend s Tizenim ustavu jest znacné vétsi nez u vétsiny ustavi na fakulté exis-
tujicich. “

I pfes opakované urgence vsak ke skute¢nému ztizeni tstavu doslo az mnohem pozdéji.
Pedagogické pusobeni

Znacné ¢ast nasich pfednich matematikt minulého stoleti patiila ke Kosslerovym zakum.
Kromé zékladnich pfednasek vedl i kursy, v nichz seznamoval své studenty s poznatky z teo-
rie analytickych funkei (jez byla hlavnim oborem Kosslerova védeckého zdjmu), véetné nej-
novéjich vysledku skoly Borelovy a Hadamardovy, nezapominaje na své vlastni vysledky
z tohoto oboru.

Podivame-li se na prehled prednasek a cviceni, které Milo§ Kdossler vedl na pfirodove-
decké, pedagogické a matematicko-fyzikalni fakulté Karlovy univerzity®®) uvedeny v kapi-
tole sedmé, vidime, ze mél pravidelny zakladni kurs o funkcich jedné komplexni proménné,
prednasky o obycejnych a parcidlnich diferencialnich rovnicich, po profesoru Petrovi pievzal
prednasky z Gvodu do infinitezimalniho poctu, k nimz pro své posluchace napsal i svou
jedinou uéebnici Uvod do poctu diferencidlniho.

Diky svému neutuchajicimu zajmu o fyziku se stal velmi oblibenym i mezi studenty
z Tad fyziku, nebot mél velky cit pro to odhadnout, které znalosti z matematiky mohou
v budoucnosti ve svych oborech upotiebit. Napf. VACLAV VODICKA (viz seznam diser-
taci posuzovanych MiloSem Késslerem uvedeny v ramci faktografickych p¥iloh 7.3) pracoval
dlouh4 léta v matematickém oddéleni Skody Plzeti, podobné bychom mohli jmenovat dalsi
fadu Kosslerovych zaku pohybujicich se v praktickych aplikacich matematiky.

»Predevsim mnozi z jeho Zdku, kteri se uplatnili jako pracovnici na vysokych technickych
skoldach a ve vyzkumngch dstavech v prumyslu, obraceli se na ného s prosbou o matematic-
kou pomoc ve své prdci a tato pomoc byla vidy mazimdlni. Zde slo velmi casto o proble-
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matiku dosud neresenou, vyZadugjici nové myslenky a intensivni praci. Profesor Kdssler mel
velky prehled praveé v téch matematickych disciplindch, které jsou nejdilezitéjsi pro aplikace
(obyéejné a parcidlni diferencidlni rovnice, analytické funkce, konformni zobrazent, variacni

pocet, diferencéni pocet aj.).“ [Nozicka (1962), str. 112]
Eduard Cech ocenil Kosslerovy zasluhy v tomto sméru slovy:

»Po Tadu let spocivala na Karlové université tiha $ireni matematickych poznatki v obo-
rech daleko nejdilezitéjsich pro aplikace prevainé na bedrech prof. Kdsslera; oprdvnénou
snahou o to, aby jeho vyucovaci ¢innost byla v souladu s jeho osobni ¢innosti badatelskou,
Kossler vzdy, kdykoli toho bylo treba, bez vahdni podrizoval tomu uslechtilemu cili, aby z bran
fakulty do Zivota vychdzeli odbornici schopni ucinné pomdhat tém, kdo matematiky potrebuj,
ale nejsou matematiky v uzsim smyslu. ... Zminky zasluhuje i to, Ze té pocetné mase
universitnich studentu matematiky, u kterych uz proni rok studia zietelné prozrazoval, Ze sa-
mostatni badatelé z nich nebudou, kteri vsak nicméné, pokud méli dobrou vuli, byli schopni
opTit o ziskan€ znalosti matematiky uspésnou prdci, prdavé profesor Kdssler nejlépe dovedl
ddt mazimum toho, co jejich mozky stacily strdavit.“ [Cech (1954), str. 374]

Akademické funkce

Své schopnosti jednat s lidmi a bojovat za spravnou véc uplatnil Késsler pfi vykonavani
funkce dékana piirodovédecké fakulty®”), do které byl zvolen 16. kvétna 1935 pro akade-
micky rok 1935/36, stejné jako ve funkci prodékana v roce nésledujicim. Funkci dékana
prevzal Milo§ Kossler po Prof. PhDr. RADIMU KETTNEROVI, v roce 1936/37 ji pak pfedal
PhDr. JOSEFU KRATOCHVILOVI. Na schiizi profesorského sboru 24. fijna 1935 uz jako dé-
kan ... nejprve podékoval panu prodékanovi prof. Dr. Kettnerovi za vSechnu prdci, kterou
fakulte v uplynulém roce vénoval a poprdl mu zdravi a veskeren tuspéch v dalsi jeho prdci.
Rowvnéz podékoval sboru za duvéru, projevenou mu jednomyslnou volbou a slibil, Ze bude
pecovati podle svého nejlepsiho védomd a svédomi o dalsi rozkvét fakulty . .. (viz zapis z uve-
dené schuze prof. sboru). V roce 1935/36 mu byla sniZena ucebni povinnost z péti na tii
hodiny tydné z duvodu vykonu akademického ifadu dékanského, z né€jz ovsem plynuly i jisté
vysady - napt. 22. ledna 1936 byl Kossler spolu s rektorem a dékany ostatnich fakult Karlovy
univerzity na audienci u prezidenta republiky a zapsal se jménem fakulty do gratula¢nich
archu (po prezidentskych volbach) na Hradé.

Bé&hem studijnich let 1935/36 a 1936/37 byl zaroveti ¢lenem Disciplindrni komise pro
profesory a docenty, a ndhradnikem Disciplinarni komise pro ufedniky a zfizence. Na obdobi
1945/46 byl ¢lenem personalni komise spolu s dékanem NOVAKEM, profesory TRKALEM,
ToMi¢KEM, BREINDLEM, KODYMEM, KRALEM a MATOUSKEM; zaroveil se stal ¢lenem ko-
mise pro reformu rigorésniho fadu (spolu s prof. Kettnerem, J. KORINKEM, Matouskem,
Kralem, KREPELKOU a Trkalem). Podobné byl ¢lenem fady dalsich komisi.

Vale¢éné udalosti

»Den po obsazeni Prahy Hitlerovymi hordami prisel profesor Kdssler do posluchdrny, kde
meél pokracovat ve své predndsce o funkcich komplexni proménné. Chvili postdl a dival se na
nas ocima zalityma slzami. ,Je to hrozné ‘ opakoval nékolikrdt pred plénem studenti. ,Bude
néjakou dobu trvat, nez se z toho zase dostanem. Bude treba velkych obéti, ale vérim, Ze to
dobie dopadne. A vy tomu také vérte!‘ Potom odesel, nemohl piedndset. “ [Nozicka (1962),
str. 113]
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V souvislosti s touto prihodou se na mysl tla¢i ne vzdalena podoba s Drdovou povidkou
Vys$si princip. Stefan Schwarz na toto nelehké obdobi vzpominal:

»Dni 14. a 15. marca som preZil este v Prahe a Zivo sa ma me pamdtdm. Drna 14.
marca Praha leZala pod snehom. Sedel som s doc. KNICHALOM v pracouvni prof. Kdsslera
a ,lapali ‘sme najnovsie rozhlasové spravy. Kdssler poznamenal: ,Jarnikovi dejme pokoj.
Pali korespondenci. Ja to udélal driv. ‘ Tato udalost na mria hlboko zaposobila. Nikdy na nu
nezabudnem.“ [Nemoga, Riecan (1999), str. 171]58)

Za okupace byl Kossler na zakladé dekretu ministerstva Skolstvi ze dne 11. Cervence
1940, ¢.j. 85549/40-111/3, jako v8ichni ostatni vysokoskol§ti profesofi dén od 31. ervence
1940 na dovolenou s éekatelnym. Bylo vSeobecné znamo, ze Kossleruv postoj byl vyrazné
protifasisticky. Vale¢né obdobi silné prozival a dokonce se v té dobé vyrazné zhorsil jeho
zdravotni stav. Nenechal se ovsem zlomit a pracoval dal v zajmu ¢eské védy. O jeho zasluhach
o Jednotu se zminime jesté pozdé&ji. Pfipojil se ke skupiné profesori matematiky a fyziky
z Karlovy univerzity a Ceského vysokého udeni technického, kteii se pravidelné schizeli
na ruznych mistech (v kavarndch, v byté akademika Kofinka, ...) a planovali co mozna
nejrychlejsi obnoveni vyuky na ¢eskych vysokych skolach po ukoncéeni druhé svétové valky.
Rozhodné nezahdleli - jiz 10. kvétna 1945 ohlasil Kossler spolu s dalsimi opétovny nastup
do sluzby a nadéle ptisobil jako profesor na pifrodovédecké fakults.>®)

Povalecné obdobi

Dne 8. listopadu 1945 se konala v Collegiu Maximu pravnické fakulty Univerzity Kar-
lovy slavnostni schiize u prilezitosti dvacetipétiletého trvani piirodovédecké fakulty. Milo$
Kossler zde cetl proslov, zastupujic pfi tom Bohumila Bydzovského, jenz se ve svém projevu
zamyslel nad raznymi aspekty rozdéleni filosofické fakulty v roce 1920 na fakulty filosofickou
a prirodovédeckou. S jeho nasledujicimi slovy se Kossler zajisté dokonale ztotoznil:

- - - poloZim duraz na to, co nds spojuje s ostatnimi universitnimi fakultami a zvldsté
s nasi sesterskou fakultou filosofickou, totiz na nezistnou a usilovnou snahu Sirit svétlo védy
jakozto projev svobodného ducha ve vlastnim ndrodu a v celém lidstvu. Nezapominejme, Ze
jsme dédici fakulty, kterd péstovala artes liberales, svobodnou védu . .. “ [Novak, Slavik et al.

(1946), str. 15]

Po valce se stale castéji ozyvalo podlomené zdravi. V listopadu 1947 podal Kossler na
radu oSetiujiciho lékafe zddost o snizeni u¢ebniho tivazku z péti tydennich hodin prednasek
na tfi tydenni hodiny. Oduvodnoval ji tim, Ze ,trpi znanym vycerpanim, které pii na-
maze, spojené s prednasenim, se projevuje zavrati a znemoznuje mu koncentraci k védecké
prednasce.“

Problémy se dale objevovaly i na akademickém poli. V padesatych letech Kossler ne-
vstoupil do KSC, coz mu spolu s vlekljmi zdravotnimi potizemi komplikovalo postaveni na
fakulté. Jeho védecka prace byla presto ocenéna, kdyz byl 8. prosince 1953 jmenovan cle-
nem korespondentem Ceskoslovenské akademie véd, jez byla ustanovena dne 17. listopadu
1952. Akademické pocty se mu dostalo za jeho prace z oboru analytickych funkci. Duvodem,
pro¢ se pozdéji nestal fadnym clenem Akademie, mohl byt stéle se zhorsujici zdravotni stav
i politicky postoj v tomto slozitém obdobi.

Dne 29. Gnora 1956 byla Kdosslerovi Statni komisi pro védecké hodnosti udélena akade-
mickd hodnost doktora véd fyzikalné — matematickych. Diky svym védeckym a pedagogic-
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kym zasluham dostal moZnost i po odchodu do dichodu k 31. srpnu 1957 zustat pracovat na
fakulté. Od 1. zafi 1957 byl pfijat na Matematicky ustav pii matematicko-fyzikalni fakulte,
vedeny Eduardem Cechem, jako védecky pracovnik I. stupné - kandidat véd. Tento pracovni
pomér s nim Univerzita Karlova rozvazala k 31. prosinci 1958 na jeho vlastni zadost, ve
které jako duvod uvedl:

3

,Mmuj vek a zdravotni stav mne nuti omezit se na méné intenzivni praci ... *

I pfesto mu byla ponechéana k dalsimu uzivani jeho pracovna v budové Ke Karlovu ¢. 3,
aby mohl i nadale dochazet do svého oblibeného kabinetu.

Zajmy a politika

V letech 1919-1931 byl Kossler ¢lenem Narodni demokracie. V roce 1931 vsak pred
druhou volbou T. G. Masaryka prezidentem ze strany vystoupil pro nesouhlas s jeji socialni
politikou. Od té doby nebyl ¢lenem zadné politické strany. V posudcich z roku 1953, které
byly sou¢ésti navrhu na pfijeti do Akademie véd, se o jeho politickém smys$leni muZeme mj.
docist:

»Je to masarykovec, ktery v podstaté své mazory memeéni. ...nebo ... Verejného Zivota

se strani. K nasemu zvizeni md kladné stanovisko, i kdyz je pasioni.%®)“

V osobnich dotaznicich uvadél v kolonce jiné€ odborné znalosti, resp. zvldstni védomosti
a dovednosti, dilezité pro sluzbu vlastnictvi vidéiho listu (fidi¢ského prikazu), dobrou zna-
lost anglického a némeckého jazyka, a v neposledni fadé Serm - pozoruhodnou dovednost
dulezitou pro pedagogického pracovnika; tuto zalibu po ném zdédil i syn Ivo.

Kossler byl vlastnikem vozu typu Zbrojovka, specielni dvoudvefové verze (viz obrazova
piiloha, obr. é. 17). V univerzitnim archivu lze najit doklady o tom, Ze svij vuz v nutnych
pripadech zapujcoval dékanatu piirodovédecké fakulty pro sluzebni ucely.

Po pfichodu na univerzitu ve 20. letech byl ¢lenem Stolni spole¢nosti matematika a fy-
siku spjatych s Univerzitou Karlovou v Praze. Spolu s prateli vydavali pod ,uméleckymi

pseudonymy“ (Kossler alias Matéj Kossler, Jarnik alias Vojtéska Jarni, apod.) recesisticky
obcasnik.5t)

Od mladi se rad zabyval sportem. Byl vybornym tenistou a idajné se zna¢nou meérou
zaslouzil o vybudovani tenisovych kurtu v Praze na Albertové. V zimé se vénoval lyZzovani —
rad pravidelné navstévoval Krkonose, s oblibou hral sachy. Po dlouha 1éta hraval se stejnou
spole¢nosti taroky. Bohuzel chatrné zdravi jej donutilo vzdat se mnohych z téchto zalib
s pribyvajicim vékem.

Mezi zaliby ,nesportovniho® charakteru bychom mohli zaradit ¢ily zadjem o pokroky védy
a techniky - kromé jiného, v roce 1959 do jeho zivota ,silné zasdhl“ moment, kdy vesmirna
sonda Lunik 3 vyslala 4. fijna k Zemi pomoci aparatury umisténé na palubé prvni snimky
odvracené strany Meésice. Doslova pry béhal po fakulté s témi obrazky a fascinované si
s mnoha lidmi o tomto objevu povidal.

Po cely zivot zustal vérny dalsim dvéma konickim - astronomii a fotografovani. V ro-
dinném archivu jsou uloZeny desitky fotografii, na nichz Kossler zachytil momentky z cest, fi-
gurky Zebréku, pfirodni scenérie i fadu uméleckych kompozic (viz obrazové p¥iloha, obr. ¢. 15—
19).
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Pisobeni ve spolcich

Kromé prace na univerzité se Kossler zapojoval i do ¢innosti fady ceskych védeckych
spolku — Kralovské ¢eské spole¢nosti nauk, Jednoty ¢eskoslovenskych matematiku a fyzika,
Sdruzeni védeckych pracovnikii atd. Od akademického roku 1926,/27 byl ¢lenem Cs. narodni
rady badatelské.

Rovnéz obcas prednésel i mimo prostiedi Karlovy univerzity. Napt. 20. fijna 1932 vy-
stoupil na pudé Jednoty s predniskou na téma Neékolik vysledki z teorie prostych funkct,
jejiz hlavni ¢asti byl obsah ¢lanku LADISLAVA SPACKA [Spacek (1933)]. Tento ¢lanek byl
vytahem z disertace, kterou Kossler spolu s Jarnikem posuzoval. Pfednasku Kossler doplnil
zminkami o vysledcich z praci Marxovych, Rogosinskiho a svych vlastnich.

V roce 1935 proslovil ve dnech 7. a 8. kvétna na prirodovédecké fakulté Masarykovy
univerzity v Brné odbornou pfednasku na téma Prosté mocninné tady.

Poté, co byla po skonceni valky obnovena prednaskova ¢innost Jednoty, vystoupil 20. lis-
topadu 1946 s prednaskou Zlomky Fareyovy a jejich vyznam v elementdrni theorii ciselné.

Mezinarodni matematicky kongres v Torontu

Doklady kontaktu Milose Kosslera se svétovou matematikou najdeme nejen v nepiimé
podobé Eastych odkazii na prace Hadamarda, Borela, Landaua, CebySeva, ¢i mnoha dal$ich
v jeho dile, ale i v osobni ticasti na 7. mezindrodnim matematickém kongresu v Torontu,
ktery se uskutecnil ve dnech 11.—16. srpna 1924.

Povéalecna situace v Evropé nebyla nijak finanéné prizniva pro dalekou cestu matema-
tik do zdmoti. Kanadsky organizac¢ni vybor proto jménem Prof. FIELDSE nabidl Narodnimu
Vyboru ¢ésl. matematiku finanéni podporu ve vysi 400 dolaru pro dva ucastniky z fad ¢esko-
slovenskych matematiku. Tato suma priblizné odpovidala nakladim na cestu a skromny
pobyt, nebot v té dobé zpatecni lodni listek z Cherbourgu do Montrealu stal 270 dolart,
zpatecni cesta vlakem z Montrealu do Toronta 25 dolarti, ubytovani denné 3 dolary, denné
dvé hlavni jidla bez napoju 4 dolary.

8. dubna 1924 se proto seSel Narodni Vybor ¢sl. matematikt ve slozeni Bydzovsky, HOs-
TINSKY, Petr, Sobotka, aby zvolil vhodné kandidaty. Na névrh profesora Petra bylo jedno-
myslné schvaleno, aby se do Kanady vydali prof. Bydzovsky a prof. Kossler. Tretim cesko-
slovenskym zastupcem na sjezdu pak byl prof. VLAD. NOVAK z Brna jako delegat brnénské
Ceské techniky. Bohumil Bydzovsky byl jmenovan delegatem Ceské Akademie a Karlovy uni-
verzity, Milo§ Kossler zastupoval Kralovskou ¢eskou spolecnost nauk, spole¢né byli delegaty
Jednoty.

Béhem sjezdu diskutovali s ostatnimi icastniky nejen o védeckych a zivotnich pomérech
u nas, ale zucastnili se i ruznych exkurzi, promitani filmu a vystav. Aktivné se zapojili do
programu sekci vénovanych algebie, teorii ¢isel a analyze (sekce I) a geometrii (sekce II)
svymi sdélenimi. Kossler prednesl referat na téma On a generalization of Fabry and Szdsz’s
theorems concerning the singularities of power series.

Do programu sjezdu byl zarazen i vylet k Niagarskym vodopadtum a prohlidka hydrocen-
traly v Chippewé. Kossler vSak po navratu ze zamoti domu velmi rad vzpominal i na cestu
napti¢ Kanadou az k Tichému oceanu do Vancouveru a zpét, kterou organizatori usporadali
pro evropské ucastniky sjezdu po jeho skonceni. Jednalo se o osmnéctidenni putovani, jehoz
soucasti byla navstéva fady univerzit, koleji a observatoii mj. ve Winnipegu, Edmontonu
a Viktorii, ale i prohlidka prumyslovych zavodu ¢i pfirodnich zajimavosti.
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Druhy sjezd matematiki zemi slovanskych

Ve dnech 23.-28. zafi 1934 se v Praze konal II. sjezd matematikt zemi slovanskych. Milos
Kossler byl spolu s Karlem Rychlikem delegatem Jednoty ceskoslovenskych matematika
a fyziki, ¢lenem organiza¢niho vyboru, a zaroven spolu s Vojtéchem Jarnikem vedl tieti
sekci, vénovanou analyze. Kossler vystoupil s referdtem na téma Uber Potenzreihen mit
beschrinktem Imagindrteile , jehoZ struény abstrakt byl otistén ve sborniku Zpravy o druhém
sjezdu matematiku zemi slovanskych (viz [K24’]). Nutno vSak poznamenat, %e konference
nebyly v dobé prvni republiky pfili§ v médé, ani z celosvétového hlediska. Jednim z duvodu
byl bezesporu nedostatek penéz na podobné akce.

V prosinci roku 1934 navrhli profesofi matematiky na schuzi profesorského sboru pfiro-
dovédecké fakulty, aby byl pozvan profesor FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL (1871-
1956) z Pafize. Poté, co Ministerstvo skolstvi a narodni osvéty vyhovélo ndvrhu na jeho
pozvani k prednaskam na prirodovédecké fakulté, byl Kossler zmocnén, aby s prof. Borelem
piifmo jednal a zafidil vSe potiebné. V souvislosti s touto udalosti Stefan Schwarz v ¢lanku
[Katrinak, Zndm (1979)] vzpominal:

wJednota mala na vtedajsie pomery rozsiahlu edicni ¢innost. Okrem toho boli skoro tijz-
denne v Prahe predndsky. Aj ked ndvstevy neboli prilis vel’ké, vidy sa zislo 20-30 ucastnikov
... Pamdtam si na prednasku E. Borela asi z roku 1936, ktory bol v tom case aj vjznamnym
francizskym verejnym cinitel’om. Pritomngch bolo asi 200 l'udi. Predndsal nieco o poctu
pravdépodobnosti, ale az prili§ elementdrne. Pamdtdm si, ako v mojej pritomnosti zufalo
nariekal prof. Kossler ,Co si ten cloveék o nas mysli? ‘a prof. Korinek mu pritom tempera-
mentne sekundoval.“ [Nemoga, Riean(1999), str.92]

Ctvrty sjezd Eeskoslovenskych matematikt

Ve dnech 1. az 8. zari 1955 v Praze probéhl 4. sjezd ceskoslovenskych matematiku.
Milos Kossler se aktivné zapojil do programu II. sekce vénované matematické analyze. Dne
5. za¥i zde prednesl prispévek nazvany O jisté domnénce z theorie prostych rad mocninngch.
Vzhledem ke skutecnosti, Ze toto sdéleni nebylo uvedeno v puvodnim seznamu Kosslerova
dila [Jarnik (1955)], bude mu vénovéana zvlastni pozornost v odstavci 7.1.

Jednota c¢eskoslovenskych matematika a fyzika

Mluvime-li o prof. Kosslerovi v souvislosti s jeho ¢innosti ve védeckych spolcich, nesmime
zapominat na jeho pifinos Jednoté ¢eskoslovenskych matematiku a fyziku. Jejim ¢lenem se
stal idajné uz béhem studentskych let; nejstarsi zdznamy o Kossleroveé ¢innosti pro Jednotu
najdeme v [Posejpal (1912)]. Ve spravnim roce 1910/11, kdy Kossler pusobil jako profesor
c.k. vyssiho redlného gymnéazia v Domazlicich, pracoval coby jednatel Jednoty tamtéz; v se-
znamu ¢lent Jednoty v den valné hromady 8. 12. 1911 byl uvadén jako ¢inny ¢len s roénim
prispévkem 4K.

V Cervnu 1912 vypsala Jednota konkurs za udéleni ceny ze Studnickova fondu v hodnoté
400 korun pro ¢leny Jednoty, za ¢eskou publikaci z matematiky, fyziky nebo deskriptivni ge-
ometrie uverejnénou v letech 1912-1915. Kossler se do soutéze ptihlasil se svou praci Vztah
mezi poctem prvocisel v dangch mezich a vétou Wilsonovou. Az do 27. ¢ervna 1915, vy-
ro¢niho dne narozeni zakladatele fondu, kdy méla byt cena udélena, byla prihldsena jedina
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dalsi préace, a to prace Josefa Krkosky Zaklady pohybového pricinoslovi ve svétle svého vy-
v0j€e%?). Na zakladé odbornych posudkii komise ve slozeni Fr. Nusl, K. Petr, V. Posejpal a V.
STROUHAL kazda z obou piihlaSenych praci ziskala cenu ze Studnic¢kova fondu v hodnoté
100 korun.

Dne 11. listopadu 1917 byl Késsler zvolen do vyboru Jednoty. V roce 1919 se stal zakla-
dajicim ¢lenem. (Manzelka Zdenka patiila mezi ,fadové“ — skuteéné ¢leny Jednoty.) V letech
1917-1926 zastéval funkci knihovnika. Vezme-li se v ivahu, Ze sam s jedinym pomocnym kni-
hovnikem museli zvladat katalogizaci i puj¢ovani knih a ¢asopistt v dob€, kdy knihovna Jed-
noty prochazela vyznamnym obdobim rozvoje, nebot po 1. svétové valce se znacné rozrustal
jeji knihovni fond i pocet odebiranych ¢asopisi, jednalo se jisté o velmi narocnou praci.
Pfestoze Kossler zustaval aktivnim ¢lenem Jednoty (jako ¢len vyboru pusobil do roku 1947),
funkce knihovnika se v roce 1926 musel vzdat, nebot by nezvladal vSechnu praci v knihovné
a soucasné prednasky na fakulté.

S pusobenim ve vyboru Jednoty souviselo i ¢lenstvi v ruznych komisich zfizovanych
Jednotou k rozliénym ucelim. Stru¢né zminime nékteré z téchto pripadi.

V roce 1916 se Jednota rozhodla spolu s Ceskou Matici Technickou a jingmi odbornymi
spolky ztcastnit se sbéru materidlu pro Slovnik jazyka ¢eského, ktery piipravovala Ceska
Akademie. Komise ve slozeni Hostinsky, KADERAVEK, KAVAN, Kossler, MASEK, Posejpal,
VOROVKA méla za kol sestavit seznam matematickych, fyzikalnich a astronomickych knih
pro tvorbu materidlu pro odbornou terminologii a pfipadné i odborny slovnik.

V roce 1931/32 byl Kossler spolu s LADISLAVEM CERVENKOUS3), B. Magkem a A. ZAC-
KEM urcen ke spolupraci na normalizaci P¥irodovédeckého klubu.

V roce 1936/37 byl Kossler spolu s L. Cervenkou, V. Hrugkou a M. Valouchem zvolen
¢lenem stavebni komise JCMF s cilem pracovat na piipravach k novostavbé nadvorniho
domu Jednoty v Praze IL., Zitné ulici 25. Nova budova se méla stat i sidlem firmy FYSMA,
vyroba védeckych a ucéebnich pFistroju, spol. s r.0., jez byla zalozena Jednotou na podzim
roku 1935. Milos Kossler spolu s fadou kolegti, mezi nimiz byli F. BoCEK, L. Cervenka, J.
HRDLICKA, V. RY$AVY, B. Slavik, M. SMOK, S. TEPLY, M.A. VALOUCH, F. VESELY, FR.
VYCICHLO, A. WANGLER, A. Zacek a dalsi, se stal podilnikem této spolecnosti.

Po dlouh4 léta byl Milo§ Kossler ¢lenem redakéni rady Casopisu pro péstovdni matema-
tiky a fyziky pro ¢ast matematickou, fadu svych védeckych stati publikoval pravé v tomto
casopise.

V roce 1938/39 zastaval ve vyboru Jednoty funkci jednatele a dale byl zvolen ¢lenem
tzv. reformni komise pro redlné predméty na strednich skoldch, spolu s nim byli ¢leny této
komise vysokoskolsti profesoii Vladimir Kofinek, FRANTISEK NACHTIKAL, vrchni Skolni
rada VACLAV INGRIS a stfedoskolsti profesofi Stanislav Teply, Frantisek Vy¢ichlo a Alois
Wangler. Na ustavujici schuzi komise 5. prosince 1938 byl Kossler zvolen referentem pro
otézky vseobecné. Komise méla sledovat vSechny snahy o reformu a pfipravovat névrhy na
reformu, pfedevsim realnych predméta.

»1ezko lze slovy zhodnotit prdci, kterou vykonal pro Jednotu v dobé okupace. V letech
1939 azZ 1943 byl predsedou Jednoty. Po uzavreni vysokych skol stala se Jednota jedingm
strediskem naseho védeckého Zivota v matematice a fyzice. Bylo tehdy potreba obratné jed-
nat tak, aby byla zachovdana alespori castecné publikacni moznost pro matematiku a fyziku
navzdory restrikénim predpisum nacistu a aby se zachovala knihovna Jednoty. To je jen
strucny a neuplny popis tézkosti, které bylo treba prekondvat. Jen velké proziravosti a klid-
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nému a moudrému vedeni Jednoty tehdejsim jejim predsedou prof. Kdsslerem a teditelem M.
VALOUCHEM®?) wdécime za to, Ze Jednota ceskoslovenskijch matematiki a fyziki prosla bez
velké dhony a estné touto tézkou dobou. “ [Kopfiva (1961), str. 230]

Spravedlivym ocenénim Késslerovych zasluh o Jednotu bylo v dubnu 1959 na I. sjezdu
JCMF jeho zvoleni ¢estnym ¢lenem.

Kralovska Ceska spole¢nost nauk

Kromé pusobeni v Jednoté byl Milos Késsler ¢lenem i jinych védeckych spolecnosti. Po
schvaleni navrhu prof. Petra a Sobotky ze dne 13. prosince 1922 byl od roku 1923 pfijat
jako mimorddny Clen Kralovské ceské ucené spole¢nosti, predchudkyné dnesni Akademie
véd. Radnym ¢lenem se stal od 10. ledna 1934.

I v této spolecnosti, podobné jako v Jednoté, pracoval na vyssich postech — nejprve od
roku 1940 jako tajemnik II. tiidy — matematicko-prirodovédecké, pozdéji od roku 1944 zastu-
poval profesora FRANTISKA ZAVISKU®Y), zatéeného v té dobé gestapem, ve funkci hlavniho
tajemnika. Po Zaviskové smrti byl Kossler v letech 1945-1949 sdm hlavnim tajemnikem.
Této pozice se vzdal ze zdravotnich duvodu.

V letech 1958-1961 byl pfedsedou tzv. Bolzanovské komise, ktera byla puvodné zalozena
5. bfezna 1924 pri Kralovské ceské ucené spolecnosti s cilem predstavit verejnosti dilo filo-
sofa a matematika Bernarda Bolzana. V prubéhu své ¢innosti komise narazela na obrovské
finan¢ni potize, v roce 1952 byla dokonce rozpusténa v souvislosti se zanikem Kralovské
eské spole¢nosti nauk. Kdyz se po Sesti letech Ceskoslovenska akademie véd rozhodla tuto
komisi ozivit, stal se pravé Kossler jejim novym ptredsedou. Ostatnimi ¢leny byli OTAKAR
BORUVKA®Y®), J. HOLUBAR, V. Kofinek, K. Rychlik a I. SEIDLEROVA. Za tii roky své exis-
tence se vS8ak ani této sestavé nepodafilo splnit puvodni zdmér celé komise. ,,Dluh“ vuci
Bolzanovi pretrval i nadale.

Matematicka obec prazska

V fijnu 1950 byla zalozena Matematickd obec praZska, jez sdruzovala pracovniky a pra-
tele matematiky z Prahy. V jejich fadach byli ¢lenové Jednoty, zaméstnanci Ustfedniho
ustavu matematického, Clenové kateder matematiky prirodovédecké fakulty Karlovy uni-
verzity a Ceského vysokého uceni technického, aspiranti matematiky, studenti a jini. Tato
spolec¢nost se schazela obvykle jednou za ¢trnéct dnu k prednaskam a referatium, tyto schuzky
navstévovalo v prumeéru kolem ¢&tyficeti osob. 12. bfezna 1951 zde Milos Késsler prednesl
prednéasku na téma O prostych polynomech a prostych funkcich.

Odchod ze scény

Milos Kossler zemfel tragicky dne 8. tnora 1961, kdyz pfi prochazce Riegrovymi sady
spadl do hlubokého vymolu, kde zustal lezet bez pomoci a podchlazeni organismu se mu stalo
osudnym.b") Pohieb se konal 14. inora v krematoriu ve Strasnicich. Univerzita Karlova tak
ztratila nejen vynikajiciho profesora, ale predevsim jedine¢nou osobnost. Pfipomenme si na
tomto misté slova akademika Eduarda Cecha:

»Mnohé bylo u Milose Kosslera, co mne vZdy mocné pritahovalo a v éem jsem videl pro
sebe vzor. Byl to predevsim Zivelny zdjem o matematickou védu, na hony vzddleny jakémusi
karierismu a pozustdvagjici jen a jen v zanicenosti pro jeji studium, bez néhoZ si Zivot nedo-
vedl predstavit. Byla to za druhé nesmirnd poctivost a dobrota srdce, nemoznost komukoli
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sebe méné ubliZit a touha nezistné pomdhat vsude, kde toho bylo treba. Byla to za treti bezvy-
hradnd svédomitost, se kterou Kdssler vykondval kazdy ikol, ktery mu byl svéren; Kdsslerovi
bylo vidy naprosto cizi to, s ¢im se casto setkdavame u védeckych pracovniki mnohem méné
vyznamnych: pro ného bylo nemozné nazirat na néjakou prdaci joko na nedosti distojnou
védce a v dusledku toho ji odbyvat, stejné tak pro ného bylo nemozné prezirat pomocny per-
sondl a chovat se k nému povysené. Byla to za cturté aZ uprilisnend skromnost, spojend
také s malou prubojnosti, kterd snad spoluzavinila to, Ze pravé Kdssler, jehoZz pozornost byla
v matematice vidy zamérena prdvée k partiim nejvyznamnéjsim pro theorii i praxi, mél mezi
svymi Cetngmi Zdky pomérné jen mdlo opravdu vynikagjicich.“58)

K piisobeni Miloge Kosslera v JCMF se vraci i stru¢ny nekrolog uvefejnény v Casopise
pro péstovani matematiky: )

ZEMREL PROFESOR MILOS KOSSLER

,Dne 8. unora 1961 zemtel v Praze ve véku 77 let prof. dr. Milos Késsler, profesor mate-
matiky na Karlové université, clen - korespondent CSAV. Profesor Kossler byl vynikajicim
pracovnikem v matematické analyse. Svému ucitelskému povoldni se vénoval s mesmirnou
laskou a jeho obétavosti vdécné vzpominaji vsichni jeho Zdci. Profesor Kdssler se mnoho-
stranné zaslouZil o rozvoj nasi matematiky. V r. 1935-36 byl dekanem prirodovédecké fakulty
Karlovy university a Tadu let pisobil jako predseda JCMF. Cldnek o jeho Zivoté a dile pri-
neseme v nékterém z pristich cisel casopisu.“

Redakce

Tolik strohé informace, které jen tézko mohou vyjadrit lidskou stranku ztraty spojené
s umrtim Milose Kosslera. O¢ 1idstéjsi rozmér maji vzpominky Frantiska Nozicky:

»Datum 8. unora 1961 mi pripomind smutecni zdstavu na budové nast fakulty a nece-
kanou jeji souvislost s profesorem Kdsslerem, pripomind mi strohé ,Vis to uz? ‘z vidkych
rozhovoru toho dne na nasem pracovisti. Kazdy, at mlady ¢i stary ucitel, sam pro sebe se
zamyslel nad smutnou uddlosti toho dne, nad clovekem, ktery byl nejen vynikajicim védcem
a ucitelem, ale téz clovekem s nesmirnou dobrotou srdce, ktery meznal jakkoli ublizit. Vidyt
pomdhal kazdému a vsude, kde toho bylo treba; pritom jeho ochota nepramenila z védomi
povinnosti nebo z Zivotni filosofie. Byl prosté uslechtily v pravém slova smyslu. Vzpominka
na profesora Kdsslera je mild tak, jak byl mily on sdm, vzpominka na ného vede a pomdhd.“
[Nozicka (1962), str. 111]

Poznamky
'Y Viz Matrika narozenych ve farnosti sv. Hastala, mikrofilm HS N19, karton M7, Archiv hl.

mésta Prahy.

2) Viz Matrika narozenych ve farnosti sv. Ducha, mikrofilm DUCH N6, karton M1, Archiv hl.
meésta Prahy.

3) Viz Matrika oddangch farnosti sv. Hastala, mikrofilm HS 010, karton M8, Archiv hl. mésta
Prahy.

%) Vzhledem k faktu, Ze zemiela nahle na Zofiné, je tmrtni akt zapsan nejen v matrice u sv.
Hastala, ale i v Matrice zemfelych farnosti sv. Vojtécha, mikrofilm VO Z10, karton MA47,
Archiv hl. mésta Prahy.

5) Pokud by snad hloubavy Gtenaf zavahal pii srovnavani véku sirotkt s datem stiatku rodiéd,
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je pravdou, Ze druhorozend dcera Karolina se narodila uz pét mésicu po svatbé. Kossleruv
otec byl v tomto sméru na svou dobu velmi pokrokovy.

Viz Matrika oddanych farnosti sv. Hastala 1873 — 1885, mikrofilm HS 011, karton M8, Archiv
hl. mésta Prahy.

Viz Matrika narozenych ve farnosti sv. Hastala, mikrofilmy HS N16 — N20, karton M7, Archiv
hl. mésta Prahy a Matrika zemfelych farnosti sv. Hastala, mikrofilm HS Z9, karton M70,
Archiv hl. mésta Prahy.

Celym jménem Bozena Josefa Rosalie, narozena 26. fijna 1888, kiténa u sv. Hastala dne
4. listopadu 1888. Viz Matrika narozenych ve farnosti sv. Hastala, mikrofilm HS N20, karton
M7, Archiv hl. mésta Prahy.

Viz Matrika zemfelych farnosti sv. Hastala, mikrofilm HS Z9, karton M70, Archiv hl. mésta
Prahy.

Jedné se o zZivotopis psany pro ucely zaméstnavatele, uloZeny v osobni slozce Milose Kosslera
v Archivu Univerzity Karlovy.

Viz Zapis tmrtni, AX 36/1910, fond Okresni méstsky delegovany soud civilni pro Staré mésto
Josefov, Archiv hl. mésta Prahy.

Vojtéch Jarnik (1897-1970), esky matematik svétového formatu, vynikajici pedagog, profesor
pfirodovédecké, pozdéji matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze. R4dnym
profesorem byl jmenovan od roku 1935, v roce 1947/48 byl dékanem piirodovédecké fakulty,
v letech 1950-1953 byl prorektorem Univerzity Karlovy. Specializoval se na teorii ¢isel (mj.
problematiku mf#izovych bodi a diofantickych aproximaci) a teorii funkci redlné proménné.
Byl autorem c¢tytsvazkového dila Diferencidaini pocet I, II a Integralni pocet I, II.

Viz Hlavni skolni katalogy C. a k. akademického gymnézia v Praze z let 1895-1903, ulozené
v Archivu hlavniho mésta Prahy.

Viz Hlavni protokol o maturitni zkousce ve Skolnim roce 1902/03 C. a K. akademického
gymnadzia v Praze, uloZeny v Archivu hlavniho mésta Prahy.

Seznam byl vytvoren na zakladé ddaju v Katalozich posluchac¢u filosofické fakulty, fond Fi-
losofové fadni od A do L, Zimni béh 1903 az Zimni béh 1907, uloZzenych v Archivu UK.
V seznamu je vzdy uveden pfedmét, vyucujici a pfedepsany tydenni hodinovy rozsah.

V tomto béhu pozival Kossler prazského méstského stipendia v sumé 400K udéleného od rady
kréal. hl. mésta Prahy dne 14. 3. 1907 N. 5423 - XVIIL.

FrantiSek Josef Studnicka (1836-1903), vyznamna osobnost ¢eského védeckého i kulturniho
zivota druhé poloviny 19. stoleti, profesor matematiky na prazské technice, prazské i Ceské
univerzité. Zabyval se matematikou, fyzikou, astronomii, meteorologii, historii a popularizaci
védy. Byl autorem prvnich ¢eskych vysokoskolskych ucebnic pro posluchace techniky.

Eduard Weyr (1852-1903), ¢esky matematik, profesor matematiky na ¢eské technice v Praze,
autor mnoha praci z geometrie (pfedevsim projektivni), algebry a diferencialniho poctu.

Karel Petr (1868-1950), jeden z nejvétsich ¢eskych matematiki, profesor Karlovy univerzity.
Po absolutoriu filosofické fakulty na prazské univerzité nékolik let pusobil jako gymnazidlni
profesor, habilitoval se na Vysoké skole technické v Brné, poté pozadal o pfeneseni habilitace
na Karlovu univerzitu, kde setrval celych 35 let az do odchodu na odpocinek. Po zfizeni
prirodovédecké fakulty v roce 1920 byl jejim prvnim dékanem. Jeho nejmilejsimi obory byla
teorie Cisel a algebra. Celkem napsal 108 védeckych praci, za svou ¢innost v matematice se
dockal mnoha poct a ocenéni (napi. ¢estného doktoratu pfirodnich véd Masarykovy univerzity
v Brné (1938), ceny zemé Ceské v oboru piirodovédy (1947), atd.).
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Eduard Cech (1893-1960), ¢esky matematik. Od roku 1923 piisobil na Masarykové univerzit&
v Brné, po 2. svétové valce byl profesorem Univerzity Karlovy v Praze, zaslouzil se o vybu-
dovani Matematického tistavu CSAV v Praze. Zabyval se predevsim topologii a diferencialni
geometrii, byl autorem série stfedoskolskych ucebnic.

Frantisek Nusl (1867-1951), Gesky fyzik, &estny ¢len Jednoty, profesor Karlovy univerzity.
Vénoval se praktické a geodetické astronomii. Ve spolupraci s Josefem Janem Fricem po-
psal a zkonstruoval nové typy astronomickych pfistroju, podilel se na vystavbé hvézdarny
v Ondrejové. Byl feditelem statni hvézdarny v prazském Klementinu.

Clanek vydany v Casopise pro péstovani matematiky a fyziky 57 (1928), str. 169-182. Volnym
pokracovanim této prace byly ¢lanky [Kofinek (1938)], [Kofinek (1948)].

Sbornik byl vydan JCMF redakci B. Bydzovského, Fr. Zavisky a A. Zacka v Praze 1928.

Viz 44. ro¢ni zprava C. a k. akademického gymnézia v Praze 1907-1908, Archiv hlavniho
meésta Prahy.

Vladimir Kofinek (1899-1981), ¢esky matematik, profesor matematiky na prirodovédecké
fakulté Univerzity Karlovy od roku 1940, v letech 1953 — 1955 byl dékanem matematicko-
fyzikalni fakulty UK. Oborem jeho zajmu byla teorie grup, svazu a algeber, aritmeticka teorie
kvadratickych forem. Byl autorem znamé knihy Zdklady algebry.

V archivnich materidlech se rovnéz objevuje podoba jména Wintrichova (viz napf. ve vyroé-
nich zpravach astavu, kde udila).

Viz zapis v Knize oddanych kostela Nejsv. Trojice v Podskali - Praze II., ulozené ve Stat-
nim oblastnim archivu v Praze. Oba snoubenci vstoupili do svazku manzelského ve véku 27
let, ohlasky probéhly 16., 23. a 30. Cervence 1911 v Domazlicich a rovnéz v Praze v Pod-
skali. Svédky byli FrantiSek Tuma, Gfednik, a FrantiSek Kossler, afednik zemského vyboru
na Smichové. Oddéavajicim knézem byl Josef Jificny.

Vzhledem k valecnym udalostem a pozdé€jsi politické situaci v 50. letech se nelze divit, ze se

rodina ke styku se svou pfibuznou zijici v Némecku ,uredné nehlasila“.

Pro zajimavost nahlédnéme do ucebnich osnov pfedmétu, jez Zdenka Vintrichova na tomto
lyceu vyucovala.

Matematika — Ukol ucebny arithmeticksy

... Obratné a jisté uzivati ctyr zdkladnich zpusobu pocitdni prostymi a uzitymi Cisly celymi a
zlomky. Pocitani z paméti. UZiti nabytych védomosti na pomeéry obéanského Zivota, a to se
zrenim k hospoddrstvi, sporitelnam, pojistovndm a penéZnim ustavum. . ..

... Volba ldtky déjz se stdle se zrenim k potrebdm Zivota praktického, zvldisté pak obcanské
domdcnosti. Vymyceny budtez ukoly s nepravdépodobnymi isly a zlomky. . ..

Fyzika — Ukol ucebny
Pozndni nejpatrnéjsich zjevi piirodnich dle pozorovdni a pokusu se stalym zrenim k prislus-
nym dkazim Zivota denniho.

Uvedené informace byly ¢erpany z Prvni vyro¢ni zpravy divéiho lycea na Kral. Vinohradech
za Skolni rok 1908/1909, uloZené v Archivu hlavniho mésta Prahy.

Viz Vyroéni zpravy Divéiho reformniho redlného gymnazia ve Slezské ul. v Praze 1908-1938,
Archiv hlavniho mésta Prahy.

Informace o rodinném zézemi vychézeji z idaju uvedenych v osobni slozce Milose Kosslera
ulozené v Archivu Univerzity Karlovy; osobnim spise Milose Késslera, fondu Ministerstva
skolstvi, karton ¢. 89, ulozeném ve Statnim tstfednim archivu; osobni slozce Milose Kosslera,
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fondu Cs. akademie véd, karton ¢. 39 a fondu KCSN, karton 19, uloZenych v archivu Akademie
véd CR, a dile z vyse jmenovanych matrik.

Jan Sobotka (1862-1931), Gesky matematik, od roku 1904 profesor matematiky na Karlové
univerzité. Oborem jeho zdjmu byla deskriptivni geometrie, pfedevsim axonometrie, diferen-
cidlni a projektivni geometrie.

Viz Protokol o pfisnych zkouskach k dosaZeni hodnosti doktorské na filosofické fakulté C.k.
Ceské university v Praze, zapis ¢. 915, ulozeno v Archivu UK Praha.

Navrh na Kosslerovo jmenovani docentem profesorsky sbor schvalil na schuzi 19. tnora 1920,
kollokvium (22. dubna 1920) i pfednéska (27. kvétna 1920) bylo vykonano uspokojivé. Jednalo
se o Cestny titul - moznost prednaset na univerzité byla pro nositele velkym ocenénim. Misto
docenta neobnaselo zadny staly plat, pouze obcasné skromné jednorazové financni odmény.

K. ¢isl. 968 z 11. 11. 1919, ulozeno v Archivu UK.

Matyas Lerch (1860-1922), prvni profesor matematiky na Masarykové univerzité v Brné od
roku 1920, od roku 1921 #adny ¢len Ceské Akademie véd, jiz v roce 1922 vSak zemiel na zapal
plic. Byl autorem vice nez dvou set védeckych praci, zabyval se teorii nekone¢nych fad, teorii
gamma funkce, teorii eliptickych funkci, integralnim poctem, teorii ¢isel a geometrii.

Karel Cupr (1883-1956), éesky matematik. Po absolvovani filosofické fakulty Univerzity Kar-
lovy v Praze pusobil jako stfedoskolsky profesor v Brné, kde od roku 1914 zastaval misto
asistenta pii II. tistavu matematiky na CVUT. Uz jako soukromy docent nahradil v roce
1921/1922 odchézejiciho Lercha. Od roku 1928 byl jmenovan fadnym profesorem. Zabyval se
aplikacemi matematiky v elektrotechnice, geodézii a statistice, dale pak historii matematiky,
predevsim déjinami matematiky na Moravé.

Karel Rychlik (1885-1968), cesky matematik, profesor Ceského vysokého uéeni technického
v Praze. V Sirokém spektru jeho zdjmu vynikaly oblasti moderni abstraktni algebry, teorie
Cisel a historie matematiky; fada jeho praci byla vénovana osobnosti Bernarda Bolzana. S Mi-
losem Kosslerem se s vysokou pravdépodobnosti setkal jiz béhem studia - Rychlik studoval
na Akademickém gymnéziu v Praze o ro¢nik nize nez Kossler.

Viz Zpréva komise pro nové obsazeni II. profesury mathematiky, k.¢. 18084/21, fond Minis-
terstvo skolstvi, osobni spis Milose Kosslera, karton ¢. 89, Statni tstfedni archiv Praha.

Viz Protokoly schuzi profesorského sboru, 1921-1938, fond Filosoficka fakulta, Archiv UK.

Bohumil Bydzovsky (1880-1969), cesky matematik, profesor Karlovy univerzity. Ve studij-
nim roce 1930/31 byl dékanem ptirodovédecké fakulty, v roce 1946/47 zastéval funkci rektora
Karlovy univerzity. Za jeho rektorského pusobeni byly zfizeny pii univerzitdch nové pedago-
gické fakulty, které realizovaly ddvnou touhu uditelstva po vysokoskolském vzdélani. Védecka
¢innost prof. Bydzovského se soustfedila na oblast geometrie. Dale byl autorem fady vy-
sokoskolskych i stfedoskolskych ucebnic, zasadil se zadsadnim zpusobem o reformu ¢eského
skolstvi, fadu let pusobil ve funkci predsedy Jednoty. Jeho prace byla vseobecné uznavana
u nas i v zahranici.

Viz jmenovaci dekret ¢. 12762 ulozeny ve Statnim tstfednim archivu v Praze, fond Minister-
stvo skolstvi, osobni spis Milose K&sslera, karton ¢. 89.

Viz jmenovaci dekret kat. ¢. 82/28 ulozeny ve Statnim ustfednim archivu v Praze, fond
Ministerstvo skolstvi, osobni spis MiloSe Késslera, karton ¢. 89.

Piipis MSANO ¢&.j. 138647/26-1V., fond Ministerstvo gkolstvi, osobni spis Miloge Kosslera,
karton ¢. 89, Statni Gstifedni archiv Praha.
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Jindfich Matiegka (1862-1941), zakladatel ¢eské antropologie, pusobil jako zemsky zdravotni
rada, byl profesorem prirodovédecké fakulty UK. Béhem zivota dosdhl uznani doma i ve svété,
sepsal téméf tfi sta odbornych studii, stal u zalozeni bohnické psychiatrické 1écebny.

Dopis Milose Kosslera adresovany Hospodatské spravé provozu vysokych skol v Praze, spis
¢. 809/37, fond Ministerstvo skolstvi, Statni ustfedni archiv Praha.

Dopis od Hospodarské spravy provozu vysokych skol v Praze adresovany dékanstvi prirodo-
védecké fakulty, spis ¢. 809/37, ¢.j. 2877/36, fond Ministerstvo skolstvi, Statni ustfedni archiv
Praha.

Dopis Milose Kosslera adresovany Hospodéaiské spravé provozu vysokych skol v Praze, spis
¢. 809/37, kat. ¢. 2877/36, fond Ministerstvo skolstvi, Statni tstfedni archiv Praha.

Jiff Kopfiva (1925), ¢esky matematik. Na pfirodovédecké fakulté v Praze vystudoval mate-
matiku a deskriptivni geometrii, od roku 1962 pusobil na Vysokém uceni technickém v Brné
v Oblastnim vypocetnim centru. Mezi oblasti jeho védeckého zdjmu pat¥i teorie ¢isel, obecna
topologie a informatika.

FrantiSek Nozicka (1918-2004), ¢esky matematik. V roce 1953 se habilitoval na Univerzité
Karlové. Kromé univerzity pusobil i na fakulté technické a jaderné fyziky v Praze a na Vy-
soké skole strojni a textilni v Liberci. Jeho prace spadaji pfedev§im do oblasti tenzorové
diferencidlni geometrie, analytické mechaniky a specidlni teorie relativity, dale linearniho a
dynamického programovani a teorie optimaliza¢nich procesii. Radu let byl predsedou prazské
pobocky JCMF.

Jaroslav Kurzweil (1926), ¢esky matematik, od roku 1966 univerzitni profesor, nositel fady
cen a vyznamenani. Svou védeckou drahu zahajil jako zdk Vojtécha Jarnika pracemi z teorie
diofantickych aproximaci. Je autorem vice nez osmdesati puvodnich védeckych publikaci, fady
knih vénovanych diferencidlnim rovnicim. Vytvoril novou teorii integrace, na jeho pocest je
dnes dany typ integralu nazyvan Kurzweil-Henstockuv.

Stefan Schwarz (1914-1996), slovensky matematik. Posledni doktorand Karla Petra, do 1. 3.
1939 pusobil na Univerzité Karlové jako Petruv asistent, poté se vratil na Slovensko. Od roku
1943 byl docentem matematiky a teoretické fyziky, roku 1950 se stal profesorem matematiky.
Jeden z prukopniku moderni algebry na Slovensku, zabyval se teorii kone¢nych poli, pologrup,
matic a teorii ¢isel.

Vaclav Hlavaty (1894-1969), ¢esky matematik. Roku 1925 se habilitoval na Univerzité Kar-
lové, roku 1931 byl jmenovan mimotfadnym, roku 1936 fadnym profesorem geometrie. Od
roku 1948 7il v exilu v USA, az do své smrti pusobil na matematickém institutu v Blooming-
tonu. Napsal vice nez 150 védeckych stati, pfedevsim z diferencialni a algebraické geometrie
a obecné teorie relativity.

Emil Schoenbaum (1882-1967), ¢esky matematik, profesor pojistné matematiky, pracoval
rovnéz ve Vseobecném penzijnim tstavu. Od roku 1948 pusobil v Mexickém ustavu socidlniho
pojisténi. Sousttedil se na matematickou teorii diichodového a nemocenského pojisténi, dale
na uziti integralnich a diferencidlnich rovnic v pojistné matematice.

Uryvek z dopisu, ktery psal Kossler coby dékan Ministerstvu skolstvi a narodni osvéty ze dne
22. tmora 1936, ¢. 28 584, karton ¢. 1073, fond Ministerstvo skolstvi, Statni tstfedni archiv
Praha.

Soupis pedagogické ¢innosti Milose Kosslera je sestaven podle vytisténych seznamu prednések
na univerzité v letech 1920-1961.

V té dobé bylo pfi volbé dékana fakulty (a podobné i rektora univerzity) dodrzovano zpravidla
»zvyklostni pravo“ - dékan byl volen vZzdy na jednoleté obdobi, pficemz poradi kandidata se
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fidilo datem udéleni hodnosti fadného profesora (s vyjimkou osob starsich 70 let a osob, které
se svého poradi vzdaly). O rok pozdéji zastaval odstupujici dékan funkei prodékana. Ve funkci
rektora se pak stfidali byvali dékani filosofické, 1ékaiské, pravnické a prirodovédecké fakulty.

Volny preklad do angli¢tiny lze najit v prispévku Recalling Academian Vojtéch Jarnik ve
sborniku Life and Work of Vojtéch Jarnik.

Vzhledem ke svym postojum za valky nemél Kossler, na rozdil od fady jinych, po jejim skoceni
potize s tzv. ocdistnou komisi zFizenou na fakulté z duvodu proSetfeni chovani nékterych
pedagogt v dobé némecké okupace.

Viz osobni slozka Milose Kosslera, fond Cs. akademie véd, karton ¢&. 39, uloZeno v archivu
Akademie véd CR.

Jednalo se o ...cit. radikdini dvojperiodicky nocénik C.s. Chlastatel. K nahlédnuti v Archivu
Akademie véd CR, fond Fr. Zavigka, inv. ¢. 133, karton 7.

Prace byla vydana vlastnim nakladem v Pelhfimové v roce 1914, v rozsahu 176 stran.

Ladislav Cervenka (1874-1947), zemsky 8kolni inspektor pro stiedni gkoly, vynikajici pedagog,
v letech 1934 — 1936 predseda Jednoty, jeji dlouholety aktivni ¢len.

Miloslav Valouch (1878-1952), cesky matematik. Pusobil jako stfedoskolsky profesor, Feditel
Jednoty a feditel Prirodovédeckého vydavatelstvi v Praze. Byl autorem znamych pétimist-
nych logaritmickych tabulek, jez se dockaly jen za autorova zivota patnacti vydani. Prelozil
Archimédova pojednani Méfeni kruhu a Pocitani pisku.

Frantisek Zaviska (1879-1945), Cesky fyzik, profesor Karlovy univerzity. V roce 1903 obhéjil
diserta¢ni préaci na téma Verifikace Fresnelovych zakonu dvojlomu u dvouosych krystali, v roce
1906 se habilitoval z teoretické fyziky. Od roku 1919 byl fadnym profesorem teoretické fyziky,
v akademickém roce 1926/27 byl dékanem piirodovédecké fakulty ¢eské univerzity v Praze.
21. ledna 1944 byl zatcen gestapem pro podezieni z Gcasti v odboji, véznén v Praze a Brné,
zemfel pfi navratu z koncentra¢niho tdbora Osterode dne 17. dubna 1945. Mezi jeho vyznamné
prace patti Mechanika, Termodynamika, Kinetickd theorie plyni.

Otakar Bortivka (1899-1995), éesky matematik. Studoval nejprve stavebni inzenyrstvi na Ces-
kém vysokém uceni technickém v Brné, pod vlivem Matyéase Lercha vSak presel na ptrirodové-
deckou fakultu Masarykovy univerzity, kde v roce 1923 ziskal doktorat. Radnym profesorem
matematiky byl jmenovan v roce 1946. Vénoval se predevsim algebte, diferencidlnim rovnicim,
nejcastéji vsak byva citovan v souvislosti se svym ¢lankem O jistém problému minimdlnim
jakozto prukopnické préci z teorie grafu.
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Kapitola 2.
Charakteristika Kosslerova dila

2.1. Zakladni informace

»Hledej pravdu v myslence

a nikoli v knihdch tlejicich.

Chces-li vidét mésic,

divej se na oblohu a nikoli do louZe.*

Perské prislovi

Vskutku precizné sestaveny prehled dila profesora Kosslera sepsal v roce 1955 akademik
Vojtéch Jarnik. Seznam byl uveiejnén v Casopise pro péstovani matematiky jako soucast
¢lanku [Jarnik (1955)] vydaného u p¥ilezitosti Kosslerovych narozenin, obsahuje vice nez tii-
cet puvodnich védeckych pojednéni (vCetné jedné ucebnice) publikovanych esky, némecky,
rusky, anglicky a francouzsky, a to pfedevsim v Casopise pro péstovani matematiky a fyziky,
Rozpravach Ceské akademie a Véstniku Kralovské ceské spolecnosti nauk. Citovany seznam,
opraveny a doplnény o citace jednotlivych praci v referativnich ¢asopisech, je soucasti od-
stavce 7.1.

Puvodni védecké prace z dilny profesora Kosslera muzeme rozdélit v zasadé do dvou
skupin. Vyraznou pievahu maji ¢lanky vztahujici se k problematice teorie analytickych
funkci. V dalsi ¢asti si uvedeme jejich struény piehled véetné zékladnich mysSlenek v nich
obsazenych, avsak jejich podrobnym rozborem se zabyvat nebudeme. Zamérime se predevsim
na druhou, méné pocetnou skupinu ¢lanku tykajicich se teorie ¢isel.

Pohlédneme-li na Kdésslerovo dilo z pohledu ¢asového, pak objevime fadu samostatnych
pojednani mezi nékolika skupinami vice ¢lanku na urcité téma odpovidajicich témuz obdobi.

Pojednani [K1] a [K2] spadaji do poéatku Kosslerova suplentského délu na gymnéziu
v Praze pred prvni svétovou valkou. Jedna se o drobné piispévky, k jejichz tematice se
autor pozdéji nevracel.

V rozpéti let 1915-1917 jsou v Kosslerové dile patrné dveé velmi vyrazné linie. Prvni z nich
se zabyva problematikou prvoéisel ([K3], [K6], [K7]) a poétu délitelu celych &isel ([K4]), a tak
bychom mohli toto obdobi nazyvat 1. ¢iselné-teoretickym obdobim v Kosslerové dile. Zaroven
vSak v této dobé Kossler publikoval své nejrozsdhlejsi puvodni védecké ¢lanky tykajici se
rozvoju analytickych funkei v fady ([K5al, [K5b]), na jejichz zdkladé se po 1. svétové vélce
habilitoval na pfirodovédecké fakulté Karlovy univerzity.

Nasledovala c¢tytleta publikacni odmlka, pravdépodobné souvisejici s pfipravou na ri-
gorézni zkousky, prednaskovou ¢innosti v Jednoté a pozvolnym prechodem z gymnézia na
univerzitu, a tedy znacnym casovym zatizenim.

Zatimco ¢ldnek [K8] z roku 1922 je drobnou stati reagujici na élanky prof. Lasky a Petra
z roku 1913, prace [K9]-[K11] z let 1921 az 1923 se nesou v jednotném duchu - nosnou otazkou
je studium analytického pokracovani funkci inspirované dilem Emila Borela z roku 1917.
Clanky [K9], [K11] se pfitom zabyvaji piimo teorii Borelova pokracovani, pojednani [K10]
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je jakymsi drobnym odbocenim, jehoz cilem bylo podrobné popsat tematiku souméritelnosti
Ghll - pojem, s nimz Késsler v ¢lanku [K11] operoval.

Prvni cizojazy¢né pojednani [K12] z roku 1922 se zabyvd moznostmi zobecnéni Lagran-
geova postupu pii feSeni algebraickych rovnic. Z obdobi 1922-1924 pochézi i pét dalsich
pojednani [K13]-[K17], spoleéné diskutujicich o singularitdich mocninnych fad, lezicich na
konvergenéni kruznici. Posledni prace na toto téma [K17] pfitom shrnuje Kossleruv piispévek
predneseny na matematickém kongresu v Torontu, jenz byl zavrSsenim Kosslerova vyzkumu
v této oblasti.

V nadchazejicich letech vydal Kossler tii zcela rozdilné prace tzce souvisejici s jeho
pusobenim na univerzité. Prvni z nich ([K18]) ¢erpala z pfednések z teorie pravdépodob-
nosti, které vedl od roku 1922/23, jedn4 se vsak o nepfilis hluboké pojednéni, spise o napad
na zjednoduseni jednoho ¢asto pouzivaného vzorce, s nimz se ve vyuce setkaval. Svym roz-
Kosslerova ucebnice Uvod do poctu diferencidlniho, uréené posluchaétim piirodovédecké fa-
kulty. Je tedy naprosto ziejmé, ze obdobi 1924-1929 bylo v Kdsslerové dile jednoznacné
ovlivnéno jeho pedagogickou ¢innosti. Do tohoto ¢asového intervalu zapadé i prace [K34]
vénovana Karlu Petrovi, tedy rovnéz nevykazujici vyrazné vlastni vysledky, nebot se jedna
o Clanek vzpominkovy a kompila¢ni.

V roce 1929 byl vydan ¢lanek [K19], coby osamoceny piispévek k teorii éisel, pozoruhodny
tou skutecnosti, Ze se jedna o jediné Kosslerovo dilo z této oblasti matematiky vydané v dobé
miru — vSechny ostatni prace vénované ,kralovné matematiky® teorii ¢isel Kossler publikoval
v obdobi 1. nebo 2. svétové valky.

Pro roky 1930-1935, z nichz pochézi prace [K20]-[K24], je pfizna¢né téma ohrani¢enych
mocninnych fad ([K20] a [K24]) a prostych funkci v souvislosti s Bieberbachovou domnén-
kou ([K21]-[K23]). Ac¢koli Kossler v této oblasti dosahl dobrych a zpfesiiujicich vysledkd,
obdobnych tspéchu v téze dobé dosahl G. M. Golusin. Samotna Bieberbachova domnénka
¢ekala na dukaz jesté dalsich padesat let.

Na dlouhych sedm let se Kossler odmlcel, aby v prubéhu 2. svétové valky ve svém
2. ciselné-teoretickém obdobi v rozpéti let 1941-1943 vydal hned tfi rozsdhlé prace véno-
vané rozvojum Riemannovy funkce ((s) a obecnym identitdm v teorii ¢isel, jimZ vénoval
i zna¢nou ¢ast poznamek ve svych denicich z tohoto obdobi.

Zdravotni problémy a vale¢né udalosti pak opét zpusobily odmlku v Kosslerové puvodni
védecké tvorbé. V 50. letech bylo patrné, Ze churavé zdravi nedovolovalo autorovi dlouhé
soustfedéni na jeding problém, a tak préce [K28]-[K35] maji rozdilnou tematiku, od alge-
braickych polynomu pfes mocninné fady az k prostym funkcim a redlnym charakteristikdm.
Lze konstatovat, Zze v tomto poslednim obdobi se Kossler ¢asto vracel k otazkam, jimiz se
zabyval jiz dfive, a publikoval drobnéjsi pfispévky zamétfené na jednotlivé uzsi otazky. Od
svého odchodu do duchodu v roce 1956 jiz Milos Kossler nevydal zadné védecké pojednani,
v tomto roce konéi i zapisky do denikd, coz zdivodnoval autor sam pfilisSnym fyzickym
vycCerpanim.

Zamérime-li se na ohlas a citace Kosslerovych ¢lanku v odborné literatufe, pak v za-
hraniénich publikacich najdeme predevsim odkazy na prace z obdobi prvni poloviny 20. let
20. stoleti (napf. [Losch (1929)], [Grunsky (1933)], [Levi (1936)]) a dale na Kosslerovy prace
z teorie ¢isel (napf. [Dickson (1918)], [Walfish (1957)], [Narkiewicz (2000)]).
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V nasi literatufe je ¢asto citovan Kosslertiv Uvod do poctu diferencidlniho — viz napi.
[Dusl (1941)], [Jarnik (1941)], [Jarnik (1946)], [Vyborny (1966)], [Crkalova (1992)].

Vzhledem ke své povaze prukopnické prace v daném oboru se velkym pocétem citaci muze
py$nit prace [K32] (mj. [Nesetiil (1979)], [Sisma (1996)], [Sisma (1997)], [Sisma (1998)],
[Korte, Nesetfil (2001)], [Ivanov, Tuzhilin (2001)], [Ivanov, Tuzhilin (2002)]).

2.2. Prace z oblasti teorie analytickych funkci

~Matematikovy vytvory, stejné jako malirovy

¢i basnikovy, musi zaujmout svoji krdsou . . . Krdsa
je zdkladnim meritkem a nepéknd matema-

tika nikde ve svéte dlouho meobstoji. “

G. H. Hardy

O zonalni funkci harmonické [K1]

V praci [K1] se Kossler zabyval dikazem tvrzeni, Ze v pfipadé, kdy funkce ¢(r, z) oznacuje
feseni rovnice

o ¢  10p

Frl + 522 + e 0,
pak funkce
3
D(r,z) = r/cp(r sind, z) sin ¥ dv (2.2.1)
0

vyhovuje Laplaceové rovnici
0’ 9@
or? + 022
Dokazoval, ze ke kaZdé harmonické funkci zondlnt prislust jistd funkce harmonickd v roviné
uréend rovnici (2.2.1) a obracené, ke kaZdé dvojrozmérné funkci harmonické prislusi jistd
funkce zondlni urcend predpisem

=0.

2m
o(r, z) :/q)l(rsin&z) dg,
0

kde funkce ®; je vazéna jistymi podminkami. Clanek je péknou ukazkou uziti diferencial-
niho poc¢tu vice proménnych, vyuziva zédkladni poznatky matematické analyzy, vlastnosti
harmonické, resp. zonalni funkce a Laplaceovy rovnice

02 02 0?

LT Y Ap=0,

ox oy 0z
transformované do valcovych soufadnic. Rozsahem i naplni se jedna o kratké pojednani
mensiho vyznamu, jez odpovida skutecnosti, Ze jde o autorovu publikovanou prvotinu.
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Reseni algebraické rovnice vyrazy meznymi [K2]
V tomto pojednani si Kossler kladl otazku, za jakych okolnosti je mozno vyjadrit vSechny
kofeny normované algebraické rovnice n—tého stupné

a4+ 4a, =0 (2.2.2)

jako funkce obecnych koeficientu rovnice a;, ¢ = 1, ..., n. Pfedvedl moZnost rozsifeni me-
tody, kterou vytvotil DANIEL BERNOULLI (1700-1782). Myslenka takového zpusobu rozsifeni
pochdzi od CARLA GUSTAVA JACOBA JACOBIHO (1804-1851).

Bernoulliho metoda pritom udéava zpusob, jak urcit v absolutni hodnoté nejvétsi koren

rovnice (2.2.2) coby limitu posloupnosti ¢isel s1/sg, s2/$1, ..., Sk+1/Sk, --., kde sp =
ol +ab +---+ak (a; jsou koteny dané rovnice).
Za vyse uvedeného znaceni a dodateéného predpokladu |aq| > |az| > - -+ (kofeny rovnice

jsou Fazené sestupné podle absolutni velikosti) dospél Kossler k limitnimu vyjadfeni pro k—ty
kofen rovnice (2.2.2)

iy AW(m+1) - A ()
O = 11
P e AR (m) - ARD(m 1 1)

(2.2.3)

kde determinant

Sm4k—1 Sm+k—2 cee Sm
Sm+k Sm—4k—1 s Sm+41
AP (m) =
Sm+2k—2  Sm+2k—3 .-+ Sm4k—1

Vzhledem ke skutecnosti, ze ¢isla s lze pomoci rekurentnich vzorca

so=mn,s51+a1=0,...,8,+a18,—1 +azsp_2+---+mna, =0

Spik +a18p4k—1 + A2Spip—2+ - +apsy =0,

vyjadiit jako funkce obecnych koeficientu rovnice (2.2.2), je vztah (2.2.3) hledanym zobec-
nénim. Jeho vyznam je vSak spiSe teoreticky, nebot je pro hledani kofenu algebraické rovnice
(2.2.2) v konkrétnich ptipadech diky své slozitosti nevhodny.

O rozvojich platnych pro funkci analytickou v daném oboru I., II.  [K5a,b]

Soubor pojednani O rozvojich platnijch pro funkci analytickou v daném oboru I., II. je
nejrozsdhlejsi puvodni Kosslerovou védeckou praci, kterou v roce 1920 obhéjil zaroven jako
svou praci habilita¢ni (viz kapitola 1, str. 17).

V ¢lanku [K5a] je podan dikaz dvou obecnych vét — Kossler je oznadil jako véty H a J.

Véta H: Budiz K jednoduse souvisld oblast, omezend v komplexni roviné uzavrenou racio-
ndlni algebraickou kiivkou C. Funkci F(z) analytickou v oblasti K i na kiivce C lze rozvinout
v TFadu

+oo
F(z)= Y Ap-bi(2), (2.2.4)
k=—oc0

kde by (z) jsou v oblasti K jednoznacné algebraické funkce nezdvislé na funkci F(z), plynouct
pouze z parametrické rovnice krivky C; koeficienty Ay jsou uréeny funkci F(z).
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Kossler nejprve uvedl obecny dukaz tohoto tvrzeni pro jednoduse souvislou oblast ome-
zenou racionalni algebraickou kiivkou, pfi¢emz se opiral o vétu Cauchyovu®' a poukazal
na skutecnost, ze pro danou funkci F(z) a kf¥ivku C existuje neomezené mnozstvi takovych
rozvoju.

Pro lepsi pochopeni celé problematiky poté odvodil prislusné rozvoje pro funkci ana-
lytickou uvnitf elipsy (zaroveii porovnal vysledek ziskany pro kartézsky a polarni zpusob
parametrizace této kiivky, véetné limitniho pfipadu, kdy elipsa pfechazi v kruznici a dany
rozvoj prechéazi tedy v fadu Taylorovu), racionalni hypocykloidy (tj. kiivky, kterd vznikne
valenim kruZnice o poloméru a/n bez smykéni po vnitfnim obvodu kruZnice o poloméru
a se stfedem v pocatku) a také epicykloidy (kfivky, kterd vznikne, kdyZ se vali kruznice
o poloméru a po vnéjsim obvodu kruznice o stejném poloméru se stiedem v pocatku.)

Vétu ‘H dale Kossler dokazal i pro tzv. ,,problém vnéjsi“, tj. funkci H(z) analytickou vné
kiivky C, za predpokladu, ze funkce H(z) mé v nekoneénu nulovy bod prvniho fadu. Pro
pfipad, kdy je kfivkou C elipsa a racionélni epicykloida, dokazal v limitnich pfipadech, kdy
obé ktivky prechazi v kruznici, ze hledanym rozvojem je vlastné Laurentova rada.

Skutecnost, ze pro kazdou funkci F'(z) analytickou uvnitf a na obvodu k¥ivky C existuje
nekoneéné mnoho rozvoju (2.2.4), plyne z neomezeného mnozstvi moZnych parametrizaci
dané ktivky. Kossler diskutoval podrobné tuto problematiku pro jednotkovou kruznici.

V dalsich tivahach pak vychézel z véty:

Véta (Osgood): At jest hranice koneéného jednoduse souvislého oboru K jakkoli utvdiend,
lze vZdy sestrojit requldrni, uzavienou analytickou kiivku C, kterd se k hranicim IKC z vnéjsku
(nebo z vnitiku) libovolné tésné primykd.

a zobecnil s jeji pomoci za pouziti véty o konformnim zobrazeni problém pro obecny jedno-
duse souvisly obor, ne nutné omezeny jen omezenou racionalni kiivkou — viz Véta J:

Véta J: BudiZ K konecnd jednoduse souvisld oblast. Funkce F(z) analytickd v oblasti K
i na jeji hranici se dd rozvinout v fadu

+oo
F(z)= Y Ap-bi(2),

k=—o0

kde by (z) jsou v oblasti K jednoznacné funkce analytické, jejichz podoba nezdvisi na funkci
F(z) samotné, ale pouze na tvaru oblasti K.

Rozdilnost formalné stejnych vzorci, ke kterym autor dospél v pripadé funkce analytické
uvniti/vné oboru K, opét demonstroval na jednotkové kruznici, kde ,,problém vnitin{“ vede
k rozvoji ve tvaru Taylorovy fady, kdezto ,,problém vnéjsi“ k rozvoji v Laurentovu fadu.

V pripadé véty J obdrzime obecné jako nejjednodussi mozny rozvoj polynomicky rozvoj
Faberuv pro funkci analytickou uvniti oboru K, resp. rozvoj podle jistych racionalnich funkci
proménné z majicich jeden spole¢ny pdl v oboru K pro funkci analytickou vné oboru K.

2-1végta (Cauchy): Funkce F(z) komplexni proménné z = x + iy, analyticka v oboru K i na kfivce C, se da
pséati ve tvaru Cauchyova integralu podle kiivky C

1 F(t)dt
F(z) = — ®) .
2w Jo t—=z
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V poslednim oddilu svého pojednani Kossler zobecnil celé predchozi ivahy dokonce na
obory mnohonésobné souvislé omezené nékolika Osgoodovymi kfivkami, vzajemné se nepro-
tinajicimi.

Poznamenejme na z&vér, ze v praci [K5a] Kossler na nékolika mistech pracoval s Newtono-
vymi rekurentnimi formulemi pro soucet kofent k—tych mocnin kofenu rovnice algebraické
— navazoval tedy okrajové na téma, jimz se zabyval v praci [K2]. Vzhledem k rozséhlosti
[K5a] lze soudit, ze v prubéhu tvorby tohoto pojedndni narazil na danou problematiku,
o niz sepsal a publikoval drobnéjsi pojednani [K2], pficemz samotny ¢lanek [Kba] dokonéil
a publikoval az o rok pozdéji.

Zakladnim rysem préace [K5b] je oproti praci [Kba] jeji vétsi obecnost, ackoli se za-
byvé pouze obory jednoduse souvislymi. Kossler navazal na pojednani Georga Fabera Uber
polynomische Entwickelungen ([Faber(1903)], [Faber(1907)]), v nichz se vSak autor omezil
jen na problém vnitini. Kossler na rozdil od Fabera studoval souvislosti mezi vnitinim a
vnéjsim problémem a na zakladé obecného zobrazeni okoli kiivky na okoli jednotkové kruz-
nice a vlastnosti Cauchyova integralu sestavil a dokazal obecnou rozvojovou vétu:

Véta: Necht znaci ~y jednotkovou kruznici v roviné T a h(1) libovolnou funkci, kterd jest od
nully riznou a analytickou v okoli kaZdého bodu na kruznici -y.
Integrdl
1 h(r) - gr(r) - 7~ B+
2mi J., g(t) — 2

dT = bk(Z)

definuje funkci by(2) analytickou pro vsechna z lezici v oboru K hranice vyjimage. -2

Tz integral definuje jinou funkci
L[ H0e:
2mi J., g(1) — =

analytickou pro vSechna z v oboru Ko hranice vyjimage.
1. Kazdad funkce Fi(z) analytickd v celém oboru Ki i v okoli kazdého bodu na kiivce C
ddva vznik dvéma rozvojum

dT = cx(2)

+oo
I. Fi(2) = Z Ay - br(2),
k=—o00
+oo
II. 0 = > Ap-al2), (2.2.5)
k=—oc0

1 Fi(g(m))rkd T .

27 . h(7)

A, =

Rozvoj I. jest absolutné a stejnomeérné konvergentni v kazZdém oboru ki; rozvoj II. jest
absolutné a steynomerne konvergentni v kaZdém oboru k.

2.2Poznamka k pouzitému oznadeni — z = g(7) znadi funkci analytickou v mezikruzi r < |7| < R, r < 1,
R > 1, jistych specialnich vlastnosti (podrobnéji viz [K5b], str. 2-3), jez popisuje kfivku C. Kfivka C rozdéluje
rovinu na dva jednoduse souvislé obory Ki, Ko, symbolem k, je oznacen kazdy konecny uzavieny obor, ktery
lezi cely v oboru K, a jehoz hranice se nikde nedotykaji hranic K.
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2. Kazdd funkce Fo(z) analytickd v celém oboru Ko i v okoli kaZdého bodu na kiivce C
ddva vznik rozvojum

+oo
Z Bk . Ck(Z) 5

III. Fy(z) =
k=—o00
+oo
V. 0 = > Bi-bi2), (2.2.6)
k=—c
B, — 1 Fy(g(r))rkd
b 2mi J, h(T) ’

Rozvoj III. jest absolutné a stejnomérnée konvergentnim v kazZdém oboru ks, rozvoj IV.
v kazZdém oboru ki.
Funkce bi(z) a ci(z), podle nichz jsou rozvoje provedeny, nezdvisi na tvaru funkce Fy(z)
po pripadé Fy(z); na téchto funkcich jsou zdvislé jediné koeficienty Ay a By.
([K5b], str. 3-4)

Pfi hledani odpovédi na otdzku ,,Za jakych okolnosti konverguje tfada (2.2.5) i mimo
obor K1, resp. alesporni na jeho hranici?“ se Kossler omezil jiZz jen na pfipad vzajemné
jednoznac¢ného a konformniho zobrazeni. Dospél tak k dalsim vétam udavajicim postacu-
jici podminky konvergence. Ve svych tvahach dale zobecnil Faberovy vysledky vychézejici
z konformniho zobrazeni vnéjsku kiivky C na vnitifek jednotkové kruznice. Pfi studiu pro-
blému jednoznacnosti uvedenych rozvoju (2.2.5), (2.2.6) se podrobné zabyval tzv. nulovgmi
rozvoji, tj. rozvoji typu II., IV., které nemaji vSechny ¢leny identicky rovné nule a rovnéz
nastinil moznost dalsiho studia rozsiteni konvergence odvozenych fad pro teorii analytického
pokracovani.

Integral Cauchyav a Dirichletav problém v roviné [KS8§]

V roce 1913 vysly v Casopise pro péstovani matematiky a fyziky ¢lanky prof. Lasky
a Petra Integrdl Poissonuv jako primy disledek integrdlu Cauchyova (viz [Léaska (1913)],
[Petr (1913)]) podavajici FeSeni Dirichletova problému pro kruh pomoci Cauchyova inte-
gralu. Kossler v praci [K8] rozsifil o devét let pozdéji tento problém pro kazdou jednoduse
souvislou oblast omezenou analytickymi oblouky. Vychazejic z véty o konformnim zobrazeni
dospél k Fredholmové integralni rovnici prvniho druhu, z niz po tpraveé ziskal rovnici dru-
hého druhu, tj. rovnici fesitelnou. Vysledky, které tak obdrzel, vyuzil pii feSeni jedné tlohy
z teorie konformniho zobrazeni, a sice hledani konformniho zobrazeni vnitiku kiivky C na
jednotkovou kruznici, jestlize vnéjSek a obvod kiivky C zobrazuje konformné funkce s = f(7)
na jednotkovou kruznici |7| < 1 (7 = €¥). Rozsahem i néplni lze tuto praci zafadit mezi
drobna Kosslerova pojednéani mensiho vyznamu.

Analytické pokracovani funkci ve smyslu Borelové [K9], [K11]

Uvazujme holomortni funkce fi(z), f2(z) definované v oblastech O;, Os. Necht oblast
O je prunikem O; a Oy, pfiéemz necht plati f1(z) = fa(z) v O. Potom funkce f1(z) v Oy
urcuje plné funkci f2(z) v Os. Je-li déna funkce f1(z) v oblasti Oy, pak existuje nejvyse jedna
funkce f(z) holomorfni v Os, které se shoduje s fi(z) v oblasti O. Rikdme, 7e funkce fi(2)
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ma analytické pokracovdni ve funkci fo(z). Velice ¢asto uskutecniujeme toto pokracovani
prostfednictvim mocninnych fad. Uvazujeme-li fadu s polomérem R < oo, pak mohou nastat
celkem dva pripady:

(1) v8echny body na obvodu kruhu konvergence jsou singuldrni; pak nelze funkci v zddném
sméru analyticky prodlouzit?2 — obvod kruhu v takovém piipadé nazyvame prirozenou
hranict.

(2) kromé oby¢ejnych bodu existuje na obvodu kruhu o poloméru R alespoii jeden singu-
larni bod, pficemz v nékterych smérech je analytické prodlouzeni mozné. 24

Pripad, kdy by na obvodu kruhu konvergence nelezel zadny singularni bod, by byl ve sporu
s definici poloméru konvergence.

Vyse uvedeny myslenkové jednoduchy postup analytického prodluzovani funkci poprvé
uvedl KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815-1897), pfi¢emZ se omezoval na
funkce analytické v jisté oblasti (tj. souvislé oteviené mnozing). V roce 1917 Emil Borel
ukdzal novy pristup k mozZnosti analytického prodlouzeni funkce, jenz byl obecnéjsi nez
pristup Weierstrassuv. Borel totiZz za defini¢ni obor pfipoustél oblasti, z nichZz bylo moZno
odebrat mnoziny nulové miry husté pokryvajici jistou ¢ast roviny tak, aby zustala v platnosti
zékladni véta o jednoznacnosti funkce uréené svymi funkénimi hodnotami na okoli jediného
vnitiniho bodu. Uvazoval pfi tom fady typu

o] An
> — (2.2.7)

n=1

reprezentujici funkce analytické uvnitf i vné jednotkové kruznice, pficemz body £,, pokryvaji
husté interval (0,1), fada |4, | konverguje (A, # 0).

Dne 16. ¢ervna 1922 prednesl Milos Koéssler na schuzi tfidy matematicko-prirodovédecké
Kralovské ceské spolecnosti nauk prednasku na téma O funkci theta se zretelem k Bore-
lové pokracovdni, jejiz rozsifené znéni publikoval v pojednani Prispévek k theorii Borelova
pokracovdni funkci [K9).

Vychézel z prace [Borel (1917)], v niz Borel dokdzal o jisté skupiné funkci f(z) =

>0 yanz™ s piirozenou hranici tvofenou kruZmici |z| = 1 ve smyslu Weierstrassové, Ze
jsou monogenni?®> v mnoziné C, je# obsahuje nespoc¢etné mnozstvi bodt kruznice |z| = 1.
7

Odpovéd na otézku, zda kazda funkce f(z) je v uvedeném smyslu monogenni, jiz se Borel
ve své praci nezabyval, dalo Kosslerovo vysetfovani funkce theta

2:3Konkrétnim piikladem je funkce ve tvaru fady f(z) = z+224+28+-- 42" 4. .. s polomérem konvergence
R =1, jiz nelze v zddném bodé kruznice |z| = 1 analyticky prodlouzit.

24Napf. funkci f(z) =1 — 2422 — 23 4+ ... (R = 1) Ize analyticky rozsiiit do celé roviny vyjma jediného
bodu z = —1, v némz nelze provést analytické prodlouzeni.

2:5Na tomto misté je t¥eba si uvédomit jisty posun v terminologii. Obsah pojmu funkce monogenni dle
Borela je vysvétlen v préci [Borel (1917)]. V dnesni dobé& definuje napt. [Rektorys (1995)] funkci monogenni
v bodé zp za predpokladu existence derivace funkce v bodé zg, oproti funkci holomorfni (resp. regularni)
v bodé 20, kde se pfedpoklada existence derivace na néjakém okoli bodu zg, viz napt. [Vesely (2000)].
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Kossler dokazal, ze theta funkce neni monogenni v zddném oboru C, jenz by pfesahoval
jednotkovou kruznici |z| = 1, a tudiz obor, v némz je monogenni dle Borelovy definice neni
vétsi nez obor, v némz je analytickd dle Weierstrasse. Toto poznani vedlo autora k tomu,
aby se zamyslel nad analogii Weierstrassova analytického pokracovani a jinymi zobecnénymi
definicemi analytického pokracovani, pficemz dospél k zavéru:

SAT rozgitime pojem spojitého pokracovdni jakymkoliv zpusobem, budou vZdy existovati funkce,
které se zpiusobem tim pokracovati nedaji v Zddném bodé své kruinice konvergencni pokud

ovdem se pridrzime poZadavki existence, konecnosti a spojité zmeény f(z) i f'(z).“ ([K9],

str. 2)

Platnost tohoto tvrzeni konkrétné ukéazal na prikladu funkce

F(z)=0(2) + Z enVz — ap
n=1

y . i 2 . . s 1 e
kde ay, as, ... predstavuji éisla tvaru €'« (p, ¢ jsou libovoln4 lich4 nesoudélna ¢isla), >-1° ¢,

je konvergentni fada kladnych &isel. Je-li ¢ libovolné zvolené, z = re', pak pro r — 1
neexistuji kone¢né limity pro F(z) a F’(z) zérovei.

Ve své praci Potencni fady s prirozenou hranici a jejich pokracovdani ve smyslu Borelové
[K11] Késsler opét vychazel z Borelova postupu, pfi¢em? si za cil klad] nalezeni mocninnych
fad, které by bylo mozno transformovat do podoby (2.2.7). Pro dvojici analytickych funkci
komplexni proménné =

f@)=>"ana™ |o| <Ry, g(@) = bua" |z| <R,

a dvojici komplexnich konstant a, y (Jo| < 1, |y| < R;) odvodil transformacni vzorec

Z flya™)bpa™ = Z glxa™any™, (2.2.8)
n=0 n=0

jehoz vyhodou je skutecnost, Ze za jistych okolnosti konverguje prava strana v Sir§im oboru
nez strana leva. V dalsich avahéch se autor omezil pouze na funkce g(z) raciondlni nebo
meromorfni, jejichz pdly sefazené dle svych absolutnich hodnot z¢, x1, x2, ...byly znamé,
nenulové. O analytické funkci

F(z) = f(ya™)bya"
n=0
pak dokazal nasledujici tvrzeni:
Véta:

(1) Rada pro F(z) md polomér konvergence rovny poloméru konvergence Fady pro g(z).

(2) Jestlize |a| < 1 (nebo a = €, 3 je ¢islo souméritelné s w)%6 predstavuje pravd strana
rovnice (2.2.8) analytické pokracovdni funkce F(z) platné v celé roviné s vgjimkou
spocetné mnoziny izolovangch bodi xa~" (k, | € Ng), tj. poli funkce F(x).

2.630uméiitelnost thlit Kossler definoval v ¢lanku [K10], jenz je podrobné diskutovan v odstavci 2.3.
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(3) Jestlize a = €, kde 3 je ¢islo nesouméritelné s 7, predstavuje konvergencni kruznice
fady F(x) jeji prirozenou hranici ve smyslu Weierstrassové. Ve smyslu Borelové viak
funkce pripousti pokracovdni v celé roviné odpovidajici pravé strané (2.2.8), pFicemz
singularity lezi na kruzZnicich se stredem v pocdtku prochdzejicich body x¢, =1, ...

Nejvétsi vyznam z dokazovanych vét ma ¢ast (3), styl jejiho dikazu odpovidd postupu
Borelovu ([Borel (1917), str. 57-70]). Kossler se pfitom v ¢asti svého dikazu omezil pouze
na konkrétni pifpad 8 = 27(v/2 — 1), a pro jiné p¥ipady postup tvah pouze nastinil.

V ramci konkrétnich ptiklada fad piipoustéjicich analytické pokracovani v Borelové
smyslu autor mj. uvedl pro funkce

1 a—+va? —b?

= 1 — -1 = =
fla)=0—ex)", gl&)=1—, @ 3
rozvoj
! & n > n,n
1 — peinBy 1—enBy’
n=0 n=0

jehoz levé strana konverguje v kruhu |z| < 1 a méa jej za pfirozenou hranici, pravd strana je
vyraz typu (2.2.7), jehoZ pdly se hromadi na jednotkové kruznici.

On a generalization of the Lagrange series [K12]

V roce 1770 JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813) pouzil poprvé pro nalezeni FeSeni
rovnice

r—a—u-f(x)=0 (2.2.9)
formuli
ot Y a o= [ )
r=a mdamu7 am = |y (f(e o

kde f(x) znaéi funkci analytickou v bodé x = a spliujici podminku f(a) # 0. Tento rozvoj
nédm umoziiuje najit jedno feseni rovnice (2.2.9). Kossler ve své praci [K12] diskutoval mozné
zpusoby zobecnéni Lagrangeova vysledku. Nejprve uvazoval namisto rovnice (2.2.9) rovnici

(r—a)" —u-f(z) =0,

pro kterou snadno ziskal n feSeni xzq, z1, ..., £n_1, pro néz plati
[ee]
m
T —a= g amuy', (k=0,1,...,n—1),
m=1

kde

up = [u/"] e 2T (0 < ¢ < 21/n).
Toto zobecnéni déle vyuzil pro feSeni rovnice ®(x) — u - f(x) = 0 pro dvé analytické funkce
®(x), f(x), zndme-li vSechny kofeny rovnice ®(x) = 0. Aplikace Mittag-LefHlerovy trans-
formace?7 v tomto pFipadé vede od Lagrangeovich fad k Feseni algebraickych rovnic. Prof.
Kossler se podrobnéji zabyval rovnici

" —ulaxr+1)=0, (neN), (2.2.10)

2.7Viz napi. [Mittag-Leffler (1899)].
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pro niz formuloval vyjadfeni vsech jejich kofentu v zavislosti na vztahu v a vyrazu

(=n)"

_a"(n —1)n-1

Volime-li konkrétné n = 5, u = —1, dostavame tak vyjadfeni kofent algebraické rovnice
patého stupné redukované do podoby (2.2.10). Takovou redukci lze provést napf. metodou
Bring-Jerrardovou.?® Postup uvedeny prof. Kosslerem se pfitom jevi jednodussi nez obecna
metoda Hermitova.?? Kossler dale aplikoval cel§ postup na rovnici

l‘n—’u(Cll‘n_l +02xn—2+...+cn) :0’

pro jejiz kofeny ziskal vyjaddfeni pomoci nekoneénych souctu linedrnich koeficientu a,, (vyse
uvedenych). PfestoZe je jeho zptsob v porovnani s metodou, kterou pouzil Lindemann ve
svém pojednani [Lindemann (1884)], kratsi, jeho nevyhodou je nemoZnost pouziti pro nu-
merické aplikace.

V zévéru prace jsou diskutovany dva specidlni ptipady — a sice rovnice

sinmz — u(sinTz — f(x)) =0,

kde funkce f(x) méa pouze jednoduché kofeny, z nichz zddny nenabyva celoéiselné hodnoty,
a déle rovnice

P(z) —u-e?@® =0,

kde znaéi P(x), Q(x) polynomy v proménné z. Zajimavosti prace [K12] je skuteénost, ze
pri tvorbé tohoto pojednani Kossler tizce spolupracoval s GODFREYEM HAROLDEM HAR-
DYM (1877-1947). S problematikou Lagrangeovych fad se muzeme déle setkat napf. v knize
[Petr(1923), str. 251-258].

O singularitach fady mocninné, lezicich na kruznici konvergenéni [K13]-[K17]

Mocninnou Tadou rozumime obecné fadu
oo
> an(z — 20)F, (2.2.11)
k=0

kde z, z9 € C; ¢isla ap € C (k € Np) nazyvame koeficienty Tady (2.2.11), ¢éislo zo jejim
stiredem.?10 Cislo R, 0 < R < o0

R = sup{ |z — 2| ;Z an(z — 2z9)" konverguje v bodé z }
z€C

nazyvame polomérem konvergence fady (2.2.11). Pro v8echna z € C, pro kterd |z — 29| < R,
fada (2.2.11) konverguje; pro z € C, pro kterd |z — zg| > R fada (2.2.11) diverguje. Jestlize

2-8Tuto metodu pouzil v roce 1786 poprvé ERLAND SAMUEL BRING (1736-1798), v roce 1834 ji ,znovuob-
jevil* a zobecnil GEORG BIRCH JERRARD (1804-1863).

29CHARLES HERMITE (1822-1901) popsal v roce 1858 feSeni obecné algebraické rovnice patého stupné
pomoci Jacobiho theta funkei (viz [Hermite (1858)]).

2-10Vzhledem ke skuteénosti, ze mocninnou fadu se stfedem v bodé& zg lze snadno pievést trasnformaci
z — (2 + z0) na mocninnou fadu se stfedem v bodé 0, byva ¢asto pojednavano pro jednoduchost pouze
s fadami se stfedem v bodé zp = 0, tj. fadami ve tvaru a,z® - stejné tak je tomu v pt¥ipadé &lankd prof.
Kosslera.
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¢islo R lezi v intervalu (0; 00), byv4d mnozina {z € C; |z — 29| = R} nazyvana konvergencni
kruznice. Nelze vSak podléhat zdani, Ze by fada v bodech lezicich na této kruznici (podle
jejiho jména) vzdy konvergovala. O konvergenci, resp. divergenci mocninné fady na jeji
konvergencni kruznici nelze obecné nic fici.

O problematice singularit lezicich na konvergené¢ni kruznici spole¢né pojednavaji Kossle-
rovy prace [K13]-[K16] z roku 1923 a prace [K17] z roku 1924, publikovana v roce 1928.
Z pohledu chronologického price [K13] navazuje na ¢lanky [K14]-[K16] otisténé ve stejném
roce ve francouzstiné. V nich autor formuloval ve dvou znénich nutnou a postacujici pod-
minku pro koeficienty mocninné fady v pripadé, kdy bod lezici na konvergenc¢ni kruznici
je singuldrni (resp. obyé¢ejny). Dukaz téchto podminek vSak byl v Gplné podobé podin az
v praci [K13], stejné tak jako zobecnéni fady vét tykajicich se vztahu mezi koeficienty fady
a polohou singularit na jeji kruznici konvergenc¢ni. Prof. Kossler uvazoval mocninnou fadu

fz)=> anz" (2.2.12)

n=0

s polomérem konvergence rovnym jedné. Transformaci této fady pro z = x + 3/42? obdrzel
formalné fadu?!!

f(z) = F(z) = iAna:", kde A, = % (" . k) (i)kank.

n=0 k=0
Jednoduchou tvahou zaloZenou na vlastnostech konformniho zobrazeni ziskal kritérium (A):

Véta (A): Nutnd a postacujici podminka pro to, aby bod z = 1 byl singuldrnim (resp.
obycejngm) bodem funkce (2.2.12), je ddna vztahem

;7% res <§
— 3 P-=35)

Rada vét plynoucich z tohoto kritéria byla uvetrejnéna v ¢lancich [K14], [K15]. Zjednodu-
Seni kritéria (A) autor dale provedl pomoci vyuziti vlastnosti limes superior a podrobnéjsiho
studia koeficient A,,. ObdrZzeny vysledek oznagcil jako kritérium (B):

limsup |4,

Véta (B): Nutnd a postacujici podminka pro to, aby bod z = 1 byl singuldrnim (resp.
obyéejngm) bodem funkce (2.2.12), je uréena vztahem

1
n

k=|n(i+p) !
lim su LilJ n—k § ka —§ res <§
n_mop k 4 n—k D) D- 9/
k=|n(}—m)|
kde 0 < p < i znact libovolnou kladnou konstantu. Kritérium pro libovolny obvodovy bod
z = ¥ 1i3{ se od predeslého jen tim, Ze v ném klademe misto ¢isel ap_j Cisla ap_j - e~ ke,

V dalsich avahach Kossler zazil obecné kritérium (B) a formuloval jej v podobé, jejimz
specialnim pfipadem je mj. véta Vivanti-Dinesova:

2-118ymbolem |z| je dile oznacovina funkce celd ¢ast .
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Véta: Jestlize viechny koeficienty fady (2.2.12) maji tvar r - €™, r > 0, cos) > § > 0, pak
z =1 je singuldrnim bodem funkce (2.2.12).

Z moznosti provést zmény argumentu nékterych koeficientt fady (2.2.12) tak, aby pfedem
zvoleny bod z = €'% na konvergenc¢ni kruznici byl bodem singulédrnim, vyplynula ve zvlastnim
pripadé véta Fatou-Pdélyova:

Véta: Ke kazdé Tadé (2.2.12) lze zvolit posloupnost celych cisel e; (|e;| = 1) tak, Ze Tada
> anenz™ md jednotkovou kruinici za pFirozenou hranici.

Kosslerovi se podafilo najit obecnéjsi podobu i pro znamou Hadamardovu mezerovou vétu:

Véta: Budiz dina mocninnd Tada
oo

F2) =) am2™ (0<my<my<---).
k=1

Jestlize existuje € > 0 takové, Ze mii1 > (1 + e)my, md Tada jednotkovou kruznici za svou
prirozenou hranici.

Zatimco vySe jmenované véty byly do té doby odvozovany navzajem odlisnymi metodami,
kritérium (B) je pro né za ptedpokladu vyuziti posloupnosti a,, vybranych z posloupnosti
an tak, aby

lim |an, |[*0 =1,

n—oo
spoleénym zdrojem.?'? Lehkost, s jakou uvedené jiz diive znamé véty, nap¥. Hadamardova,
Fatou-Pdlyova, Vivanti-Dinesova, plynou z kritéria (B), se muze zdat zardzejici, avSak je
nutno prihlédnout ke skutecnosti, ze zdkladnim piedpokladem celé Kosslerovy tuvahy je
polomér konvergence mocninné fady rovny jedné.

Ve svém prispévku On a generalization of Fabry and Szdsz’s theorems concerning the
singularities of power series [K17] na mezindrodnim matematickém kongresu v Torontu
v roce 1924 Kossler navazal na své prace [K13]-[K16] a ukdzal dalsi moznosti zobecnéni svych
kritérii — tentokrat pro Fabryho vétu o mocninnych fadéach (2.2.12) o poloméru konvergence
R = 1, pro né7 jsou vSechny body |z| = 1 singuldrni, a tedy funkci f(z) nelze v Zddném
sméru analyticky rozsifit (viz [Fabry (1896)]), a podobné pro Szdszovu vétu zabyvajici se
Dirichletovymi fadami typu

resp. hleddnim podminek pro a,, A, tak, aby fadu nebylo mozno analyticky prodlouzit vné
konvergen¢ni kruznice [Szész (1922)].

Celkové 1ze konstatovat, Ze prace [K13]-[K17] dosdhly vyznamného svétového ohlasu,
a to nejen z pohledu toho, Ze byly publikovany v zahrani¢i. Rada matematikii na Kosslerovy
vysledky navézala, potvrdila je ¢ dokonce rozsifila (viz napt. [Petrzilka (1927)], [Losch
(1929)], [Levi(1936)]).

212K sssler je oznacoval jako L-posloupnosti.
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+n
Soudtovy vzorec S = % S e MR [K18]

k=—n

Od akademického roku 1922/1923 ptednasel prof. Késsler na pfirodovédecké fakulté pocet
pravdépodobnosti, coz jej zfejmé inspirovalo k sepsani pojednani [K18], nebot v rdmci feSeni
uloh pravdépodobnostniho poctu casto narazel na problém hledani souc¢tu fady

+oo
ST Le M (1ter), el <. (2.2.13)
k=—o00

Nejcastéji pouzivand metoda pro secteni fady (2.2.13), metoda Euler-Maclaurinova, vede
k dosti obtiznému odhadu chyby. Kossler ve svém kratkém pojednani ukazal zcela elemen-
tarni postup vedouci k jednoduchému odhadu chyby. Soustredil se konkrétné na odvozeni
Castecného souctu rady
+n
_h2k2
S(n) = % Z e . (2.2.14)

k=—n
Zcela elementarné, pouze pomoci integrace per partes, ziskal pfesny vzorec

n n

S(n) = \2/—% e da + %e‘hznz + % ze o {lz] —z+ 3} dz. (2.2.15)

0 0
Pro odhad chyby, které se dopustime vynechdnim posledniho ¢lenu na pravé strané (2.2.15),
pak vyuzil geometrického vyznamu Riemannova integralu, integrovani pomoci substituce
a vét o stfedni hodnoté integralniho po¢tu. Obdrzel vztah

nh
42 _h2p2
S(n) = %/e t dt+%e nt L Ry, (2.2.16)
0
—%e_h%zﬁ pro n < %ﬁ ,0< 9 <1,
Rn = R
\/2%191 pro n>h%/§,—1§191§1.

Pro n — oo, ¢ — 0 dava tento vzorec lepsi vysledek pro soucet (2.2.13) nez vzorec Wir-
tingeruv (viz [Wirtinger (1902)]). Z pohledu naro¢nosti na znalosti ¢tenéfe jde o praci neptilis
slozitou. Dany problém by mohl byt i zpestfenim cviceni vysokoskolského kursu matema-
tické analyzy zaméfeného na opakovani integrace funkce jedné realné proménné a vlastnosti
Riemannova integralu.

Ohrani¢ené mocninné fady [K20], [K24]

V praci [K20] Kossler vychazel z vysledku ISSAT SCHURA (1875-1941) z let 1917/18 (viz
[Schur (1917/18)]) tykajicich se ohrani¢enych mocninnych fad, konkrétné hleddni podmi-
nek pro koeficienty ag # 0, a1, ..., aby funkce f(z) = > a,z" byla holomorfni funkeci
s omezenymi funkénimi hodnotami |f(z)| < 1 v jednotkovém kruhu |z| < 1.

Z Jensenovy formule ([Jensen (1899)]) plyne, Ze pro v absolutni hodnoté nejmensi nulovy
bod funkce f(z) plati podminka |z| < |ag|. Kossler se zaméFil na obecnéjsi otdzku — hledal
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zavislost rozmisténi nulovych bodu funkce f(z) (resp. bodu, pro néz f(z) = «) na prvnich
n koeficientech ag, a1, ..., an_1. Odvodil vétu:

Véta: BudiZ funkce f(z) holomorfni a omezend |f(z)| < 1 pro |z| < 1. Parametry o, 71,

. 213 funkce f(2) necht jsou mensi neZ 1 a vy # 0. V oblasti K,,, ohranicené algebraickou
krivkou, jednoznacné uréen€ pomocti pronich n z téchto parametru, nezdvislé na dalsich koefi-
cientech ap,, ani1, - - ., neleZi Zddny nulovy bod f(z). Zvolime-li vsak vhodné dalsi koeficienty
Gy Qptt, -- -, muge mit f(z) nulovy bod v kterémkoli bodé hranice oblasti K,,.

Dale necht g,, zna¢i polomér nejvétsiho mozného kruhu se stfedem z = 0 vepsaného do
oblasti K,,. Dle vyse zminéné Kosslerovy véty plati o1 < g2 < -+ < g5, pfi¢emz v absolutni
hodnoté nejmensi kofen z; rovnice f(z) = 0 vyhovuje podminkdm |z| > g,, v =1, 2, ...,
n—1a|z1| > g,. Pro jisté tfidy funkci pak autor dokézal nasledujici:

Véta: Pri piedchozim oznacent plati lim, o0 0, = 0 < 1. Je-li 0 < 1, pak |z1| = 0. Je-li
0 =1, pak rovnici f(z) = 0 nevyhovuje Zadny bod z kruhu |z| < 1.
V zévéru celého ¢lanku Uber die a-Stellen von beschrinkten Potenzreihen [K20] Kossler

uvedl pomoci jednoduché transformace moznost aplikace odvozenych vét pro body, v nichz
funkce f(z) nabyva libovolné hodnoty «.

V pojednani Uber Potenzreihen mit beschrinktem Imagindrteile [K24], s nimz Milos
Kossler vystoupil na druhém sjezdu matematikl zemi slovanskych v Praze v roce 1934, se
zabyval otazkou, kdy funkce

flz) =) A" (2.2.17)
n=1

bude holomorfni pro |z| < 1, pfi¢emz bude mit ohrani¢enou imaginérni ¢ast, specielné

—b<Imf(z)<m—b (0<b<m). (2.2.18)

vvoey

pro koeficienty A,, nutné pro splnéni (2.2.18):

Véta: Funkce (2.2.17) je holomorfni pro |z| < 1 a spliuje podminku (2.2.18) tehdy a jen
tehdy, kdyz [pro kazdé n € N je mozné najit vyjadfeni prvnich koeficienta 4, ..., A4, funkce

f(2) ve tvaru]
2

An=— [ ()™ dgp,

T Jo
kde ¥(p) znaéi redlnou funkci proni Bairovy tiidy, definovanou pro 0 < ¢ < 27 (aZ na
mnozinu nulové miry), vyhovujici podminkdm

27
0<¢(p)<7 a P(p) dp = 2mb .21
0
2.13Vychazime-li z oznageni dle Schura, pak
ay az(1 — apag) + @pa?
Yo =ao, 1= Y2 =

T=agm’ ™~ (1= aom)? —mam

2-141ntegral je uvazovan jako Lebesquetiv.
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Ekvivalentné 1ze této vété dat aritmetickou podobu:

Véta: Funkce (2.2.17) je holomorfni pro |z| < 1 a spliuje podminku (2.2.18) tehdy a jen
tehdy, kdyz

Y o) . (n)
Z(fklgo _e*kléazj-%—l), 1<k<n,0<y<n,

1k19

(n) ) (n)

0= << e < gy < 2m,

(@ = o) + (9§ = @§) + -+ (95 — o57) = 20,

kde V., ap§-n), Yy znaci redlnd cisla pro k < n na k nezdvisla.

Pii vySetfovani vyse formulovanych tvrzeni Kossler vychazel z pojednéani [Carathéodory
(1907)], Fatouovy véty, praci I. Schura a vlastnosti Lebesqueova integrélu.

Prosté funkce a Bieberbachova domnénka [K21]-[K23], [K30]

Prostou funkci v otevieném kruhu |z| < r rozumime holomorfni funkeci f(z), jestlize
pro vSechna |z1| < 7, |22| < 7, 21 # 22 je f(z1) # f(22). Uvazujeme-li konkrétné funkci
prostou pro |z| < 1, pak f zobrazuje jednotkovy kruh na jednoduse souvislou oblast, pfi¢emz
f'(2) # 0 pro |z| < 1. Lze tedy s dodateénym pfedpokladem f(0) =0, f/(0) = 1 psat

z)=z+ Z anz”, |z <1. (2.2.19)

Prof. Késsler se zabyval problematikou zmény f/(z) pfi posunuti z bodu z do bodu z+A z
v zavislosti na koeficientech a; a dale hledal podminky, které musi koeficienty a; spliiovat,
aby funkce (2.2.19) byla prosté.

Vzhledem k faktu, Zze se v pfipadé f(z) obecné jednd o komplexni funkci komplexni
proménné, méni se pfi daném posunuti jak absolutni velikost |f/(z)], tak argument arg(f’(2))
funkénich hodnot, pficemz pro mald Az plati Af(z) = f(z4+Az)— f(2) = f'(2)- A z, a tedy

IAf() = [f'(2)]-|A2], argAf(z) =arg f'(z) +argAz.

V piipadé funkei (2.2.19) prostych uvnitt jednotkového kruhu formulovali LubpwiGc GE-
ORG ELIAS MOSES BIEBERBACH (1886-1982) a PAUL KOEBE (1882-1945) [Bieberbach(1917)],
[Koebe(1920)] nasledujici odhady:

z 1 2
(1+|Z||)3 <G < (1:L|L||)3 (2.2.20)
larg f/(z)] < 2In 14::3 (2.2.21)

Zatimco odhad (2.2.20) oznacovany jako Verzerrungsatz je pfesny v tom smyslu, Ze pro
jisté prosté funkce v ném lze nahradit nerovnost rovnosti, odhad (2.2.21) zvany Drehungsatz
v Bieberbachové podani umoznoval dalsi mozna zlepseni. Kossler v ¢lanku Eine Verschdirfung
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des Drehungssatzes von L. Bieberbach [K22], ktery v tisku vysel diive nez [K21], odhad pro
(2.2.21) skutecné zlepsil, a sice do podoby
larg f'(2)])z1<r < de. (2.2.22)
Nebyl vsak sam schopen rozhodnout, zda tato novad majoranta je ¢i neni minimalni moznou.
Odpovéd na tuto otdzku najdeme v pojednani [Grunsky (1932)], v némz autor velmi rychle
zareagoval na praci [K22] a dokézal, ze (2.2.22) jesté pfipousti dalsi zpfesnéni. O toto vyle-

psSeni se Kdssler pokusil zanedlouho znovu — v praci Fin Beitrag zur Theorie der schlichten
Potenzreihen [K21], kde odvodil odhad

1+r
1—7r"

3
|arg f/(2)| < 2|az|r + §rln

Kosslerovy vysledky v této oblasti byly velmi vysoce cenény. Mimo jiné v navrhu na pri-
jeti M. Kosslera za fadného c¢lena Kralovské ceské spole¢nosti nauk z roku 1933 komise ve
slozeni Petr, Bydzovsky, Zaviska hodnotila jeho odhad ... jako nejpresnejsi odhad, ktery je
dosud zndm.?'® Bohuzel na tomto misté musime podotknout, Ze o prvenstvi pii zpfesiiovani
odhadu (2.2.21) Kosslera pfipravil GENNADI) MICHAJLOVIC GOLUSIN (1906-1952), jenz
stejny odhad uvefejnil o dva roky dfive v ¢ldnku [Golusin (1929)]. Z Kosslerova komentére
je vSak zfejmé, Ze o Golusinové préaci nevédél a dokédzal tak (2.2.22) na ném nezavisle. Jako
analogii k nerovnosti (2.2.20) dale dokazal

f”(z)) S 1 — |ag|r — 672 — |ag|r3 + 4
f(z) (L=7r2)(1+ |ag|r +12)
coz predstavuje odhad neptipoustéjici zpiesnéni, nebot napt. pro funkci z/(1 + |az|z + 22)

v ném plati rovnost. Uvedena nerovnost ma zajimavou geometrickou interpretaci: mnozina
f(re*) (¢ € R) je konvexni pravé tehdy, kdyz

f"(2)
f(2)

Koneény presny odhad pro (2.2.20) uverejnil Golusin v roce 1936.

9

1+Re(z

1+Re (2 ) >0 pro vSechna |z| =r.

V pojednani Uber besondere Klassen von schlicht abbildenden Potenzreihen [K23] Kossler
vyjadril svou litost nad tim, Ze se dosud nepodafilo zcela rozresit problém koeficient
prostych funkei, tj. najit jednoduché podminky pro a, tak, aby funkce (2.2.19) byla pro
|z| < r prostd. Rozhodl se tento problém studovat alespori pro jisté specidlni mnoZiny
funkci. Formuloval a dokéazal vétu

Véta: Bud’ funkce o(z) holomorfni a omezend (|o(2)| < 1) wwoniti kruhu |z| < 1, ¢ rediné
c¢islo, 0 < ¢ < 27. Funkce

1 1 1 1 /
p(z) =~ + [ o)dt, p1(2) = — + [ o(t)dt — —, pa2(2) = {1+ =z [ o(=t*)dt}?
z b/ z el (& z 0/

2.15Viz navrh na fadné &lenstvi Milose Kosslera v KCSN, fond KCSN, karton &. 19, uloZeno v Archivu
Akademie véd CR.
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jsou v kruhu |z| < 1 prosté a nenulové. Podobné funkce

f(Z) = gp(lz) :Z+Zanzn7f1(z) = goll(z) :Z+anz",f2(z) = <)02#(2) :Z+chzn
n=2 n=2

n=2
jsou v kruhu |z| < 1 holomorfni a prosté; koeficienty funkci f(z) a fa(z) vyhovuji odhadim

lan| <1 (2.2.23)

len] <n. (2.2.24)

Domnénka, ze (2.2.23) plati obecné pro vSechny prosté funkce ,postradajici sudé koe-
ficienty“ (a2, = 0, n € N), byla v roce 1943 vyvrdcena. Platnost podminky (2.2.24) pro
libovolnou prostou funkci uvnitt jednotkového kruhu dlouho zustévala rovnéz pouze do-
mnénkou, nazyvanou jménem svého objevitele, a sice Bieberbacha.

Kosslerovi se tedy podafilo dokazat Bieberbachovu domnénku ve specidlnim pripadé pro
funkce typu f2(z). Pro n = 2 pfitom obecnou platnost odhadu (2.2.24) dokézal v roce
1916 na zakladé Koebeho vysledku sam Bieberbach. O sedm let pozdé&ji Lowner dokazal
pravdivost pro n = 3. V roce 1955 ji Garabedian a Schiffer ovéfili pro n = 4, a podobné
dalsi autofi postupné pro dalsi konkrétni n. Koneéné v roce 1985 dokazal LLoOUIS DE BRANGES
DE BOURCIA (1932) pravdivost Bieberbachovy domnénky v plném znéni pro n € N (viz [de
Branges (1985)]).

Pro jisté skupiny funkci Kossler diky svym pojednanim [K21] — [K23] pfispél k pokroku ve
studiu Bieberbachovych hypotéz a rovnéz k prohloubeni nasich znalosti o prostych funkcich.
Na jeho vysledky navazal ¢lanek [Spacek (1932)], v ném# Kosslertv student odvodil nékteré
podminky postac¢ujici k tomu, aby funkce byla prosta a konkrétné u piikladu dokazujiciho,
7e nejde o podminky nutné, poznamenal, Ze na danou tlohu byl pisemné upozornén praveé
prof. Kosslerem. Prednaska, kterou o této problematice Kossler pronesl v Jednoté v fijnu
1932, byla zminéna jiz v prvni kapitole této prace.

K prostym funkcim se Kossler vratil znovu na zacatku 50. let — v pojednani Simple
polynomials [K30] se zaméFil konkrétné na polynomy

P(z) =z+a2” + -+ +an2", |ag| >0

a hledal podminky pro koeficienty as, ..., a,, které by byly nutné a postacujici pro to, aby
polynom P byl prosty pro |z] < 1.

Dvacet let pfed Kosslerem odvodil JEAN ALEXANDRE EUGENE DIEUDONNE (1906-1992)
takové podminky néasledovné: vSechny kofeny z rovnice associované

no1 8NP

sin 2 sin 3
i SRS S
3 sin @ sin @

1+ asx 0

musi pro vSechna realné ¢ spliiovat vztah |z| < 1. Podstatnym nedostatkem tohoto poznatku
je vSak fakt, ze vlastné generuje nekone¢né mnoho podminek pro koeficienty ay. Kossler ve
své praci dokazal toto:
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Véta: Polynom P(z) je prosty pro |z| < 1, prdvé kdyZ systém dvou associovangch rovnic

L+ Yo (A7 422 2h ) =0,
2

n
1 1 1
I+ %(++"'+>=0 (2.2.25)
22: A7 R zat
neni splnén pro Zddné dvé hodnoty z1, zo takové, Ze |z1| = |z3] = 1.

Vzhledem k symetrii rovnic (2.2.25) je patrné, ze s kazdou dvojici feSeni (21, 22) je systém
splnén i pro dvojice (z2,21), (%, %), (%, %) Vyuzijeme-li této skutecnosti, pak zjistime,
Ze pro prosty polynom P(z) musi vSechny dvojice feSeni (21, 22) systému (2.2.25) vyhovovat
relacim (|z1] <1 A |z2] > 1) V (Jz1] > 1 A |z2] < 1). Pomoci jednoduchych substituci autor

prevedl (2.2.25) na jednodussi tvar

2"+ @ma P (u) =0, (2.2.26)

kde Ppi(u)= | (—1)" (’f —r= 1) e

a pomoci tohoto dokazal vétu:

Véta: Polynom P(z) je prosty pro |z| < 1, pravé kdyZ associovand resultanta (2.2.26) nent
identicky rovna nule a zdroven memd Zadny koten v intervaly —2 < u < 2.

V dalsim textu se Kossler zvlasté zabyval polynomy druhého, resp. tfetiho stupné, a déle
nastinil moZnost vyuziti odvozenych vysledku i pro obecnéjsi skupiny funkci, mj. racionalni
lomené funkce a nekoneéné mocninné fady. Jakkoli je vSak Kosslerem odvozena podminka
jednoduchad, praktické ovérovani jejiho splnéni je znacné narocné, coz doklada vysetfovani
pro polynom z + as2? + azz3. Tuto praci cituje napi. ¢lanek [Gluchoff, Hartman (1998)].
Studiu prostych polynomu je vénovéna i rozséhla ¢ast Kosslerovych deniku, jak je ukdzano
v kapitole Sesté.

Some properties of trigonometric and algebraic polynomials [K28]
V préaci [K28] Kossler provedl rozklad trigonometrického polynomu

n—1
P(p) =ap + Z(ak cos kg — by sinkg) + an cosngp, a, >0 (2.2.27)
1

v soudin reprezentujici polynom algebraicky, coz mu umoznilo studovat parametrizace koe-
ficientu pro jisté typy polynomu, konkrétné polynomy (2.2.27) nenabyvajici pro zadné ¢
zaporné hodnoty nebo algebraické polynomy s kladnou redlnou ¢asti.
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Odvodil fadu nutnych a postac¢ujicich podminek pro koeficienty a; danych typu poly-
nomu. Pozoruhodny je fakt, Zze z jeho ttvah vyplynul koneény pocet téchto podminek, kdezto
z obecné teorie mocninnych fad (dle Carathéodoryho, Toeplitze, Schura) dosud plynul ne-
kone¢ny pocet podminek pro koeficienty aj. Tim rozfesil algebraicky problém do té doby
feSeny jen transcendentné.

O vyznamu &isla sup |a,|* v teorii mocninnych ¥fad  [K29]

V pojednani [K29] Kossler shrnul vyznam hodnoty g = sup |a, % pro vybrané vlast-

nosti mocninnych fad. Zatimco lim|a,

T .y Lo . o e (.
» totiz hraje vyznamnou roli napf. pri stanovovani

. s - 10 oL p
poloméru konvergence mocninné fady, ¢islo sup |a,|= byva i pfes sviij vyznam opomijeno.
. o ) y ‘x 1 w
VSechny mocninné fady f(z) = 1+ Y., a,z", které maji totéz g = sup|a,|=, tvoii
tfidu té vlastnosti, Ze nulovy bod ( kterékoliv z nich ma vlastnost

1
|<|22—.
g

Tento odhad je do té miry pfesny, ze nedovoluje zadné dalsi zpfesnéni. Uvazujeme-li déle
fadu
w:a1z+a222+~--

o poloméru konvergence o > 0, pfi¢emz a; > 0, sup |an|% = g pron > 2, pak podle Kosslera
pro polomér konvergence ¢, fady inverzni

z:a1w+a2w2+~~

2
m>@ﬂ+m—g.
g

Pro mocninné fady dvou proménnych

plati pfesny odhad

o0
flz,20) =a+ Y (ano02] +an-1127 22 + - + 6002
n=1

kde a > 0, g, = sup (|an70|%, |an_171|%,...,\a07n|%), sup g, = g > 0 plati, ze f(z1,22) #0
v oboru |z1| < r a zéroven |zo| < r, kde

1 1
r==(1- ——).
g ( v1+ a)
Tato Kosslerova véta v podstaté obsahuje konkrétnéjsi podobu véty o vlastnostech spojité
funkce na okoli bodu.

Posledni aplikaci, jiz se Kossler zabyval, byla souvislost s polomérem prostého zobrazeni
daného mocninnou fadou. Uvazujeme-li fadu

f(z):az—i-Zanz", a>0,
n=2
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pak zobrazeni f(z) je prosté uvniti kruhu o poloméru max. o se stfedem v bodé z = 0, kde
0 = supr, priCemz r znadi Cisla, pro néz plati

21 # 22 = f(z1) — f(22) # 0 pro viechna |z1|, |2z2| < 7.

Pro ¢islo ¢ plati nasledujici odhad

1 1
0> (1- 7).

kde g = sup|apt1|7, n > 1. V zévéru celého pojedndni Kossler poznamenal, Ze jim uve-
dena metoda by se dala aplikovat mj. pii dukazu existence implicitni funkce ¢i pfi dukazu
existence feSeni diferencidlnich rovnic, nebot jejim nejvétsim pozitivem je skutecnost, Ze
pracuje s presnymi odhady poloméru konvergence nepripoustéjicimi dalsi zpresnéni. Na tuto
Késslerovu praci navézal v roce 1954 Zdensk Koutsky ¢lankem Nékterd uZiti cisla sup |an|=
[Koutsky (1954)], v némz podal pravé zminény dukaz existencéni véty pro feSeni diferenci-
alnich rovnic a zaroven ukazal systém mocninnych fad, jehoz inverzni systém ma v urcité
tridé nejmensi polomér konvergence. Pojednéni bylo vytahem z autorovy disertace, kterou
Kossler posuzoval spolu s V. Jarnikem.

Uber reele Charakteristiken von Potenzreihen [K31]

kS
n

oo
Uvazujeme-li mocninnou fadu  f(z2) = z + Z(ak b))%, ap, by €R,
k=2

pak redlnymi charakteristikami této fady rozumime myj. funkce

A(r) = maxRe f(2),  B(r) = min Re f(2)

M(r) = max|f(:)].  m(r) = min|£(:)].

Otéazka hledani téchto charakteristik pro konkrétni funkce f(z) neni zpravidla pfili§ obtiZna.

Kossler se zamétil na problém opacény — je-li dana néktera z téchto charakteristik pro vhodné

malé r ve tvaru r + Cor? + C3r® + -+, C), € R, jaké skupiné funkci f(z) odpovid4?
Kosslerem pouzitd metoda je zaloZena na faktu, Ze pro libovolnou funkci ¢(r) takovou,

ze f(re’®(")) = A(r), musi platit re*®(") f'(re’®(")) = rA’(r). Zde trivialni volba ¢(r) = 0

vede k funkei f(z) = A(2). Z volby z = re**(") pak pro

sin ¢(r) :71r+'ygr2+~~, o € R

dostaneme funkci inverzni k z ve tvaru r = v(2) = z + 0222 + 9323 + - - -, odkud dosazenim
plyne
2f'(2) = v(2){1 + 2C50(2) + 3C302%(2) +--- }.

Touto podminkou je funkce f(z) urcena pro dosti malé hodnoty r > 0. Postup konstrukce
f(2) je pouzit v konkrétnim pfipadé, kdy A(r) = r, sinp(r) = %sr, e€ER r< é—‘, jenz vede
k funkcim f.(z) = 2/(ie) {/1+iez — 1}, které skutecné vyhovuji vztahu maxRe f-(z) =
A(r) = r. Podstatna je ve vSech pfipadech lokdlnost odvozenych tvrzeni v zavislosti na
velikosti 7. V poslednich odstavcich svého pojednani Kossler nastinil moznost aplikace teorie
pro A(r) i na ostatni charakteristiky B(r), M (r) a m(r). Redlnym charakteristikdm je déle
vénovana rozsahla pasaz poznamek v autorové deniku ¢. 17 a 18 — viz kapitola Sesta.
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2.3. Prace vyjimecné

»Matematika je uméni ddvat stejnd jména
ruznym vécem.*

Jules Henri Poincaré

V zajmu uplnosti musime poznamenat, Ze z uvedeného jednoduchého rozdéleni Kossle-
rovych praci vy¢éniva nékolik vyjimek. Z pohledu ¢asového je nejstarsi z nich kraticky ¢lanek
O dhlech nesouméritelngch ([K10]) z roku 1923. Vyjimecnost tohoto pojednéni tkvi nejen
ve skutecnosti, Ze jde o problematiku, kterou se Késsler v dalsich pojednanich (s vyjimkou
drobnych zminek v [K11]) vice nezabyval, ale zaroven jde o dilo pfistupné i pokrocilejsim stu-
dentum stfednich skol, na rozdil od ostatnich Kosslerovych ¢lanku vyzadujicich od ¢tenare
netrivialni matematické znalosti.

O uhlech nesouméritelnych  [K10]

Inspiraci pro tento ¢lanek byla Kosslerovi bezesporu pythagorejska teorie soumétitelnosti
usecek, ktera ve své dobé€ vedla k tzv. pront krizi matematiky zpusobené objevem iraciondl-
nich éisel reprezentujicich nesoumétitelné tisecky (napf. stranu a thlopficku ¢tverce).

Usecky a, b byly povazovany za souméfFitelné, jestlize bylo mozno nalézt spoleénou miru ¢
tak, Ze bylo mozné psat a = m-c, b = n-c (m, n predstavuji pfirozend ¢isla), resp. a : b =m :
n = . Dikaz existence nesouméfitelnych tsecek bychom mohli z algebraického hlediska
opfit o jednoduchou rovnici, nap¥. u?> = 2a? pro délku thlopiicky ¢tverce u vyjadienou
pomoci délky strany ¢tverce a.

Zatimco o souméritelnych tuseckach, plochach ¢i objemech bylo v minulosti napsano
mnoho, Kosslera zaujala skutecnost, ze v literatuie se tivahy na toto téma nezminovaly
o problematice thla. Sdm se pokusil zaroveni odpovédét na otdzku, pro¢ tomu tak bylo —
v piipadé souméritelnosti thli je totiz nutné pracovat s vyrazné komplikovanéjSimi alge-
braickymi rovnicemi vSech stupiiu a jejich soustavami.

Uvazujeme-li o thlech «, § jako o tthlech méfenych v obloukové mire, lze Kosslerovy
uvahy rozdélit na hledani odpovédi na dvé otazky:

(1) Kdy je thel o souméfitelny s tthlem 7?7

(2) Kdy jsou thly «, 8 vzdjemné soumétitelné?

Definice: Rekneme, ze thly « a 3 jsou souméritelné, jestlize lze psat

a:f=",
m
kde m, n jsou nesoudé€lna celd cisla. V ostatnich pripadech fikame, ze thly o a 3 jsou
nesoumeritelnée.

Tato definice je jednoduchou analogii definice souméiitelnosti tise¢ek starych Reki. Jest-
lize tedy méame tthel o dany ptimo, odpovéd na prvni otdzku se redukuje na rozhodnuti, zda
pomér « : w predstavuje racionalni nebo iracionalni ¢islo. Mnohem zajimavéjsi je proto situ-
ace, neni-li thel o dany pfimo, ale prostfednictvim nékteré z goniometrickych funkei (napf.
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cotgaw = 2, sina = 1/2, apod.). Vzhledem ke zndmym vztahim mezi goniometrickymi
funkcemi, napf-.

— =1+cotg’a, a#knr,
sin“

stacl vySetifovat problém pouze pro jednu z goniometrickych funkci a vysledky pak pfipadné
jednoduse upravit. Kossler si pro tento ucel vybral funkci cosx a dokazal vétu, kterou lze
formulovat nasledujicim zpusobem:

Véta A: Uhel o definovany vztahem cos a = o je souméritelny s ihlem 7 prdvé tehdy, kdyz

(e+ivV1—g)*" =1, (2.3.1)

kde m pfedstavuje jisté celé éislo (pFedem nezndmé).
[Dikaz této véty je jednoduchy: ze vztahu v : m = mn : m vyjadiujictho souméfitelnost thla o, 7 lze

odvodit rovnost

eme = 2T = 1 (2.3.2)

Vyuzijeme-li Euleritv vzorec €' = cosp + i8in ¢ a tvrzeni Moivreovy véty (Cosnyp + isinng) =
(cos ¢ + isin )™, dostaneme ze vztahu (2.3.2)

cosa +isina)?™ =1
)

a dale uz staci si uvédomit, ze pfi oznaCeni COSx = @ plati |Sin a| = 41— Q2, odkud plyne vztah

(2.3.1). Podobné snadno se dokaze obricena &ast tvrzeni véty A.]

Na tomto misté Kossler sdm uznal, Ze z hlediska praktického vyuziti je vzorec (2.3.1)
naprosto nevhodny, a proto se pokusil odvodit podminku vhodnéjsi pro numerické vypocty.
Vychézel z Eulerova vztahu 216

m—1
2m —r—1
sin 2ma = sina E (‘UT( . >(2C0sa)2m2T1.
r

r=0

Oznacime-li (2cosa)? = 49? = 1 a uvazime-li, 7e za predpokladu souméfitelnosti ahli o,
plati rovnost sin 2ma = sin2nm = 0, dostaneme po drobné tpravé podminku ekvivalentni
s podminkou (2.3.1)

2m — 2 2m —3
"= ( " )Tlm2+ ( " )77’"3 —+ (=)mThm =0, (2.3.3)

Z tohoto vyjadieni nutné a postacujici podminky pro souméftitelnost tthlu «, 7 plynou zaji-
mavé dusledky, napf.

(1) Jestlize o = cos « je transcendentni &islo (napi. 1/e, 1/m, ... ), pak dhel o nemize byt
souméritelny s w, nebot i n = 40° jako#to transcendentni ¢islo nemaiZe spliiovat vztah
(2.3.3) pro Zddné m € Z.

2:167de je v &lanku [K10] tiskova chyba - v exponentu vyrazu (2cosa) na pravé strané rovnosti chybi
koeficient 2 pred r.
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(2) Véta (B): Uhel a urdeny vztahem cosa = /1 (kde r € Q*, r < 1) je souméritelny
s w jen tehdy, kdyz
r=20,1/4,2/4,3/4, nebo4/4.

[Ditkaz véty B v podstaté hled4 odpovéd na otazku, kdy je racionalni ¢islon) = p/q (p, ¢ € Z, (p,q) = 1)

fesenim rovnice (2.3.3). Dosazenim 1) = p/q do (2.3.3) a vynasobenim celé rovnice ¢islem qm_2 dostaneme

m—1 2 ) 2 -3
p _ < m )pZm—Q_ < m )pZm—3q+_”_'_(_1)m.mqm—2’

q 1 2

kde prava strana je evidentné rovna néjakému celému ¢islu. Z podminky nesoudélnosti ¢isel p, ¢ potom
ovSem plyne jedind moznost pro &islo ¢, a sice ¢ = 1, a tedy n = p € Z. Vatah 1 = (2 cos a)2 =pe”Z
viak skyté realné feseni pouze v ptipadech p = 0, 1, 2, 3, 4. Dale uz staci si uvédomit, ze r = p/(4q),

¢imz je tvrzeni véty B dokdzéano.]

Jakkoli se muze vyse uvedeny druhy dusledek zdat nezajimavy, plynou z néj zajimava tvrzeni
pro pravouhlé a kosotuhlé trojuhelniky:

(2a) Jestlize délky dvou stran pravouhlého trojihelnika jsou éisly souméfitelnymi, jsou
velikosti 1hld tohoto trojuhelniku ¢isly navzajem nesoumétitelnymi. Vyjimku tvori
trojuhelniky pravothlé s Ghlem 7/3 nebo 7/4.

(2b) V kosothlém trojuhelniku nemohou byt soucasné délky vech stran soumétitelné a zé-
roven vSechny thly souméfitelné. Jedinou vyjimkou je trojthelnik rovnostranny.

Vratime-li se jeSté na chvili zpét ke vztahu (2.3.3), vSimnéme si, ze v pfipadé, kdy jsou
thly a, 7 soumétitelné, je ¢islo 7 celé algebraické. Z takové uvahy Kossler vyvodil tvrzeni
opac¢ného charakteru — podminku nesoumétitelnosti thla «, 7, kterou oznadil jako vétu C.

Véta C: Bud'n = 4cos? a. Jestlize plati algebraickd rovnice s celociselnymi koeficienty
aon" + a4t a, =0,

kde ag > 1, a, # 0 a celd rovnice se nedd krdtit cislem ag, pak je uhel a nesouméritelny
s uhlem .

[Ditkaz vyuziva sporu s rovnici (2.3.3).]

Zaméiime-li se na druhou otdzku kladenou v ivodu, muZeme postupovat zcela ana-
logicky jako v pripadé prvni otazky - pouze roli thlu n pfevezme obecny thel 8. Z pod-
minky sin2ma = sin 2n, kterou spliuji souméfitelné thly «, 3, dostaneme pfi oznaceni
(2cosa)? =1, (2cos B)? = ¥ rovnici

Vit (M - (2.3.0
r=0

= /A=) 2(—1)” (" e

V tomto pripadé vsak takto dostdvame podminku nutnou, nikoliv postacujici pro
souméfitelnost thlu «, §. Postupujeme-li totiZz opaénym smérem, nemuZeme z podminky
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sin 2ma = sin 2n 8 pfimo tvrdit, Ze 2ma = 2nS3, a tudiz Ghly «, 8 prohlésit za souméritelné.
Ze vztahu sin 2ma = sin 2nf muzeme pouze vyvodit 2ma = 2ng + 2kw, k € Z. K tomu,
abychom obdrzeli i postacujici podminku soumétitelnosti, museli bychom k podmince (2.3.4)
pridat jesté dalsi plynouci ze vztahu
2ma — 2n,
sin% =sin27 =0,

jenZ v piipadé «, 8 souméftitelnych plati pro kazdé k celé (nenulové). Ponékud slozity vztah
(2.3.4) muzeme vyuzit napf. pro feSeni nésledujici ulohy.

Priklad: Uvazujme dva pravoudhlé trojihelniky, jejichz délky stran (p12, q1,2, 71,2, kde p? +
q? = r2) predstavuji celd nesoudélnd ¢isla. Lze dokdzat, Ze ostré 1ihly obou trojihelniki jsou
mezi sebou i s thlem m nesoumeéritelné.

Diikaz tvrzeni v této tiloze pii oznaceni n = 4p? /r?, 9 = 4p2 /73 a za predpokladu sou-
méfitelnosti nékteré dvojice thlia v obou trojihelnicich (s vyjimkou dvojice thla pravych),
vede s vyuzitim rovnice (2.3.4) a vlastnosti pythagorejskych trojic ke zjisténi, ze takové
pravouhlé trojuhelniky neexistuji.

V zavérecné Casti této prace se Kossler velmi struéné zminil o aplikaci vySe odvozenych
poznatku ve svém pfipravovaném ¢lanku [K11], jenz byl nakonec shodou okolnosti vydén
jesté diive nez [K10], konkrétné v problematice studia analytického pokracovani jistych t¥id
funkci ve smyslu Borelové. Podrobnéjsi komentar k této aplikaci je obsazen v odstavci 2.2.

Dalsi vyjimku v Kosslerové dile predstavuje uéebnice Uvod do poctu diferencidlniho
([K33]), jejimuz rozboru v rdmci této préce vénujeme patou kapitolu. Zbyvajici dvé vyjimky
tvori ¢lanky, pod nimiz je Kossler podepsan jako spoluautor.

O préci ([K34]) vénované Karlu Petrovi, v niz FrantiSek Nusl sepsal stru¢ny Zivotopis
svého ptitele ze studii a Milos Kossler doplnil struény pfehled dila (véetné ndvaznosti dané
problematiky na jeji vyskyt v ostatni literatufe a u jinych autori) svého oblibeného ucitele
a pozdéjsiho kolegy, jsme se zminili jiz v ivodni kapitole. Z pohledu Kosslerova piispévku
jde o praci prehledovou, nikoli puvodni védecké pojednani, a proto se ji dale nebudeme
podrobnéji vénovat.

Spolu s Vojtéchem Jarnikem je Kossler podepsan pod ¢lankem O minimdlnich gra-
fech, obsahugicich n dangch bodu ([K32]), ktery lze povazovat za jedno z prukopnickych
dél v discipliné dnes nazyvané teorie grafi. Tato prace byla inspirovina ¢lankem Otakara
Boruvky O jistém problému minimdlnim z roku 1926, zabyvajicim se hledanim miniméalni
kostry grafu. Vzhledem k faktu, ze uvedeny ¢lanek [K32] byl podrobné rozebran v piispévku
JAROSLAVA NESETRILA a BERNHARDA KORTEHO Vojtéch Jarnik’s Work in Combinatorial
Optimization (viz [Life and Work of Vojtéch Jarnik, str. 37-53] a [Korte, Neset¥il (2001)]),
nebudeme zde rozbor této prace uvadeét.
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2.4. Prace vénované teorii ¢isel — piehled

»Matematika je krdlovnou véd a teorie cisel
je krdlovnou matematiky.”

C. F. Gauss

Do uvedené kategorie lze zaradit celkem osm Kosslerovych praci. Pti blizsim pohledu
na jejich obsah mezi nimi najdeme ¢tyfi prace zabyvajici se problematikou lezici na rozhrani
teorie Cisel a teorie funkci. Jedna se o ¢lanky:

[K3] Vztah mezi poétem prvocisel v danych mezich a vétou Wilsonovou
[K4] Soucet fady Lambertovy a pocet délitelu celistvého ¢isla

[K6] Novy rozvoj pro Riemannovu funkci prvociselnou

[

K25]  Asymptotické rozvoje pro funkce ((s), ((a, s).

Zvlastni pozornost je témto pojednanim vénovana v kapitole ¢tvrté. Zbyvajici Ctyfi prace,
podrobné popsané v nasledujici kapitole, jsou vyslovené ¢iselné-teoretického charakteru:

K7] O rekurentnim vzorci pro prvocisla

[

[K19] Dvé poznamky k theorii éselné

[K26] Einige Sétze aus der elementaren Zahlentheorie
[

K27]  Uber ein Teilerproblem.

Jesté pred tim, nez pristoupime k rozboru jednotlivych dél, povazujeme za vhodné
zminit, Ze profesor Kossler vzdy zastaval nazor, Ze analytické metody jsou v teorii ¢isel cizim
prvkem. Idedlem podle néj bylo, aby teorie ¢isel pracovala bez této pomoci, Cisté elementar-
nimi Ciselné teoretickymi metodami. Nenechme se touto formulaci zmést a pfipomenme si
na tomto misté citat z pera akademika Jarnika:

si
1]

,Matematik ovéem vi, Ze ,elementdrn
spiSe naopak.“ [Jarnik (1955), str. 113]

v matematice neznamend ,snadny“ — casto
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Kapitola 3.
Prace z elementarni teorie ¢isel

3.1. O rekurentnim vzorci pro prvocisla [K7]

,Problém, ktery stoji za Tesent, dokazuje
svou cenu tim, Ze vzdorugje.“
P. Hein

Historie problému

Od 3. st. pf. Kr., kdy EUKLIDES ve svych Zdkladech elegantné dokazal, ze ,kmennyjch cisel
jest vice nez jakékoliv dané mnoZstvi“, je znamo, Ze prvocisel existuje nekonecné mnoho. Celd
fada matematiku se jiz od dob starofeckych filosofu snazila a snazi vyhleddvat stéle vétsi
a vétsi prvodisla, ¢i dokonce najit funkci f popsatelnou kone¢nou aritmeticko-analytickou
formuli takovou, aby vSechny hodnoty f(n), n € N, byly prvociselné.

Metoda zndmé pod nazvem FEratosthenovo sito se v.dnesni dobé objevuje uz v ucebnicich
pro zékladni skoly. Nedava nam vSak moznost dopiedu efektivné zjistit nasledujici prvocislo
v posloupnosti 2, 3, 5, 7, 11, ..., 41, ..., 83, ..., zname-li vSechna pfedchozi prvodisla.
V dalsich tivahach budeme znacit p; = 2, po = 3, p3 = 5, ... posloupnost prvocisel sefazenych
podle velikosti. Vyjdeme-li po stopach Euklidova dukazu tvrzeni, Ze prvocisel je nekoneéné
mnoho, ziskame pro nasledujici prvocislo v posloupnosti p1, po, ..., Dk, ...odhad ve tvaru

Pe+1 S pip2---prp+ 1. (3.1.1)

Tento odhad je vSak velmi ,neostry“. Béhem vyvoje matematiky bylo od dob Euklido-
vjch formulovano mnoho podobnych, aviak presnéjsich odhadi (viz napi. [Simsa (1994)]).
Uvedme si pro zajimavost odhad Makowského

DPk+1 + Pr+2 < P1P2 - Pk, (3.1.2)

a odhad Dehnuv
Pr4+1 < v/P1P2 " Pk - (3.1.3)

V roce 1845 vyslovil JOSEPH Louls FRANGOIS BERTRAND (1822-1900) domnénku: ,,Pro
kazdé n € N, n > 1 leZi v intervalu (n,2n) alespori jedno prvoéislo.“, jiz se podatilo dokézat
v roce 1850 PAFNUTLI Lvovict CEBYSEVOVI (1821-1894). Odhad ve tvaru

Pr+1 < 2P (3.1.4)

tak byva pripisovan pravé jemu.

Analytické snahy nahradit v podobnych odhadech znaménko nerovnosti znaménkem rov-
nosti a sestavit tak rekurentni formuli pro k-té prvoéislo, kdyz vSechna predchéazejici pokla-
dame za znama, vedly a vedou ke znacné komplikovanym vzorcum, vcetné vzorce, ktery
odvodil Milos Kossler. Pro zajimavost uvedeme nékteré z nich. Polsky matematik zabyvajici
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se teorii ¢isel WACLAW SIERPINSKI (1882-1969) v roce 1952 sestavil rekurentni formuli pro
n—té prvocislo

o0
- [102”(4 102" {102”’104 . kdea= 173% , (3.1.5)
m=1
ktera je vSak v praxi pro generovani prvocisel nepouzitelna, nebot predpoklada znalost nejen
D1y -y Pn_1, ale 1Py, Ppi1, - .. Ze stejného duvodu selhdva vzorec, ktery uvedli G. H. Hardy
a E. M. Wright ve své knize The Introduction to the Theory of Numbers:

(oo}
Pn = {TMBJ _ 2l V(n_l)zBJ . kde B = anr_nz reEN.r>1.
n=1

Jinou moznost, jak odvodit formuli pro n—té prvoéislo, ddvd Wilsonova véta (viz odstavec
4.1.1). V roce 1964 C. P. WILLANS sestavil s jeji pomoci vzorec

j=2" 1/n m Sm27T(J D!
n
p + Hl—l—ﬂ'(m)J J e m(m . (3.1.6)
m=1 j=2 j

Mezi nejznaméjsi z rekurentnich formuli pro prvodéislo p, patfi Gandhiho formule z roku
1971

1 p(d)
o=ty -5+ a1 ||
le,L71

(3.1.7)

kde p zna¢i Mobiovu funkei,®! sou¢in P, ;1 = pipa2---pn_1, symbol d|P,_1 znaéi ,d je
délitelem P, 1.
Nahled na Késslerovo odvozeni

Milos Kossler ve svém ¢lanku pouzival odhad Cebyseviiv (3.1.4) a vychazel z Eulerova
vztahu mezi prvocisly a dzeta funkci

o0 1
— 14— 4 — = - s>1.
((s) + 55+ 33 b n|:|1 o °

Podle svych slov tak odvodil ,pomérne jednoduché vyjidrent jedinou formuli rekurentni
beze vsech iteraci®. Cely jeho postup lze rozdélit do dvou krokii - v prvni fazi odvodil limitni
podminku pro p2, ve druhé fazi pak odstranil ziskanou limitu pomoci celé fady na sebe
navazujicich nerovnosti. Oznac¢ime-li podle Kosslera

O(s) = ()L =pr )L =py°) - (L=pi2y) — 1,

3-1Mébiova funkce je definovana pro n € N jako (1) = 1, u(n) = (—1)* pro n ve tvaru souéinu k riznych
prvodisel, ktery neni délitelny druhou mocninou zadného z nich, p(n) = 0 v ostatnich p¥ipadech.
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muZeme s pomoci rozvoje ¢initeli pravé strany této rovnice v geometrickou fadu psat

S S
) () ()
¢<5+2) - k o 5+2 » s+2
() Gs)
() A=p ") A =p3°)---(I—p2y) -1
= —s5—2 —s5—2 —5—2 ’ (318)

s +2)A=p " )A=p," %) (1—p 2 7) —1

odkud s vyuzitim zfejmé platné nerovnosti px4+1 > pr + 2 a odhadu pro dostatecné velka s
lze odvodit vzorec

2 _ CE)A—p ") —pp°) - (1 —p°y) — 1
D = m

s=o0 C(s+2)(1—pr (1 —py* %) - (1 —pp°72) — 1

(3.1.9)

Omezime-li se dile na s > o (kde o je pfesnéji odhadnuto pozdéji), dostaneme podminku
pi = ®(s)/@(s +2)] .

Ke zjisténi, jak velké musi ¢islo o byt, Kossler vyuzil pravé odhad (3.1.4) a vlastnosti funkce
In z. Zkusmo dosadil

o =Tpp—1lnpg_1,
a dale ovéril, ze pro pr—1 > 11 takto volené o spliiuje vSechny nerovnosti vyskytujici se
v prubéhu vypocétu. Vzhledem ke skuteénosti, Ze o hodnotéch ¢(2m+1) nemame pfFili§ presné

informace (viz odstavec 4.3), volil v poslednim kroku ¢&islo s = 2m > o, tedy ¢islo sudé, aby
mohl vyjadfit hodnotu ¢—funkce ve vzorci (3.1.8) pomoci zndmého Eulerova vztahu

B 22m71 |Bm|7l'2m

Clom) = =g 5

kde By, zna¢i Bernoulliho &islo.>? Celkem tedy pro pr_1 > 11 am > Zp,_1Inpj_; Késsler
ziskal rekurentni formuli

22m71 ‘Bm|7T2m
22mA1| B, o [w2m+2 ’

= | Cm+ Dem+2) (3.1.10)

=M= (L= %) — (2m)
(L =p ") (A =p 2" 72) - (L= p 27 7%) — (2m + 2)!

Nejmensi prvodislo, které by bylo moZno pomoci (3.1.10) hledat za splnéni podminky pg_1 >
11, je tedy ¢islo 13. Pokusime-li se vzorec provérit pro tento nejjednodussi pripad, zjistime,
Ze musime volit m > 92, coz vede v pfipadé ¢isel B,,, (2m)! k obrovskym ¢islim, jejichz
dalsi pouziti ve vypocétu prakticky zabranuje efektivnimu vy¢isleni dané formule. Citace
prace [K7] se objevuje i v zahrani¢ni literatufe, nap¥. v knize [Narkiewicz (2000)].

3-2Prof. Kossler pouzival ve svych vypoétech Bernoulliho &isla s touto indexaci: By = %, By = %, B3 = é,
... (tj. bez nulovych ¢élend, vSechna &isla s kladnym znamenim), takZe uvedeny vztah zapisoval bez absolutni

hodnoty.
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3.2. Dvé poznamky k theorii ¢iselné [K19]

»Prvocisla jsou proto, aby se ndso-
bila. Tak proc je scitat???¢

Lev Landau

Rozklady prirozenych é&isel

Rozkladem pfirozeného ¢isla se rozumi v dnesni stfedoskolské matematice nejcastéji roz-
klad kanonicky, s nimz se zaci setkdvaji uz na zakladni skole, resp. v nizsich ro¢nicich vice-
letych gymnazii. Nedostatkem cCasu tisnénd teorie ¢isel se v nasem stredoskolském systému
v tomto sméru omezuje pouze na formulaci véty o existenci a jednoznacnosti kanonického
rozkladu:

Véta: Libovolné prirozené c¢islo n > 2 je mozné vyjddrit jako soucin prvocisel, pricemz toto
vyjadrent je jediné€, nebereme-li v vvahu potadi cinitelu. Napf.

1605240 = 22 -32.5-73 . 13.

S dukazem tohoto tvrzeni se néktefi studenti setkaji v zdkladnim kursu algebry na vysoké
skole, vétsina populace se vSak dale nevénuje studiu teorie ¢isel, a tak si pod pojmem roz-
kladu predstavuje praveé tento multiplikativni rozklad kanonicky, jako by se drzela tivodniho
citatu, jehoz autorem je sovétsky fyzik LEV DAVIDOVIC LANDAU.33 Z historického hlediska
je vSak hledani analogii mezi aditivnimi a multiplikativnimi vlastnostmi pfirozenych cisel,
jimz se prof. Kossler ve svém dile Casto zabyval, dosti starou a velmi zajimavou oblasti
matematiky.

Na problematiku ruznych specidlnich rozkladu pfirozenych ¢isel v sou¢et muzeme narazit
v rozmanitych podobach i se studenty na stfedni Skole, napf. v matematickjch seminérich
¢i pfi feseni iloh matematické olympiddy. Vzdyt napi. rekurentni vztah mezi po sobé nasle-
dujicimi Fibonacciho &isly (F,+2 = F, 1+ F,) vlastné hledd konkrétni rozklad Fibonacciho
¢isla na soucet dvou faktorl; definice dokonalého ¢isla v sobé rovnéz zahrnuje myslenku
rozkladu pfirozeného éisla v soudet svych vlastnich délitela (napf. 28 =142+ 4 + 7+ 14),

vztah mezi kanonickym rozkladem &isla n = p{*p5? - - - p? a jeho logaritmem

(e 2P es] Qo

-
Inn = Inp'ps? - p; Zailnpi
i=1

nam ukazuje mozZnost pfevodu nésobeni na soucet vyuzivajici vlastnosti logaritmu, atd.
Jista analogie Eulerovy véty
Inspiraci pro Kosslerovu praci [K19] muzeme najit v samgch pocétcich rozvoje aditivni
teorie ¢isel. V dopise z roku 1674 se GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716) ptal J.
BERNOULLIHO, kolika zpusoby lze dané prirozené ¢islo rozlozit na soucet prirozenych Cisel,
nezélezi-li na pofadi séitancu. Zjistil, ze pro éislo 3 existuji tii rozklady (3,241, 1+1+1),
pro &islo 4 pét rozkladu (4,34+1,2+2,24+1+1, 14+ 1+ 1+ 1), pro ¢slo 5 sedm rozkladd,

3-3Lev Davidovi¢ Landau (1908-1968), nositel Nobelovy ceny za fyziku z roku 1962 za prikopnické teorie
o kondenzované hmoté, zvldsté o kapalném héliu. Uvedenou otazku vytkl na zasedani ruské Akademie véd.
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¢islo 6 jedenact rozkladu; podezieni na prvociselny pocet rozkladu padlo pro ¢islo 7 s 15
existujicimi rozklady.

LEONHARD EULER (1707-1783) na zékladé porovnani koeficientl u totoznych mocnin z
v identité

[[a+zm=][a—-2>)"" <1
n=1 n=0

vyslovil v roce 1748 vétu:

Véta (L.Euler) : KaZdé prirozené ¢islo lze rozecisti pravé tolikrdt na sc¢itance od sebe rizné,
kolikrat jest mozno ho rozecisti na stejné nebo rizné scéitance liché.

Pripustime-li i rozklad na jednoho s¢itance, pak napiiklad existuji tii zpusoby, jak ¢islo
5 zapsat jako soucet séitanci od sebe ruznych (5 =1+ 4 = 2+ 3), a rovnéz t¥i zpusoby, jak
jej rozlozit na séitance pouze liché (5=14+1+14+1+1=1+ 1+ 3). Podobng, ¢islo 4 1ze
zapsat dvéma zpusoby jako soucet s¢itancu od sebe ruznych (4 = 1 + 3) a dvéma zpusoby
jako soucet séitancu pouze lichjch (143 = 1+1+1+1). M. Kosslera zaujal ndpad, zda snad
existuje podobny vztah pro rozklad pfirozeného ¢isla ,,v Cinitele“? Pro tento tcel si zavedl
pojem akvadrdt - akvadratem nazyval pfirozené ¢islo, které neni Gplnym étvercem (1, 2, 3,
5,6, 7,8, 10, ...). Symbolicky piSme

c(n) = 1, je-li n akvadrat;
1 0, je-li n kvadrat.

Zavedeme-li si funkce P(s), Q(s) pfedpisy

Pis)=[[a-n"") a Q@) =][a+n7),

dostaneme jejich ndsobenim (pro |Re(s)| > 1 souciny absolutné konverguji)

o0

P(s)Q(s) = [J(1 =n7%) = P(2s),

n=2

tj.

P2s) 5 e\ _

_ _ 1= TTa 5. 3.2.1
Q) 1 (1- [L0+n) (321)
Podivejme se nyni podrobnéji na posledni fddek. Oznacime-li a(n) pocet rozkladu ¢isla n

na ruzné ¢initele, dostaneme

- _ 11 1 1 1 — a(n)
1 Sy =14+ — 4+ — .. B e — )
g( ) =1 gt gt +(85+28 4s)+ nz::l o

Analogicky ozna¢enim S(n) pro pocet rozklada ¢éisla n na akvadratické ¢initele ruzné nebo
stejné mame

ﬁ (1_ €£LZ>>_1 _ ﬁ <1+€7(£) +6i(273) +) :iﬁ:j)_

n=2 n=2
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Z (3.2.1) tedy plyne analogie vyse uvedené Eulerovy véty:

Véta (M. Késsler) : Kazdé prirozené cislo lze rozlozit pravé tolikrdt na cinitele od sebe
ruzné, kolikrdt je mozné ho rozloZit na stejné nebo rizné cinitele akvadraticke.

Provéime si pro ilustraci tvrzeni této véty pro ¢islo n = 24: rozkladu na ¢initele od sebe ruzné
existuje pét: 1.24, 2.12, 3.8, 4.6, 2.3.4, rozkladi na ¢initele akvadratické najdeme rovnéz pét:
1.24, 2.12, 3.8, 2.2.6, 2.2.2.3.

V zavéru své ,prvni poznamky“ se Kossler pozastavoval nad faktem, Ze tato elementarni
véta dosud nebyla obsazena ani v rozsahlé knize [Dickson (1919-1923)].

Jista analogie prvociselné véty

Ve své druhé poznamce k teorii ¢isel Kossler formuloval jednu analogii prvociselné véty
(podrobnéji je tato véta o poctu prvoéisel mensich nez zvolené x popisovana v odstavci 4.3
jako Prime Number Theorem), pfi¢emz vychézel z pojmu apotencni cislo.

Definice: Cislem apotencénim nazveme pfirozené ¢islo ¢, ¢ > 1, které neni tiplnou mocninou
jiného pfirozeného ¢isla (g1 =2, g2 =3,93 =5, 4 =6, ¢ =7, g6 = 10, ...).

Uvazujme kanonicky rozklad ¢isla n € N ve tvaru n = pi"'p5? - - - p;"" a ozna¢me nejvetsi
spolecny délitel ¢isel ayq, ..., oy symbolicky (a1, ..., ;) = d. Jestlize d = 1, je ¢islo n ¢islem
apotenénim. V ostatnich piipadech d > 1 je n = ¢¢, kde ¢ je &islo apotenéni uréené ¢islem
n. Mnozinu N si pak miizeme piedstavit jako mnozinu prvki posloupnosti ¢isel g, ¢2, g2,
... jednoznac¢né ptirazenych k jednotlivym apoten¢nim ¢islim g,,. Pomoci Riemannovy dzeta
funkce ((s) lze s vyuzitim vlastnosti Mobiovy funkce u(n) psat

> qi = p(D){C¢(s) — 1} + p(2){¢(2s) =1} +---

Oznadime-li p(z) pocet ¢isel apotencénich mensich nez kladné éislo z, dostdvdme v prvnim

pribliZzeni vztah
k
p(e) = pm) { a7 |~ 1}, Kde k= {E;”J . (3.2.2)
n=1

Kossler dale studoval asymptotické chovéani funkce p(z) pro velkd x. Nahradime-li ve vztahu
(3.2.2) celou ¢ast &isla |2?| &islem z, pak po nékolika odhadech (pracujicich s Tayloro-
vou fadou, vlastnostmi dzeta funkce a vztahem ) " u(n)/n = 0) dostaneme asymptotické
vyjadfeni poctu c¢isel apotenc¢nich mensich nez kladné ¢islo x ve tvaru

k 1 Inz
p(x) = Z w(n) { LxﬁJ - 1} , kde k= LHQJ . (3.2.3)

kde v je libovolné pfirozené ¢islo nezavislé na x, avSak mensi nez HEJJ
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3.3. Identity v teorii ¢isel [K26], [K27]

» Why are numbers beautiful? It’s like asking
why is Beethoven’s Ninth Symphony beau-

tiful. If you don’t see why, someone can’t

tell you. I know numbers are beautiful. If
they aren’t beautiful, nothing is.“

Paul Erdos

Kosslerovy nejrozsahlejsi prace, jez se tykaji elementarni teorie ¢isel, spadaji do obdobi
druhé svétové valky; byly tedy jako jediné dvé vyjimky mezi jeho pojednédnimi z oblasti
teorie ¢isel otistény némecky.

Zakladem pojednani Einige Sitze aus der elementaren Zahlentheorie ([K26)]) je odvozeni
dvou jednoduchych identit tykajicich se vztahu mezi celymi ¢isly a jejich déliteli, z nichz je
vyvozena celd fada zajimavych dusledku. Na zietel jsou brany pouze urcité tridy délitelu
(napi. d = 3 (mod 4) 3 pticemz v ptipadé prvoéisel a jejich mocnin jsou odvozeny vysledky
neptipoustéjici dalsi zpresnéni.

Identita prvni

Uvazujme posloupnost pfirozenych ¢isel ¢; < g2 < g3 < -- -, déle pevné zvolené piirozené
¢islo N a dvé funkce f(n), v(n) definované pro 1 < n < N. Ozna¢ime-li symbolem

oo =[] [57]

je patrné, ze d = 1 (resp. 0), je-li n délitelné ¢islem g (resp. neni). Sestrojime-li déle soucty

V(k) = o(k) +0(2k) + -+ o(IN/KJ k), F(n) =" flan),

qkn
Kosslerova prvni identita fika, ze plati
N
Z flar) - Vigr) = Z F(n)v(n). (3.3.1)
<N n=1

Kromé faktu, Ze tato identita ukazuje pfimo jisté zajimavé vlastnosti pfi vhodné volbé funkci
f(n), v(n), umozituje dokazat fadu asymptotickych vzorcu pro souéty v ni obsazené, vedouci
k mnoha péknym vysledkiim.

Zvolime-li konkrétné za g mocniny vsech prvocisel a funkci f definujeme predpisem
f(p*) = Inp, prejde identita (3.3.1) do podoby prvociselné identity (P):

Z Inp- Z V(p®) :Zv(n)lnn. (3.3.2)

p<N pk<N

3-4Symbolem = je oznacovana relace kongruence. Rikdme, ze celé &islo a je kongruentni s celym ¢&islem
b podle modulu m (m € N), jestlize m déli rozdil (a — b). Symbolicky tuto skute¢nost zapisujeme a = b
(mod m).
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Specidlni volbou v(n) lze ziskat z (3.3.2) ruzné identity dovolujici pocitat soucty ob-
sahujici prvodéisla, protoZe na pravé strané (P) se v téchto pfipadech prvocisla neobjevuji
explicitng! Uvedend formule pfedstavuje pfi volbé v(n) = 1 jedno z moznych zobecnéni

znamého vztahu
N
N N N
Inn = In — |+ =+ =+
2 2 pHpJ LJQJ L}SJ }

n=1 p<N
Dosazenim g = k, f(n) =1 (resp. qx = k, f(n) =Inn) dostaneme nésledujici identity (77)
a (T) o délitelich:

N N
> umem) = Y V(n), (3.3.3)

N N
Z v(n)O(n)lnn = 2 Z V(n)nn, (3.3.4)

kde ©(n) znaéi podet délitelu ¢isla n. Formule (3.3.1), (3.3.3) a (3.3.4) lze snadno pomoci
Méobiovych inverznich formuli transformovat.

Identita druha

vvvvvv

Sor(3]) =50 (e (7)< (%)

~ FGN) + é(f(k) ~re-m6 (| F]) (3.3.5)

Késsler si vzal za vzor Dirichletovu préci, v niz byla funkce f(n) volena ve tvaru f(n) =n
a pomoci parcidlni sumace obdrzel jinou podobu (3.3.5):

i (|2]) - (|5]) 530

k=1

+ Zi:(f(k) - 1606 (|7 ]) - o6, 6= igw ,

k=1

kde o, N jsou pfirozend ¢isla (o < N), éislo r = |[N/(o+1)], f(0) = 0.
Uvazujme napt. f(k) = k, g(k) = 1 pro k prvocislo, g(k) = 0 v ostatnich pfipadech.

Identita (3.3.6) pak dava vztah
N
N N
2(3)-2 5]

k=1
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Vyuzitelnost (3.3.5) Késsler demonstroval v pifpadé volby f(|N/k]) = sin (r || /2), jez
vede k identité

N
;(90,1(71) — O23(n)) = i(w —2In2)N + O(V'N), (3.3.7)

kde ©; j(n) znaci pocet délitelt ¢isla n kongruentnich s ¢ nebo j podle modulu 4. Analogii
(3.3.7) je zndmy asymptoticky vzorec pro pocet délitelu ¢isla n

N N
D> 0(n) => (01(n) +O23(n)) = NInN + (2C — 1)N + O(VN),
n=1 n=1
v némz C oznacuje Eulerovu konstantu.
Jestlize se dale ve funkci v(n) objevi periodicky vyraz, rozpadd se mnoZina prvocisel
v ruzné tiidy, napf. v(n) = ¢(n) - cos mn ostie oddéli sudé prvocislo 2 od ostatnich prvocisel,
volba v(n) = ¢(n)sin (7n/2) vede ke vzniku zbytkovych t¥id p = 1 (mod 4), p =3 (mod 4),
atd. Konkrétni volbou v(n) tak lze z (3.3.2) odvodit fadu vztahi, napf. pro s = 2k + 1

3 ﬁ% (N,l) -y ﬂ% (Nyl) -y ﬂlns,

s<N s<N

kde

i=p<x
V dalsi ¢asti prace se Kossler zabyval osvédéenou metodou teorie Cisel, a sice studiem
stfednich hodnot. Nevyuzival vSak prosty aritmeticky prumér hodnot f(1), ..., f(n), ale
jako argument f(x) volil pouze (ne vzdy navzajem ruzné) hodnoty | N/1], |[N/2], ..., které
déle nésobil ur¢itymi jednoduchymi vahami. Stfedni hodnotu f(z) pak poécital dle vztahu

N N
M(f(k);g(k) =Y _g(k)f(k) = Y _g(k), (3.3.8)

k=1 1

kde f(k), g(k) jsou libovolné funkce s jedingm omezenim, Ze Ziv g(k) nesmi byt 0 pro zddné
N > 1. Funkce g(k) tedy hraje roli vah (zde se ponékud neobvykle pfipousti i zadporné
véhy). Déle byla odvozena celd fada asymptotickych vzorcu a odhadu pro stfedni hodnoty
s ruznymi vahami, napiiklad

N N
N 1 Inn 1
1 1

kde

N Inn 1
C; = lim { - ln2N} .
N—oo 1 n 2



Zvlastni pozornost byla v [K26] vénovana Mébiové funkci, mj. byla dokazovana ekvivalence
identity (3.3.2) se zndmym vztahem

> p(d)nd =

d|n

k

Oa je'li n 7& pkv
—lnp, jeli n=p".

Pomoci inverznich identit k (3.3.3) a (3.3.4) autor hledal3-

M(z) = > p(n)=z0(e” V"),

n<lz
n)lnn
fle) = —g;“(;=1+0@(*mﬂ,

o) = M e,

n<z

pfi¢emz jako vahy vyuzil postupné funkce ©(n)/n, O(n)ln (n)/n, ©(n)/nln (N/n). Vzhledem
k castému vyskytu Mobiovy funkce v teorii ¢isel tak 1ze analogicky dospét k mnoha znamym
i novym identitdm. Na své vysledky z ¢lanku [K26] Kossler navdzal v pojednani [K27].
Vychézel z identity (3.3.6) pfi studiu funkce

kde o¢(n) oznacuje soucet t-tych mocnin vSech délitelu éisla n. Specialné pro ¢ = 0 se tedy
vySetfovany problém redukuje na hledani > d(k)/k®, kde d(k) znaci pocet délitelu ¢isla k.

Autor odvodil velmi pfesnou asymptotickou formuli pro S¢(N,s) pfi oznaleni r, =
{N/k} = N/k — | N/k|, a dale pro v celé kladné ¢islo spliujici nerovnici v(v +1) < N <
(v +1)(v+2), tj. v ~ /N pro velkd N, symbol

v v 1

Tk
Q(N,t): ﬁ Zkt.

k=1 k=1

3-5Tato funkce byva v literatufe pojmenovéana jako Mertensova. FRANZ MERTENS (1840-1927) byl mimo-
chodem prvni, kdo pouzil oznaceni p(n) pro Moébiovu funkci (viz [Mertens (1874)]).
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Za téchto predpokladu pak Kossler obdrzel vztah

NS(N,s) = N(s)els — o)+ Ny e LD

+ ()5 — 0NN+ ((=t)(5 — O(N, 1)) +

+ N {t—ll <0(N7t) _ ;) + t% (; —9(N,—t)>} 4

+ R(N,t,s),

Ntz
R(N,t,s) = O(NY*)+0 <N1 <C(—t -1)+ )) +

P12
+ 0<Nt—1<g(t_ 1) - Ztvl__2 )) .

Zatimco zbytek R(N,t,s) zavisi na s, oscilujici ¢ast souctu (tj. ¢tvrty az Sesty séitanec)
na s nezavisi. Ac¢koli je tento Kossleruv obecny vzorec dosti slozity, v jistych konkrétnich
pripadech vede k zajimavym vysledkum. Késsler zvlasté vysetfil pripad ¢ = 0, s = 0 vedouci
na tzv. Dirichletuv problém tykajici se odhadu rozdilu

N
> d(n) = N(InN +2C — 1) = A(N),

v némz A(N) dosud nebylo pfesné popsano. Nejlepsi byl dlouho vysledek van der Corputuv:
A(N) = O(N%), a < 2 z roku 1928, pozdéji zlepSeny na o ~ 7/22.

Déle se autor zabyval pifi studiu odhadu ¢lenu (% — O(N,t)) zvlasté piipady |t| > 1,
|t| < 1. Na mnoha mistech narazil pfi spec. volbé s, ¢ na zndmé vztahy. Napf. pro s = 0,

t — 1 ziskal formuli zndmou jako Wigertovu:
Y oi(k) = ToN? + NInN (2 — LO(N, 1)) + O(N).
Zavérem si uvedme tryvek z Jarnikova komentéfe k pojednani [K27]:
»Charakter funkce Sy(N,s) je tim popsdan s dplnosti, kterd neni castd v analytické theorii

éisel.“ [Jarnik (1955), str. 115]

Praci [K27] mj. cituje i [Walfisz (1957)].
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Kapitola 4.
Prace na rozhrani teorie ¢isel a analytickych funkci

Tematika analytickych funkci se prolina témér celym Kosslerovym dilem. Nelze se proto
divit, ze se objevuje i v fadé jeho ¢lanku vénovanych teorii ¢isel. V ramci této kapitoly se
zamérime na Ctyfi prace, které nelze zafadit mezi prace Cisté Ciselné-teoretické, ani mezi
prace Cisté analytické, a proto jim vénujeme zvlastni misto v ¢lenéni Kosslerova dila — na
rozhrani obou oblasti.

4.1. Vztah mezi poétem prvocisel v danych mezich a vétou Wilso-
novou [K3]

»Any fool can ask questions about numbers,
which even a thousand wise men cannot

solve.“
C. F. Gauss

Kosslerova prvotina vénovana problematice teorie prvocisel byla vydana v roce 1915, tj.
jesté v dobé jeho uditelského ptisobeni na gymnaziu. Autor se pokusil najit vzorec, ktery by
urcoval pocet prvocisel lezicich mezi dvéma celymi kladnymi ¢isly A, B, tzn. napiiklad pro
A =5 a B =32 by daval hodnotu 9.

Historie problému

Od dob Euklidovych (3. st. pt. Kr.) je zndmo, Ze prvocisel je nekoneén& mnoho. Na konci
19. stoleti se pak podafilo dokézat tzv. ,prvociselnou vétu“ popisujici asymptotické chovani
funkce m(x) oznacujici pocet prvocisel ne vétsich nez = (viz odstavec 4.3).

Tyto poznatky vSak jesté nepfinasely mnoho informaci o poctu prvocisel v danych me-
zich. Staci si uvédomit, ze ackoli existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, dokazeme v posloup-
nosti celych kladnych ¢isel najit libovolné dlouhy tsek (pro n € N, n > 1 je to napf. tsek
nl+2, nl 4+ 3, n! +4, ..., n! + n) neobsahujici jediné prvodéislo - hustota vyskytu prvocisel
neni konstantni.

Existuje velké mnozstvi dil¢ich hypotéz, z nichz se vSak dosud nepodatfilo slozit celkovy
obraz o zékonitostech rozlozeni prvocisel v mnoziné N. Jednou z cest by mohlo byt studium
ymezer* mezi prvoéisly. Oznaéime-li g(n) mezeru mezi dvéma po sobé jdoucimi prvodisly,
konkrétné pocet ¢isel mezi n-tym prvocislem p,, a prvocislem po ném bezprostiedné nasle-
dujicim p,41, dostdvame vztah

pn+1:p7l+g(n)+1, ne€N.

O takto definované funkci g neméme dosud p¥ili§ mnoho informaci.*' Vime, Ze pro
prvociselna dvojcéata p,, pp+1 = pn + 2 je g(n) = 1. Pokud by tedy platila hypotéza o dvo-
j¢atech, nabyvala by funkce g této hodnoty v nekone¢né mnoha bodech (tj. liminf g(n) = 1).

41Dosud nejdelsi efektivné vycislena mezera obsahuje 1131 ¢&isel. Tento vysledek obdrzel Nyman v roce
1999.
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Podle vySe zapsané pozndmky muZe funkce g(n) nabyvat libovolné velkych hodnot, tj.
lim sup g(n) = 0. V roce 1931 dokonce WESTZYNTHIUS dokézal, Ze

n

lim sup M =00

n
Tyto vysledky vsak davaji pouze odhady funkce g, nedavaji moznost ji analyticky vyjadrit.
Snahy najit vzorec pro pocet prvocisel v danych mezich narazi na obdobné potize.

Zajimava a rovnéz ne zcela dofesend je pritom otazka rozlozeni prvocisel v aritmetickych

posloupnostech, o niz se Kossler zminil v zavéreéné ¢4sti svého ¢lanku [K3]. V roce 1837
dokézal PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859) hypotézu, kterou nezédvisle na
sobé vyslovili L. Euler a ADRIAN-MARIE LEGENDRE (1752-1833):

Véta: Jsou-li a, b prirozend nesoudélnd cisla, je v aritmetické posloupnosti a, a+b, a+ 2b,
..,a+ kb, ..., kde k € N, obsaZeno nekonecné mnoho prvocisel.

Kossler se v podstaté ve svych iivahach omezil na studium koneéného poctu élenu takové
posloupnosti, aniz by navic pfedpoklddal nesoudélnost ¢isel a, b (v jeho oznadeni A, d).
K zavéru pouzitelnému v praxi vSak nedospél.

Kossleruv pristup k problému

Kossler v ivodu svého kratického ¢lanku konstatoval, Ze vétSina vzorcu do té doby zné-
mych, jez hledaly pocet prvoéisel v danych mezich, vychéazela z vlastnosti Riemannovy dzeta
funkce (o niz pojedndme podrobnéji v odstavci 4.3). Poukazoval na fakt, ze danou tlohu lze
chapat jako specialni pripad Polignacovy tlohy hledajici analyticky vyraz pro soucet tvaru

B
D ) = f) + fp2) + -+ fow),
A

kde p1, p2, ..., pr jsou vSechna prvocisla lezici mezi ¢isly A a B, kterou ALPHONSE DE
PoLIGNAC (1817 — 1890) Fesil formuli

B B
_ f(@)
zA:f(p)— N Edﬂf

Zvolime-li f(z) =1, A =2, B — oo, dostdvame v tomto pfipadé podle Riemannovy teorie
analogii prvociselné véty.

Kossler ve svych tvahach vychazel z tvrzeni jedné ze zakladnich vét elementarni teorie
Cisel, a sice vety Wilsonovy, davajici nutnou a postacujici podminku pro to, aby ¢islo p bylo
prvocislo. Pro prvocislo p musi platit kongruence

(p—1)!+1=0 (modp).

Pro slozené ¢islo r bychom dle Kosslera mohli podobné psat

SJr—=D!'+1=1 (modr)“.

Zde je ale v Kosslerové postupu drobné chyba — uvedena kongruence neplati pro nejmensi
slozené ¢éislo r = 4. Tato skute¢nost je v praci [K3| opomenuta. Pro r = 4 totiz plati
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(r—1)!'=6%# 0 (mod 4), pro dalsi slozena ¢isla r > 5 uz je vztah v pofadku. S vyuzitim
skutecCnosti, ze funkce sinus nabyva v celo¢iselnych nasobcich m hodnoty 0, plati pak na
zakladé téchto kongruenci vztahy

. — . T . vs
sin W% = sin—, kde p je prvocislo
p

sin 71'@ = 0, kde r > 5 je ¢islo slozené.

Vyraz (p—1)! je definovan pouze pro piirozené hodnoty p. Faktoridl (p —1)! vSak lze rozsitit
pro p € C\ {—n;n € No} meromorfni funkci I'(z). Gamma funkci je tedy mozno chapat jako
zobecnéni faktoridlu pro komplexni, resp. redlné hodnoty argumentu s vyjimkou zapornych
celych ¢isel. Plati vztah I'(n) = (n —1)!,n € N.. Kossler si pro dalsi vypocet definoval novou

funkci uréenou predpisem
7l'(z) )

sin(*—

o(z) =

sinT '’
z

ktera je analyticka pro vSechna z spliujici podminku Re z > 1. Zachovame-li vySe zavedené
oznaceni pro p, r, mé funkce o(z) pro z € Z*, z # 4 vlastnost charakteristické funkce pro
rozliseni prvocisel a cisel sloZenych, nebot

olp)=1 a o(r)=0.

Polignacovu rovnost pak lze psat ve tvaru

Y f0) = o(A)f(A) + o(A+ 1) f(A+1) + -+ o(B)f(B) .

A

Pro secCteni pravé strany je dale mozno pouzit nékteré scitaci metody - ziskané vysledky
v8ak postradaji vyznam pro praktické vypocty.

V dalsi ¢asti svého pojednani Kossler uvazoval kiivku C, ktera by byla uzaviena, kone¢na,
lezici v poloroviné Rez > 1 a kterd by ,objimala“ pouze body 4, A+1, A+2,..., B—1,
B a kromé nich zadné dalsi celoéiselné body. Omezime-li se pouze na funkce f(z) uvnitf i
na kiivce C analytické, potom bude funkce

m-cotgmz - o(2) - f(2)

mit v bodech zy € Z residua o(z0)f(20). V tomto piipadé pak pfi specidlni volbé f(z) =1
dostavame s pomoci residuové véty formuli pro pocet prvocisel v danych mezich od A do B:
B B 1
Z 1= o(n)-1= e ?{77 ccotgmz - o(z)dz. (4.1.1)
" — i J

n

V zévéru své prace se Kossler zamyslel nad obecnéjsim problémem, a sice hledanim souctu
typu Zf f(p), kde p probiha pouze ptes prvocisla p1, pa, ..., pr obsaZzend mezi ¢leny arit-
metické posloupnosti A, A+d, A+2d, ..., B—d, B (d € ZT). Analogicky jako v pfedchozich
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avahach 1ze psat

B

Yoaf) = fe)+ )+ + flow) =

A
= o A)f(A) +e(A+d)f(A+d)+---+o(B)f(B),

pri¢emz pravou stranu lze nahradit kfivkovym integralem

B

1 z— A
Z a f(p) = - ¢ m- o(2) - cotgm - f(z)dz. (4.1.2)
27di d
A c
Pro zjisténi poctu prvocisel v aritmetické posloupnosti A, A + d, ..., B staci v tomto

poslednim vzorci volit f(z) = 1. Pro zajimavost na tomto misté poznamenejme, Ze dosud
nejdelsi zndma aritmeticka posloupnost tvorend vyhradné prvocisly by v Kosslerové oznaceni
odpovidala ¢islum

A = 100996972469 714 247 637 786 655 537 969 840 329 509 324 689
190 041 803 603 417 758 904 341 703 348 882 159 067 729 719
B = A+9-d, d=210.

S funkei o(z), o niz se Kossler ve svém ¢lanku opiral, se v ponékud pozménéné podobé
setkdvame i u jinych autort. Napr. Willans pomoci analogické funkce sestavil formuli pro
n—té prvocislo p, (viz odstavec 3.1).

Méme-li zhodnotit vyse uvedené vysledky, lze konstatovat, ze oba odvozené vzorce (4.1.1),
(4.1.2) je nutno uvazovat pouze pro z > 5, na coz Kossler ve své préci neupozornil, nebot
pro z = 4 bychom misto oc¢ekdvané hodnoty 0 (jde o ¢islo sloZené) pfic¢itali do celkového
sou¢tu —v/2. Jde celkem o drobnou opravu Késslerova vysledku — pro ptipad A < 5 bychom
pocet predchéazejicich prvocisel snadno pricetli i bez pouziti jakéhokoliv vzorce. Mnohem
zasadnéjSim problémem odvozenych vztahu (4.1.1), (4.1.2) je fakt, Ze jsou sice elegantni, le¢
nevhodné k praktickym vypoctim, a to z velmi prostého divodu — neni znamo vyjadreni
funkce o(z) vhodné pro efektivni provedeni dané integrace pro velkd z. Téméf totoznou
formuli uvadi napf. pozdéjsi prace [Langmann (1974)], v niZ je spravné uvedena podminka
5<A<B.

I pres uvedené nedostatky se vyznamného ocenéni za toto pojednani Kosslerovi do-
stalo zafazenim do Dicksonovy knihy History of the Theory of Numbers ([Dickson (1918),
str. 435]).
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4.2. Soucet fady Lambertovy a pocet délitelu celistvého ¢isla [K4]

» With the exception of the geometric series,
there does not exist in all of mathematics
a single infinite series whose sum has been
determined rigorously. «

Niels Abel

Lambertovou fadou nazyvame obecné fadu

n

o
x
n=1

Specidlni volbou koeficientu a,, ziskdvame zajimavé identity; nap¥. pro a, = u(n) plati

pro a, = p(n) (Eulerova funkce)*2

n

et @
T;Ifx"_(lfo’

pro a, = A(n) (Liouvilleova funkce)*>
(oo} A n oo
n=1 -z n=1

Kossler se ve svém pojednani zabyval pfipadem a,, = 1, kdy rozvojem jednotlivych séitancu
v geometrickou fadu obdrzime identitu

n

o0 2 o0
L(z) =) o deme, X <1, (4.2.1)
n=1 n=1

kde ©(n) znac¢i pocet délitelti celého ¢isla n. Dosud nebyla odvozena koneénd analyticka
formule pro O(n); Késsler se snazil potvrdit domnénku, Ze za pomoci souc¢tového vzorce pro
L(z) by bylo mozno takovou formuli pro ©(n) najit.

4-2Fulerova funkce je definovana pro n € N jako podet &isel < n s &slem n nesoudélnych. Tj. ¢(1) = 1,
p(2) =1, ¢(3) =2, ¢(7) =6, ©(8) =4, ..., p(p) =p— 1 pro p prvoéiselné atd.
4-3Ljouvilleova funkce je definovéna pro n € N predpisem

An) = (=)™,

kde r(n) je pocet vSech prvoéiselnych faktoru rozkladu ¢isla n (navic r(1) = 0). Napt. A(1) =1, A\(2) = —1,
AB)=-1,A4) =1, 2B)=-1,A6)=1,AX(7)=-1,A8) =-1,19) =1, ....
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Nejprve vyjadiil jednotlivé s¢itance na pravé strané rovnice (4.2.1) pomoci omezenych
integrald, jejichz néaslednym sloucenim v integral jediny obdrzel vzorec

B z In(1-=2)
L(z) = 50— 7) 3 (4.2.2)
T sin(t1lnz) dt
-2 1
Z/ (27t — 1)(1 — 2z cos(tIn 2) + 22)”’ 0<z<1,

0

k némuz je rovnéz mozno se dopracovat i pouzitim Plana-Abelovy sumace. Uvedeny vzorec
je v limitnim p¥ipadé z — 1_ ekvivalentni vzorci, ktery pro L(z) uvedl poprvé OSKAR
SCHLOMILCH (1823 — 1901). PfestoZe z rovnice (4.2.1) plyne moznost psat

1 d"L(2)

n!  dz"

O(n) =
z=0

neni vzorec (4.2.2) pro toto vyjadfeni vhodny, nebot neumoziiuje jednoduchy zapis n—té
derivace L(z). Kossler proto hledal jinou cestu. Pomoci integralsinu vyjadiil celou ¢ast ¢isla
¢ ve tvaru integralu

suH

N (o]
Z:/2cos/’m:s1n€:z:dx7 (E€Z,NeZ N>¢),
0

k=1

odkud po nékolika krocich ziskal vzorec

@(n)—2<1+1+1+' {1} +

1 2 3 LfJ)
+2/ ¢ T " T 2 _a:+,a:+ L T siand
— co — co - — sin — +sin — + - - - + sin —— o
7r Sont1 %o 1% 1 2 N
0

v némz se {1} odecitd pouze v piipadech, kdy ¢islo n je tplnym Etvercem.
Dosazenim do rovnice**

n v
Sow=23 |7]- (lva)

pak analogickym zpusobem odvodil formuli

O(1)+6@2)+ - -+06(n)=(2n+1) GJF;JFWJFL\}EJ

+2/ ¢ x 2n +1 . x+, x+ L Sm2:rd
— co — sin — +sin— + -+ +sin —— T .
™ Son+1 x 1 2 L\fj x

0

44Tuto rovnici snadno dokazeme, uvazime-li, ze > r—1 ©(k) vyjadfuje pocet mFizovych bodu s kladnymi
celociselnymi souradnicemi v oblasti ohrani¢ené hyperbolou y = n/z a soufadnymi osami.

) = Wl (Lva + 1) +
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Oba zminéné vzorce pro O(n) (odvozené uz nezéavisle na fadé Lambertové) vSak rovnéz
nevedou k sestrojeni koneéné formule pro O(n). Nadéji v tomto sméru by bylo vy¢isleni
integralu ve formulich vystupujicich, o které se v8ak Kossler pokousel marné.

4.3. Prof. Kossler a Riemannova funkce ¢(s) [K6], [K25]

,Dobry kiestan se md stiici matematiki
a vsech tech, kteri delavagji prdzdné predpo-
védi, zvlaste vsak tehdy, kdyz se tyto pred-
povédi splni. Je totiZ nebezpeci, Ze mate-
matici ve spolku s ddblem matou rozum
a zaplétaji lidstvo do spdri pekelnych. “

Sv. Augustin

Kouzlo ,kralovny matematiky“ teorie ¢isel tkvi mj. ve skutecnosti, ze zahrnuje celou fadu
pomérné snadno formulovatelnych problém, jejichZ rozieseni odolava Gporné snaze mnoha
generaci matematiku. Poté, co CARL Louls FERDINAND VON LINDEMANN (1852-1939)
dokézal v roce 1882 transcendenci ¢isla m a tim v podstaté rozfesil problém kvadratury
kruhu, po dlouhou dobu vévodily této discipliné dva velké otazniky: Plati tvrzeni Velké
Fermatovy véty? Je Riemannova hypotéza spravna?

Fermatova véta lakala po staleti svym snadno pochopitelnym znénim zastupy laika, aby
v 90. letech 20. stoleti podlehla anglickému matematikovi ANDREW WILESOVI (nar. 1953)
a slozité teorii eliptickych kfivek a modularnich forem. Osud Riemannovy domnénky byl
jisté netrividlni matematické znalosti. Mezi zdstupem odborniku na teorii ¢isel, ktefi se do
boje s timto tvrzenim pustili, byl i Milo§ Késsler. Pro pfiblizeni celé problematiky si nejprve
stru¢né pfipomeneme milniky ve studiu funkce ((s).

Historie funkce ((s) aneb od Eulera po Kosslera*®

Funkce ((s) byva definovana dvéma ekvivalentnimi zpusoby. Za prvé ji lze zavést jako
Dirichletovu vytvofujici funkci posloupnosti {1}22 , tj. ve tvaru fady

druhym moZnym zpusobem definice je Euleruv souéin uvazovany pies vSechna prvocisla p

() =TJa—p)".

p

45V dal$im textu oznaluje s = o + it komplexni ¢islo, Res = o > 1.
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Ekvivalenci obou definic znal jiz Leonhard Euler, ktery funkci ((s) podrobné studoval uva-
zuje ji jako funkci redlné proménné s > 1; vyuzil ji mj. k dikazu existence nekone¢né mnoha
prvocisel, nebot pro limitni pfipad s — 14 obdrzel znamou harmonickou fadu, kterd je di-
vergentni. Euler byl prvni, komu se podaiilo najit soucet fady > -, 1/n* = 72/6. O svém
postupu se zminil v dopise Daniellu Bernoullimu z roku 1734. Déle explicitné vypocital {(4),
¢(6), ..., €(26), v roce 1740 dokonce odvodil obecnou formuli pro hodnoty ((2k), k € N.
V piipadsé s¢itani fady pro ¢(3) vSak ani velky poc¢tér Euler neuspél.

Pfevratny zlom ve studiu ¢- funkce znamenalo drobné devitistrankové pojednani Uber
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse, jez v roce 1859 uvetrejnil GEORG
FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826—1866). Jeho revoluéni pfistup spoéival v popisu
funkce ((s) jako funkce komplexni proménné. O takto nové definované funkci vyslovil celou
fadu hypotéz, z nichz se vétsinu podafilo diive ¢i pozdéji dokézat: analytickym pokracovanim
funkce ((s) z poloroviny Re(s) > 1 do celé komplexni roviny ziskdme funkci meromorfni
s jednoduchym pélem v bodé s = 1 s residuem 1 vyhovujici pro s # 0,1 funkcionalni rovnici

¢(s) = 2°7 tsin (%WS)F(l —s)-¢(1—ys).

Funkce ((s) mé tzv. trividing nulové body pro s = —2n, n € N; jeji zbyvajici kofeny jsou
komplexni, lezi v tzv. kritickém pdsu 0 < Re(s) < 1 a jsou symetricky rozloZeny podél pfimek
Re(s) =1/2, Im(s) = 0. Ve své praci Riemann vyslovil onu slavnou domnénku, ze je vysoce
pravdépodobné, ze dokonce vSechny netrividlni nulové body funkce ((s) lezi na tzv. kritické
primce Re(s) = 1/2. Sdm tuto svou hypotézu nedokazal, stejné jako nespocetnd fada ma-
tematiku v letech nasledujicich. Mnohokrat uz se objevily zarucené zpravy, ze Riemannova
hypotéza byla dokazana, vzdy vsak byla v postupu odhalena chyba. V roce 1900 zaradil
DaviD HILBERT (1862-1943) tuto domnénku jako souc¢ast osmého problému pod spoleénym
nazvem ,problém prvocisel“ v ramci hybnych otadzek pro matematiku 20. stoleti. Na otazku,
co by udélal jako prvni, pokud by znovu ozil za 500 let, odpovédél, ze by se zeptal: ,,Dokdzal
uZ nékdo Riemannovu hypotézu? “.

Mezi nejurputnéjsi védce pokousejici se o dukaz patfili N. I. GAVRILOV, J. S. HWANG,
v poslednich letech (naposledy v éervnu 2004) pak rovnéz premozitel proslulé Bieberbachovy
domnénky L. de Branges. Silnou motivaci pfi hledani potvrzeni spravnosti Riemannova
predpokladu se navic od roku 2001 stala odména ve vysi jednoho miliénu dolara tomu, kdo
ji dokaze. Je zajimavé, Ze tuto prémii od Clay Mathematics Institute ziskd pouze ten, kdo
overi jeji pravdivost. Pokud by nékdo dokazal jeji neplatnost, odménou by mu byla pouze
slava na poli matematiky.

Pro¢ vibec tolik energie matematicky svét vklada do poznani jediné funkce? Riemannova
dzeta funkce ma Gzky vztah k testum prvociselnosti a tim k teorii kédovani, teorii informace,
radiotechnice, teoretické fyzice, ale predevsim je nejdulezitéjsi funkci ve studiu rozlozeni
prvocisel. Pravé s jeji pomoci byl podan dukaz problému nazyvaného The Prime Number
Theorem.

Oznac¢me 7(x) funkei oznacujici pocet vSech prvoéisel neptesahujicich dané kladné éislo x.
Vzhledem k tomu, Ze prvoéisel je nekoneéné mnoho, je m(x) neklesajici a neomezend funkce.
Najit jednoduchou funkci rostouci stejné rychle jako m(z) se snazil uz CARL FRIEDRICH
Gauss (1777-1855). Vysledky svého vyzkumu z této oblasti v8ak nepublikoval. Zminka
o nich byla objevena az v dopise z roku 1849 adresovaném astronomovi JOHANNU FRANZOVI
ENCKEMU (1791-1865). Prvni zndm4 hypotéza tykajici se odhadu funkce 7(x) byla vyslovena
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francouzskym matematikem Adrian-Marie Legendrem; muzeme ji zapsat napf. v podobé

lim m(z)lnx

T—00 €T

=1.

Tento odhad dlouho nebylo mozno dokazat. Ve své dobé byl oznacovan ve stylu americkych
westernu jako ,the most wanted theorem“ a tradovalo se, ze autor jeho diukazu se stane
nesmrtelnym. Ur¢ity pokrok zaznamenal P. L. Cebysev, ktery s pomoci integrallogaritmu?-
odvodil, Ze za predpokladu, Ze dand limita existuje, je skuteéné rovna jedné. K dukazu jeji
existence pak inspiroval dalsi védce pravé pouzitim vlastnosti funkce ((s), na jejichz za-
klad&*7 v roce 1896 nezévisle na sobé podali JACQUES HADAMARD (1865-1963) a CHARLES
JEAN DE LA VALLEE POUSSIN (1866-1962) tiplny dukaz Legendreovy hypotézy. Nestali se
sice nesmrtelnymi ve smyslu staroreckych legend, ale Hadamard se dozil pozehnaného véku
98 let a de la Vallée Poussin 96 let. Pro podrobnéjsi informace o historii tohoto problému
1ze doporucit nap¥. knihu [Narkiewicz (2000)].

Riemannova dzeta funkce v Kdosslerové dile

VySe popsany historicky Gvod ndm pfiblizil Kosslerovu motivaci ke studiu funkce ((s)
a jejich vlastnosti, jimz se Kossler zabyval podrobné ve svych statich [K6], [K25] a ve svych
denicich, okrajové se dzeta funkce dotknul i v pojednanich [K26], [K27].

e Novy rozvoj pro Riemannovu funkci prvociselnou [K6]

Funkee f(z) = 307, m(z'/™)/n byva nazyvéna Riemannovou prvoéiselnou funkei. Pomoci
Moébiovych inverznich formuli 1ze s jeji pomoci vyjadrit funkei 7(x)

w(a) = 30 gty

Késsler v préci [K6] z roku 1916 poukazoval na jistou neekonomi¢nost Riemannova postupu
pfi nalezeni rozvoje prvociselné funkce, nebot Riemann ve svych ivahach vychazel z rozvoje
In {(s) platného v celé komplexni roving, pfi¢emz ziskal rozvoj

oo

@) =li(z) = 3 li(a®) — 2+ / t(ﬂfﬁ ’

x

kde o jsou komplexni ¢éisla predstavujici nulové body dzeta funkce pro Re(s) > 0 (jichz exis-
tuje nekoneéné mnoho). Uvedeny rozvoj je tedy vazan na dosud nedofeseny problém nalezeni
vsech komplexnich kofent dzeta funkce — Riemann jej také vyjadril urc¢itym integrélem

1 b+ioco ]C()
z%In (s
= — —d b>1.
1) 2m'/ s W
b—ioo

4.6Integrallogaritmus je definovan vztahem

[ d
li:p:/—u.
Inu
2

4TKonkrétné byl ditkaz postaven na podmince ¢(1 4+ it) # 0, t € R.
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Késsler poukazal na skutecnost, ze funkce In {(s) je v poloroving Re(s) > 1 analytické a pro
vyc¢isleni daného integralu staci znat rozvoj platny v okoli integrac¢ni cesty, kterou si zvolil
v poloroving Re(s) > 1, kde {(s) nemd nulové body ani pdly, a vzhledem k tomuto faktu
hledal novy rozvoj pro funkci f(z). Z velkého mnoZstvi do tvahy pfichazejicich rozvoju se
mu nejvyhodnéji jevila Lagrangeova rada

27T = -
f(z) = o 3ate Z%Jk(x)
x k=0
k
o= % ("3 (s)} (4.3.1)

o 1 dk+1

Jk(x)zm'm{(s—a)k(vg (x+5)s_\3/§)3} .

s=0

kde a je konstanta, pro kterou plati Re(s) > § , ¢ je pravy zlomek spliujici nerovnici
r4+e<|z|+1

Kossler pritom odvodil potfebnou teorii obecné pro fadu Dirichletovu, a teprve ve druhém
sledu ji aplikoval konkrétné na fadu pro In {(s), pfi¢emz odvodil (4.3.1) — vzorec pozoruhodny
tim, ze umoznuje teoreticky vypocet Riemannovy funkce prvocéiselné pomoci absolutné kon-
vergentni fady bez znalosti nulovych bodu ((s), nebot k vypoctu staci znat hodnotu ((s)
a vSech jejich derivaci v bodé s = a (coz ovSem neni nijak trividlni pfedpoklad) a védét, ze
In{(s) se da rozvinout v absolutné konvergentni fadu pro kazdé s, Re(s) > 1.

Daéle uvedl jesté jeden mozny rozvoj pro prvociselnou funkei f(z), o jehoz konvergenci
vSak nedokazal rozhodnout. S jeho pomoci odvodil za pouziti M6biovych inverznich formuli
vzorec pro 7(x) neobsahujici Mobiovy faktory u(n). Zvlastnosti této Kosslerovy prace de-
monstrujici autorovu preciznost je skutecnost, ze diukazy vétSiny pouzivanych tvrzeni jsou
uvedeny az v zavéreéném tietim oddilu tak, aby nerusily hlavni myslenku odvozeni (4.3.1).
Tento postup ¢lenéni celého pojednani byl pro Kosslera dosti neobvykly.

o Asymptotické rozvoje pro funkce ((s), ((a,s) [K25]

Riemannova dzeta funkce nema jen zasadni vyznam ve vztahu k rozlozeni prvocisel, ale
je pozoruhodné i diky svym vlastnostem. Jednou z nich je kontrast v naSich znalostech
o hodnotéach ((s) pro sudd a lichd pfirozend ¢isla s > 1. Jak bylo zminéno vySe, vzorec
pro soucty ((2v) znal uz Euler, pro zadné liché ¢islo vSak ((2v + 1) nenasel. Dosud nebylo
nalezeno zadné vyjadieni podobné rozvojum

r—‘w
NS

- 1 5= (—1)k1 — 1
¢(2)=3 2k (@B) =3 a2k ¢(4) = 12k
@=32 a0 ®=52 =17 2 g

1 k

pro liché n > 5. Problematika s¢itani fad ¢(2v + 1) inspirovala Kosslera v pojednéni [K25],
v némz se zabyval konstrukci asymptotickych rozvoju pro funkce ((s) a ((a, s). Pozname-
nejme, Ze pro redlné 0 < a < 1 a komplexni s, Re(s) > 1 je funkce ((a,s) definovéna
jako

> 1
C(G,S = T N<
)= 2 ey
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tedy ve specidlnim pi¥ipadé a = 1 je totozna s Riemannovou funkei ((s). V literatufe byva
nazyvana Hurwitzovou dzeta funkci, pfestoze ADOLF HURWITZ (1859-1919) sdm piipoustél
pouze pfipad a € Q. Pomoci této zobecnéné dzeta funkce lze vyjadrit Dirichletovu beta
funkci S(x) predpisem

= (-1 1 3
S(x)—nz::om— yel (C(4a$)—4(47$)> .

Kossler hledal ke zndmym rozvojim platnym pro vsechna v € N 48
@) = S Lo Lop g
—n?* (2v)! Y ’
e} (_l)n _ E'u _7r2v+l
z:% (2n 4 1)2'u+1 - 22v+2(20)!

S(2v+1)

limitn{ vyjadfeni hodnot {(2v+1) a S(2v), pfi¢emZ dospél k formulim zobeciiujicim zndmou
formuli Stirlingovu

li =v2
nggo n"e— ”\f T

a rovnéz formuli Wallisovu

T (2462 NP1
2 oo \1-3-5---(2n—1) 2n

K ziskanym vyrazim pro sou¢ty ¢(2v + 1), S(2v) sdm poznamenal:

nZaroven ukazuji, Ze nebude asi mozno vyjadriti tyto soucty jako néjaké jednoduché vy-
razy obsahujici zndmd cisla jako napr. e, ™ apod. Nezbyvd tedy mic jiného, nezli pokladati
¢isla ta za samostatnd individua pravé tak jako cisla e, m, C.“ ([K25], str. 2)

Transformaci funkéni rovnice pro dzeta funkci za pfedpokladu Re(s) > 0

_ol=s)(s) = 1 * 2571 dz
(=279 = 575

e+ 1

obdrzZel rovnici

2

2(1 — 2°)I'(s) cos % 1)k+1gs—1
k° 4.3.2
@)y =) (-1 + (4.3.2)

k=1
N N s—1—2k
FE -1 1
k k
N+ — N

kde

oo

(—1)NTRHLE, —(N+1)z . 2425921 q
OT(1 — s)(2k + 2)122+2 | © ‘ S
0

4.8Prof. Kossler pouzival ve svych vypoétech Eulerova &isla F, s indexaci 1 = 1, Fa = 5, E3 = 61, atd.
Viz napt. [Petr (1923)].

R(N,k) =
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Funkce 6(z) zde zastupuje neznamou klesajici funkci, pro niz #(0) = 1, limf(z) = 0 pro
z — 00, dale ¢islo N je celé kladné, &k € Ny vyhovuje podmince 2k > Res — 3 pro pevné
dané s.

Metodu, kterou Késsler pouzil pro transformaci funkéni rovnice pro {(s) lze pouzit i na
dalsi Dirichletovy fady (viz napt. [K4]), jejichZ funkéni rovnice jsou znamé, konkrétné tedy
i na fadu ((a,s).*? Ve spec. piipadé a = 1 tak Kossler ziskal analogickou rovnici (pro
2k > Re(s) —2)

2I'(s) cos &7 N o
— e ) =) kTNt - —
(2m)® ¢(s) ;k’ 5 - n
1 .
- —1)* s—2k | [ 1\k
+3 ;( 1) By <2k‘)N 4 ( 1) R(N, k’) , (4.3'3)
kde
R(N,k) = Bi+1 /67N222k+1*80(z) o
T 2k +2)T(1 = 5)
By S 9
T (2k+2)Nzk+z—st<z9<1.

Pro s € ZT je pfitom vzorec (4.3.3) zndmym vyjddienim souctu Zgzl k5~1 pomoci Bernoul-

liho polynomu. Pfimym dosazenim ¢isel s = 2v+ 1 bychom ziskali na levych stranach rovnic
(4.3.2) a (4.3.3) nuly, nebot vsechny cleny cos (2v + 1) by se anulovaly. Pro numericky
vypocet ((2v + 1) proto Kossler navrhoval vyuzit derivovangch rovnic (4.3.2), resp. (4.3.3)
podle s. Vzhledem k rozsahlosti takto ziskanych rovnic je zde vSsak neuvadime. Napf. pro
¢(3) ziskdme pii zanedbani zbytku R, shodu s tabelovanou hodnotou na sedmi desetinngch
mistech.*10 Zvolime-li v derivaci rovnice (4.3.2) specielné s = 1, k = 0, N = 2n, obdrzime
Wallisovu formuli pro = véetné zbytku. Obecné pro s = 2v + 1 ziskal Késsler pro N — oo
limitni vzorec pro vypocet ((2v+1). Vzhledem k jeho komplikovanosti si uvedeme na tomto
misté pouze jeho podobu pro v = 1:

1 11%.92% [ 93% [ (), _ 1)(n-1)?
13¢(3) = lim In 37 (=) .
/I8

— 00 n%n(n—l)(Qn—l)e%n

Obdobné pro s = 2v pii N — oo dostaneme limitni vzorec pro S(2v), opét ve spec. ptipadé
prov =1

2 3377111 .. (4n = 5)4n—5(4 1 1(4n+1)(4n—3)
ZS5(2) = lim In (4n —5) (4n + 28 )
™ n—oo  §5.09.1313... (471 _ 3)4n—3(4n _ 1)§(4n71)(4n75)€n

pro Lerchovu dzeta fukci
0 eZwkxi

Koua(5) = 2 e

k=0

, >0,0<u<1.

4.10Viz napt. Petersenovy logaritmické tabulky [Peters (1940)].
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Dalsimi konkrétnimi volbami a, s, k, ...lze odvodit celou fadu ruznych numerickych vy-
sledkt, napf. volba s = 2v v derivovanych rovnicich (4.3.2) a (4.3.3) vede ke vzorci pro
vypocet ¢'(2) atd. Témito aplikacemi se vSak jiz Kossler v praci [K25] nezabyval a pozna-
menal, Ze se k nim hodl4 vratit v nékteré pozdéjsi publikaci. Zadné z Kosslerovych pojed-
nani uvefejnénych v letech 1941-1961 se vsak dané problematice nevénovalo, na rozdil od
Riemannovy hypotézy, k niz se Kossler nékolikrat vratil v tivahdch ve svych denicich (viz
kapitola 6.). Snazil se prokézat jeji platnost na zdkladé studia funkce

1, <)

a jeji funkcionélni rovnice. Naro¢nost problematiky a vazné zdravotni problémy mu vSak
nedovolily pokrocit v iivahach ptilis daleko.

e Identity v teorit cisel [K26], [K27]

Roli dzeta funkce coby vytvorujici funkce v teorii ¢isel se zabyval uz Euler. Podivejme
se na nékteré z mnoha zajimavych identit, ve kterych ((s), Res > 1, figuruje: 41!

C(s—1) _ Z ¢(n) C2(S) _ Z O(n)

C(S) n=1 n® n=1 n®
((s) _ o lu(m)] Gls) _ 2
C(2s) _n; n® ((2s) _n; n®
SO SNCI() ¢*s) _ x (O(n)?
¢(2s) 7; ns ¢(2s) 7; ns

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 3., Kossler se v pojedndnich [K26], [K27] zabyval prévé
konstrukci podobnych identit v obecnéjsi roviné. Dosadime-li nap¥. do jeho prvociselné iden-
tity v(n) = 1/n®, Res > 1, a uvazujeme-li limitu N — oo, obdrzime identitu

()Y S ==¢)

a podobné. Vysledky teorie funkce {(s) dale Kossler aplikoval ve vypoctech stfednich hodnot
napi. Mertensovy funkce a dalSich, s pouzitim riznych vahovych funkci.

Dalsi vyvoj
Nase znalosti o hodnotach {—funkce pro liché ¢isla se od dob Eulerovych pfili§ nezménily.

SRINIVASA RAMANUJAN (1887 — 1920) popsal rychle konvergujici fady popisujici chovani
¢(2v 4+ 1), napf. pron =3 (mod 4)

n41

on—1lpn 2 k n+1 ad 1
= —1)k1 Bpii1-—oxBor —2y —————
() (n+1)!k20( ) ( 2k ) ik ;kn(e%k—l)

41 Pozn. 7(n) zde znaci podet déliteli &isla n, v(n) podet riiznych prvoéiselnych déliteld &isla n.
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V roce 1973 uvefejnil I. M. APOSTOL limitn{ formuli (jednodussi nez Kossler) pro ¢(2v+1),
v>1:

1 x k‘ 2v+1
2w4+1) = lim ———— ¢ .
CRut1) = lim (2x+1)2v+1§[cog(2x+1ﬂ

Do roku 1979 jsme dokonce ani neméli jistotu, zda hodnota ((3) je ¢islo racionalni ¢i ira-
cionalni. Teprve na konci 70. let 20. stoleti nasel ROGER APERY (1916-1994) dikaz, ze
¢islo ¢(3) = 1,20205... je iracionalni — dikaz naprosto pfekvapivy, nebot vyuzivd pouze
myslenky redlné analyzy a tvrzeni prvociselné véty (Legendreovy hypotézy). Sila Apéryho
dukazu je patrnd i z toho, Ze o zaddné dal$i hodnoté ¢(2v + 1) dodnes nevime, zda je ¢islem
racionalnim nebo iracionalnim.

V letech 2000-2001 zveiejnili TANGUY RIVOAL a KEITH BALL*!'2? dikaz, Ze mezi &isly
¢(2v + 1) existuje nekone¢né mnoho ¢isel iraciondlnich. Zda jsou iracionalni vSechna, to se
dosud nepodarilo dokdzat. V roce 2001 Rivoal dale ukézal, ze alespoii jedno z ¢isel ((5),
¢(7),¢(9), ..., ¢(21) je iracionalni. Tento vysledek jesté zpfesnil W. ZUDILIN, kdyz dokazal,
ze jedno z &isel ¢(5), ¢(7), €(9), ¢(11) je iracionalni. Zd4 se, ze vyzkumy z poslednich let
tedy ukazuji cestu, jak ziskavat dalsi zpfesiiujici informace o ¢(2v + 1).

V ptipadé Riemannovy hypotézy doslo za poslednich 40 let k posunu, nikoli v§ak prulomo-
vému. V roce 1974 NORMAN LEVINSON (1912-1975) dokézal, Ze minimalné 1/3 netrividlnich
kofentu dzeta funkce lezi na kritické piimce. V roce 1986 po vice nez tisici hodinach préace na
superpocitacich dokazali VAN DER LUNE, TERIELE a WINTER, Ze pro n < 1500000001 lezi
vSechny netrividlni kofeny o, + it,, (¢, < t,+1) na kritické ptimce. Posledni zlepseni z roku
1989 podané CONREYEM misto Levinsonovy 1/3 obsahuje 2/5.
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Kapitola 5.
Ucebni texty

»INov€ skolni ucebnice vznikaji prevazné ze sta-
rych skolnich ucebnic, které vznikly z jesté starsich
skolnich ucebnic.“

Erich Késtner

5.1. Uvod do po¢étu diferencialniho

Milos Kossler kromé celé fady puvodnich védeckych pojednani béhem svého pusobeni
na univerzité sepsal i jednu uéebnici. Jeho Uvod do poctu diferencidlniho byl vydan v roce
1926 Jednotou ¢eskoslovenskych matematiku a fysiku jako ¢tvrty svazek edice Kruh — sbirky
spisu za redakce B. Bydzovského, V. Posejpala a M. Valoucha.

Kniha vznikla na zakladé prednasek, které prof. Kossler vedl pro posluchac¢e matema-
tiky na prirodovédecké fakulté Univerzity Karlovy od roku 1921. Vzhledem k faktu, ze se
jednalo o prednasky, jez byly ivodem pro dalsi studium, nenajdeme v této ucebnici partie
z pokrocilejsi analyzy, ale ,pouze“ podrobny vyklad zakladnich pojmu a jejich vlastnosti
(posloupnosti, limita a derivace funkce, diferencial, Tayloruv rozvoj, atd.).

Pro pokrocilejsiho ¢tenéaie tak muze byt tato kniha nezazivna, nebot se z ni nedozvi témér
zadné nové poznatky. Fakt, ze kniha byla vhodnym pomocnikem nejen pro vysokoskolské,
ale i stfedoskolské studenty, dokumentuje mj. skutec¢nost, Ze byla vypsana jako cena za feSeni
tiloh z matematiky z ptiloh Casopisu (Rozhledt matematicko - pfirodovédeckych), napi. ve
studijnim roce 1939/40 spolu s Jarnikovym Uvodem do poctu integrdlniho, o némz bude jesté
zminka pozdéji. Uvedme si na tomto misté hodnoceni Stefana Schwarze z ¢lanku [Schwarz
(1990)]:

»Vstupoval som na fakultu s akymsi ,predstihom ‘. Nas profesor matematiky na gymndziu
mi poZical zndmu dvojdielnu ucebnicu V. Vojtécha, urcent posluchdcom techniky. Propocital
som z nej mnoho desiatok prikladov. Vobec mi nenapadlo skimat, ¢o je ,presné ‘a co je
,menej presné ‘... V priblizne rovnakom case ako uspesny riesitel’ iloh z Rozhledov som
dostal ako cenu okrem 2-3 ingjch (starsich) knih aj Kosslerovu knizku Uvod do diferencidlniho
poctu. Ta mi akosi nebola po chuti. Boli tam aj také ,samozrejmé ‘veci a dost sa mi zdala
,rozvlacna . A hlavne mdalo prikladov. A ako 17rocény nemal som dost trpezlivosti to celé
¢itat a pochopit o ¢o vlastne ide.*

Sam autor v pfedmluvé knihy konstatoval, Ze ,kniZka tato zcela splni svuj kol jestlize
podniti ¢tendre ke studiu dalsimu®. Ptresto byla kniha ve své dobé pro studenty velmi po-
tFfebnou, nebot ¢eskych uéebnic kalkulu rozhodné nebyl nadbytek. Akademik Vojtéch Jarnik
ji popisoval jako knihu, ve které

- - - ldtka jeho udwvodnich universitnich predndsek je wvyloZena zpiusobem dokonale pro-
myslenym, pedagogicky vytFibenym a pri velké otfepanosti tématu prekvapivé netradicnim
a puvodnim.“ [Jarnik (1955), str. 115]
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Podivame-li se na postaveni Kosslerovy ucebnice mezi ¢eskymi knihami vénovanymi dife-
rencidlnimu poctu, pak jeji pozice neni nijak vyrazna, prestoze byla velmi kladné hodnocena
predevsim pro svou pedagogickou stranku. Zarfadme si nyni tuto knihu do kontextu ji pred-
chazejicich a nasledujicich ucéebnic.

Jedinym vétsim cesky psanym textem z matematické analyzy byla az do zacatku 20. sto-
leti Studnickova kniha Zdkladové vyssi mathematiky, jejiz prvni ¢ast O poctu differencidlnim
byla vydéna jiz v roce 1868. Kniha nevynikala ani ptivodnosti, ani exaktnosti vykladu, coz
souviselo snad i se skuteCnosti, Ze nebyla psdna pro posluchace univerzity, ale posluchace
techniky.

V roce 1902 byla v Praze vydana ucebnice o rozsahu 416 stran Pocet differencidlng od
Eduarda Weyra, dilo méné obsahlé nez Studnickovo, avsak obecnéjsi a exaktnéjsi. Zakladnim
pojmem byl pro Weyra pojem limity, z néjz odvozoval dalsi teorii.

Kdyz byla Weyrova ucebnice rozebrana, oslovila Jednota Karla Petra, aby sepsal novy
udebni text. V roce 1923 tak byl vydan Petriiv Pocet differencidini (Cdst analytickd) uréeny
predevsim pro posluchacée univerzity. V porovnani s Kosslerovym Uvodem do poctu diferen-
ctdlniho je Petrova kniha mnohem rozsahlejsi - jen jeji prvni ¢ast, vénovana pojmu iracio-
nélnich a realnych cisel, limitam, sou¢tum nekonecnych fad, spojitym funkcim a prehledu
funkci elementarnich, ma 134 strany, coZ je jen o 13 stran méné nez obsah celé Kosslerovy
ucebnice. V druhé c¢asti své prace na 166 stranach Petr popisoval derivaci funkce a jeji
vlastnosti a dale se zabyval mocninnymi fadami. Tteti ¢ast v rozsahu 184 strany se véno-
vala funkcim vice proménnych. Petrova kniha zaznamenala velky ohlas diky své originalité
a pfesnosti, a i s odstupem doby tak zastinila drobnéjsi Kosslerovu ucebnici, pfestoze ve
prospéch Kosslerovy knizky hovoii modernéjsi terminologie, nez jakou najdeme v dile Karla
Petra.

V roce 1938 navazal Vojtéch Jarnik ,druhou ¢asti“ na knizku svého kolegy Milose
Kosslera pod nazvem Uvod do poctu integrdlniho. Zajimavym prifezem knihami [K33],
[Jarnik (1938)] a [Petr (1923)] byl Jarnikav ¢lanek Ndavod ke studiu analysy pro zacdtec-
niky, jenz byl vydan za 2. svétové valky v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky
(viz [Jarnik (1941)]). Cilem pojednéni bylo piiblizit postup studia matematické analyzy
pro Ctenafe s hlubsim zapalenim pro matematiku. Navod je podan zhruba timto zpusobem:

. wNejprve necht si étendi vezme [K33] a procte kap. 1.“ ... Potom necht étendr prostu-
duge knizku [Jarnk(1938)]“ ... Misto [Petr(1923)] mize cétendr prostudovati téZ édst knihy
... “ Kosslerova ucebnice hraje v tomto pojednani velmi vyznamnou roli.

V roce 1946 vydal Jarnik knihu stejnojmennou jako [K33]. Zaméfime-li se na Jarnikuv
Uvod do poctu diferencidlniho, setkime se opét s mnohem rozsahlejsim dilem — mé celkem
450 stran. V pfedmluvé na str. VIII Jarnik poznamenal:

»Je zbytecno podotykat, Ze mné pii tom (rozuméj pii psani této udebnice) byly velmi
uZitecny knihy: M. Koéssler: Uvod do poctu diferencidlniho a K. Petr: Pocet differencidlni.“

Jarnikova kniha se od té doby dockala mnoha vydani pod nézvem Diferencidlni pocet
I jako prvni Cast ze ¢tyfsvazkového dila vénovaného infinitesimalnimu pocétu Diferencialni
pocet I, Il a Integrdlni pocet I, II. Po vydani této tetralogie Kosslerova kniha prakticky
upadla v zapomnéni, nebot Jarnikovo dilo ji predéilo svou preciznosti i obsaznosti.

Nez pristoupime k piehledu zajimavych bodu z Kosslerovy uéebnice, uvedeme si drobné
srovnani nékterych odbornych termini — jejich podobu v Kosslerové knize a podobu, v jaké
jsou nejcastéji predstavovany v soucasnych ucebnicich a skriptech.
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Pro pochopeni Késslerova nastinu teorie realnych Cisel je zapotiebi si uvédomit, ze cifrou
7ddu n rozumél cifru na n—tém misté v desetinném rozvoji ¢isla, usekem radu n—tého potom
¢islo zapsané pouze ciframi az do ¥fddu n (napf. Gsek nultého fadu éisla 7 je ¢islo 3, tsek
fadu tfetiho ¢isla 7 je éislo 3,141, apod.).

Znaménko rozlisujici kladna a zaporna ¢isla Kossler nazyval znamenim vztahu. Pro ¢isla
opalné pouzival pojmenovéni éisla soumérnd (symetrickd). MnoZstvim oznacoval mnozinu,
misto desetinné ¢arky pouzival desetinnou tecku, a podobné se lisil ve zpusobu zapisu ¢isel
periodickych: zapis 0.2 znamenal 0,22222. .., zapis 0.102 pak odpovidal &slu 0,102102. ..
(dnes bychom tato dvé ¢isla zapsali jako 0,2 a 0,102).

Na misté nerovnosti Kossler pracoval s nerovninamsi; posloupnosti nestoupajici rozumeél
posloupnost nerostouci. Zatimco dnes pouzivame pfi rozhodovani o konvergenci fady mj.
srovnavaci kriterium, Kossler tuto metodu popisoval jako princip prirovndvdni 7ad. O ne-
absolutni konvergenci hovotil jako o konvergenci relativni, nevlastni limitu nazyval limitou
v sirsim smyslu. Celistvd funkce raciondlni byl vlastné polynom. Drobné odchylky v ter-
minologii bychom nasli i u dalsich pfipadu, i kdyZ se nejedné o rozdily, které by mohly
zpusobit chybné pochopeni smyslu - namisto zrychleni se setkdme s urychlenim, misto glo-
bélnich extrému ¢teme o absolutnich extrémech, hledani relativniho mazima v sobé skryva
hledani lokalniho maxima, apod.

Pristupme nyni ke stru¢nému pfehledu obsahu Kosslerovy ucebnice a jejimu srovnéani se
stejnojmennou, avsak mladsi knihou Jarnikovou.

Kossler rozdélil svou praci celkem do sedmi kapitol a dvou dodatku o celkovém rozsahu
143 strany. Jarnikova prace je rozclenéna do patnacti kapitol v rozsahu 442 stran (pozn.
uvedené poéty stran nezahrnuji rejstiiky).

I. kapitola Cisla racionalni a realna

Jiz z nazvu prvni kapitoly je jasny jeji cil — zavedeni racionalnich a redlnych ¢isel a ope-
raci s nimi. Shrnuti zékladnich znalosti o operacich s raciondlnimi éisly (s fadou z nich se
setkavaji zaci jiz na zékladni skole) uvadi velmi péknd Kosslerova tivaha hledajici paralelu
mezi matematikou a Sachovou partii:

,Matematika jednd o cislech. Z téchto cisel odvozujeme pri pocitdni jind cisla podle
urcitych nezmeénitelnych pravidel pocetnich. S tohoto hlediska miZeme prirovnati matematiku
ke hre sachové, kterd jest definovdna figurami, Sachovnici a presnymi pravidly hry. Pravidla
tato jsou tak zvolena, aby Zddné z nich neodporovalo druhému. Vysledkem operaci jsou urcité
posice figur na Sachovnici. Zdkladem matematiky jest deset cifer (figur) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 0, potom Tada operacnich symboli jako +, —, =, :, zlomkovd ¢dra, desetinnd tecka,
zavorky atd. a obecnd c¢islaa, b, c, ..., p, q, to jest zkratky, jimiZ oznacujeme urcitda seskupent
cifer a jingch symboli, jako na pr. a = 0.357, b = 8/7 atd. Z téchto symboli tvorime podle
presné piedepsangch pravidel symboly nové. Ty jsou pak vysledkem poctu.“ (str. 7)

Jelikoz se Kossler ve své ucebnici zabyval zakladnimi pojmy, v dalsim komentafi se
soustfedime predevs$im na definice, véty a diukazy, resp. piiklady neobvyklé, odlisné od sou-
casnych formulaci a ruzné zajimavosti. Pokud v nasledujicim textu neni uvedeno jinak, jsou
v8echny citace z [K33], a pro snaz$i orientaci je u nich uvedena strana, ze které bylo na
konkrétnich mistech citovano.
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Zakladni dulezitost prof. Kossler pfipisoval zavedeni redlnych ¢isel a logickému vybudo-
vani pocitani s nimi, nebot jak sdm uvedl

»jen v tomto vybudovdni spocivd oprdvnénost matematiky, nebot o sprdvnosti visledku
nemuzeme se presvédciti experimentem (jako napt. ve fysice), nybrZ jen tim, Ze dokdZeme
jeho souhlas s pravidly pocetnimi, kterd jsme prijali jako zdklad.“ (str. 10)

Reélné ¢islo pak Kossler definoval nésledujicim zpusobem:

Definice: Cislo redIné jest symbol mysleny v podobé ¢isla desetinného kladného, zdporného
nebo rovného nule o nekonecném poctu cifer. (rozuméj: ,,symbol, v némz za kazdou cifrou na

pravo od desetinné tecky nasledujici cifry lezici jesté dale na pravo — takové Cislo nemuzeme
definovati tim, Ze bychom je vskutku napsali.“) (str. 10)

a dale dodaval, co presné bychom si méli predstavit pod slovnim spojenim ,,méjme ddno
redlné cislo“:

,, Clislo rediné, od nuly mizné, jest ddno, kdyZ jest mozno jednoznacné stanoviti jeho zna-
mend vztahu (pozn. +,-) a cifru stojici na libovolném misté pred nebo za desetinnou teckou.

(str. 10)

Podrobnéjsi nahled na konstrukci mnoziny realnych cisel Kossler ponechal az na za-
vérecny dodatek, protoze jde o latku, ,kterd by pri pronim studiu étendiuv krok zpomalovala
a tak brala mu chut k pokracovdni.“

Podivejme se pro zajimavost na zpusob, kterym prof. Kossler zavadél pojem ciselné
posloupnosti:

Definice: Jestlize kaZdému celistvému cislu z prirozené Tady ciselné 1, 2, 3, ... jest prita-
zeno urcité cislo rediné aq, as, as, ..., nazyvame vsSechna tato ¢isla hromadnym ndzvem
posloupnost éisel. (str. 12)

Tato definice je prakticky analogickd dnes uzivanym formulacim. Pro pochopeni Kossle-

rovy definice limity posloupnosti si dale pfiblizime pojem definitivniho tiseku na pripadu
posloupnosti a; = 3,24, as = 3,224, az = 3,2224 atd.:

At zvolim jakkoliv vysoky 1dd n, vidy od o, pocinajice vsechna ¢isla oy, Gpi1, Qnto,
... maji totoiné useky Fddu n-tého (3,222...2). Tento dsek nazveme definitivnd dsek dané
posloupnosti Tadu n-tého. (str. 12-13)

V Kosslerové podani potom definice limity posloupnosti zni:

Definice: Posloupnost a1, as, as, ... mad limitu, a to jednu jedinou, kdyz v ni eksistuji useky
definitivni kazdého Tadu. Limita ta jest rediné cislo urcené definitivnimi useky. (str. 13)

PovSimnéme si, ze uvedena definice je zaloZena pouze na postulatech o redlnych cislech,

nepouziva v zadné své casti operaci od¢itani ani pojmy jako e—okoli.

Snaha omezit rozsah celé knihy na nékterych mistech vedla autora k nepfesnostem ¢i
drobnym chybam. Tak napf. na str. 14 se objevuje v zjevné oznacujici realné ¢islo, s jehoz
pomoci jsou symbolicky popsany komutativni, asociativni a distributivni zakony pro s¢itani
a nasobeni realnych cisel, avsak tento fakt na rozdil od realnjych ¢isel a, 8 neni nikde po-
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znamenan. Na téZe strané se docteme, Ze vztah « -1 = « plati pro a # 0. Toto omezeni
se vSak vztahuje ke skutecnosti, Zze rovnice o - x = a ma pro a #* 0 jediné feseni =z = 1,
zatimco pro a = 0 jsou FeSenim vSechna redlnd ¢isla. Pii zbéZzném ¢teni tak muze ¢tenafr
dospét k mylnému zavéru, Ze omezeni a # 0 je na daném misté uvedeno zcela zbytecné.

Vojtéch Jarnik ve své knize v prvni kapitole roznéz pripominal zakladni pojmy, soustiedil
se dale na mnozinu racionalnich a realnych ¢isel, pricemz realna ¢isla zavedl pomoci teorie
fezu. V zavéru pak formuloval pojem suprema a infima. Oproti Kosslerovi se jednotlivym
pojmum vénoval ve vétSim rozsahu, a rovnéz je doprovézel velkym mnozstvim prikladu.

I1. kapitola Posloupnosti

V tvodu druhé kapitoly Késsler odvodil z pro nas neobvyklého vyse uvedeného zpusobu
definovani limity posloupnosti i dobfe zndmou e—definici, a fadu vét o vlastnostech limit
posloupnosti dokazoval dnes pouzivanymi metodami. Pozoruhodné je cviceni €. 6, na str. 21
zafazené v ramci této kapitoly:

Priklad: Pocet dni v roce N po Kr. jest
NR|" _ ’ 2NR

cos coS ——
100

lim {365 +

n—oo

} ,R=90,N > 1582.

" 2NR
cos ——
400

Uvedeny pfiklad je velmi p€knou tlohou na jednoduché procvic¢eni pojmu limity v kon-
krétnim praktickém piipadé, byt v této situaci pouziva pro vSeobecné znamé pravidlo pro
urceni pfestupného roku ponékud slozité vyhlizejici vzorec.

V soucasnych skriptech se rovnéz Castéji setkavame se zdanlivé slozitéjsi definici pojmu
okoli, resp. prstencového okoli nez pouzival Milo§ Kossler:

Definice: Okoli bodu x jest kazdy otevieny interval, ktery obsahuje x. Bod x samotny k okoli
nepfisludi. (str. 16)

Jednoduchy, ale pékny priklad zvolil Kossler pro ilustraci vztahu limity posloupnosti
a vybrané posloupnosti. Dokazoval, ze

lim a* = lim Ya=1proa>1.

n—oo n—oo
111 . - (1 . C
Posloupnost a1, az, a3, ...je klesajici, zdola omezend (a= > 1). Podle véty o limité mono-
. . PR o , , 1 1 1
tonni posloupnosti tedy existuje jeji limita A. Posloupnost z puvodni vybrana a2, a7, as,
1 ) S . oy o . .
...azn, ... ma tedy tutéz limitu A. Z vét o limité soudinu a vlastnostech obecné mocniny
dostavame
. 1 . 1 . 1 . a1 1
A= lim a» = lim a? 2" = lim a2 -a% = lim a? - lim a? = AZ.
n—oo n— oo n—oo n— oo n— oo

Rovnice A = A? je splnéna pro A = 0 nebo A = 1. Pro A = 0 plati \avlT —0] > 1, coz

odporuje definici limity — zbyva tedy pouze moznost lim an = A = 1, coz bylo cilem
n—oo

dokézat. Uvedend uloha tedy komplexné vyuziva celou fadu vét o vlastnostech a limitach

posloupnosti.

mocniny kladného redlného ¢isla, nebot tuto latku potieboval k dikazu, Ze posloupnosti
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an = (1+ 1) ab, = (1+ )" maji stejnou limitu, rovnou ¢&islu e. Déle ukazal, ze tutéz
limitu méa posloupnost a, =1+ % + % 4+ 4 %

Poté, co Kossler zavedl pomoci bodu zhusténd (tj. hromadnych bodi posloupnosti) pojmy
limes inferior a limes superior, dokdzal Bolzano-Cauchyovu (dale jen B-C) podminku za

vyuziti avah o tsecich k—tého radu.

Jarnik si rozdé€lil danou latku do dvou kapitol. Ve druhé kapitole vénované posloupnostem
se zabyval stejnou problematikou jako Kdossler, opét vsak uvedl mnohonéasobné vétsi mnozstvi
konkrétnich prikladu i vét tykajicich se posloupnosti. Rovnéz uvedl i vSechny t¥i vySe zminéné
posloupnosti, jejichz limitou je ¢islo e. Do tfeti kapitoly pak zaradil studium obecné mocniny
a déle logaritmu, jimz se Kossler zabyval az v dalSich c¢astech.

III. kapitola Rady

Pasaz o fadach se v Kosslerové podani piilis nevymyka ramci tvodniho kursu matema-
tické analyzy v soucasné dobé, zminime tedy opét jen nékteré zajimavosti.

Pod néazvem wvseobecné kriterium pro tady bychom u Kosslera nasli B-C podminku pro
fady. Konkrétné pak uvadél kriterium srovnavaci, Cauchyovo odmocninové, d’Alembertovo
podilové a Cauchyovo kondensacni. Piiklad selhani d’Alembertova kriteria ukézal v ptipadé

fady

1 /1 1\ o/t oy

2" (3) *(2) *(3) *(2) I
kde podil a,1/ay, je roven (%)" . % pro n liché, (%)" . % pro n sudé. V piipadé sudého n
podil a,,11/a, roste nade vSechny meze, pro liché n se bliz{ nule. NemuZeme proto soudit ani
na divergenci, ani na konvergenci, kterou zjistime napf. pomoci Cauchyova kriteria, nebot

o0
va, < % V piipadé fady k% pro a > 0 selhdva podilové i odmocninové kriterium.
k=1

Zde Kossler poukazal na uziteénost kondensac¢niho kriteria, jez se dnes v zakladnim kursu
analyzy cCasto ani neobjevuje.

Dirichletovym teorémem byla v této ucebnici oznacena véta o prerovnavani konvergent-
nich fad s kladnymi ¢leny. V dalsich iivahach Kossler zminil neplatnost Dirichletova teorému
pro fady, které konverguji pouze relativné. Uprostied téchto ivah objevime skrytou i tzv. Ri-
emannovu vétu pro pferovnani relativné konvergentni fady k libovolnému predem zvolenému
souctu. Moznost prerovnat takovou fadu v fadu divergentni vSak Kossler nediskutoval.

V odstavci vénovaném alternujicim fadam na nékolika fadcich autor shrnul kriterium,
které dnes byva oznacovéno jako Leibnizovo, aniz by vSak toto tvrzeni jakkoli v prubéhu
textu zvyraznil.

V Jarnikové knize jsou nekonecné tfady diskutovany v kapitole ¢tvrté. Vyklad je i zde
doprovazen pestrym mnozstvim piikladu. Podilové a odmocninové kriterium je uvedeno
a podrobné rozebrano i ve své limitni podobé. Kondensaéni kriterium Jarnik dukladné do-
kazal, avSak nepouzival pro néj toto oznaceni, uvedl jej jako vétu 88. Stejné tak Leibnizovo
kriterium (vétu 89.) najdeme v jeho knize s dikazem, pfikladem, av8ak rovnéz bez nazvu.
Jako aplikace teorie nekonecnych fad v zavéru kapitoly Jarnik rozebral problematiku neko-
ne¢nych desetinnych zlomku. Otazka prerovnavani fad je zminéna jen strucné s odkazem na
druhy pfipravovany svazek knihy (prosluly Diferencidlni pocet I1.).
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IV. kapitola  Funkce
Na tvod této partie si pro zajimavost uvedeme Kosslerovu definici funkce:

Definice: Jestlize y tak zdvisi na promeénné x, Ze kaZdé hodnoté x odpovidd urcita jedind
hodnota y, Tikdme, Ze y jest funkce proménné x. (str. 47)

Poté, co Kossler vysvétlil pojem funkce a jejiho grafu, uvedl celou fadu jednoduchych
prikladu, véetné polynomu, lomené racionédlni funkce, ¢i funkce celd ¢ast. Funkéni predpis
y = [z] Kossler Getl .y jest celé éislo v x“. Do své ucebnice zatadil i graf této funkce, pficemz
z obrazku uvedeného na str. 52 vSak neni patrné, jakych funkénich hodnot nabyvéa funkce

pro cela ¢isla. Autor si vSak byl tohoto nedostatku védom a sam poznamenal:

»Jest vsak dobie uvédomiti si, Ze obrazec mevystihuje vsech vlastnosti funkce, nebot pro
x=1,2,3,...mdy vidy jedinou hodnotu 1, 2, 3, ..., coZ nikterak nent patrno z obrazce.“
(str. 51)

Limitu funkce Kdossler definoval nejprve v pripadé nevlastniho bodu, kdy =z — oo, a az
poté podal i obecnou definici limity pro x — a, a € R tak, jak ji zndme z dneSnich skript
a ucebnic. Jako priklad uvedl dukaz vztahu

sinx

lim =1

z—0 X ’

ktery dnesni studenti pfijimaji téméf automaticky, aniz by se zvlast pozastavovali nad fak-
tem, Zze x oznacuje thel méfeny v obloukové mife. Kossler ve své ucebnici uvedl i situaci,
kdy 2" znamend miru Ghlu méfenou v sekundach, x miru obloukovou a odvodil analogicky
vztah pro tento pfipad (str. 55):

sin 2"’ . sinx =z T

lim = lim = .
=0 x =0 x x” 648000

V odstavci nazvaném Limita v rozsireném smyslu Kossler struéné zminil jednostranné
limity a tzv. limitu v §irSim smyslu, tj. lim,,, f(z) = oo - dnes bychom fekli limitu
nevlastni. Mezi kriteria pro existenci limity funkce zafadil vétu o limité monotnni posloup-
nosti ve spec. piipadé a B-C podminku pro limitu funkce. Poté, co autor definoval spojitost
funkce v bodé, uvedl nékolik jednoduchych tiloh, napi. funkci y = [1 — 2?] - nespojitou
v bodé xy = 0, ackoliv limita v tomto bodé existuje.

Po rozsifeni pojmu spojitosti v bodé na spojitost funkce v intervalu Kossler popsal tfi
véty o spojitych funkcich: vétu o zachovavani znaménka nenulové funkce spojité v bodé
na malém okoli tohoto bodu, vétu o nabyvani mezihodnot funkce spojité na uzavieném
omezeném intervalu a vétu o nabyvani maxima a minima funkce spojité na uzavieném
omezeném intervalu.

Dale najdeme stru¢ny obecny popis funkce inverzni, v zapéti vyuzity na dvojici funkce
exponencidlni a logaritmické. V zavéru kapitoly je uveden pfehled zakladnich vlastnosti
a grafu cyklometrickych funkci jakoZto funkci inverznich k funkcim goniometrickym.

Jarnik uvedené latce vénoval ve své knize celkem tfi kapitoly. Patou kapitolu zaméfil na
otazku spojitosti a limity funkce. Pro srovnani si uvedeme i Jarnikovu definici pojmu funkce:
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Definice: Budiz M néjaka mnoZina redlngjch cisel. Jestlize kaZdému c¢islu x mnoZiny M je
pritazeno urcité cislo y, Tikame, Ze y je funkci x; mnoZinu M nazyvame oborem této funkce.
[Jarnik (1951), str. 162]

Z tohoto jednoduchého piikladu je patrnd Jarnikova preciznost pii definovani zakladnich
pojmu. Spojitost funkce v bodé a limitu funkce zavedl analogicky jako Kossler, avSak vénoval
mnohem vétsi pozornost jednotlivym tvrzenim, mj. pec¢livé dokazoval véty o aritmetice limit,
vse doprovazel mnoha priklady. Obecné véty o spojitych funkcich vSak v této fazi zatim
neformuloval. V Sesté kapitole své prace Jarnik do detailu popsal vlastnosti goniometrickych
funkeci a zakladnich identit mezi nimi. V nésledujici kapitole pak formuloval véty o inverznich
funkcich, jimz se Kossler vyhybal, a déle detailné rozebral funkce cyklometrické.

V. kapitola Prva derivace a diferencial

Vyklad pojmu derivace Kossler doprovazel jejim geometrickym vyznamem jakozto smér-
nice tecny ke kiivce a fyzikadlnim vyznamem v souvislosti s pojmy stfedni a okamzita rychlost.
Ukazal, ze spojitost v bodé z je nutnou, avSak nikoli postacujici podminkou pro existenci
derivace v bodé z. Déle odvodil derivace nejcastéji se vyskytujicich funkci a zakladni pravi-
dla pro derivovani. P¥i popisu derivace funkce sin x se neopomenul vratit k problému volby
miry a ukézal, ze v pfipadé, kdy je tthel x méfen v sekundach, plati pro derivaci podle vyse
zminéné limity

., 648000
(sinz) =

COST .

Zvlastni pozornost je pak vénovana odvozeni derivace funkce exponencidlni a logarit-
mické. Na str. 78 Kossler poznamenal jeden z duvodi, pro¢ se logaritmum p¥i (pro studenty
zcela nepfirozeném) zékladu e ¥ikd ,pfirozené“ — jejich derivace je zvlasté jednoducha:

1
In|z]) = =,z #0
(infa]) = — o #

a tak ,,se jim v analysi ddvd pravidelné prednost pred kaZdou jinou soustavou logaritmickou.“

S pojmem logaritmické derivace se dnesni studenti setkavaji vétSinou pouze v kursu
komplexni analyzy nebo pii vypoctu integrall, z ivodniho kursu diferencidlniho poctu se
jaksi vytratila. Prof. Kossler upozornoval na fakt, ze nékdy byva snazsi vypocitat deri-
vaci logaritmu néjaké funkce, nezli derivaci funkce samotné a své tvrzeni demonstroval na
piikladech funkei y = (z — a1)P(x — a2)P2 - - (x — ap)P ,x > max(a,...,a,) a podobné
y = {f(x)}¥®). V &asti vénované vypoctu derivaci je obsazeno i mnozstvi cviceni s vysledky,
mnozstvi na Kosslerovu knihu skuteéné neobvyklé. Struéné se Kossler zminil o derivovani
funkce implicitni, a to ve specidlnim pripadé algebraické funkce urcené rovnici

ao(2)y™ + ay(x)y" " 4+ +an(x) =0,

kde ag(z) , k=0, 1, ..., n, jsou mnoho¢leny v proménné x.

Derivaci v $ir§im smyslu rozumél autor knihy nevlastni derivaci. Z dulezitych vét zaloZe-
nych na pojmu derivace uvedl vétu o rostouci funkei (tj. rozhodovéni o monotonii funkce na
zékladé znaménka derivace), vétu Rolleovu, vétu o stfedni hodnoté a nékteré jeji dusledky,
vétu Cauchyovu o stfedni hodnoté. Oblibenou autorovou tlohou na aplikaci odvozované
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teorie byla Keplerova rovnice, patrné prvni transcendentni rovnice v historii®!

T —esing =M.
Diferencial Kossler definoval takto:
diferencidl y = dy = f'(x) - Az, kde Ax jest libovolné ¢&islo .

Derivaci funkce y = f(x) je pak mozno zapsat jako podil diferencidlu, tzv. diferencidlni
kvocient funkce a nezavisle proménné: dy/dx = f'(x). Zde vSak Kossler diurazné upozoriioval
na skutecénost, Ze ackoli pii daném znaceni dr = Ax, rozhodné neplati % = %. Tento rozdil
ukézal i geometricky s vyuzitim pfehledného obrazku.

Vojtéch Jarnik nejprve ilustroval geometricky vyznam smeérnice teény ke grafu funkce
a fyzikalni vyznam okamzité rychlosti, aby poté definoval derivaci. Volil tedy v této fazi opa-
¢ny postup nez Kossler. Odvodil pravidla pro derivovani, k nimz pfipojil rozsahly prehled
uloh pro ¢tenare k procvicovani. Dale definoval derivace vysSich fadu a v zavéru osmé ka-
pitoly i diferencial funkce. Kapitolu devatou Jarnik vyhradil obecnym vétam o spojitosti
a derivacich. Slozitéjsi tvrzeni tak v jeho podani maji vétsi prostor a neztraci se v okolnim
textu tak jako u Kossslera. Rovnéz dukazy jednotlivych vét jsou v Jarnikové knize podany

mnohem preciznéji.

VI. kapitola  Vyssi derivace a jejich uziti

Definici n—té derivace provedl Késsler paralelné s definici n—tého diferencialniho kvo-
cientu. Z obecnych formuli pro vyssi derivace odvodil pouze Leibniziv vzorec. Neopome-
nul pfipojit mozny fyzikalni vyznam druhé derivace — okamzité zrychleni. Z obrovského
mnozstvi aplikaci vysSich derivaci Kossler uvedl Taylorovu vétu spolu s vypoctem Taylo-
rova polynomu, Maclaurinovu vétu, podminky pro hledéni extrému funkci. Podivejme se na
Kosslerovu formulaci pravidla pro zjisténi lokalnich extrému:

,Vypocteme koteny rovnice f'(x) = 0; budiZ £ jeden z nich. Dosazujeme tento koten
postupné do vyssich a vyssich derivaci f(x) aZ dojdeme k té z nich, kterd prvd jest od
nuly rizna. Je-li tato derivace lichého stupné, neni v bodé £ extrém. Je-li stupen ten sudy
a derivace sama zdpornd, nastdvd mazimum, je-li kladnd, minimum.* (str. 95)

Jako zajimavé cvifeni na hledani extrému funkce polozil autor svym ¢tendium otéazku,
ve kterych logaritmickych soustavach lze najit ¢isla rovna svému logaritmu. Odpovéd na
tuto otdzku dava studium funkce f(z) = = — log, x, jeZ nabyva nulové hodnoty, pokud
min f(z) < 0, coz nastane pravé kdyz a < ec. V tomto misté je v knize chyba uvadéjici
vysledek a < ez,

V odstavci nazvaném Poloha kfivky vici tecné jsou slovy popsany pojmy kiivky konvexni,
konkdvni a inflexe pomoci geometrického nazoru. Pfi odvozeni Taylorovy fady pro f(z) =
sin z pouzil autor vzorec pro k—tou derivaci f*) (z) = sin(z + k%), jenz elegantné vystihuje

5-1Keplerova rovnice vyjadiuje vztah mezi tzv. excentrickou anomalii = a stfedni anomalii M nebeského
télesa pohybujiciho se po eliptické draze s numerickou excentricitou e, 0 < e < 1. Lze ji odvodit na zakladé
2. Keplerova zékona pro pohyb vesmirnych téles.

102



dnes ¢asto pouzivany rozpis

sinz pro k=4n
FO) () = c?sm pro k=4n+1
—sinz pro k =4n+ 2

—cosx prok=4n+3,

ackoli se jedna o jednoduchou aplikaci stfedoskolské matematiky. Taylorovu fadu pro funkci
In (1 + ) a fady z ni odvozené Kossler vyuzil pfi vycislovani logaritmu. Upozornil ¢tenédte
na moznost postupné uréit logaritmy vSech celych ¢isel pomoci logaritmu prvocisel a jejich
s¢itani. Pro tento postup je obzvlast vhodné fada:

1 1 1 1
Inz= -l )+ 2In(z—1 b
nz 2n(z+ )+2n(z )+{2z2—1+3(2z2—1)3+ }

Je-li z prvoéislo, jsou ¢sla (2 + 1) a (z — 1) rozlozitelnd v prvocisla mensi, a tak se situace
zjednodusuje. Zname-li napf. In 2, muzeme tak pocitat In 3 podle vzorce

1 1

3
3= "2+ {—+-——
n3 =g +{17+3-173

b

Dale Kossler zminil fadu binomickou a v zavéreéné casti kapitoly se zaméril na neurcité
vyrazy a 'Hospitalovo pravidlo, které objasnoval i na konkrétnich prikladech.

Jarnik v kapitole desaté podrobné popsal pouziti véty o prirustku funkce ke studiu
prubéhu funkce — opét mnohem detailnéji nez Kossler, ktery v podstaté pojmy konvexni
a konkévni funkce jen zminil, aniz by dokazoval hlubsi tvrzeni. Neurcité vyrazy a I’Hospitalovo
pravidlo tvori napln jedenacté kapitoly, oproti Kosslerovi se autor navic zabyval i vypoctem
oskulac¢nich kruznic. Taylorovu vzorci a jeho aplikacim je vénovana celd dvanactéa kapitola,
najdeme zde i pasaz vénovanou vypoctu logaritmu. Navic v Jarnikové knize objevime i po-
drobnosti k fadam funkci arctg x, arcsinx a ,,vypocet“ Cisla .

VII. kapitola Funkce dvou proménnych
Funkci dvou proménnych Kossler definoval timto zptusobem:

Definice: Funkce z dvou nezdvisle proménnych x,y 2z = f(z,y) jest definovdna, kdyZ ddn

jest predpis, jak k dvojici ¢isel [x,y] se pFiradi ¢islo z. (str. 107)

Déle formuloval vyznam zékladnich pojmu jako bod prostoru, ohraniéend posloupnost
bodu apod., definoval limitu a spojitost funkce dvou proménnych, zobecnil nékteré véty
o spojitych funkcich. Zduraznil ve struéné poznamce rozdil mezi limitou

lim  f(z,y) = A a tzv. dvojitou limitou lim lim f(z,y) = B.

[z,y]—a,b] y—br—a

Pfi vy¢tu moZnosti zpusobu zapisu parcialni derivace funkce z = f(z,y) byl autor opravdu
peclivy:
oz _of

=Dyz=D,f = f;(x,y) = Z;

Sxr oz
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V §46. Kossler komentoval fakt, Ze obecné studium spojitosti funkce f(z,y) muze byt casto
slozité, a odvodil postacujici podminku pro zjisténi spojitosti:

Véta: Funkce f(x,y) jest spojitd v bodé [x,y], jestliZe jest tam spojitd v jedné promeénné
(napt. x ) a md-li mimo to v okoli [x,y] ohranic¢enou parcidlni derivaci podle druhé proménné
(napr. |f,| < M ). (str. 113)

Déle zduraznil, Ze ke spojitosti v bodé [z, y] neni postac¢ujici podminkou ani existence
obou parcidlnich derivaci (kde je patrny rozdil oproti teorii funkci jedné proménné), ani
spojitost funkce f(z,yo) vzhledem k proménné z a funkce f(z,y) vzhledem k proménné y.

Nasledujici fadky knihy jsou vénovany funkcim, pro néz existuje totalni diferenciél, a je-
jich vlastnostem, derivaci funkce sloZené, moznosti zameény parcidlnich derivaci druhého
Ffadu, vyssim diferencialim, Taylorové vété pro dvé proménné. Posledné jmenovany pojem
pochopeni vykladu. Vzhledem k jinym ¢astem knihy relativné obsirné je popsan zpusob vy-
Setfovani extrému funkci dvou proménnych. Ani zde v8ak Kossler neuvedl zadny konkrétni
feSeny priklad, pouze zadani nékolika tloh na procviceni.

Posledni odstavec kapitoly je zaméfen na funkce uréené implicitné. Nejprve autor po-
drobné dokézal vétu o feSeni rovnice f(z,p(z)) = 0, poté ukazal, jak pocitat v tomto
pfipadé derivaci, véetné dvou jednoduchych pfikladi. I na tomto misté by vsak jisté bylo
vhodné uvést vice konkrétnich FeSenych tloh.

Jarnik popsal funkce dvou proménnych ve tfinacté kapitole své knihy; zacal vybudovanim
geometrického nazvoslovi pro znazortiovani funkci dvou proménnych, pokracoval zavedenim
limity, spojitosti, parcidlnich derivaci a mozZnosti jejich zamény, totalniho diferencidlu a de-
rivaci slozené funkce. Implicitnim funkcim vénoval zvlastni kapitolu. Cely vyklad doprovodil
nékolika priklady a celou fadou poznamek k dané problematice. Pro zavér své knihy volil
v kapitole patnicté jako téma ndastin teorie komplexnich éisel. VySetfovani extrému funkci
dvou proménnych odlozil az do pripravovaného druhého dilu své knihy.

I. dodatek Nastin teorie éisel realnych

Mezi pozoruhodné myslenky Kosslerovy knihy lze zatfadit predevsim jeho vyklad teo-
rie redlnych ¢éisel. Do dnesni doby je zndmo nékolik ruznych zpusobu zavedeni mnoziny R,
fadu z nich najdeme napi. v knize [Salét (1982)]. Na nasich skolach se nejéastéji setkivame
s axiomatickym zpusobem zavedeni R. Méné Casté je pouziti Dedekindovych fezii mnoziny
racionalnich ¢isel, jez zustavd doménou vysokych skol, stejné jako studium Cantorovy me-
tody Cauchyovych posloupnosti. Pomoci fezu zavedli realna ¢isla ve svych knihach i K. Petr
(viz [Petr (1923), str. 1-16)] ¢ V. Jarnik (viz [Jarnik (1951), str. 39-66]).

Milos Kossler si zvolil metodu v nasi literatute do té doby ponékud opomijenou — teorii
spocivajici na pojmu nekonec¢ného desetinného rozvoje zalozenou na Weierstrassové principu
(véta (IV.)). Pozdé&ji se s timto zpusobem konstrukce télesa redlnych ¢isel v mensi ¢ vetsi
mife setkdvdme napi. v [BlaZek et al. (1981)], [Vesely (1997), str. 4041, 85-86], [Stanek
(1995)]. Kosslerovu knihu doporuduje ¢tendium v pasazi vénované redlnym ¢éislum napf.
[Vyborny (1966), str. 41].

Kossler pritom nepodal zevrubny vyklad celé teorie, ale pouze nékolikastrankovy néstin,
zajemce o podrobné studium této metody odkézal na knihy [Loewy (1915)] a [Perron (1921)].
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Vychézel z faktu, Zze realnd ¢isla musi spliiovat stejné postuléty jako ¢isla racionélni (viz
str. 8):

(16.)

A. Sporadanost ¢&isel

Jsou-li a, b dvé ¢isla, jest splnén vZdy jeden a jen jeden ze vztaht a = b, a > b (¢ili
b<a),a<b (Clid>a).

Je-lia > b, b>c, jest také a > c.
B. Scitani
Jsou-li a, b ¢isla, jest také a + b ¢islo (jednoznaéné urcené).
a+b=b+ a. (Zdkon komutativni.)
a+ (b+c¢) = (a+0b)+ c. (Zékon asociativni.)
Jediné c¢islo nula mé vlastnost a + 0 = a.
Je-li a > b, jest také a 4+ ¢ > b+ c¢. (Zakon monotonie.)

Rovnice a + z = 0 m4a vzdy (jediné) FeSeni, které oznac¢ujeme x = —a.
C. Nasobeni

Jsou-li a, b ¢&isla, jest také ab ¢islo (jzn. stanovené). PiSeme také ab=a-b = a x b.
ab = ba. (Zékon komutativni.)

a(bc) = (ab)c. (Zékon asociativni.)

Jediné ¢islo jedna mé vlastnost a - 1 = a, kdyz a # 0.

Je-lia >bac>0,jest ac > be. Je-li ¢ <0, jest ac < be, a je-li ¢ =0, jest ac = bec = 0.
(Zakon monotonie.)

Rovnice axz = 1 mé vzdy (jediné) feseni, pokud a # 0. Reseni to oznacujeme x =
1/a=1:a. (Rovnice 0 -z = 1 nem4 FeSenil)

a(b+ ¢) = ab + ac. (Zékon distributivni.)

D. Od¢itani a déleni

definujeme vztahy a —b=a+ (—b)aa:b=2%=a- %, (b#0).

E. PoZzadavek Archimeduv

Je-li a ¢islo, pak lze nalézti celistva kladna cisla n, pro kterd jest n > a.

Pro dalsi ivahy si musime ujasnit nékteré pojmy, se kterymi Kossler ve svém nastinu
pracoval. Useky témér totoznymi n—tého Fddu rozumime takové dva tseky, jejichz rozdil je
roven jedné jednotce n—tého fadu (napt. ¢isla —4,6590 a —4,6589 maji témét totozné tseky
¢tvrtého fadu). Déle je tfeba si uvédomit moznost nahradit &isla s periodou 9 ¢isly s nimi
ekvivalentnimi, napft. 42,324049999 - .- = 42,32405000. ... Zastavme se na chvili u pojmu
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definitivniho tseku. Ozna¢me symbolem a*) tsek k—tého fadu ¢isla a. Jestlize v posloup-
nosti aq, as, as, ...existuje takovy clen ay, Ze useky an) jsou pro vsechna n > N rovny
bud témuz &slu a nebo éislu a + 107%, fikdme, Ze posloupnost mé definitivni tiseky k—tého

Ffadu. Nyni si znovu pfipomenime Kosslerovu definici limity:

Definice: Posloupnost a1, as, as, ...md limitu a to jedinou, jen kdyZ v ni eksistuji to-
tozné nebo témer totoiné useky definitivni kaZdého rddu. Limita ta jest redlné cislo urcené
definitivnimi dseky. (str. 130)

Jednoznacnost vyse definované limity posloupnosti je patrna v pfipadé totoznych defini-

vvvvv

str. 13-14. Plati dokonce:

Véta: Posloupnost ai, az, as, ..., ve ktere se vyskytuji stale definitioni useky kazdého Tddu
dvogjiho typu (témer totozné), md limitu s periodou 9 (anebo, coZ jest totéz, cislo ekvivalentni
s periodou 0 ). (str. 14)

Pomoci uvedené definice limity posloupnosti pak lze snadno zavést s¢itani a néasobeni

redlnych Cisel: uvazujme dveé realna Cisla «, 8 a jim prislusné useky agq, as, as, ...a S8y, Bs,
B3, .... Jejich sou¢tem nazveme limitu o posloupnosti o1 = a1 + 1, 02 = as + Fo, ...a
jejich soucinem limitu 7 posloupnosti 7 = «a181, 72 = @22, .... K tomu, aby pro takto

definované operace s¢itani a nasobeni Késsler dokézal platnost tvrzeni (A)—(E), vyuzival ve
svych tivahach nasledujici:

Véta:
(I1.) Jestlize jest lim, o ar, = a, jest lim(—a,) = —a.
(I1.) Jestlize jest lima, = a a je-ling < ng < ng < ...< ng ...libovolnd posloupnost

Ny

celistvych kladnyjch cisel, jest limy_,o ay, = a. Strucné rikdme, Ze posloupnost vybrand
z clenu posloupnosti konvergentni md tutéz limitu.

(II1.) Jestlize dvé posloupnosti a1, az, ag, ...; b, ba, bz, ... maji éleny o konecném pocdtu
cifer a jestlize jest lima,, = a, lim(b, — a,) = 0, pak i druhd posloupnost jest konver-
gentni a jest limb,, = a. Také obrdcené, je-li lima,, = limb,,, jest lim(b,, — a,) = 0.

(IV.) KaZdd posloupnost monotonni a ohranidend md limitu.

Zatimco prvni dvé véty plynou z vyse podané definice, véty (III) a (IV) bylo nutno doké-
zat. Pii dukazu véty (III) se Kossler opiral pouze o definici limity a operace s racionalnimi
¢isly. Podrobné rozebral a dokazal vSechny moznosti, které mohou nastat - definitivni tseky
posloupnosti ai, as, ..., an, ... mohou byt totozné a od jistého fadu koncit samymi devit-
kami (pfipad 1.), resp. samymi nulami (p¥ipad 2.), muZe se mezi nimi vyskytovat nekoneény
pocet ¢isel kondicich cifrou jinou nez 9 nebo 0 (piipad 3.), nebo od jistého fadu pocinaje
mohou koné¢it nulou nebo devitkou, a sice po kazdé devitce (byt i nékolikrat opakované)
néasleduje nula a po kazdé nule podobné devitka (pfipad 4.). P¥ipad 5., uvazujici posloup-
nost ay, as, ..., Gy, ...s témeér totoznymi definitivnimi tiseky, Ize snadno prevést na pripady
predchozi. Véta (IV) vyplyne po nékolika jednoduchych obratech z véty o limité neklesajici
shora omezené posloupnosti kladnych ¢isel, jejiz dukaz lze provést pouze na zdkladé defi-
nice limity a usporadanosti mnoziny realnych ¢isel. Pristupme nyni k dukaztm jednotlivych
podminek (A)-(E).
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Sporadanost realnych ¢isel
Dejme na tvod pii zduvodnéni podminky (1.) slovo samotnému autorovi:

, Cislo kladné jest vétsi ne# nula a ne? jakékoliv ¢islo zdporné. Cislo kladné o jest vétsi
nez kladné cislo B, jestlize prvd cifra z leva u ¢isla o, kterd se meshoduje se stejnolehlou
cifrou cisla 3, jest vétsi nezli tato a jestlize pri tom « a B nejsou ekvivalentni. Pak piseme
a > f a Fikdme také, Ze B jest mensi neZ o (B < «). Nula jest vétsi neZ kterékoliv cislo
zdporné. Dvé ¢isla zdpornd o # [ necht maji k sobé soumérnd cisla kladnd oy # 5. Pak
rikame, Ze v > [ nebo o < [ podle toho, zda oy < 1 ¢i ay > [1. Z téchto definic jest
zrejmo, Ze pro dvé dand c¢isla redlnd plati vZdy jeden a jen jeden ze t7i vztahi o = 8, o > 3,
a < f. “(str. 11)

Podminka (2.) plyne samoziejmé z vySe uvedené definice uspotradanosti.

Séitani realnych éisel

Uvazujme dvé realna ¢isla a, b majici aseky aq, as, ...; b1, ba, .... Definujme pomoci
posloupnosti jejich tsekit dvé nové posloupnosti tzv. zvétsengjch useki na zédkladé vztahu

at =a,+2-100", bf =b,+2-107".

n —

ODbé nové ziskané posloupnosti budou klesajici a zdola omezené. Tuto skutecnost dokazeme
pro realné ¢islo a. Nejprve si staci ujasnit, Ze z toho, jak je posloupnost ¢isel a;f definovand
a z toho, jak jsme urcili n—ty tsek realného ¢isla, plyne trivialné nerovnost

al >a, >a—1,neN

a tudiz posloupnost a; je zdola omezend éislem ag — 1. V dalsim kroku dokézeme, ze je
navic klesajici, tj. Ze a;l; — a,7 < 0 pro n € N. Plati
—af = app1+2-1000F) _q —2.107"
Uny1 — an — 2(10 — 1)10~ "+ =
= Gpq1—an — 18107

+
CLnJrl

Nyni musime rozligit tii mozné pifpady. Je-li @ = 0, pak a,41 = a,, a tedy a, o =
—18 - 10+ < 0. Je-li @ kladné, potom an41 — ap < 910~ a tedy azﬂ —af <
9-10~ (1D —18.10~ "+ < 0, a koneéné pro a zaporné mame a, 1 —a, < —9-10~*+1 <0,
a opét dostavame ajl' 1 a, < 0. Ve vsech ptipadech je tedy patrné, Ze posloupnost af, ay,
..y a}, ...je posloupnosti klesajici. Dale lim (a;} — a,,) =1lim2-10~" = 0, takZe podle véty
(II) plati lima;}} = a. Analogicky bychom odvodili lim b} = b.
Posloupnost é&isel s = at + b je tedy rovnéz klesajici, zdola omezen4, a tudiz podle
véty (IV) existuje jeji limita s. ProtoZze v8ak jsou splnény piedpoklady véty (III), nebot navic

lim (s} — s,,) =lim[(a;)} +b}) — (@, +b,)] =lim4-10"" =0,

existuje i lim s,, (kde s, = a,, + by,) a je rovna témuz ¢islu s.
Soucet redlnych cisel a, b muzeme proto regulérné definovat jako limitu s posloupnosti
a1 + b1, az +ba, ..., ap + by, .... Tim je dokdzdna podminka (3.), tj. jsou-li a, b redlna
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Cisla, je i jejich soucet a + b jednoznacné urcené realné ¢islo (plyne z jednoznacénosti limity).
Déle na zdkladé vlastnosti limit méme lim (a,, + b,,) = lim (b, + a,,), tj. komutativni zdkon
- podminka (4.) je splnéna. Podivejme se podrobnéji na podminku (5.) - asociativni zakon.
Studujme nejprve soucet a + (b + ¢). Oznaéime-li b + ¢ = d, podle definice s¢itani plati
a+d=1lim (a + d}). Posloupnost (a} + b} + ¢}) je analogicky jako v pfedchazejici iivaze
klesajici, zdola omezend, mé tedy limitu. Déale

lim((af + b +¢t) — (af +d5)) =lim (b} +¢f —df)=0

a podle véty (III) tedy lim(a;” + b} + ) = a + d. Podobné bychom odvodili pfi oznadeni
a+b=ce, 7 e+c=Ilim(e +c') = lim(a) +bF +ct) = a+ d, coz jsem potiebovali
dokézat. Podminka (6.) plyne trividlné z uvedené definice s¢itani, nebot pro jakékoliv ¢islo b
obsahujici alesponi jednu nenulovou cifru se v definitivnich tsecich souétu a+ b méni nejméné
jedna cifra v porovnani s éislem a. Podminka (8.) plyne z podminek (5.) a (6.). Jestlize totiz
b je FeSenim rovnice a + xz = 0, tj. a + b = 0, pak zdroven —a = —a+ 0= —a+ (a+b) =
(—a+a)+b=0+b=0>b, tzn. b = —a je jediné mozné feseni. Definujeme-li podle oddilu D.
od¢itani redlnych ¢isel pfedpisem a — b = a + (—b), mizeme pouzit tuto operaci pii dikazu
podminky (7.) — zdkonu monotonie. Ze vztahu a > b jednoduSe plyne a — b = ¢ > 0. Pro
libovolné reélné ¢islo c lze psat ((a+¢) — (b+¢c)) =¢, ¢llia+c>b+ec.

Nasobeni realnych éisel

Uvazujme posloupnost definitivnich useku a,, redlného ¢isla a. Je-li a kladné, jedna se
o posloupnost neklesajici, pro a zaporné o posloupnost nerostouci, vzdy je vSak dana po-
sloupnost omezena. Vezmeme-li v ivahu dvé redlna éisla a, b a vytvoiime z posloupnosti
jejich tseku n—tého fadu posloupnost a.,b,, ziskdme v ptipadé a > 0, b > 0, resp. a < 0,
b < 0 posloupnost omezenou a neklesajici, v pripadech a > 0, b <0 a a < 0, b > 0 posloup-
nost omezenou a nerostouci. Situace, kdy by alespon jedno z ¢isel a, b bylo rovno nule, je
trivialni. Posloupnost a,b, mé tedy vzdy limitu, coz je fakt, jenz nam umoziuje definovat
soudin redlnych ¢isel a, b pravé jako limitu posloupnosti a,b, (podminka (9.)).

Cisla ay,, b, jsou racionalni, pro jejich soudin tak plati komutativni zdkon a,b, = b,an,.
Odtud plyne lim a,,b,, = lim b, a,,, coZ je tvrzeni podminky (10.). Dokazme asociativni zdkon
(podminka (11.)): podobné jako v ivahach pti dikazu podminky (5.) ozna¢me bec = d, ab = e.
Posloupnosti b,¢, a d, maji pii tomto znaceni stejnou limitu. Limity posloupnosti a,,b,c, a
and, obé existuji. Ddle muzeme vyuzit nerovnosti |a,| < |ag| + 1 < 10" splnéné pro né&jaké
r € N. Protoze podle véty (III) lim(b,c, — d,,) = 0, lze vzdy najit N(k) takové, Ze pro
vSechna n > N (k) plati |b,c, — d,,| < 10757 at je k libovolné pfirozené ¢islo (jednoduchy
piepis definice limity). Dohromady mame |a, (b,c, — d,)| < 107 pro n > N(k), tudiz
lim ay, (bpcn, — dn) = 0. Véta (III) pak fika, Ze lima,b,c, = ad. Podobné lze dokézat, Ze
lim a,b,c, = ec, celkové tedy ad = ec, coz je vlastné tvrzeni asociativniho zakona pro
nasobeni redlnych cisel.

Posledni podminka z oddilu C., kterou muzeme dokézat, aniz bychom fesili dukladnéji
vztah mezi racionalnimi a redlnymi ¢isly, je distributivni zakon. Ozna¢me si pracovné b+c =
d, ab = e a ac = g. Protoze lim{a,d, — (anb, + ancy)} = lima,{d, — (b, + ¢cn)} =
0, posloupnosti a,d, a a,b, + anc, maji stejnou limitu ad. Podle definice séitani plati
e + g = lim(e, + gn), podle zvoleného oznadeni dale pro libovolné k a n > N(k) plati
lanbn — en| < 107% a zaroveii |a,c, — gn| < 107*. Vzhledem ke skutec¢nosti, Ze &isla a,,,
bns Cns €n,y gn jsou Cisla racionédlni, muzeme z obou poslednich vztahti odvodit nerovnost
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[(@nbr — €n) + (ancn — gn)| < 2-107F tedy im{(anbn — €n) + (ancn — gn)} = lim{a,b, +
anCn — (en + gn)} = 0. Podle véty (III) z posledni rovnosti plyne e + g = ad, coz bylo nasim
cilem dokazat.

P1i budovani mnoziny redlnych c¢isel bychom méli vzdy dbat na skutecnost, Ze racionalni
¢isla tvoii podmnozinu R, tudiz nase nova teorie nesmi byt v rozporu s vlastnostmi ¢isel ra-
cionalnich. Kossler tento fakt ve svém dodatku neopomenul. Uvazujeme-li kladné racionélni
¢islo p/q, snadno najdeme celd kladna éisla A, spliiujici nerovnosti 4,, < 10™ - % < A, +1,
n € Ng. Posloupnost desetinnjch é&isel Ay, 41107, A,1072, ... pfedstavuje tiseky reilného
¢isla odpovidajictho ¢islu p/q, pfiGemz toto realné ¢islo ma bud jen konecény pocet cifer od
nuly ruznych nebo je periodické, coz plyne z nasledujici avahy: ¢éislo A, vznikne pfiddnim
dalsi cifry k ¢islu A,,, pficemz tato posledni cifra zavisi jen na velikosti zbytku pii déleni
¢islem ¢q - do avahy pripadaji zbytky 0, 1, 2, 3, ..., ¢ — 1. PTi vypoctu posloupnosti ¢isel
A,, tedy budto narazime na zbytek 0 (hledané realné ¢islo je ¢islem s koneénym desetinnym
rozvojem), nebo narazime na tentyz zbytek podruhé a dale se posloupnost zbytku opakuje
(redlné ¢islo s periodickym desetinnym rozvojem).

Obracene, kazdé realné ¢islo a s predéislim o k cifrach za desetinnou ¢arkou a periodou
o n cifrach odpovida jistému &islu racionalnimu, protoze ¢islo a- (10"+* — 10%) = B je &islem
celym, a tudiz racionalni &islo B : (10"T* — 10*) je rovno realnému &islu a. Analogicky lze
najit pro kazdé zaporné racionélni ¢islo jemu odpovidajici realné ¢islo.

Nase teorie tedy musi zarucit, aby soucet, soucin ¢i podil dvou racionalnich ¢isel byl
tentyz jako soucet, soucin ¢i podil jim prislusnych ¢isel redlnych. Pro ilustraci si uvedeme
uryvek z pasadze na str. 136, ve kterém Kossler dokazoval opravnénost uvedeného postupu
v pripadé séitani:

»INecht jsou py : q1 a ps : g2 dvé raciondlni ¢isla, k nimz prislusi ¢isla redind a, b. Celistvd
¢isla Ay, By, Cpn, Do, definovand vztahy

0" =g T 1om 0" =g = 10m
&<I£+p72<0n+17 Dan _ p1p2 Dzn-i-l7
10" — 1 qo 10m 102" = qiqo 102n

jsou jednoznacné stanovena, je-li n zndmo. Z pruych dvou vztahu plyne

A, + B, A, + B, +2

107 q1 qo 107

a tedy vzhledem k tietimu vztahu C,, jest rovno bud (A, + By) nebo (A, + B, + 1). Protoze
posloupnosti (An+By) : 10" a (Ap+B,+1) : 10" magi touz limitu (a+b), md touZ limitu také
posloupnost Cy, : 10™. To znamend: Redlné c¢islo prislusné k souctu dvou cisel raciondlnich
jest rovno souctu redlnych cisel prislusnych k jednotlivym raciondlnim séitancum.“

Situace v pfipadé nasobeni je analogickd. Zbyva nam vsSak dokézat platnost podminek
(12.)—(14.) a (16.). Jak vypad4 feSeni rovnice ax = 1 pro a # 07 Uvazujme posloupnost tiseku
¢isla a (jsou-li nékteré z Gvodnich tisekt rovny nule, vypustime je, a symbolem a; oznacime
aZ prvni nenulovy tusek). Posloupnost racionélnich ¢isel ve tvaru pfevracenych hodnot 1/aq,
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1/az, ...mé limitu (ozna¢ime ji b), nebot je omezend a navic pro a > 0 nerostouci, pro
a < 0 neklesajici. Z existence této limity plyne fakt, Ze od jistého indexu n(k) maji ¢leny
posloupnosti 1/a,, Gseky k—tého fadu totozné, resp. témér totozné s tseky téhoz Fadu disla
b, tj. plati

1

— _,

Qn

2
10k’

a tedy |1 — a,b,| < 2-107F - |a,|. Volbou é&isla k lze pravou stranu této rovnice ucinit
mensi nez predem zvolené libovolné malé kladné ¢islo, coz znamend, Ze posloupnost samych
jednotek a posloupnost ¢isel a,,b,, maji stejnou limitu. Cislo b = 1 : a je tedy jedinym Fesenim
rovnice ax = 1, protoze b=1-b = (ax)b = (ab)x =1 x.

Déleni redlnych ¢isel a : b pak 1ze definovat pomoci nasobeni ¢isel a-
je patrné, ze ¢islo 1 (af uz ve tvaru 1.0 ¢ 0.9) spliiuje rovnici a - 1 =
a # 0 je ¢islo 1 jedinym takovym ¢islem, plyne z rozpisu

<

%. 7 definice nasobeni
a. Skutecnost, ze pro

Moznost a = 0 je tfeba vyloucit z daného znéni, nebot rovnici 0z = 0 vyhovuje kazdé
redlné cislo, nikoliv jen jediné feseni, zatimco rovnice Ox = 1 nemé zadné redlné feseni.
Pfedchozi kroky v podstaté dokazuji podminky (12.) a (14.).

Jestlize a > b, existuje e > 0 takové, ze a — b = e, a tedy pro ¢ > 0 plati ac = (b+e)c =
be —|—\e£:/ > be. Je-li ¢ < 0, potom ac = (b + e)c = be —|—\e/c/ < be, pro ¢ = 0 je podminka

>0 <0
monotonie (13.) splnéna trivialné.

Uvazujeme-li tsek nultého fadu redlného éisla ag, ziskdvame jednoduchou tvahou celé
kladné ¢islo ag + 2 vyhovujici tvrzeni Archimedova pozadavku (16.), nebot a < ag + 2.
Korektnost definice déleni z pohledu souladu pfi rozsifovani mnoziny racionalnich ¢isel na
mnozinu redlnych cisel lze dokazat analogicky jako v pfipadé s¢itani.

Vyse uvedené tivahy dokazuji podminky (A)—(E), navic ukazuji na Gcelnost rozsifeni
mnoziny racionalnich ¢isel a opraviiuji tak autora k uvedenému zpusobu vybudovani mnoziny
Cisel realnych.

II. dodatek  Funkce goniometrické

V celé knize Kossler pouzival funkce sinz, cosz, pfi¢emz pii jejich definovani vychazel
z geometrického nézoru. Ve druhém dodatku se proto rozhodl pro exaktnéjsi vybudovani
goniometrickych funkci. Dokézal, ze fady

x> 2 z?2 ot

s(x):x—gﬁ-g—'” a C(x):]_——.—‘r———'” (5.1.1)

konvergentni pro vSechna realna x spliiuji podminky

s(0)=0, ¢(0)=1, (I)
lim, o 2% = 1, (I1)
s(—x s(z), cf(—x)=cx), (II1)

sz +y) = s(@)e(y) + s(y)e(x) , c(z +y) = c(z)e(y) — s(x)s(y) (V)
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a vztahy (5.1.1) pak prohlasil za aritmetickou definici zédkladnich goniometrickych funkei.
Pii dikazu adi¢nich teorému (IV) zajimavé vyuzil prvni derivace, kdyz uvazoval funkci

@(x) = {cos (a + x) — cosacosz + sinasinz}? + {sin (a + x) — sina cos z — sin x cos a}>

a povsiml si, ze pro jeji derivaci plyne

1
590’(;10) = {cos(a+x)—cosacosz +sinasinx}{—sin (a + ) + cosasinz + sinacosz}

+ {sin(a+z)—sinacosz —sinx cosa}{cos (a + x) +sinasinz — cosacosz} =0.

Podle vét o vlastnostech derivace tedy plati ¢(x) = konst., odkud dosazenim x = 0
mame p(x) = 0. Soucet dvou ¢tvercu redlnych éisel je v8ak roven nule pouze tehdy, jsou-li
obé ¢isla rovna nule, tj.

cos(a+x) = cosacosx —sinasinz

sin(a4+x) = sinacosz +sinzcosa.

V zavéru Kossler dokazal jednoznacnost funkci uréenych vztahy (I)—-(IV) a s vyuzitim
véty Rolle-ovy dokazal, ze funkce sinx a cosx jsou periodické s periodou 2.

Jarnik zavedl funkce sinx a cosx obdobné. Nejprve v Sesté kapitole své prace definoval
obé funkce pomoci podobné série ¢tyt vztahu jako Kossler a dokéazal jejich zdkladni vlast-
nosti, poté se ve dvanacté kapitole vratil k dukazu jejich existence a jednoznacnosti. Za
povsimnuti stoji skutecnost, ze Kossler se oproti Jarnikovi vyhybal v defini¢nich podmin-
kach (I)—(IV) ¢islu 7. Jarnik ve svém tfetim postulatu ukazal, ze dale existuje kladné ¢islo,
které oznacil 7, takové, Ze funkce sinz je rostouci v intervalu (0; 7) a sin § = 1.

5.2. Uvod do theorie komplexni proménné

» The imaginary number is a fine and wonderful
resource of the human spirit, almost an amphi-
bian between being and not being.”

G.W. von Leibniz

Kromé jiz zminéné ucebnice Uvod do poctu diferencidiniho byl Milos Kossler autorem
textu, ktery bychom mohli oznacit jako skripta k jeho pfednasce, nazvaného Uvod do theorie
komplexni proménné. Kossler vedl pfednasky z komplexni analyzy v letech 1934/35, 1936/37,
1938/39, 1949/50. V této dobé neméli studenti k dispozici mnoho jinych éeskych ucebnic
pro komplexni analjzu, ®2 a proto byl tento text, psany na stroji a §ifeny v nékolika kopiich
v fadéach studentu, velkym pomocnikem pfi studiu. BohuZzel musime konstatovat, Ze se nam
nepodafrilo ziskat ucelenou kopii tohoto textu, ale pouze prvnich 92 stran, pfi¢emz celkovy
presny pocet stran ndm neni znam.

5-2Touto problematikou se zabyvala napt. kniha [Dusl (1941)]. Prvni z dnes jiz klasickych uéebnic komplexni
analyzy I.Cerného Uvod do theorie funkci komplexni proménné byla vydana az v roce 1959.
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Prvni kapitola textu byla vénovana komplexnim ¢islim. Kossler zaved]l komplexni ¢isla
jako dvojice redlnych ¢isel a oznacil je analogicky dneSnimu zpusobu zapisu, napf. z; =
(a1,b1). Déale definoval pocetni pravidla v oboru komplexnich ¢isel, a poukézal na fakt, ze
komplexni ¢&islo (0,1) je fesenim rovnice 22 + 1 = 0, pficemz zavedl oznadeni imagindrni
jednotky i = (0,1). Rovnéz zavedl tzv. algebraicky zapis komplexniho ¢isla a + ib, drobny
rozdil v terminologii se objevuje v pojmenovani zapisu ¢isla komplexné sdruzeného Zz, jez
dnes obvykle ¢teme ,zet s pruhem*, Kossler uvadél vyslovnost ,zet s prickou”.

Uvedeny byly dva zpusoby geometrického znazornéni komplexnich ¢isel — v pravouhlych
a polarnich soufadnicich. V dal$im textu byly pfipomenuty zakladni pojmy matematické
analyzy - okoli bodu, konvergence posloupnosti, limita posloupnosti, ... v rozsifeném pojeti
pro obor komplexnich ¢isel. oo bylo oznaceno jako bod nevlastni (resp. ¢islo nekonecné).
Byly shrnuty zékladni definice a véty tykajici se fad s komplexnimi ¢leny. Rada, ktera po
libovolném prerovnani ziustava konvergentni s tymz souctem, byla nazyvana bezpodminecné
konvergentnt; fada, kterd pfi pferovnani muZe ménit svuj soucet, byla oznacena jako pod-
minecnée konvergentni. Takto definovand bezpodmineénd konvergence odpovidad v dnesni
terminologii konvergenci absolutni.

Daéle Kossler pfipominal pojem dvojné fady a s nim souvisejici Cauchyovsky soucin fad,
ukazoval nutnost znalosti zakladnich pojmu teorie mnozin a geometrie. Tyto pojmy definoval
standardné, dnesniho ¢tenafe by snad mohla prekvapit terminologie pro sjednoceni dvou a
vice mnozin, pro néz Kossler pouzival nazev soucet, resp. oznaceni okrajovy bod mnoZiny na-
misto bodu hranice (bodu hraniéniho) mnoZiny. Poté, co byl zaveden pojem prumér mnoziny,
byla uvedena véta o zafazenych intervalech a jeji dukaz, stejné jako véta Borelova o konec-
ném pokryti mnoziny. Z oblasti geometrie a topologie byly pfipomenuty zdkladni pojmy jako
kfivka, lomena ¢ara, jednoduse souvisla oblast, apod. Po zavedeni pojmu funkce komplexni
proménné byla zvlastni pozornost vénovana funkcim spojitym a funkcim majicim derivaci.
V textu se autor prubézné zminoval o analogiich v diferencidlnim poctu redlné proménné.
V paragrafu vénovanému Cauchy-Riemannovym podminkdm se na str. 42 odvolaval i na
svou knihu Uvod do poctu diferencidlniho.

Kapitola tieti si kladla za cil definovat kfivkovy integral funkce komplexni proménné
a jeho zakladni vlastnosti. Odlisnost lze najit pfi oznacovani samotného integralu — namisto
dnesniho symbolu [ f(z) dz je pouzito symbolu (C>ff(z) dz, coz je samoziejmé pouze drobna

C

odchylka. Thned poté, co Kossler provedl diukaz véty o existenci kfivkového integrélu funkce
spojité na Jordanové rektifikace schopné kiivce k, poukazal v § 11, str. 49, na fakt, ze
numericky jsme schopni tento integral vy¢islit podle jeho definice

n

z
I :(k)/ f(z)dz = lim (20 — z-1)f(&0)

n—oo

v=1
(kde zg, 21, -.-, zn, = Z jsou body uvazované kiivky, body &, jsou voleny na obloucich
omezenych body z; (i =0, ..., n)) pouze u nékolika malo zcela jednoduchych funkci. Jako

priklad byly voleny funkce f(z) = 1, f(z) = 2. Déle byla rozebrana situace, kdy je kiivka
dana parametricky, pficemz oba v textu uvadéné ptiklady na misté kiivky k uvazovaly
kruznici.

Ctvrt4 kapitola byla vénovana Cauchyové integralni vété, jejim dvéma formulacim a diikazu.
Prvni formulace hovofi o nulovosti kfivkového integralu pro regularni funkci na uzaviené
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kfivce, druha formulace se tyka nezavislosti kfivkového integralu na zvolené cesté v jedno-
duse souvislé oblasti. Dukaz byl provadén pro prvni formulaci, a to postupné pro trojuhelnik,
libovolny uzavieny mnohothelnik, a na zavér pro libovolnou uzavienou kfivku vyhovujici
predpokladim obecné formulované véty.

Pata kapitola se zaméfila na dusledky Cauchyovy integralni véty, a sice Cauchyova in-
tegralniho vzorce pro kruh (v€etné dukazu) a obecné libovolnou jednoduchou spojitou, uza-
vienou, rektifikace schopnou kifivku (bez dikazu). Déle byla zminéna souvislost mezi neza-
vislosti integralu na zvolené integracni cesté a existenci primitivni funkce v dané oblasti. Na
zéaver kapitoly autor uvedl vétu Morerovu:

Véta:Jestlize f(z) jest funkce spojitd v jednoduse souvislé oblasti O a jestliZe integrdl

® / f(2)dz

podle jakékoliv uzavrené krivky v O jest roven nule, pak funkce jest v oblasti O reguldrni.

Sest4 kapitola pojednavala o posloupnostech a fadach funkci. Drobnou odchylkou od
dnesniho pojeti je otazka pojmenovani konvergence takové posloupnosti funkci, ktera neni
stejnomérna. Zatimco dnes mluvime o konvergenci bodové, Kossler hovoril o posloupnosti
konvergentni, avsak nikoliv stejnomérné konvergenini. U obou zde zminovanych pojmu byl
uveden jediny pfiklad, a sice posloupnost dané predpisem wy,(z) = a+z+2z" pro |z| < % (jde
o konvergenci stejnomérnou) a pro |z| < 1 (v pfipadé této mnoziny se jiz o stejnomérnou
konvergenci nejednd). Poté, co Kossler formuloval a dokézal zdkladni tvrzeni o stejnomérné
konvergentnich posloupnostech, napt. spojitost limity uvedené posloupnosti spojitych funkci,
zobecnil situaci pro pripad rady funkeci

f(z) = Z fu(2),
n=1

a uvedl Weierstrassovo kriterium pro stejnomérnou konvergenci. Jako priklad na aplikaci
tohoto kriteria byla uvedena Lambertova fada

z 22 2"

S e g R e

v uzavieném kruhu |z| < r, r < 1, kterou se mj. Kossler zabyval v praci [K4]. Z vlastnosti
Taylorovy fady pro funkci regularni v oblasti O byla zdiraznéna predevsim rozvinutelnost
v okoli bodu zy € O v mocninnou fadu.

V sedmé kapitole bylo pojedndno o mocninnych fadach specidlné, byly pfipomenuty
pojmy polomér konvergence, konvergen¢ni kruh a dalsi. Ke kriteriim pro konvergenci real-
nych fad pfibylo kriterium vystihujici zavislost poloméru konvergence na koeficientech rady

o0

> an2z™, zndmé jako véta Cauchy-Hadamardova:
n=0

Véta: Nejuetsi hromadny bod (limes superior) posloupnosti ¢isel redlngch a nezdpornych

1 1 1 1
|a’0|?|a’1|17|a2‘27‘a3|37---7|an|"

113



oo
uréugje jednoznacné polomeér konvergence o mocninné fady Y, a,z". Jest totiz vidy
1 n=0

 mseo]ann

Zéroven prof. Kossler upozornil na skute¢nost, Ze tato véta mé podstatu existenc¢ni, nebot
neukazuje cestu, jak obecné lim,, _, o |an] # hledat. Na poslednim dochovaném listu uvedeného
exemplare Kosslerova rukopisu je ¢tendf upozoriiovin na mozné zpusoby chovani fady na
konvergenc¢ni kruznici, coz je problematika, jiz se Kossler zabyval ve svych pojednanich
[K13]-[K17]. Poslednim zminénym pojmem byla transcendentni funkce.
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Kapitola 6.
Deniky prof. Késslera

6.1. Obecné avahy

»Pro¢ jsem zvédavy a pro¢ mne poutaji matematické pro-
blémy? Proc jsem Stastny jen tenkrdate, kdyZ se soustiedim
jen na néjakou myslenku a vSechen hmotny svét zmizi z mého
védomi?“

Casopis Pokroky matematiky, fyziky a astronomie otiskl v roce 1961 v rubrice Zprduvy,
jubilea, historie vzpominkovy ¢lanek Jiftho Koptivy Prof. PhDr. Milos Kdssler zemtel. Tento
velmi pékné psany nekrolog zaméieny predev§$im na struéné pfipomenuti Zivotnich osudu
Milose Kosslera obsahuje mimo jiné i nendpadny, ale presto zajimavy odstavec:

»Prof. Kossler uzival pro zapisky o své badatelské praci denikové formy. Pritom stroh€ ve-
decké vvahy a vypocty jsou obcas osveézeny néjakou osobitou wvahou filosofickou ¢i o soucas-
ném déni. V téchto sesitech jsou mnohé jesté nezpracované naméty veseni mnoha problémai.
Jsem presvédcéen, Ze jich bude moci byt jesté vyuZito k pokroku v matematickém badani.“
[Kopfiva (1961), str. 229

P¥i patrani v pozistalosti prof. Kosslera se podafilo najit sedm ,dila“ téchto denikt.6-!
Bohuzel, velka ¢ast zapisku se s nejvétsi pravdépodobnosti nedochovala. Nelze vSak s urci-
tosti vyloucit, Ze se néktery ,ztraceny“ dil nezachoval v knihovné nékterého kolegy nebo
studenta prof. Kosslera. I pies tuto neucelenost se ndm do rukou dostal z omezeného ¢aso-
vého obdobi material, jenz ndm umoziuje sledovat problémy, jimiz se K&ssler v dané dobé
zaobiral. Z fady odkazii muZeme usuzovat, Ze tuto formu pouzival Kossler pro zazname-
navani svych myslenek od roku 1942. Stejné tak lze z posledniho zapisu v seSité ¢. XIX
odhadovat, ze dalsi seSit jiz nenasledoval, nebot nemoc uz autorovi zabranovala v soustiedé-
ném psani, a tedy deniky pravdépodobné kon¢i rokem 1956. Nasledujici tabulka obsahuje
prehled jednotlivych dochovanych sesiti véetné ¢asovych obdobi, jichz se tykaji:

| Sesit & [ Obdobi

I, 11 ?

I 7. XL 1942-17. I11. 1943
IV-XIII | ?

X1V 19. VI. 1948—24. VIL 1950
XV 17. VL. 1950-6. XII. 1950
XVI 7. XII. 1950-28. VIL. 1951
XVII 28. VIL. 1951-10. IIL. 1952
XVIII | 11. 1L 1952-27. XI. 1952
XIX 28. XI. 1952-2. L. 1956

6-10vodni citét je z Kosslerova deniku & XIX, str. 22, uryvek z ivahy psany v den 69. narozenin.
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7 uvedeného ptehledu je patrné, Ze jednotlivé seSity na sebe navazovaly. Vyjimkou byly
sesity ¢. XIV. a XV. Jejich casovy prekryv vsak lze snadno vysvétlit — sesit XIV. prof. Kossler
zaptjcil svému studentovi Tiboru Saldtovi, a proto pokracoval v zépiscich do nového sesitu
- sesitu ¢. XV., a predchozi sesit dopsal pozdéji.

Frekvence jednotlivych zapisu je rozliSné — v uréitém obdobi tak nachézime velmi rozséhlé
pozndmky psané nékolik dni v Ffadé, vyjimkou na druhou stranu neni ani vice nez pulro¢ni
odmlka (napf. mezi zdznamy ze 4. dubna 1954 a 29. prosince 1954).

Témétr vyhradné tvoii obsah matematické tivahy a problémy. Jak ovSsem uvadi Jifi Ko-
pfiva ve svém clanku, jsou ,vgpocty obcas osvéZeny néjakou osobitou vvahou filosofickou
¢i o soucasném déni“. Jen na nékolika malo mistech lze najit osobni pfipominku tykajici
se rodiny ¢i osobniho zivota. Uvedme citace dvou z téchto zminek, jez se objevuji v sesité
¢. XIV., na strané€ 32 a v sesité ¢. XVIIL., na strané 116:

9. 7. 1948

Dnes budou promovati mého syna Ivo na doktora prirodnich véd.“

8. 3. 1952

»

Minuly tyden umieli dva z mych spoluziku Vrndk a Curk. UZ nds z nasi oktdvy z 44 zbyvd
jen 17 Zivyjch.52«

Relativné castéji se mezi vypocty objevuji poznamky tykajici se sledovani tahu vlastovek
a rorysi®3  Prof. Kossler ziejmé tento jev sledoval fadu let a peclivé si poznamenaval
vysledky svého pozorovani. Napt. v sesité ¢. XVIII. na str. 32 najdeme véty

»30. 4. 1952
Priletéli rorejsi. O tyden drive nez v minuljch letech. Budou to asi jen predni hlidky!“

Zapisy ze sesitu ¢. XIX. pak profesorovu zalibu jen potvrzuji:

15, 5. 1953 (str.43)
Letos byl tak studeny kvéten, Ze jesté dnes nejsou u nds rorejsi. Obycejné prilétaji kolem
6.V.«

L16. 5. 1953 (str. 44)
Rorejsi uz prileteli.
»9. 8. 1953 (str. 76)

Rorejsi uz odletéli!“

Velmi poutavou ¢asti Kosslerovych sesitu jsou ziidka se vyskytujici, avSak o to zajimavéjsi
filosofické poznamky. Uvedme si nékteré z nich pro upfesnéni piedstavy o obsahu takovych
drobnych napadu:

6-2V/e Vyroénich zpravach C.k. akademického gymnézia v Praze v letech 1901/02 a 1902/03 snadno objevime
celd jména obou spoluzaku — Karel Cvrk byl z Pribrami a Frantisek Vrnak z Blazenic.

6-3Rorysi jsou ptéci silné zavisli na podéasi, nebot teplota jejich téla znaéné kolisa podle teploty vzduchu.
U nas pobyvaji zpravidla od pfelomu dubna a kvétna, avSak uz na pfelomu Cervence a srpna odlétaji zimovat
do stfedni a jizni Afriky.
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»24. 8. 1948 (sesit &. XIV, str. 107)
Prsi prsi jen se leje.

»3. 9. 1948 (sesit &. XIV, str. 120)
1 president Dr.Ed.Benes Fortiores sunt mulieres; super omnia autem vincit veritas.
(Ezdra$ IIT,3. v. 12)“

,28. 10. 1948 (sesit ¢. XIV, str. 159)
Z duvodii mi neznamyjch tlaci se do mé mysli predstava, Ze duben roku 1949 bude kritickym
v déjindch nasi Zemé. Snad jsou pricinou toho podvédomé uvahy. Zaznamendvdam si to pouze
proto,abych mohl konstatovati, zda takovd ,tuseni“ néco znamenaji, nebo zda jsou to pouze
vagni napady.“

L17. 2. 1949 (sesit ¢. XIV, str. 184)
Rika se, Ze nevdek svétem vladne. Mohlo by se také Tikati, Ze leZ svétem vlddne. Zvlastni
jest, Ze lidé jsou naklonéni nejvasnivéji potirati ndzor nebo véc, které sami nerozuméji. Jest
to vsak dosti prirozené nebot ndzor nebo véc, kterd jest mi nezndma nebo které nerozumim
vzbuzuje neduveéru.“

wh. 3. 1949 (sesit ¢.XIV, str. 194)
Zajimavy citdt z knihy ,E.Luiklater: Juan in China“, Chap.XV.

Work is the deadliest of the perversions. The natural instinct of natural man is to avoid
work, and nothing shows more clearly the degeneracy of the modern world than the fact that
work has become a social jewel, something to be sought with favour, even a rarity, a prize for
those who most closely resemble the ant, the pismire, the detestable insect that never raises
its head. ...I say work’s a perversion, and so it is; everything except pure and volunteery
creation. But it isn’t recognized as a perversion because its results are profitable. But no one
who has worked for twenty years — and when I say worked, I mean laboured for hire — can
either see clearly, hear with certainty, think straight, or feel ecstasy.“

»0. 7. 1949 (sesit 6. XIV, str. 223)
Puskin ,,Exegi monumentum Posledni strofa:

Jen vile bozi dbdt jest povinnosti Musy.
Nebat se urazek a slavy neZadat.

Byt k chvdle lhostejny i ke klevetam lizy
a s hlupdkem se nehddat.“

,27. 8. 1950 (sesit ¢.XV, str. 44)
Jest pozoruhodné, Ze nové ndpady mi prichdzeji bud rdno pri probuzeni nebo vecer pred
usnutim. “

L27. 2. 1951 (sesit ¢.XVI, str. 36-37)
V celé Tadé problémi, jimiZ jsem se za svého Zivota zabyval nardzel jsem casto na potize
zdanlive neprekonatelne. Kdyz jiz jsem byl zcela vycerpdn a rozhodl jsem se vecer, Ze té
prdace necham, probudil jsem se rano a prvni myslenka, kterd prosla mym védomim, byla zcela
jasnou cestou vedouct k cili. Psychologové Tikaji, Ze jest to prace podvédomi béhem spanku.
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Uzndvam tuto thesi. Avsak zbjvd otazka: Co jest podvédomi a jak pracuje to podvédomi?“

,18. 6. 1951 (sesit . XVI, str. 86)
Véera i dnes jsem se marné pokousel o dukaz vyslovené domnénky pomoci determin. tvaru
R(u). Dnes rdno jsem zkousel pii postup. zkouskdch 6 kandiddti a hrozné mne to unavilo.
Proto mne vskutku udivuje, Ze kdyZ jsem ted odpoledne prisel do své pracovny, ndhle jako
zablesk jsem si uvédomil zcela jednoduchy dukaz.“

»29. 8. 1951 (sesit ¢. XVII, str. 16)
Jsem zase v Praze. Trochu jsem si odpocinul. Nékteré malickosti z Bohulib zapisu aZ pozdéji.
Musim nejdrive zaznamenati dalsi ndpad ktery mne dnes ,posedl®. Jest to skutecné ,posed-
lost“ jak to dobre vystihl K. Capek ve své kniZce ,,Meteor®, kterd nds nuti zabyjvati se urcitym
ndpadem. “

»31. 8. 1952 (sesit é. XVIII, str. 88)
Vijroc¢i Sloven. povstdani. Viroci 4*h° délend Polska.“

,19. 6. 1953 (sesit ¢. XIX, str. 22)

Jest mi 69 let. Mam vsak dojem jako bych byl Ziv jiz od doby plesiosauri. Viechno to nynéjsi
déni v lidském pokoleni mi pripadd jako bezvyznamnd episoda v celém déni vesmirném. Proc¢
jsem Ziv a proc jsem Ziv prdavé nyni? Anebo jest snad to ,nyni“ pouhé zddni mebo klam?
»Nejuetsi tajemstui jest, Ze vse jest tajemstvi“ ekl Meeterling. Proc¢ jsem zvédavy a proc¢
mne poutaji matematické problemy? Proc jsem $tastny jen tenkrdte, kdyZ se soustiedim jen
na néjakou myslenku a vsechen hmotny svét zmizi z mého védomi? Jest to moje myslenka
nebo jest to myslenka Nadjd, kterd pronikd do ,mého* védomi? Ma ,pravdu® materialismus
nebo maji pravdu Védy? Otaznik za otaznikem a vie jest otaznik. Rikd se, Ze pravdivé turzeni
jest takové, které muzeme dokdzati. Dikaz vede aZ k axiomum, které dokdzati nedovedeme,
avsak pokldddme je za dan€ a ,pravdiveé”. Jinak Teceno verime, Ze jsou ,pravdiveé”. Jaky jest
tedy rozdil mezi virou a védeckym dikazem? Z toho vieho plyne, Ze vSechno nase védéni jest
podminéné axiomy prijatymi bez dukazu.“

,28. 9. 1953 (sesit ¢ XIX, str. 144)
S.Vou.é.zn.z.n.n.b. “64

,28. 12. 1955 (sesit ¢. XIX, str. 182)
Byla ozndmena ménovd reforma a zrusSeni pridélového systému na trhu spotreb. zbozZi. Mam
velkou pochybnost o tom, zda tim bude dosaZeno cile, k némuz reforma ta smeévuje. Jednodu-
chy vgpocet ukazuje, Ze lze ocekdvati vzrust poptdavky po spotrebnim zbozi misto ocekdvaného
poklesu této poptdvky. To ukdZe blizskd budoucnost. Budu vskutku rdd, jestlize se nenaplni
moje obavy!“

Smutnym doprovodnym rysem vsech deniki jsou poznamky o zhorSujicim se zdravot-
nim stavu. Zdravi prof. Kosslera vyrazné podlomily udalosti druhé svétové valky. V deniku
¢. XIV. se tak muzeme docist:

6-4Svaty Véclave, vévodo Ceské zemé, nedej zahynouti ndm ni budoucim.
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W27, 7. 1948, str. 70
Cely tyden mne trapil zub. Uz jest venku. Snad ted konecné hnu s témi ohranic. polynomy.
Nervovaly mne ten tyden spolu se zubem tak, Ze jsem celé noci mél stale sny o téch koefici-
entech. Zdalo se mi, Ze jsem cely takovy system parametru; kiepcily ve mné jako skiitkové
v noci na pasece.“

w14, 11. 1948, str. 164
Mdm tolik prace se zkouskami a predndskami, Ze mi nezbyvd sila k jin€ prdci. Také stdlé
schize vseho druhu mne silné vycerpdvagi.

Po vélce se nalomené zdravi projevovalo snad nejcastéji ve formé Zaludeénich potizi.
V deniku ¢. XIV. se o tom muZeme presvédcit mj. na str. 205, 239 a 264:

w1 4. 1949
Zlobi mne Zaludek. Jsem témeér neschopen néco délat.“

»1. 8. 1949
Jest mi zase mizerné. Ani koureni mi nechutnd. Vedle Zaludku mne trapi bolesti v pravé
ruce a pak v pravé noze v podkoleni. Jsem stdle jako omdmeny. K tomu mdm podrdZdéné
nervy takze kazdd sebemensi obtiz nebo starost mne velmi deprimugje. Nasledkem toho nejsem
témeér schopen jakékoliv prace. Zistanu doma a budu jen cist.“

»0. 9. 1949
Udélal jsem nejakou dietni chybu. Jest mi tak nedobre, Ze si musim jit lehnout.“

Problémy pretrvavaji dal, jak je patrné i v sesité ¢. XVI:

,20. 2. 1951, str. 25
Mam stdale obtize s Zaludkem. Mimo to jsem upadl na schodech a rozbil si licni kost. A. E.
I 0. U~

»26. 4. 1951, str. 55
Jsem doma. Pred tydnem jsem mel zachvat srdecni slabosti. Jsem velmi unaven. Vzhledem
k tomu zaznamendm ndpad, jehoZ by bylo skoda, kdyby mél zapadnouti.“

Mz

Svédéi o tom nékteré zminky v zavérecné ¢asti sesitu ¢. XIX., napf.

W14, 7. 1955 (str. 175)
Pres pul roku jsem se nedostal k praci. Jsem ve Spatném stavu. Jest to asi pokracujici
sklerosou. Jsem stdle unaven a prestdvd mne tésiti Zivot.“

,28. 12. 1955 (str. 182)

Pul roku jsem nic nezapsal. Jsem uzZ hodné vycerpany!“

Posledni zaznamenany zapis je datovan 2. ledna 1956.
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6.2. Matematicka c¢ast

»Délati rizné domnénky muze byti pro dalsi vyzkum uZitecné
(Fermat, Dirichlet, Riemann, Goldbach a t.d.). Ndsledujict
fakt mne vede k doménce ...“

Ke svym seSitum si Kossler zprvu sdm psal jejich obsah na vnitini obalku, avSak u sesitu
vysSich poradovych ¢isel uz je tento postup velmi nedusledny. Podivejme se nyni podrobnéji
na obsahy%® zachovanych sesiti z pohledu matematického, pii¢emz se zaméiime predevim
na pasaze tykajici se ¢iselné-teoretickych uvah.

Vzhledem ke skutecnosti, ze Kosslerovy postiehy uvadéné v téchto denicich dosud nikdy
nebyly zvefejnény a pfitom dobfe dopliiuji obraz o jeho badani v prubéhu 40. a 50. let,
uvadime v dal$im textu této kapitoly rozsahlé uryvky z téchto sesitu, zvyraznéné odliSnym
typem pisma. Na fadé mist tak muzeme sledovat vyvoj napadu vedoucich az k publiko-
vanému pojednéni (napt. [K30], [K31]), resp. navraty k jiz vydanym ¢lankum (napf. [K4],
[K26]) a navaznost drobnych pozndmek na né. Pro zachovani autenti¢nosti jsou vybrané
paséaze prepsany doslova, véetné pravopisu a upravy textu. Z tohoto divodu je dile mj. pou-
zivano znaceni log x pro prirozeny logaritmus, jez Kossler ve svych pozndmkach pouzival.

Denik ¢. III

Nejstarsi dochovany denik zacinad zépisem ze 7. listopadu 1942 a navazuje na pfedchozi
sesity ¢. I, II. V tivodu se Kossler pokusil formulovat nékteré ¢iselné identity pro 6(n),
02(n), ...jakozto zobecnéné Mobiovy faktory se zapornymi indexy, tj. 62(n) = u_a(n),
03(n) = p_s(n) atd. Jiz na druhé strané zapiska se vSak autor vratil k identité (P) ze své
prace [K26] vydané téhoz roku (viz diskuse tohoto pojednani v kapitole 3., vzorec 3.3.2).
Poznamenal doslova:

wIdentita (P) mé neustdle pritahuje, takZe témeér nemohu se zabgvati nécim jingm. Musim
tomu tlaku povoliti.“

Kossler konkrétné volil funkci v(n) = logl + log2 + -+ + log L%J =T (%), a dale se pak
zabyval identitou

Zlogk T( ) Za )logk - (JID

umoziujici vypocet stfedni hodnoty M ( k¢ (N/k);0(k)logk/k) = N + O (N/log N). Po-
dobné se stru¢né zabyval i dal$imi analogickymi identitami, které ziskdme vhodnymi volbami
«ay, v relaci

N 2% N
d|k NY g N
> (3)-n e ()

k=1

6-5Uvodni citace je z Kosslerova deniku ¢. XVIII, srpen 1952.
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N
a hledal vhodné odhady mj. pro > ps(n)/n, Y. ua(n). Pro lepsi pfedstavu, jak Kosslerovy
1 n<z
poznamky vypadaly, lze nahlédnout v zavérecné obrazové pfiloze kopie str. 1-4 z tohoto
deniku (obr. ¢. 20a—d). Od str. 8 déle je pojedndno o Gaussovych celych éislech a + ib, a,
b € Z, v souvislosti s funkci {(s). Zéhy je formulovana zakladni identita v teorii Gaussovych
celych &isel — rozsifeni identity (Z) z prace [K26]:

S omFm)= > flar) - Vi), (Z,)

[n|<N lgr| <N

kde g1, g2, ...]je posloupnost Gauss. celych éisel, f(n), v(n) dvé libovolné ¢iselné teoretické
funkce definované pro Gauss. cela ¢éisla [n| < N, funkce F(n) = > f(qx).
qr|n
Uvazujeme-li v konkrétnich situacich posloupnost ¢i, g2, .. .jakozto posloupnost prvoci-

sel, musime mit v téchto pfipadech na paméti, Ze mezi Gaussova prvocisla patii vSechna
redlnd prvocisla ps = 3 (mod 4), ¢islo (1 4 i) (1 — ¢ nikoliv, nebot 1 —i = —i(1 + 7)),
a viechna ¢isla g, = x £y, pro kterd 22 +y? = p; =1 (mod 4), p; realné prvoéislo, x sudé.

Kossler dale pripoustél zobecnéni identity (Z4) v tom smyslu, ze misto podminky |n| £ N
polozil podminku n € O (kde O je libovolnd oblast v roviné Gaussovych ¢isel). S tim
souvisejici problematika poc¢tu mfizovych bod v dané oblasti inspirovala na str. 20 Kosslera
k zamysleni, jak by se identita (Z,) zménila, kdyby misto ¢tvercové sité Gaus. ¢isel byla
vzata v uvahu sit rovnostrannych trojahelnikid, v niz roli celych c¢isel prebiraji ¢isla n =
a+b{—3%+ 3iv3}, kde a, b € Z, nebo podobné sit mifZovych bodi n = a + iv/5b.

Na str. 30 Kossler konstatoval, ze ve svych zapisech ztraci prehled, a radéji se proto zacal
vénovat starému problému z let 1922-1928, jehoz vySetfovani pfedtim nezvefejnil. Jednalo
se o studium funkénich rovnic Lambertovych fad

£ = Y. =

n=1
za nasledujicich predpokladu:

1) ¢(t) je regularni funkce v poloroviné Re(t) > 0

)
2) a, z jsou redlné nebo komplexni konstanty, za pfedpokladu Re(z) > 0
3) pro Zadné celé n nenastane pfipad em(atnz) — 1

) ¥

(
(
(
(4) fada konverguje absolutné pro |e™| > 1.

Na str. 46 se opét vracime k problému miizovych bodu, tentokrat v ruzné otocenych ¢i
posunutych ¢tvercich. O Sest stran dale je nastinén jiny postup pro odvozeni zakladni iden-
tity pro Gaussova celd ¢isla. Oproti puvodni identité (Z,) je volena podmnozina M ¢&isel
Gaussovych a funkce v(n) je definovdna pro mnozinu M, pfi¢emz v piipadé ¢isel n & M je

v(n) 44— 0. Vzniké tak identita

Yo v Fm) =Y fla)V(aw)-

nem
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Késsler podrobil diskusi dva pfipady, kdy mnozinou M byl obdélnik se stfedem v bodé (0, 0)
a stranami 2V, 2N rovnobéZnymi s osami, a dale tusecka délky 2N kolma na osu realnou.
Poznamenal, Ze volba mnoziny M jako tiseku realné osy mezi body 0, N vede k Cebysevové
identité.

V zéapise ze dne 5. tinora 1943 se Kossler rozhodl opét rozsifit svou oblibenou ,zakladni
identitu Z*, tentokrat do teorie kvadratickych ideali:

BudiZ q1, q2, q3, - -+, Gk, - - - dand posloupnost idedli. Zavedu symbol d(r,qr) = 1,0 podle
toho, zda qi|r ¢ qi fr.

Ddle definuji ¢iselné teoret. funkce, jejichz hodnota jest ¢islo (redl. nebo komplexni) f(qx).
To znamend, Ze ke kaZdému idedlu qi, jest jednoznacné prirazeno dislo f(qi). Pak jest také

Zf ar)d(r, i)

zcela urcité cislo jednoznacné prirazené k idedlu r.
Budié ddle ./\/l dand mnoZina (koneénci) idedli r, a v(r) funkce Cisel. theoret. (round

vvvvv

S om)FE) = fla)Viar), (D)

rem

kdez V(ar) = 321, em v(lak). Speciding volba g, = prvoidedl nebo celistvd mocnina prvo-
idedlu t. jest qr = p”, v =1, 2,3, ... f(p¥) = log(Np) (logaritmus normy prvoidealu,).
Pak jest F(r) = log (Nr) protoZe rozklad r v soucin prvoidedli jest jednoznacéni a protoZe
N(Tl . ’I“Q) = N(Tl) 'N(’I“Q).

Identita prvoidealni zni tedy

Z v(r)log(Nr) = Zlog (Np) Z V(p¥)

remM v=1,2,...
Ip¥eM

Nasleduje zapis o ruznych pfipadech, které vyplynou z konkrétni volby mnoziny M,
resp. funkce v(n). Na str. 91 se Kossler vratil k prvociselné identité (P), konkrétné volbou
v(n) = p(n)/n®. Integraci (P) v tomto pfipadé dostaneme znamy vztah

2 pn) _ (s —1)
2N T

V dalsich avahach Kossler volil v(n) = i(n)/n®, kde index i(n) ¢isla n = p{* - p5? - - pSv je
roven v + 1. Analogicky oznaéil bazi b(n) ¢isla n jeho nejvétsi ¢tverce prosty délitel (tj. ¢islo
p1p2 - -py) & exponentem e(n) ¢islo 1+ ag + -+ + o, a uvazoval funkce v(n) = b(n)/n® a
v(n) = e(n)/n®.

Od str. 97 se Kossler vratil k vypocétim stifednich hodnot a ke vzorcam pro aritmetické
fady (spec. prvoéiselné fady 1+ 87, 34+ 87, 5487, 7+87). Jeho cilem bylo dokézat s pomoci

téchto rad vztah ) )
Z o8P _ 2 log N +0(1).
pp—1 2
p1<N
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Na str. 103 se autor pozastavil nad souc¢tem F(N,p) = L%J + [%J + {EJ + .-+, s jehoz

pomoci Cebysevova identita

pg;vlogp{{ J U)\;J + u\gJ +"‘}:§:110gn

NZ logp Z (Np Ing Zlogn

p<N p<N

dostéva tvar

kde o (N, p) je ciferny soudet ¢isla N vyjaddieného v ¢iselné soustavé o zdkladu p.

Zapis ze dne 6. bfezna 1943 (str. 105) je vénovan zobecnéné Dirichletové identité a jejim
integralnim analogiim. P¥i oznadeni y = ¢(s) pro monotonné klesajici funkci, s = ¢(y) pro
funkci k ni inverzni, ¢ celé ¢islo mensi nez p, dospél Kossler ke vzorci

. [9(0)
o g Fles)] = Y f(5)Gle(s)] + Flow)G(p) — Flo(@)IG(a) -
S s=lp(m)+1]

Zavér sesitu €. IIT (str. 109-115) byl vénovéan snaze systematicky vySetfit identitu (P) v sou-
vislosti s kvadratickymi zbytky. Volba v(n) = (2) /n® vedla Milose Ksslera ke vztahu5-

—M:C(s V)Z%—C(S " logp- , kde ((s,v) = o~ ()
ds o py—1 . ps +1’ — ks
prvoéislo py (resp. p—) vyhovuje podmince () = +1 (resp. (Z) = —1). Integraci odtud
plyne
&))"
=T (1-2)
» b

Celé vysetfovani dale pokracuje v nasledujicim deniku ¢. IV, ktery se vSak nepodafilo do-
patrat.

Denik ¢. XIV

Na prvnich strandch tohoto deniku se Kossler zabyval polynomem P(z) = Ag + A1z +
Ay2? vlastnosti |P(z)] < 1 pro |z| < 1, s riiznymi okrajovymi podminkami, napf. existenci
alespoti jednoho z = €%, pro které |P(z)| = 1, nebo Re P(z) = 0 alespoii ve dvou bodech
apod.

6-67de (%) oznacuje zobecnény Legendruv symbol, ktery je pro n > 1 definovén takto: (ﬁ) =0, jelin

délitelné &islem v; (2) = +1, neni-li n délitelné v a zdroven je kvadratickym zbytkem po]:ile modulu v;
(%) = —1, neni-li n délitelné v a zaroven je kvadratickym nezbytkem. Kvadratickym zbytkem podle modulu
v pfitom rozumime &slo n, pokud existuje néjaké feseni kongruence x>
nazyvame c¢islo n kvadratickym nezbytkem.

= n (mod v). V opa¢ném piipadé
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Na str. 24 se téma posunulo k problematice kruhové ohrady polynomu (kruhovou ohradou
»Pferchkreis“ se rozumi nejmensi kruh v roviné w, ktery obsahuje uvniti nebo na obvodu
v8echny funkéni hodnoty f(z) dané vlastnosti), na str. 57 je patrny zdmér odvozovanou
teorii aplikovat na ohrani¢ené polynomy. Na str. 66—69 je popisovano integralni vyjadreni
polynomi, pro néz plati, ze Re P,(z) > 0 pro |z| < 1, na str. 77 pak faktorizace obecného
trigonometrického polynomu. V néasledujici ¢asti najdeme fadu postiehu k vySetfovani po-
lynomu, ¢asto ziskanych metodou pokusu a omylu, coZ se projevuje i tim, Ze mnohé dlouhé
pasaze jsou preskrtané diky odhalenym chybam. 5. zari 1948 Kossler poznamenal, Ze neni
schopen soustfedéné prace, a proto radéji sepise své predchozi vysledky o faktorizaci trigo-
nometrickych polynomu. Dalsi zapis v deniku je datovan 17. zafi a je v ném konstatovano,
ze rukopis je dokoncen. Poznamenejme na tomto misté, Ze zminovand prace Some properties
of trigonometric and algebraic polynomials byla na vefejnosti prezentovana 20. fijna téhoz
roku a zdhy byla publikovana ve Véstniku Kral. ¢eské spol. nauk, viz [K28].

Od str. 122 je znovu od zacatku rozebirdna problematika prostych polynomu. Na str.
154 v zapise ze dne 13. fijna 1948 se v kratké poznamce dozvidame, ze Kossler v té dobé
prednésel o Fourierovych fadach, a avahy tykajici se trigonometrickych polynomu jej tak
vedly k zavedeni Fourierova integralu.

Dale znovu prichazeji ke slovu prosté polynomy. Na str. 168 pak najdeme napad tykajici
se zobecnéni Eulerovych vztahu:

1; “[[a++), [[a+s)=—"—
=0 n=1 T (1 — z2+-1)

k=1

Viznam téchto identit pro partitio numer. jest zndm (viz n.pt. Bachmann: Die analyt. Zah-
lenth. p. 29. und 30.) Tyto vztahy lze snadno zobecniti. Je-li totiZ n libovolné celé cislo > 1
bude

1 i v p p v
1_$:H(1+x" 2?2 (DY (A)
v=0

7 vs

Ciselné teor. vijznam jest zrejmé ten, Ze kazdé celé ¢islo k > 1 lze jednim jedingm zpiisobem
vyjddriti v soustavé o zdkladu n. To jest

k=ao+ an' + asn?® + asn® + - + ayn?

kdez 0 < oy < n —1 jsou celd ¢isla (t.5. cifry v této soustavé 0, 1, 2, ..., (n—1)).
Dikaz vztahu (A) jest tyz jako dikaz Eulerova proniho vztahu. Jest totiZ
l-z)(l+z+2®+2°+- 42" = 1-a"
(1—a")(A+a" +a® 4. 27Uy = 1 2 at.d.

Tak n.pr. pron = 3 jest

1

- =(1+z+a)1+23+ 2231 +2° + 220 (1 + 227 42227 ...
— X
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21.XII. Slunovrat
Druhd Eulerova relace plyne z proni tim zpiisobem, Ze do této dosadime za x cislo x*
kdez k = 2K + 1 jest liché a zndsobime pak vsechny tak vzniklé rovnice

11 H%IC—H =TJa+2*) JLa+«*%) [[a+a°%)---.
K=0 v=0 =0 =0

ProtoZe kazdé celé cislo n se da psdti jednim jedingm zpusobem ve tvaru n = 2¥ (2K + 1)
a protoze mekon. souciny ma pravé strané jsou absolut. konvergenini plyne z toho druhy
vztah Euleriv. Vznikd nyni problem jak z relace (A) odvoditi analogon druhé Euler. relace.
Shora preskrtané radky ukazuji nezdareny pokus. Snad bude mozno opriti se o tu okolnost, Ze
v druhé Eul. rel. exponenty x v sou¢inu || 1—ixrr tvori aritmet. ¥adu (lichd ¢isla). Nabizi se

tedy tento postup. V relaci (A) pro n = 3 dosadim za x postupné x*, x*, z7, 210, ... obecné

21K =0,1,2,...) a zndsobim viechny rovnice.
22.X11. Tak dostanu tuto relaci
- 1 v 2v
H 1 _ p3K+1 :H(l—f—x +a™)
K=0 v

kdez ¢isla v jsou tvaru bud'v =1+ 3K (K =1, 2,3, ...) nebo tvaru v =3* (A =0, 1,

o0

2, 3, 4, ...). Rozvedu-li levou stranu v mocninnou fadu >, C(n)z" bude ziejmé C(0) = 1,
n=0

C(n) = pocet rozkladi ¢isla n na stejné nebo ruzné séitance tvaru s = 1+ 3K. Rozvedu-li

pravou stranu v mocninnou fadu dostanu pro C(n) pocet rozkladi ¢isla n ve tvaru

n:Zsl—i—ZsQ

kdez 51 jsou scitanci tvaru sy = 143K z nichZ kaZdy smi se v souctu objeviti bud’jen jednou
nebo dvakrdte a sy jsou scitanci tvaru sy = 3* 2 nich? kazdy se smi v souctu objeviti opét
bud’ jen jednou nebo dvakrdte.

Postup tento lze patrné uZiti i na aritmetickou posloupnost 2+3/C a zobecniti i na formuli

(4).

Nasleduje opét navrat k prostym polynomum a préace s jejich koeficienty. Kossler mj. uva-
zoval kladné konstanty a; > a2 > - > a,, a hledal soudet S(n) = +a; tastast---+a,
s vhodnou volbou znamének + a — tak, aby ziskal sou¢et o nejmensi prosté (absolutni) hod-
noté. Obecné Gvahy jsou prokladany konkrétnimi piiklady (jen na str. 194-198 je drobnou

o0
vsuvkou poznamka k souc¢inu [] (2 — :cz%’*)) Na str. 207 (23. dubna 1949) se Kossler zminil

k=1
o cili sepsat vSechny své dosavadni poznatky o prostych polynomech, a proto dalsi zapisky

sméfovaly k ujasnéni nékterych neptesnosti z predchozich tvah. Od str. 223 se poznamky
tykaly Fareyovych zlomku, v navaznosti na nedochovany sesit ¢. VII, str. 197 a nésledujici,
podle néhoz

iﬁ{qﬂ = 9(q) = log H(2 sinmr,),
k=1 v

kde ¥(z) = >_ logp, r, jsou vSechny Fareyovy zlomky se jmenovateli 2, 3, ..., ¢. Kromé
p<z

prvociselné funkce 1(q) se Kossler snazil vyjadfit s pomoci Far. zlomkt i funkce
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 pu(n) ! ~ 11(n) logn
:ZT’ M(Q):ZM(H)7 f(Q):_ZTv

n=1 n=1 n=1

jimiz se zabyval pfi hledani stfednich hodnot v [K26].

Na str. 227 se pak vratil k rozvoji funkce F(z) = 27 | (2:27;”1 kde s je pevné
zvolené realné ¢islo, a uvedl, ze se timto problémem zabyval uz v denlku ¢. IV na str. 46
a dale. V této souvislosti uvedl zobecnéni Wallisovy a Stirlingovy formule ve vztahu k dzeta
funkei ¢(s) (jedno takové zobecnéni najdeme v praci [K25]), opét s vyuzitim vzorct z deniku
IV, a s jejich pomoci se bez tispéchu pokusil vySetfit ,néco nového* o nulovych bodech ((s).
Na str. 234 se znovu vratil k Fareyovym zlomkum a identité (P) z prace [K26]; diskutoval
situaci vézici se ke vzorci

S 21()) -

S0 (2) oo (5) B

v=1
pro jiné volby nez x = 1, resp. x = 5, o nichz bylo psano jiz v deniku ¢. VIII. Vysledkem
téchto tvah jsou zajimavé ,mezerové véty“. Oznacime-li P, pocet Fareyovych zlomku < z,

q
tj. Py = > M| L] |zk], resp. P(z,y) pocet Fareyovych zlomki > z aviak < y dostaneme
1

mj. tyto vzorce:

Ha) = P(;, §) ( ) s {2f3kJ (B1)

— B
H(a) > M|t (B)
1+43k<q
q
= — 7 >
2 Z{ L+3kJ M{2+3kJ}’q_3 (Bs)
To md ndsledugici jednoduchy vyznam. Interval (0,q) rozdelim body 2, %, 1, £, ... na inter-

valy ¢dstecné. Rozdil M L_‘_%J M {ﬁJ jest roven souctu Moebius. faktoru u(k) pro ta

s w7 z q q . v ,
celd ¢isla k, kterd padnou do intervalu 573k T33% ) Jest to interval zleva otevreny zprava

uzavreny. qq
76
| A —— : :
o 1 99 4 9 .
8 5 4 3 2
Obr. -i-

Predstavuje tedy —2H(q) soucet Moebius. faktori p(k) jen pro ta k, kterd leZi ve svrchu
definovangch (silnéji vytazenych) intervalech.
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Analogicky této Gvaze pro x = 1/3 Kossler uvedl cely postup i pro x = 1/4, 1/5,
1/6 a zarazil se u faktu, ze soucty typu > . M |q/(a + bk)] lze pro x = 1/3, 1/4 vyjadiit
pomoci pFislusnych H(q), kdezto pro = 1/5 takové vyjadfeni nenalezl. Od str. 244 se opét
vénoval predevsSim prostym polynomum. Déle vySetfoval spec. polynomy daného stupné,
v mnoha pripadech jsou vsak tvahy chybné, a proto nékolikrat opravované. Kossler casto
opakované zkousel ruzné cesty vedouci k témuz cili, v zdsadé vSak stéle fesil jediny problém
- kdy je dany polynom P(z) prosty v kruhu |z| < 1, v¢etné hledani nutnych a postacujicich
podminek pro koeficienty polynomu aj. Vyusténim téchto rozsahlych tvah bylo pojednani
[K30] publikované v roce nésledujicim. Svym obsahem 394 stran je tento sesit ze vSech
zachovanych deniku nejrozsahlejsi.

Denik é. XV

Uvodni zapis z 16. ¢ervna 1950 (str. 1-7) pojednava o fadé mocninné konvergentni na
celé konvergencni kruznici. Na str. 8 se do¢teme o tom, ze Kossler dokoncil anglickou verzi
své prace Simple polynomials, dal ji prehlédnout Katétovovi, a do deniku si 4. srpna 1950
poznamenal jiny zplisob vySetfovani associované resultanty k polynomu z + asz? + azz3,
az > 0, as ryze imaginadrni. Tomuto problému a otédzkdm s nim souvisejicim se vénoval az
do str. 49, kde se zacal zabyvat tim, jakou funkci r je vySe zminovana realnéa charakteristika
M(r) (viz diskuse prace [K31]), aby se zahy vratil k ivahdm o associované resultanté, jez
mu ,nedavala spat“.

Na str. 61 se objevuje zminka, ze autor ,pfedélaval disertaci pana H. o omezenych poly-
nomech“. Tato prace mu vnukla napad, jak by se mélo postupovat pii odvozovani nutnych
podminek pro koeficienty prostych polynomu v nadéji, ze dospéje k obecnéjsim vétam nez
Bieberbachova domnénka. Az do str. 96 se st¥idaji zapisy tykajici se této oblasti a vlastnosti
realnych charakteristik. V zdznamech z 30. ¥ijna 1950 se déile docteme:

... To také asi bude pomeérné lehké. Avsak pro dnesek to opoustim protoZe musim zazname-
nati dalsi ndpad z teorie prvocisel. Vznikl ve mne pri premysleni o Goldbachové vété.

Budtezp =3, po =5, ...pg ...lichd prvocisla. Vezmu z nich vSechna mensi nebo rovnd
celéemu c¢islu N. Utvorim soudin

F(Oé) — (627rio¢p1 + eQﬂiapg Lt eQﬂ'iapn) (6727rio¢p1 Lt e*Zﬂ'iapn)

kdeZ p, jest mejvétsi pr, < N. Provedu-li nasobeni zdvorek dostanu cosinus-ovy polynom
v promeénné a. Je-li s sudé c¢islo mensi nebo rovné p, — p1 = p, — 3 dostanu rozdil s =
Dny — Pn, tolikrdt, kolik jest prvocisel v intervalu 3 aZ N jichZ rozdil jest pravée s. Vzhledem
k symetrii zavorek dostanu prdvé tolikrdte také rozdil

—S = Pn, — Pny -

Ndsledkem toho bude
F(a) = II(N)+2Ia(N)cos2- (2ma) + 2II4(N) cos4(2mar) + - - -
+ -4 2-1-cos(p, —p1)27ra

Prii tom znaci Ha(N) pocet dvojic prvoéisel jichZ vzddlenost od sebe v pFirozené fadé cisel
jest rovna dvéma (pocet dvojéat). Iy, (N) jest podobné pocet dvojic prvoéisel az do N jichZ
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vzddlenost od sebe jest rovna 2r (mezi nimi ovSem v piiroz. fadé mohou leZeti jesté jind
prvocisla.)

Jinak také mohu interpretovati ¢islo Ila,.(N) jako podlet representaci Cisla sudého 2r
jakozto rozdil dvou lichych prvocisel mensich nebo rovnych N.

(III) Tak vznika problem podobny Goldbachovu. Jest moZno kazdé sudé é&islo
vyjadriti jako rozdil dvou lichych prvodisel?

Ze vzorce pro F(a) plyne pro a =0 okamzité disledek

I*(N) = TI(N)+2(Ha(N) +I4(N) + T(N) + - + 10, —p, (N))
Ny -1 = 2<1+1;2+1§I4+--~+HP}[13>

Pro jindg o # 0 vhodné zvolend dostanu dalsi zajimavé relace.
Pokud se tyce problemu obecného (III) jest velmi pravdépodobné, Ze pro kaZdé r jest

11 20 (N)—)OO
N—o0

Dukaz bude pravdépodobné tak obtizny jako Goldbachuv teorem.

Na tomto misté nakratko prerusime Kosslerovy tvahy drobnou historickou vsuvkou ty-
kajici se studovanych problému.

V roce 1742 CHRISTIAN GOLDBACH (1690-1764) v dopise Eulerovi svéfil svou domnénku,
ze kazdé prirozené ¢islo n > 5 je souctem tii prvocisel. Euler odpovédél, ze toto tvrzeni je
ekvivalentni vété | KaZdé sudé cislo vétsi nez 2 je souctem dvou prvocisel.“ Plné se Gol-
dbachovu hypotézu dosud nepodafilo dokazat. Zatim nejlepsiho vysledku dosdhl JOERG
RICHSTEIN v roce 1998, kdy za pomoci vypocetni techniky dokazal platnost této hypotézy
pro suda n < 4 - 104,

Slavna hypotéza o dvojéatech se tyka otazky: , Existuje nekoneéné mnoho prvoéiselnych
dvojcat?“ Ani tato domnénka dosud nebyla v plném rozsahu dokéazana. V kvétnu 2004 sice
matematickou verejnost vzrusila zprava o tom, ze RICHARD F. ARENSTORF nasel spravny
dukaz, zahy v ném vSak byla objevena mezera. Pfesto fada matematiku véri, Ze tento ne-
dostatek nebude piili§ zavazny a podaii se jej odstranit. Milo§ Kossler ve svych denicich
nezustal pouze u dvojcat, ale definoval si ,,kdcata® jako dvojice prvodisel lisicich se o dvoj-
nasobek pfirozeného €isla k (napf. 17— 13 =4 (k=2),37-31=6 (k=3),41 —-31 =10
(k=5), ...) - viz pokracovani tryvku. Analogicky dle Goldbacha se pak tdzal, zda by bylo
mozné kazdé sudé prirozené ¢islo zapsat jako rozdil dvou kacat, resp. kolik takovych moznych
zapisu existuje. Nutno podotknout, ze Kossler nebyl prvni, koho tato analogie zajimala — jiz
v roce 1849 Polignac vyslovil domnénku, ze ke kazdému sudému ¢islu 2k existuje nekonecné
mnoho dvojic nasledujicich prvocisel lisicich se o 2k.

31.X. Jing specialni vysledek.
Volim o = %. Potom
eQﬂ'iap _ e%ip.

Je-li p tvaru p = 2k + 1, k liché pak

5P = % . otk



Je-li p =4k + 1, k jakékoliv jest

g

et2P

[NE]

5 p2kmi

=e = +41.

Tedy je-li IV (N) pocet prvocisel < N tvaru p = 2k + 1, k liché a TI®(N) pocet prvoc.
< N tvaru p =1 (mod 4) bude

F(l)= (z'H<2>(N) . z‘H(l)(N)) (—z'H(?)(N) +iH(1)(N)) - (H<2) (N) — H<1>(N))2

Dale jest cos 2k(2ma) = cosk = (—1)* a tedy podle pruniho vddku str. 97.

2
(H<2>(N) —H<1>(N)) —TI(N) + 2(ILy(N)+Tg(N) +---)

= 2(Iy(N) +Ig(N) + -+ ).
1.listopadu. Bude vyhodnéjsi kldsti misto o pouze 5. Funkce uvazovand jest pak

F(a) = (eiﬂ-pla + eiﬂ—p?a + -+ eiﬂpna) (e—ﬂ'ipla + .4 e—iTrpn(x)
=II(N) + 2{II3(N) cos 2mex + II4(N) cos dma + g (N) cos 6rar +
+ -+ 10, _p (N)cos (p, — p1)mac}.

Zde dostanu predchozi dva vysledky pro TI2(N) a (I)(N) — I (N))? dosazenim za o

jednak o = 0 a pak o = % Jisteé bude dobre vypocisti © nékteré dalsi hodnoty pro o vhodné
volené raciondlni n.pr. a = %, o= % at.d. Tak dostanu zrejmé vztahy mezi pocty prvocisel

v aritmet. Taddch a mezi Iy, Iy, Ilg at.d. Je mi z toho aZ uzko! A. a. m. e.

2.X1. Je mi zase velmi mizerné. Pro mozZnou potiebu pozdéji si sem zaznamendm
ndsled. vztahy mezi Far. zlomky a Moebius. faktory. Jest

kdez a; < k jsou vSechna ¢isla mensi nez k vlastnosti (a;, k) = 1. Je-li | celé ¢islo a pii tom
=1 (mod k) pak

@)
Z = Z cos%l = Z cos 27];% I

a; <k a; <k

Pro 1y = 0 jest tedy Z(l) = @(k). Je-li I, nesoudélné s k a tedy rovno nékterému z a; pak

souciny lia; jsou shodné s a; a dostanu Z(l) = (k). Je-li ly = laa, k = 12f, (k1) = o,

B8>a, (B,a)=1 pak
()

>

= lop(B) =

Z Cos 27ml =y Z cos

a; <k a; <pB

oS
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4.X1. Jiny prvociselny problem.
Nechtp1 =2, po =3, ..., pn < N jsou vsechna prvocisla < N. Utvorim soucin

F(Ot) — (eiﬂpul + eiwpza NI eiwpna + efiﬂpul + 67i7rp2a 4 efi'frpna)Q
Zrejmé jest
F(a) = 4(cosmpra 4 cos Tpacx + - - - + cos mppar)’
Provedu-li vSak pFimo ndsobeni puvodni zdvorky (e”plo‘ 4+ -+ e‘i”p"a) samy sebou do-
stanu cosinusovy polynom

F(a) =Ag+ Aicosma+ Ay cos2ma+ - - - + Ay, cOS2Tpra

Pri tom bude Ag = 2TI(N), Ay = 4 protoze +ima dostanu jediné ndsobenim ¢'™ - e~"m>*
dvakrdt a e="™3 . ™2 duakrt.

[Pozn. Zbyla ¢ast zapisu ze 4. listopadu je stejné jako zapis ze dne 5. listopadu preskrtdna a oznacena jako

chybna. ]

8.XI. Usudky predeslé byly chybné. Provedu tedy znovu celou tu wvahu. Jestlize sudé
cislo 2k > 2 se dd vyjddriti jako soucet dvou ruznych lichych prvocisel 2k = py + p, pak
dostanu ndsobenim obou zdvorek pro F(a) e PAx+Pu) dyakrdt t.5. 2e7™PAY . eI™Pu® g prdvé
tak 2e7TPAY L eTITPL celkem tedy

4dcosm(py + pu)a = 4dcos2kmar.

Jestlize viak 2k jest dvojndsobek prvocisla 2k = 2p, pak dostanu jen jednou e'™*Pr® q jen jed-
nou e 2P tedy 2 cos 2kmar. Mimo to oviem 4 cos 2kma pro kazdé vyjddient 2k = 2p,, jako
soucet dvou ruznych prvocisel. Tedy ta cdst koeficientu A;k pochdzejici od souctu prvocisel
bude

Ah = (2) +4I7(2k)

kdez (2) se pricitd jen je-li 2k = 2p,, a I'T(2k) znaci pocet representaci ¢isla 2k jako soudet
dvou Tuznych prvocisel.

Dadle mohu 2k obdrzeti také jako rozdil dvou rizngch lichych prvocisel (2k > 0) 2k =
Pu — pv. To dostanu z clend

2eITPRATITPL A 4 9o TITPROFITDLY — [ 005 Vhmry = A7 (2k) = 417 (2k)
Tedy celkem koeficient Asy pri cos 2kma bude
Agy = AJ, + A3, = (2) + 411 (2k) + 41 (2k)

kdez (2) se pricitd jen je-li 2k = 2p,,.
Koeficient Ay bude tedy pouze
Ay =417 (2)

kdez zrejmé znaci I~ (2) pocet prvociselngch dvojéat kterd jsou obé < N. (I (2) = 0) Po-
dobné I~ (2k) znaci pocet téch lichych prvocisel které magi tu vlastnost, Ze po kazdém z nich
py ndsleduje c¢islo p, + 2k které jest také prvocislo a to < N. Mohly by se tedy takovd pr-
vodisla nazvati tieba ,kdcata®.
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Nyni spoctu koeficient Aagi1 kdez k> 2. Cislo (2k + 1) mohu dostati jen jako soucet
lichého prvocisla p,, a dvojky nebo jako rozdil lichého prvocisla p,, a dvojky.

Je-li 2k + 1 = p,, samo prvocislo a je-li také 2k + 3 = p,,+2 prvocislo pak oviem 2k—1 =
Py — 2 nent uz prvocislo vyjimaje jedinou vyjimku 2k +1 =5. Je-li tedy p, > 5 a je-li take
Pu + 2 prvocislo dostanu ¢islo 2k + 1 = p,, jako rozdil (p, +2) — 2 a to z clend

2T (Put2)a—im2a y go—im(put2)atin2a _ 4 oog (2k + 1)7ra
Totéz plati o 2k + 1 = p, + 2 ktere dostanu z
2eimPuatim i gp=impua—iT2a —_ 4 cog (2k 4 1)Ta
Nasledkem toho jest volim-li N = 2N; (sudé)
Agpy1 =4

kdyz a jen kdyz 2k 4+ 1 jest jedno z dvojcat kterd obé jsou < 2N;. Je-li 2k + 1 liché ¢islo,
které nepredchdzi nebo nendsleduje po prvocislu, bude Asir1 = 0. Vyjimku tvori As které
dostanu z rozkladi 5 =3+ 2 a také 5 =7 — 2.

As cos brra = 26T | 9 =in(3+2)a | 9eim(T=2)a | 9,=im(T=2)0 — 8 cos brrar .
Koeficient Ay = 2+ 41~ (4) protoze 4 dostanu také jako 2 + 2. Ovsem
I(4)=0
Jest tedy

k=p,<2N;
F(a) = 2II(N)+4cosma+ Z Asy, cos 2k
k=1
2k+1<2N,
+ 4cos3ma + 8cosbra + Z Aspi1 cos (2k + 1)
k=3

kdez (p)2 < 2Ny jsou vSechna dvojcata lichd veétsi nez 5.

F(a) = 2II(N)+4cosma + Az cos2ma + 4 cos3ma + 8 cos bra
k=pn<2N;
+ Z Asj11 cos (2k + 1)ra + Z ((2) + 41 (2k) + 41~ (2k)) cos 2k
k=3 k=2

Zde musim jesté pripomenouti, Ze 1~ (2) jest pocet pdru dvojcat lichych. Viechna tato dvoj-
cata must byti > 5. Par 5, 7 tedy k nim nepatri. Jest tedy

Ay = 4 + 4 + 4 T-(2)=8+4+41(2)
) 3 3
od5—3 od7—-5 pro dvojcata > 7

131



Ted vsak vidim, Ze jsem zapomél na ta lichd ¢isla kterd predchdzeji nebo nasleduji néjake liché
prvocislo p které nend clenem dvojcete. Je-li to 2k + 1 = p + 2 dostanu scitance 2e?™Po+im-2
a také 2e= P2 celkem 4 cos (p + 2)7.

Podobné dostanu 4 cos (p — 2)ma. AvSak totéZ plati je-li p clenem dvojcete tedy atf p jest
jakékoliv prvocislo liché vétsi, nebo rovné 5ti. Pro kazdé jiné liché ¢islo bude Agjyq = 0. Pro
2k 4+ 1 =5 dostanu 8cos 5ma protoZe b jednak ndsleduje po 3 a za druhé predchdzi 7. Tedy
cleny s lichymi indexy budou

4cosma + 4 cos 3ma + 4 cos bra+

p<2N, pH2<2N;
+4 Z cos(p—2)ra+4 Z cos (p + 2)m
p>7 p>5

Tedy pri lichych 2k 4+ 1 nehrajou dvojcata Zddnou zvldstni roli. Celkem jest tedy
F(a) = 2TI(2Ny) + 4 cos ma + 4 cos 3ma + 4 cos Sra+

+4 Z cos (p— 2)mra + 42 cos (p+ 2)mra+ (8 + 417 (2)) cos 2mrav +
p>7 p>5
k<2N;
+ > ((2) + 41T (2k) + 41 (2k)) cos 2kma
k=2

Musim tuto formuli prezkouseti na jednoduchém prikladé n.pr. 2N; = 8.

9.XI. Pro N = 2N; = 8 jest
F(a) — (62771'04 + e?ﬂria 4 e57ria +e77ria + 6—2771'04 +e—37rio¢ + e—57rioz +e—7m’o¢)2

Primym vyndsobenim dostanu

F(a) = 8+4cosma+ 8cos2ma + 4cos3ma + 6 cosdma + 8cos bra
2cosb6ma + 4 cos T + 4 cos 8ma + 4 cos 9w + 6 cos 10T

+
4+ 4cos12ma + 2cos ldma

Nyni prvoéisla jsou 2, 3, 5, 7. Tedy II(8) =4

42 cos (p — 2)ra = 4cosbra, 4 Z cos (p + 2)ma = 4 cos Tra + 4 cos 9mar
p>7 p>5

I72(2) = 0 protoZe neezistuje dvojce s prvocisly > 7. Tedy Ay = 8 to jest clen 8 cos2ma.
Ddle jest Ay =2+4=6 (nebot IT(4) =0, ["(4)=1¢.4=7-3)

Ag =2+ 4I7(6) + 41 (6) = 2 (6 nent soucet dvou riznych prvoc. ani rozdil)

As = AI*(8) +4I-(8) =4 (I*(8) =1,8=5+3, I (8) =0 )

Ayg =2+ 4I7(10) + 41~ (10) = 6 (IT(10) =1, 7+3; I~(10) =0 )

App = AT (12) +41-(12) =4 (12 =7+ 5, I~ (12) = 0)
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Ay =24417(14)+41-(14)=2 (It =0, =0)
Indexy vétsi nez 14 nemohou se vyskytnouti.)
Tedy podle obecné formule

F(a) = 8+4cosma+4cos3tra+ +4cosbra
4+ 4cosTra+ 4cos9ra +
4+ 8cos2ma + 6cosdma + 2 cosb6ma + 4 cos 8ma + 6 cos 10
4+ 4cos127ma + 2cos l4ma

a to jest tyz vysledek jako pri primém mndsobeni. TotéZ vyjde pro N = 2N; = 10 nebot
prvocisla jsou taz 2, 3, 5, 7.

Z obecné formule pro F(a) mohu pfimo vypodisti hodnotu tu pro kaZdé vhodné volené a.
Tak n.p7. o =0, coswhka = 1 dostanu

(2M1(2Ny))* = 2[(2N;) + 12 + 4 (TI(2Ny) — 3) + 4 (TI(2N;) — 2)
k<2N; k<2N;
+ 8+AI7(2) +2(2N1) +4 Y TT(2k)+4 > I (2k)
ng]l\;l:2 k§21\];1:2
ATP(2Ny) = 120(2N;) +41(2)+4 > TT(2k)+4 Y I (2k)
k=2 k=2

I172(2) jest pocet dvojéat > 7. I~ (2k) jest pocet ,kdcat“ a I*(2k) jest pocet representaci
¢isla 2k jako soucet dvou od sebe riznich lichych prvocisel mensich nez 2Ny .

Nasleduje témér polovina strany textu, jez je preskrtana a oznacena jako chybné.

k<2N;
T*(2Ny) = 3I(2N:) + 1~ (2) + Y (IF(2k) + 17 (2k))
k=2

A4—2:4,A6—2:0,A8:4,A10—2:4,A12:4,A14—2:O

22=3.4445=16
10.X1L. Zcela podobnou tvahu mohu provésti pro funkci (p, < 2N;)

G(a) — (eiwpla + eiﬂpza et eiﬂ-pna) (e—mpla + e—’iﬂpza NI e_mpna)

Zde dostanu cosinusovy polynom cos kwa kdeZ k jsou jen rozdily prvocisel.

Prosty clen jest ziejmé jen I1(2Ny).
p1 = 2 ostaind py, jsou lichd prvoéisla < 2Ny (To uZ jsem jednou délal na str. 96. a 97. aviak
tam jsem nebral do poctu prvocislo p1 = 2.)

11.11. Jest patrno, Ze na pravé strané dostanu pri cos T koeficient 2 protoZe
clen A; cosma vznikne sectenim élent

67.271'04 . 671371'04 + 677.271'06 . e+137m‘ = 2cos T
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a Zddngm jingm zpusobem. Ddle dostanu dostanu 2 cos (2k + 1)ma tolikrdt kolikrdt se dd liché
¢islo (2k + 1) (k > 1) wvyjddriti jako rozdil p — 2 kdeZ p jest liché prvocislo < 2Ny. Zddné
jiné€ liché ¢islo nelze vyjddriti jako rozdil dvou prvocisel. Tedy cleny cosinusového polynomu
pro liché ndsobky c¢isla ma budou pouze tyto

p<2N;

Si(a) = Z 2cos(p —2)max.

p=>3

V tom jest zahrnut i ¢len 2 cos ma (pro p = 3). Podet viech téchto séitanci jest tedy (TI(2N7)—

1).
Dadle dostanu 2cos2kma tolikrdt, kolik jest lichych prvoéisel v intervalu (3,2Ny) jichZ

rozdil
Dny, —Pn, =2k ny>n,.

To jest pocet ,kacat® = I~ (2k). Presnéji feceno jest to pocet téch lichych prvocisel < 2N,
jimz ve vzddlenosti 2k (v prirozené vadé ¢isel) predchdzi také liché prvocislo (n.p¥. p = 11%
predchdzi ve vzddlenosti 2k = 4 prvocislo 7). Bude tedy v souctu G(«) élen 21 (2k) cos 2kma

Tak n.pt. bude Iy (2) pocet pdrd dvojcat lichych prvocisel a to dplngch pdri (t.j. vétsi
z dvojéat musi jesté byti < 2N1) Proti znacéeni na str. 104. jest tedy

I~ (2) =17 (2) -2

(nebot pii I~ (2) odpadaji dvojéata (3,5), (5,7)). Jest tedy celkem

p<2N1
G(a) = T(2N1)+2 Y cos(p—2)ma+ (4421 (2))cos2ra
p=>3
k<N,
+ 2 Z I7(2k) cos 2kma
k>2

V poslednim souctu podminka k < Ny jest zpusobena tim, Ze nejvétsi sudé c¢islo 2k které
viubec mohu obdrZeti jest p, — 3 = 2kmaz a tedy kpar = p"'2_3 < N; —1.
To ovsem plati i ve formuli pro F(a) na str. 105. takZe tam jsou viechna I~ (2k) pro

k > N1 — 1 rovna nule. Zejména jest tedy pro aw =0

k<N,
*(2N;) = TI(2Ny) +2(I(2Ny) — 1) + 44217 (2)+2 > I~ (2k)

E>2

k<N1

BI(2N)) +2+21(2)+2 Y T (2k)
k>2
Mimo to podle str. 107.
k<2N; k<N;—1
I(2N,) = 3T(2N:) + 1 (2)+ Y IT(2k)+ > I7(2k)
k=2 k=2



Odectenim téchto rovnic

Ni—1 k<2N,
0 = 2412+ > I (2k)— Y It(2k)
k=2 k=2
E<2N; Ni—-1
dITEE) = 24T (2)+ > I (2k)
k=2 k=2
Ny
To jsem eliminoval z rovnic II(2N7). Mohu také eliminovati soucet I~ (2) + > I~ (2k)
k=2

Dostanu tak
2N,

23 IT(2k) =117 =3I+ 2 = (Il - 1)(I1 - 2)
k=2
Tak n.pr. pro 2N = 8 jest

If(4)=0, IT(6)=0, IT(8) =1 (8=3+5)
It(10)=1 (10=3+7), IT(12)=1 (12=7+5)
It(14)=0, It(16)=0, TI(8) =4

(MI-1)(I-2)=6=2-3=6

To wvsechno jsou asi triviality. Chci-li dostati vice musim uZiti formuli pro a # 0 a po-
kusiti se o vypocet koeficienti cosinusového polynomu pomoci sc¢itdni bez uZiti integrdlu

2m
[ cos2knaF(a)do.
0

21. listopadu 1950 Kossler konstatoval, Ze nevidi cestu dal, a tak se znovu vratil ke
hledani realné charakteristiky M (r). Dospél k nésledujicimu vysledku:

Budiz -
fz)=1+ Zakzk
k=1

moc. Tada s komplex. koeficienty a toho druhu, Ze ji neni mozno substituci z = 21
prevésti v Fadu s koeficienty vesmés redlngmi. To znamend, Ze nesmi byti pro vSechna k > 1

ar, = tlagle ™Y pFi pevném .
Podle vety Blumenthalovy ezistuje interval 0 < r <r; > 0 v némz
M(r) = maz, - | f(2)| = 1+ bar + bor? 4+ bar® 4 -+ |

kdez by > 0 a vSechna dalsi by, k > 2 jsou redind. by musi byti positivni protoze M(r) monot.
stoupd s r.
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Sestrojim-li nyni Tadu mocninnou s redl. koeficienty
fl(Z) =1 +b12’+b222 +b32’3 + -
pak v jistém intervalu 0 < r < ro > 0 jest podle dikazu na str. 1158-118.

Mu(r) = mazyz = | [1(2)] = f1(7)

Je-li r3 mensi z Cisel r1, ro pak tedy magi obé Fady f(z) = 1+Y.57 ar2®, fi(2) = 1+5.77 by2*
totéz M(r) = fi(r) v intervalu 0 < r < r3z > 0.

Tento vysledek plati i v pripadé kdy nékolik prunich koef. by = by =bg3=---=b,_ 1 =0
avsak b, # 0. Pak musi b, > 0 protoZe M(r) jest rostouct funkce r.

Denik ¢. XVI

Na str. 1-3 autor dospél k ponékud piekvapivému vysledku v rdmci hledani realnych
charakteristik mocninnych fad:

Dvé zcela ruzné€ mocninné tady

z4+ V1 —222 4224

flz)=1+4iz+iz> +iz +---, fi(z) = =2

magi v intervalu 0 < |z| = r < ry stejné mazimum prosté hodnoty a stejné€ minimum prosté
hodnoty
Mam\Z\:T|f(Z)| = Ma$\2\2r|fl(2)| = fl(r)

miny =] f(2)| = min | f1(2)| = fi(—r)
pokud r < rq.

Pozoruhodny byl podle Kosslera piedevsim fakt, Ze tyto dvé zcela ruzné funkce maji
soucasné spole¢né M(r) i m(r).

Na str. 4 pak byl vySetfovan polynom P(2) = z + az2® + a52® s realnymi koeficienty
pomoci associované resultanty. Jednalo se o problém, kterému se Kossler vénoval jiz v deniku
¢. VII, avsak tehdy jesté nemél k dispozici vytvorenou obecnou teorii pro studium prostych
polynomu (viz prace Simple polynomials).

Zapis od str. 12 byl opét vénovan otazce kruhové ohrady funkénich hodnot. Na str. 18
byl formulovan dil¢i vysledek:

Polynom A1e™ + Axe?*® A1 >0, Ay > 0 md polomér kruhové ohrady

Nl

1 .
2

Nasledujici stranky deniku vénované ¢asteéné kruhovym ohradam, redlnym charakteristi-
kam, ¢asteéné prostym polynomum jsou ponékud chaotické — napf. ¢ast textu je preskrtana,
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oznacena za chybnou, a poté znovu za spravnou apod. Na str. 55 je formulovan novy pro-
blém — geometricky, resp. topologicky vyznam diskriminantu algebraické rovnice s realnymi
koeficienty.

Na str. 68 se opét Kossler vratil k vySetfovani redlnych charakteristik M(r) a m(r), na
str. 79 pro zménu piipisoval dalsi pozndmky k prostym polynomum s vesmés redlnymi koe-
ficienty. V textu se opét vyskytuji dlouhé tiseky, které jsou chybné nebo zbytecné slozité. Na
str. 112 je formulovana jist4 nutna podminka pro prosté polynomy, ktera je dale doprovazena

pitkladem pro polynom P(z) = z + az2? + azz® + asz*.

Denik ¢. XVII

Na zacatku tohoto sesitu se autor vratil ke str. 99 z deniku ¢. XVI, tj. k prostym poly-
nomum s vesmeés redlnymi koeficienty. Jedna se o problematiku souvisejici s ¢lankem Simple
polynomials, Kossler si proto do sesitu vlozil separat své prace [K30]. Na str. 42 (zapis ze
dne 22. z4Fi 1951) se zminil o tom, Ze jej od F{jna opét ¢ekaji pfednasky, a proto namahavych
uvah zanechal a zacal se zabyvat jinou problematikou, a sice konstrukeci funkce s kruhovou
ohradou |w| = 1. Uvazoval nezdporny trigonometricky polynom

3 1
(I —cosp)(1+cos2p) =1-— icoscp—i-congo— icos?xp

a jemu pifslusny polynom P(2) =1 — 22 + 22 — 123, Funkce w = f(2) = e ) tedy méla
vlastnost |f(z)| < 1pro |z| <1ladéle f(1) =1, f(i) = e ", f(—i) = e Body 1, €*, e~ vSak
v roviné w tvori tupouhly trojuhelnik, a proto nejde o hledanou funkci. Abychom ziskali
funkci s kruhovou ohradou |w| = 1, sta¢i uvazovat funkci

fiz) = fP(z) = o—2+32—222 4%

Podobné 1ze konstruovat dalsi funkce s kruhovou ohradou |w| = 1 ve tvaru f,(z) = f*(2)

pro 5 < a < 7 atd. Za problémy diskutované v nasledujici ¢asti téchto zapiskli zminime

alespon jeden:

4.X.51 Tato formule Tesi problem zdsadni duleZitosti: Jest ddna Tada
A(r) =14 Agr? + Azt + -+ Apr® + -+

s redlnymi koefic. a positivnim polomérem konvergence. Jest nalézti vsechny analyt. funkce
tvary

fz) =2+ (ak +iby)2*
k=2

s redlngmi (ay,by), které magji pro dosti mald |z| totéZ mazimum rediné édsti dané tadou
A(r).
Podle piedchdzejici vvahy to budou ty funkce f(2), pro které jest

ag = Ay, a3 +2b3 = Az, a4+ 6bobs—8b3ay = A, atd. (%)
Jsou-li vSechna by, = 0 pak zrejmé ta vada jest fi(2) = z+ Y o Arz", co# jest vysledek

uZ mi zndmy.
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Avsak jest zirejme, Ze takovijch 7ad bude nespocetné nekonecné mnoho, protoze pii danych
Ay, magi rovnice () nekonecné mnoho tesent pro koef. (ax, bi,). Must sice vidy as = Ag avsak
uZ rovnice az+2b3 = Az neurcuje jednoznacné as a by. Zvolim-li nyni as a by tak aby rovnice
byla splnéna neurcuje opét dalsi Ay = ayq + 6bobs — Sbgag jednoznacné aq a bz a t.d.

Na str. 53 se téma méni, a to smérem k tvaham o diferenénim kvocientu A(z1, 22) z préace
[K30], ve které byla vyslovena domnénka, Ze associovand resultanta nemuze nikdy identicky
vymizet. Kossler si poznamenal, ze k tomu tucelu by bylo postacujici dokazat, Ze rovnice

Alz1,22) = 1+ an(ef 7 +27% ;+-+2571) =0,
k=2
(1 1 - 1 1 1
A(,) = 1+ “k<k_1+k_z+“'+k_1):0
21 22 o z7 z1 © 29 29

nemaji nekonstantni spole¢nou miru. Dikaz této Gvahy provedl na str. 54-56. V nésledujici
Casti se pokusil vyuzit pravé dokazaného faktu pro vysetfovani zasoby funkénich hodnot
daného polynomu w = P(z) uvnitf kruhu s danym polomérem |z| = r. V zépisu ze dne
29. prosince 1951 se pak zacal opét dikladnéji vénovat redlnym charakteristikim mocninnych
fad

f(z)= Z anz" .
n=0

Jednou z otézek, kterymi se v této souvislosti zabyval, byla otdzka, zda totéz A(r) muze
pfisluset k riznym mocninnym fadam. Na str. 108 (zépis z 21. inora 1952) najdeme zminku
o tom, Ze autor v této dobé psal ¢lanek o redlnych charakteristikach A(r), B(r), M(r) a m(r).
V dalsim textu se tak objevuji poznamky, které byly v upravené podobé publikovany v praci
[K31] o dva roky pozdéji.

Denik ¢. XVIII

Uvodni strany byly vénovany charakteristikaim polynomii, specielné funkcim
1 (") = cos 1 (r) + i sin gy (1),

pii¢emz za sin o1 () byla volena mocninna fada sin ¢y (r) = B17 + Bor? + - - = 1(r), a déile
charakteristice A(r) = r + ar?, a € R. Na str. 10 se objevuje poznamka k teorii prostych
funkci v kruhu |z| < 1, tykajici se dikazu souvislosti prostoru koeficienti uréeného asso-
ciovanou resultantou. Uvahy jsou vedeny ¢asteéné v obecné roving, ¢asteéné pro konkrétni

funkce, napf. na str. 25 pro funkci
kip
1
( i Z) k> 0.
1—-2

Na str. 29 se Kossler zabyval otazkou, které polynomy

w=f(t) =t + agt® +azt® + -+ a,t"
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komplexni proménné ¢ jsou prosté v poloroviné —7 < Im(t) < +o0 (7 > 0). Vyslovil nutnou
podminku pro to, aby f(¢) byla prosta funkce: alesponl jeden z koeficientu aj musi byt
komplexni. Déle ukazuje, ze v takto volené poloroviné mohou byt prosté polynomy nejvyse
druhého stupné (str. 37) P(t) =t + ast®. Na str. 38 se Kossler vratil k vySetiovani prostého
polynomu P(z) = z + a22? + a32?, |2| < 1, az > 0, jemuz se ¢aste¢né vénoval uz v praci
[K30]. O ¢ty¥i strany ddle v8ak poznamenal, Ze neméa naladu se timto trapit hloubé&ji, a tak
si zapsal nasledujici:

21.V.52 Ndpad o nulovich bodech ((s).
Jest )
() =JJa-=)"
» p
Tedy
((25) = ! — ((s) =
[T = 5) - TIA + 55) [T+ 5%)
p p p

Tedy ((s) = ((25) - Ci(s) kdez

G =TT+ 3= 3 )

n
p

kdez u(n) =0, +1, —1 jsou Moebius. faktory. Z toho plyne

C(s) = Ci(s) - Ci(2s) - C(4s)
a obecné
C(s) = Ci(s) - Ca(25) - (1(2%s) -~ (1 (2" 1s) - ¢(2%s) .

n libovolné celé ¢islo > 1. ProtoZe ((s) a ((2s) jsou celistvé transcend. aZ na trividlni poly
(s=1as=1) musi((s) byti meromorfni funkce. Rovnice

C(s) = Gi(s) - €(2s)
md tento dusledek:

Protoze ((s) nemd nulové body pro Re(s) > 1 nemize miti ((2s) nulové body pro Re(s) > 1.
Z toho plyne Ze wSechny nulové body ((s) leZici v pdsu % < s <1 jsou soucasné nulovymi
body (- a to stejné multiplicity -) funkce (1(s). Ddle jest zrejmé Ze (1(s) nemiZe miti pro

3 <'s <1 zddng pdl protoze ho nemd ((s). Mimo to musi (1(3) = 0 protoze ((2s) pro s = 3
md pdl a ((3) # 0. Z predeslého plyne zejména, Ze viechny kompl. nulové body ((s) lezici na
kritické primce Re(s) = 3, jich# jest nekonec. mnoho (Hardy), musi mit také funkce (i(s)
a to v téZe multiplicité jako ((s). To plyne z toho, Ze tam ((2s) nemd nulové body. Mimo
md (1(s) a ((s) spolecny pol s = 1. Pro Re(s) > 1 nemd (1(s) ani nulové body ani poly.

8. VL Ty nulové body ((s) mi nechtéji jiti z hlavy. Zapisu si nékteré dusledky vztahu

() = Culs) - ¢(25) -
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¢(s) a ¢i(s) maji v pdsu 3 < Re(s) < 1 spolecné nulové body téze multiplicity protoZe
¢(2s) tam nemd nul. body. (C1(s) jest tam reguldrni, (1(1) = oo; (1(3) = 0) Nynd jsou dvé
moznosti:
(I) ... Bud (i(s) nemd v pdsu 3 < Re(s) < & Zddny nul. bod nebo md tam nul. body
(1I)
V pronim pripadé pak ((s) musi miti v tom pdsu nulové body shodné s nul. body ((2s)
a zZadné jin€ nul. body tam nemuze miti.

Jsou-li nyni s1, 1, S2, 52, - -, Sn, Sn, ... nulové body ((s) v pdsu % < Re(s) <1 md
¢(2s) nulové body 3, 5, %, %2, ... vpdsu + < Re (%) < 5. Ty tedy musi byti bud soucasné
nulovymi body ((s). To jest (%) =0 a tedy i ((1 — %£) = 0 (podle funkéni rovnice ((s)).
Avsak 1 L 3

Sk
—<Re(l——)<-.
g <Rell=5)<3

Jind moZnost jest, Ze takovy nulovy bod ((2s) t.j. % jest soucasné polem funkce (1(s) ktery
rusi ten nulovy bod ((2s) a pak tam neni (%) = 0. Kdyby toto bylo splnéno pro vsechna 3
pak ((s) by vibec neméla Zddny nulovy bod v pasu § < Re(s) < 3 a tedy také Zddng v pdsu
% < Re(s) < %. Je-li splnéna Rieman. doménka pak nastdva prdvé tento pripad.

U¢inim-li vedle predpokladu (I) (%e (1(s) nemd v pdsu § < Re(s) < 1 Zddny nulovy bod)
jesté dalsi predpoklad (Ia), Ze tam také nemd Zddny pol pak zrejmé vechna %5, % jsou %
nulovgmi body ((s) v tom pdsu a jiné nulové body tam ((s) nemize miti. Pak jest viak také

Sk

(=5 =¢1-3)=0

a pritom 3 < Re (1 — 3£) < 3 a jiné nulové body ((s) v tomto pdsu neexistuji.

Za predpokladi (I) a (Ia) lze dokdzati, Ze Rieman. dom. jest splnéna (viz str. 54). Dikaz
prozatim vypustim protoZe jsem dostal jiny ndpad.

9.VI.1952 Sestrojim totiZ funkcnd rovnici pro (i (s). Jest

C(s) =Cls)-¢(25) ()
a tedy
((I=s)=G(1—s)-C(2-2s).
UZigu funkéni rov. (Landau: Primzahlen I. 285.)

™8

cos —-I'(s)-C(s)  (7)

2

Tedy
(1 —s)=F(s)-¢(s).

F(s) jest meromorfni funkce s poly s =0, =2, —4, —6, ... a nemd Zddné komplexni nulové
body ani poly. Jest tedy

F(s)-C(s) =C(1=s)C(2=25)  (B)
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Podle (a) jest tedy
F(s) - Ci(s) - €(28) = Q11 — 8)¢(2 — 25)

Zavedu novou promennou S = HT‘T

F(lga)'ﬁ(l;(j) -<(1+a)=<1(1;")<<1—o)

Kladu-li misto o opét s dostanu

<<1—s)<1(1;3) =F(1;S) -@(1‘;5)-<<1+s>

¢(1 — s) nahradim vyrazem ()

o (%) = w06 ()

F(s)/F(X2) nemd #ddné komplez. nulové body ani poly. Také 1/((1 + s) nemd Zddnyj nulovy
bod ani pol pokud Re(s) > 0. Tedy funkce meromorfni

F(s)

R S R

nemd v pulroviné Re(s) > 0 Zddné komplexni nulové body ani poly.

a(50)-ewa(F) o

Tato vlastnost funkce G(s) plati, tedy zejména v pdsu kritickém 0 < Re(s) < 1. Jest tedy
v tomto pdsu 3 < Re (12) < 1.
Symetricky tvar (§) jest

F(l;s).ﬁ(lgs»«pﬂ)F(s)g(s)§1<125> (7)

Je-li s1 nulovy kompl. bod ((s1) =0 0 < Re(s1) < 1 musi bud’ (1(152) = oo a rusiti
1—s51 1453

nulovy bod ((s1) = 0 nebo je-li 1(=5) # oo musi (1(=52) = 0 protoZe

1+81

F(2

) C(1+s1)#0
a tedy i C(HT“) =0 (v Re(s) > 5 maji (1(s) a ((s) spolecné nul. body!)

18.VL Pozbyvam nadéje, Ze bych tak mohl néco nového dokdzat! Budu asi nucen
celou véec nechat ,ulezet“ a vrdtit se k ni pozdéji.
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Poznamendm si zde vsak jesté jednu tvahu, abych na ni nezapomél.
Jest znamo, Ze ((s) nemd nul. body v jistém prostoru p poblize primky Re(s) = 1 ktery

se ,nahoru® a doli zuZuje. (Viz obrazec)

T——

|
|
|
|
/
|
/
f
|
i
|
/
!
/

/ /

o3
NI
N3

1
2

Obr. -ii-

Jest ((s) = (1(s)((2s). Sestrojim prostory (uzaviené)

PLE atd
218

ProtoZe v p jest ((2s) # 0, oo musi ((s) a (1(s) miti v § a na pravo tytéz nulové body stejné
multiplicity a (1(s) tam nemd pol protoze ((2s) jest tam # 0, co. (Uvazuju jen komplexni

sl Zejména md (1(s) na krit. primce s = % + it tytéZ nulové body jako ((s). Dale jest
C(s) = Cu(s) - C1(2s) - ((4s)
Je-li (s1) posloupnost nulovyjch bodi ((s) a tedy (1(s) v (§) md (1(2s) v (§) posl. nulovych

bodi (%) a Zadné jiné.

((4s) #0, 00 v (§)
Mimo to (1(2s) nemd v (§) pol (protoZe (1(s) nemd v (§) poly). Jestlize tedy (1(s) md v (%)
pol musi to byti soucasné nulovy bod (1(2s), ktery ten pol zrusi. Vsechny nulové body (1(2s)
%), Tedy Ci(s) maize miati v (§) pouze poly vyskytugici se

v (§) jsou ddny posloupnosti (3

v posloupnosti (3-).
Nyni jsou dvé moznosti. Bud'ty poly (1(s) v (§) jsou vsechny body posloupnosti (

soucin (1(s) - (1(2s) jest bud’ konecng nebo nula. Nebo poly (1(s) v (§) vycerpaji pouze cdst
) musi tvoriti nulové body funkce

3 ) apak

S1

2

posloupzosti (%

¢(s) v (§).

) @ pak zbjuajici posloupnost (%) C (
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Totéz oviem nastane jestlize sice celd posl. (%) tvori poly (1(s) v (§) avsak aspori néktere
z téch (%) magi vlastnost C1(%-) - C1(s1) = 0. Jsou-li vechna (1(%) - Ci(s1) # 0 pak ((s)
nemd zddny nulovy bod v (). Jestlize viak existuje posl. (%) C (%
C(s) md nulové body (%) v (§) a Zidné jiné. Pak vsak plati (%) =
v (5).

21.VL Slunovrat.
Z rovnice ((s) = (1(s) - ((2s) se mi nepodatilo dokdzati nic jiného nezli toto. (1(s) md pro
Re(s) > % tytéz nulové body jako ((s) a to stejné multiplicity. Mimo to v této pilroviné nemd
C1(8) Zddny komplexni pol, protoZe ((2s) # 0, oo a rovnéz ((s) # 0, oo (pol (1) = oo nebefu
v dvahu protoze uwvazuji pouze komplexni s. Musi oviem (1(3) = 0 protoZe ((2-3) = o0 a dd
to (1(1) = oo protoze (1) = 00.)
Zejména md (1(s) s ((s) vSechny nulové body tvaru s = % + it spole¢né co do hodnoty
i multiplicity. Domnivam se vsak Ze z funkcéni rovnice (7y), je-li ovsem spravné odvozena,
plynou dalsi poznatky o nulovgch bodech funkce (1(s) a také o jejich pFipadngch polech.
Jeste dalsi dusledek plyne z rovnice

¢(s)
¢(2s)
Protoze pro redlnd s nabyvd (1(s) redlngch hodnot, tedy podle principu zrcadleni pro kom-

plexni s1 nabyvd jisté hodnoty a pro komplezné sdruZené 51 nabyvd hodnoty komplexné
sdruzené t.j.

Gi(s) =

41(51) = 61(81) .

Z toho plyne zejména: Je-li v s1 komplexnim nul. bod nebo pol funkce (i(s) md také v bodé
s = 51 nulovy bod nebo pol stejné multipl. jako v bodé s = s1.

Funként rovnice () md tvar (str. 47)

F(A2) cae e a (M) < rexea (152) @

Budu nyni predpoklddati, Ze

1>Re(s) >0
a Ze s jest komplexni (nikoliv redin€). Potom 1 > Re (15%) > 0.
Funkce (1(s) miiZe miti v levé poloroviné kritického pdsu (tj. pro 0 < Re(s) < & ) nulové
body a také poly. Dejme tomu, Ze cislo 1‘% jest nulovym bodem t.j. C1(1_T91) = 0. Potom
se anuluje pravd str. rovnice () (protoZe ani ((s) ani F(s) nemaji pol) a tedy se anuluje

1 levd strana. To vsak musi
1+ s
G1 ( 5 1) =0

protoZe F(lgsl) a ((1+ s1) jsou koneénd a od nuly riznd ¢isla. Nulové body (1(s) t.j. ¢isla
17% a 1251 jsou tedy téZe multiplicity pokud meni soucasné ((s1) = 0. Nastane-li tento
1+4s1 1—s1

pripad pak nulovy bod s = =5 jest multiplicity vyssi neZ bod s =
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Soucasné jest ovsem vidy (1(*522) =0, G(AEEL) =0, ((HEE) = 0 a tedy i
1 +51
2

1781
2

¢(1- ) =<( )=0.

1—s
2

Nulové body Cl(lgs) mohou tedy leZeti pouze tam, kde lezi nulové body ((

ostatné i z rovnice

). (To plyne

¢(s)
Gis) = )
¢(2s)
24. VI Nemohu nalézti nic podstatného. Necham zatim té véci.
5. VIIL. Nékteré dusledky prece jest mozno odvoditi.

((s) = Gi(s) - €(29)

V pdsu % < Re(s) < 1 maji ((s) a (1(s) tytéZ nulové body co do hodnoty i multiplicity.
Ucinime o (1(s) predpoklad, Ze v pdsu i < Re(s) < % nemd poly a md tam vsSechny nulove,

i co do multipl., body spolecné s ((s). Potom ((2s) v tom pdsu nesmi miti Zddny nul. bod.

Je-li (s1) posloupnost nulovych bodii ((s) v pdsu 35 < Re(s) < 1 md ((2s) posloup. nul.
bodu (%1) v pdsu % < Re(s) < % To vsak jest mozné za predpokladu horejsiho jen kdyZ
posl. (s1) jest prazdnd a tedy pak ((s) nemd v pdsu 0 < Re(s) < 1 Zddné nulové body mimo
body na kritické primce s = % +it. Jest tedy spinéna R.D. Plati ovsem také opacné tvrzend.

(Samoziejmé).

(Nyni musim udélati pokus o vysetiend predpokladu: (1 (s) nemd poly v pdsu 2 < Re(s) <
%. Pri tom o nulovgch bodech (1(s) v tom pdsu nic nepiedpokldddm. Potom ((s) v tom pdsu
mauze byti rovno nule jen kdyzZ soucasné jest bud’ (1(s) = 0 nebo ((2s) nebo konecné oboji

Gi(s) = ¢(25) = 0.)

6.VIL Sepisu si vSe co mohu bezpecné dokdzati o (1(s).

1. Md v pdsu % < Re(s) < 1 spolecné vsechny nulové body s ((s) (co do hodnoty i
multiplicity). Dokonce to plati v ponékud $irsi oblasti. (V té kde nemd {(2s) nulové
body.)

2. V této oblasti nemize miti poly.

3. Mdize miti poly jen na levo od této oblasti a to pouze tam kde ((2s) md nulové body.
Tyto poly nemohou byti vyssiho Tddu nezli jest multiplicita prislus. nulového bodu

((2s).

4. Jestlize ((s) a ((2s) nemaji Zddny spolecny nulovy bod s1, pak (i(s) md vsude tam
pol, kde ((2s) md nulovy bod a to tak Ze soucin (1(s)((2s) jest tam # 0, co.

Udéldm nyni predpoklad (str. 45) Ze (1(s) v pdsu i < Re(s) < % nemd ani poly ani nulové
body. Je-li (s1) posloup. nulovych bodi ((s) v pdsu 3 < Re(s) < 1 musi ((2s) miti nulové
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S1

body (7) v pdsu i < Re(s) < % a jen ty nulové body. Vzhledem k predpokladu o (1(s) musi

tedy take
(%) =G(3) - ds0),
Gi(%) #0,00

0 C(%) = 0. Ndsledkem toho jest take C(l - %) =0 a pri tom
) <

a tedy C(%)
%<Re (1— 5

=)

N
o

Nyni postupugi takto:
Zvolim v pdsu 3 < Re(s) < 1 obdélnik omezeny redlnou osou a piimkou Im(s) < T kdez

T > 0 jinak libovolné (Viz obrazec.)

Sk
T
T Sk E Sk E
2 =1 —
2 = 2 =
T
1 1 3
- - - 1
0 4 2 4
Obr. -iii-
Je-li s, nulovy bod ((si) =0, bude také
Sk) Sk
—]=Cl1—-=])=0
((3)=c(-3)
a pri tom ( — %) lezi ve vycdarkovaném obdélniku o vysce %.Pocvet téchto bodu (1 — %)

bude tedy roven poctu vsech nulovjch bodii ((s) v obdélniku < Re(s) <1 0 <Im(s) <T.
Nasledkem toho v nevyddrkované ¢dsti nemize leZeti Zadny nulovy bod ((s). Zejména nemiize
tedy lezeti Zadnyg nulovy bod ((s) v pdsu 1 > Re(s) > % protoZe tvaha plati pro kaZdé T.
Podle vysetreni R. J. Baclunda nemd ((s) Zddné nulové body pro T = 100 (mimo s = 3+it).

Volim-li nyni T = 200 bude vycdrkovany obdélnik miti vysku % = 100 a tedy tam nejsou
nulové body % < Re(s) < 2 a tedy podle dokdzané véty také #ddné nul. body ((s) v pdsu
1 < Re(s) < 1 Im(s) < 200. Volim ddle T = 400, a dokdZu tak postupné Ze pro
T = 100, 200, 400, 800, 1600, a t. dale nemd ((s) v pdsu % < Re(s) < 1 nulovjch bodi.
Tedy jest splnéna Riem. doménka pro predpoklad ucinény o (1(s) na predeslé strané.
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Novy napad.

Bude asi téelné uZiti pro ((s) pFfimo Weierstrass. soucinu podle nulovjch bodu. Podobné
pro ((2s) a uvaZovati o podilu

=F(s)-Ci(s)-

Pak lze lehko dokdzati, Ze (1(s) musi miti v pdsu 5 < Re(s) < 1 poly, jestlize neni splnéna
Riem. Dom.

Hadamard dokdzal (1893) Ze

(s — 1)C(s) = kr(llH Il (1 - Q) .

kdeZ o jsou vsechny nulove komplexni body ((s) v pdsu 0 < Re(s) < 1. Jest ddle zndmo, Ze
vedle nulového bodu g1 md ((s) také nulovy bod o1 a dalsi dva (1 —01) a (1 —"21). To plyne
z funkénd rov. pro ((s). Jest

(25 — 1)¢(25) = ae%sﬁ 1;[ (1 - ‘g) ¥

Z toho plyne

F(s).

Py tom F(s) nemd Zddné komplexni nulové body ani poly. Je-li tedy o1 nulovy bod ((s)
v pasu % < Re(s) < 1, ktery md nejmensi positivni imagindrnou cdst, bude 4 miti polovicni

imag. ¢dst a nemuze tedy faktor (1 — 913:2) v jmenovateli bijti vykracen nékterym z faktoru

(1 — %) v Citateli! Tedy jest Qf:Q pol funkce (1(s) v pdsu % < Re(s) < %

10.VII. Jsou velkd horka a dari se mi Spatné. Jsem témeér neschopen souvislého
usuzovani. Poznamendm zde pouze jisté zobecnéni funkce

Oznacim obecnéji

coZ plyne ze vztahu



Jest tedy
C(s) = Cr(s) - C(ks).

Protoze ((ks) # 0, oo pro Re(s) > ¢ musi viechny nulové body funkce ((s) a (i(s) v pdsu
tom spoli souhlasiti so do polohy i do multiplicity. Mimo to tam (i(s) nemd Zddny pol a
jest Ck(%) =0 protoze ((k - %) =00, a C(%) %+ 00, 0.

Dirichletovu Fadu pro (i (s) dostanu z Fady

1
C(s) = s
n=1
tim, Ze z ni vypustim vSechny scitance ni kde celé cislo n obsahuje alespor jednoho délitele,
ktery jest dplnou k-tou mocninou vétsi nez jedna. Stejné jako na str. 56. se dokaZe, Ze (i(s)
musi miti v pdsu Re(s) < % poly jestlize nent splnéna R. D. Je-li splnéna R. D. md ((s)

nulové body shodné s ((s) na primce s = % + it a poly na primce s = ﬁ + 1t.

12.VIL O funkcich (i (s) plati funkéni rovnice

Chrka (8) = Ciy (8) + Gy (F18) = ey (8) * Gy (28) -

Jest totiz .
1- ks
DI
T k) T TIO- )
P
a tedy je-li k = k1ko pak
1 1 1 1 1
L= o = 0 o)+ s+ s 0+ mmoms)
a tedy
k
Chs = 4(822:(5)18) = Ckz(kls)éflifl) = (o (k15) - Gy (5)

s.e.d. Tak napr.
G2 () = Ci(s) - Cu(ks).

Dale plati tato véta:

C(s) a funkce ((s)—Ci(s) magi pro Re(s) > + vsechny nulové body spolecné a oviem nemaji
tam pol.

To jest dusledkem toho, Ze (i(s) md v této oblasti spolecné nul. body s funkci ((s). Totéz
plati o jakékoliv linedrni kombinaci

al(s) + blk(s) .
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S odvoldnim na skutecnost, Ze ruzné dusledky vyse uvedenych vét nedokaze odvodit a je
yheobvykle tupy*, obratil se Kossler na str. 59 k problemu Cauchyova integralu. Na str. 62
se do¢teme jesté jednu pozndmku k funkei (i (s) (z pfedchozich tivah):

18. VIL Vydelim-li obé strany definicni rovnice
1 1 1
P
konecnym poctem faktoru pro p = p1, D2, ..., pn obdriim
1 1 1 1
pnn=12,..,n " Pn PFED1,D2,--Pn

Soucin v jmenovateli na levé str. rovnice md nulové body pouze na Re(s) = 0a nemd poly
nikde v roviné s. Ergo soucin

11 (1+ e )
ps Top2s T (k—1)s
PFP1,P25--,Pn p p p

musi miti pro 1 > Re(s) > 1 tytéZ nulové body jako (i(s) a tedy i jako ((s).

V zéapise z 20. cervence 1952 se objevuje zminka o tom, ze Kossler v té dobé sepisoval
¢lanek o realnych charakteristikidch, o nichz se proto v dalsim textu znovu pojednévalo —
z¥ejmé se jednalo o praci [K31], kterd vysla tiskem v roce 1954.

Na str. 82 se Kossler zminil o faktu, ze se kdysi zabyval problémem c¢tyt barev. Pokus
sepsat si vzajemné vztahy mezi zemémi mapy topologického razu vsak rychle vzdal a po-
znamenal si:

18.8.1952, str. 84

Zjistil jsem ve svych zdznamech z . 1940 (Problém 4 barev), Ze témito vécmi jsem se uZ
zabyval témer cely rok a nedosel jsem k vysledku. Proto toho nechdm. Pri té prileZitosti jsem
prohlizel dennik ¢. I z roku 1942. Jest tam tolik véci, Ze to presahuje mozZnosti jednotlivce.
Nemdm Zdky a nevim, co se stane s mymi denniky. UtéSuji se tim, Ze myslenky nejsou
vytvorem jednotlivce. Jest to vyjtvor Nadjd a nemuze tedy zaniknouti.

Na tomto misté se slusi pfipomenout, ze problém ¢tyf barev byl vyfeSen az 15 let po
Kosslerove smrti, v roce 1976. Od tohoto obtizného a vycerpavajiciho problemu se tak znovu
vratil na str. 84 k prostym funkcim. V zapise ze dne 31. srpna 1952 se doc¢teme:

Délati rizné domnénky muze byti pro dalsi vjzkum uzitecné (Fermat, Dirichlet, Riemann,
Goldbach a.t.d.) Nasledugjici fakt mne vede k doménce o prostych Faddch.

Necht f(z) = z+ Y 5 anz™ jest prostd v |z| < 1. Dosadim-li misto z ¢&islo rz, kdez
0 <r <1 bude zrejme

fl(z) _ f(T'Z) =24 Zanrnflzn
2

r

také prostd v |z| < 1.
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Ddle jest zndma tato véta: Je-li f(z) prostd hvézda, potom

Jiop

(tg. f(z) = fi(2) - 2)

jest prostd konvexni funkce
Tak n.pr. f(z) = =)z Jest hvézda a fi (2) = [y 1) g, = = jest konveksni.

Moje domnénka zni takto: Je-li f(z) prosta fada v [z < 1 pak

Z):/Z@ _;'_% 24'_@23_1'_...4_@7"2"4_...
0o 2 2 3 n

jest také prosta fada a to geometricky ,,jednodussiho® typu nezli f(z).

Nasledujici Kosslerovy pokusy dokazat tuto domnénku v obecné podobé selhaly, s vy-
jimkou dukazu, Ze domnénku nelze obratit. O ni a podobnych hypotézach Késsler referoval
o tii roky pozdé&ji na 4. sjezdu ¢eskoslovenskych matematiki v Praze v zafi 1955.

Od str. 109 opét hraji hlavni roli prvociselné problémy, souvisejici s Polignacovou pfedpo-

védi a dvojcaty. Pro zajimavost uvadime podobu téchto poznamek v rdmci obrazové prilohy,
obr. 21a—d.

16. XI. Z tvaru vzorce (I) vyplyvd, Ze kosinovy polynom na pravé strané nemuze
nikdy nabyvati hodnoty zaporné. Jest to tedy positivni polynom. Bude asi mozno odvoditi
z toho aspori nékteré podminky pro jeho koeficienty to jest pro funkce ok (N).

Dalsi nameét k vysetrovdnd jest ndasledujici. Z vzorce (I) plyne po vydéleni ¢islem T12(N),
Ze polynom algebraicky

1 2
TE) H(N)+2};H2k~zk =P(z)

md v kruhu |z| < 1 mazimum redlné cdsti positivni (nebo nulu) a vidy mensi nezli jedna!
Dokonce jest i [P(z)| <1 pokud |z| < 1.

21. XI. Jestlize pri polynomu w = Py (z) = 112 (N)P(z) sledujeme kfivku w = Py (z)
pro z = e (0 < ¢ < 27), sezndme Ze redlnd c¢ast Re(P1(e'?)) jest prave polynom trigon.
(I) kdyZ v ném misto ¢ kladu %. Z toho plyne, Ze kiivka w = Py (e ) probihd zcela v pravé
pulroviné roviny w. Podle mé vety 0 zdsobé funkcnich hodnot jest dusledkem tohoto faktu,
Ze polynom

w="Pi(z) =I(N) +2 22: 5 (N)

ma pro |z| < 1 redlnou édst nikoliv negativni. Pro |z| < 1 dokonce redlnou édst positivnd
a nemd tedy nulovy bod v kruhu |z| < 1.

Timto postfehem zapisy tohoto deniku kondi.
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Denik ¢. XIX

V {vodni ¢asti navazuje tento sesit na tvahy z deniku pfedchéazejicitho. Na str. 1-7 je pojed-
nano o ekvidistantnich prvocislech:

28. listop. 1952 Fkvidistantni prvocisla.

Ke konci predeslého denniku pocal jsem se zabyvati ekvidistantnimi prvocisly lichymi.
Vysel jsem od vytvorujici funkce _ _ . . .
Flp) = (e3l<P 4+ &5l 1L ePr-1ie epnw) (e—3w +e Sl 1 e—PnNP)

=II(N) + 2II5(N) cos 2¢ + 2I14(N) cosdp + - - - + (1)
+ 2IIox (N) cos 2k + - - - 4 2Ty _3) (N ) cos (N — 3)¢
Zde znaci o, (N) pocet téch prvociselnyjch dvojic pm, > Dm, jichZ distance (rozdil) jest

Pmy — Pmgy = 2k a p?‘ztom Py < N =Dy .

Jest tedy 2T12(N) podet dvojéat < p, a t.d. ITI(N) jest pocet lichych prvocisel < N a tedy
II(N) =n.

Vyslowil jsem ovSem nedokdzanou hypothezu, Ze ok (N) — oo kdyZ N — oo. Hypotheza
ta neni dokdzdna ani pro k =1 to jest pro pocet dvojcat.

Pro vhodné volend ¢ plynou z (I) rizné véty a zdd se mi, Ze vhodnou volbou takové
posloupnosti o1 = 0, @ < 3 < @4 < --- a t.d. dostanu linedrni rovnice pro I, (N),
z nichZ bude mozno délati rizné dsudky. Tak n.pr. pro ¢ = 7 (nebo ¢ = 0) dostanu

F(0) =TI*(N) = II(N) + 2 22: Hor(N).  (I1)

v sy

Bude nyni jisté icelné kldsti za ¢ postupné cisla

77777777 ;—;a t.d.
2 3 3’ 4 4’ 5 5 55
tedy obecné LT Tm2 moms o TTetn kder 1, ma, mg, ..., Mpm) jsou celd Cisla < m
nesoudélnd s m t.j. (m,my) = 1.
Pocet téch zlomki jest o(m) (Eulerova funkce). Zre]mé k jsou Farey-ovy zlomky s jme-
novatelem m. ProtoZe vsak soucasné s 7% jest také 1 — = "k Far. zlomek a tedy

cos 2km - T — cos 2km(1 — %)
m m

stact voliti mezi my, jen ta kterd < % v poctu ‘P(;")

Systematickd cesta k viypoctu Mo (N) tedy by spocivala v konstrukei relaci typu (II) pro
m=1, 2,3, ...tak dlouho aZ poprvé

(1) +¢(2) + 5 [©(3) + (4) + - - - + p(m)] > 2

V denniku XVIII. str. 112. jsem uZ spocetl
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F(3) = IM(N) - H<3>(N))2 =TI(N) + 2 {II4(N) + Hg(N)+
Hi2(N) + -+ }=2{TI2(N) + g (N) + io(N) + -+ } (I11)

kdez IV (N) jest pocet lichyich prvocisel < N shodngjch s 1 (mod 4) a TI®)(N) pocet prvoc.
shodngch s 3 (mod 4) (nebo shodnijch s —1 (mod 4)).

29. XI. Vypoctu jesté pripad p = 5 a p = 7.
V pripadé ¢ = 5 bude
PRiT mi(6ky+1)
e 3 =—=e¢ 3

podle toho je-li p, = 6k1 + 1 nebo pr = 6k; — 1. Tedy

e 3 =e 3 =e 3

PEIT ok ik Tt +3 1 4+ V3
=3 2

Horni znameni + plati pokud p =1 (mod 3) a dolni je-li pr, = —1 (mod 3). Pro pi, = 3
viak €3 = —1.

Oznacim TIHD3(N) pocet prvoc. < N shodngch s +1 (mod 3) a podobné TI(-D3(N).
Pak bude

)= (PG I (G AEIC (14 (3 = AEICD (54 AT )
2 2

- (_1 + e 4 H<—1>3)) +3 (H<+1>3 _ H(_l)a)

F(

wly

Jest IHYs 4 TI(-13 = TI(N) — 1 (nend mezi nimi 3)

2 2
F(T) = (H(2N) _ %) +2 (H(+1>3 _ H(—l)s)

Podle vzorce (I) jest to rovno

N-3
3
2km
N)+2 Z: H%(N)cos?
cos%”:%l, cos‘l,—”: 71, COST—l 008837r :_71, coleTTr = _71, a t.d. Tedy celkem
( g) 3 (I(+Ds — (D)% =
N) + 2{Is(N) + Iy2(N) + Mg (N) + - } + (V)
—{HQ( )+ M4 (N) + Hg(N) + yo(N) -+ }
30. XI. Podobné pro ¢ = 7. Prvocisla maji tvar pp = 8k1 + z kdeZ z = +1,

—1, 43, =3 t.5. prvocisla se rozpadnou na tvary pr = 8k1+1, 8ky — 1, 8k1 + 3, 8k1 — 3. Tedy

PrIT e e 3mi 3mi
e 4

1
‘ 1)
—
5 |
—_—
= o
+
-~
SN—
S
[ V]
—
iy

|
=
\_/
S
—
—_

|
<.
\_/

=51 +1)



Dostanu tedy %(1 +1) tolikrdt kolik jest prvocisel shodngjch s 1 (mod 8) t.j. TV (N), %( -

1
i) kolik jest prvoc. sh. s —1 (mod 8) TI(-Y(N), —2(1 — 1) tolikrdt kolik jest II+3)(N) a

V2
— 5 (1 +1) tolikrdt kolik jest =3 (N). Celkem
. 2
F(§) = (%(H(l) Wy (GO (C) H(—3)) + ﬁ(n(l) B ) (G § (C) H(_?’)))
2 2
= % {(1‘[(1) — 13 + (m=h — H(3))} + % {(H(l) — T3y — (=D — H(?’))}
= @MW) -OCH(N))? + MO (WV) —nEV(N)?? = (V)
= II(IV) — 2I14(NN) + 20Is(N) — 2I112(N) + 2IL16(N) — - -
Pro ¢ = %’r dostanu tyz vysledek. NeZli vypoctu dalsi formule pripomenu, Ze jiz z formule
(II) plyne dosti zajimavy dusledek.
N-3

2
Jest 2 Y Tlo(N) = II?(N) — II(N). Protoze ¢isla Ta,(N) jsou positivni nebo nula
1

N-3

pro kazdé N a protoZe levd strana md s¢itancy, bude stredni hodnota 2Ila,(N) rovna

2
w. Pomoci asymptot. formule pro

T T
N(z) = —— +0
@) = s (logz w)

mohu provésti odhad té stredni hodnoty. Vyjde, Ze stred. hodn.

x x
2o (z) =2—— 4+ O | ——
2(2) log” x (log?’x)

Jest tedy nejuétsi z 21o (x) pro ruznd k

x x
> — +O< 3 )
log” z log” x

Nevim vsak pro které k to nastane. Ono k miZe bijti zdvislé na z.

4. XII Dalsi napad jest nasledugici. Mohu vziti ve vytvorugict funkci F (o)
v dvahu pouze prvocisla urcité tridy. N.pr. vSechna shodnd s 1 (mod 4) nebo vsechna shodnd
s =1 (mod 4). Dostanu zrejmé obdobné formule. Tak n.pt.

Faa(p) (€90 4 I3iP ... 4 ePri?) (e7P10 4 1310 .. eTPRiP) =

= II(N) + 208" (V) cos dip + 211V (N) cos 8ip + -+~ (V)

Pri tom jest 111 (IN) pocet téch prvocisel a Hgg (N) pocet téch dvogic mezi nimi které magi
distanci 4k.
Podobné pro prvocisla tvaru 4k — 1
]-'4’71(90) — (e3i$0 el pelliv 4 .. 4 epniw) (673“" et e*pnw) —
— Ty (N)+2%,_, 0V (N)cosdke  (VII)
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s obdobngm vgznamem M_1(N) a Hi;l)(N). Pro ¢ =0 (nebo 7) dostanu tak

M3(N) = IL(N)+2 00 (N)  (VIID)
M2,(N) = T (N)+23 1 (V)

Sectenim
IF(N) + 112 (N) = TI(N) + 2 ) Tyw(N)  (IX)

protoze Il 1 (N)+II_1(N) =TI(N) a Hi‘,gl)(N)—FHi;l)(N) = Iy (N). JestliZe totiz distance
dvou prvocisel jest 4k tedy obé patii bud’k tFidé shodngch s +1 (mod 4) nebo k tride shodngch
s (—1) (mod 4). Vzddlenost dvou prvocisel z tridy proni a druh€ jest totiz vidy (4ky + 1) —
(dkg — 1) = 4ks + 2 # 4ky ((IX) mohu kombinovati s (111)).

Sectenim (VI) a (VII) dostanu obecnéji

Faa(p) + Fa,—1(p) =II(N) +22H4k(N) cos 4k (X)
k=1

A to lze kombinovati s (I).
5. XII Dostanu tak

Fp) = (Faalp) + Fa1(p) =2 Z Ma(2rt1)(N) cos2(2k + 1) (XT)
k=0

Tak n.pr. pro ¢ =0 nebo w

(41 (N) + T4 (N))? — 1%, (N) =12, (N) = 2372 T apq1) (V)
2l (N) - Ty (V) = 2370 o) (V)
I3 (N) + 112 (N) = II(N) + 235, e (N) - (XTT)

(Z toho uZ mozno pocitati stredni hodnotu jako na str. 5.) Z toho lze ¢initi ruzné dalsi
usudky. Tak n.pr. délenim rovnic X11I.

1 <H+1(N) N H—l(N)) _ TI(N) . 2 Tak(N)
2 \II_(N) I (N) 20041 (N)IT_1(N) Z My(2k+1) (V)
k=0

Protoze 111 (N) ~II_1(N) a % — 0 jest asymptoticky

ZH41<:(N) =~ ZH2(2k+1)(N) (XTII)

23. 12. 1952 se Kossler ve svych poznamkach znovu vratil k problematice prostych poly-
nomil, konkrétné se pokusil sestrojit associovanou resultantu zpusobem jinym, nez pouzil ve
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své praci Simple polynomials. Na str. 818 se tedy objevuji myslenky o této alternativni moz-
nosti psané pro jednodussi piipad n = 3, tj. specielné pro polynom P(z) = z + az2? + az2>.
7 textu je opét patrnd tnava pisatele a znadmky Spatného zdravotniho stavu, jez branily
v dlouhodobéjsim studiu jediného problému, a tak na str. 18 se opét méni téma a prechéazi
do oblasti teorie ¢isel:

9. II. Z elementdrnich identit (viz Einige Sdtze aus der elem. Zahlentheorie
1942) plynou rizné a éasto kuriosni vysledky pro teorii prvocisel. Identita ((3.2)l.c.)

N N
Soaf | | = F060) + 30 () - k- 1) |
1 k=2

g(k) a f(k) jsou libovolné celociselné funkce. Pii tom g(k) mohou hrdti roli ,vgbérovych
faktoru®. Prikladem jsou identity (3.5) a (3.6). Hrdl jsem si s tim minuly tyden. Sepisu
nékteré vysledky.

Oznacim p1 prvocisla tvarup; =1 (mod 4). Pri tom 1 poklddam také za prvocislo. Volim
g(k) =1 nebo 0 podle toho je-li k = p1 nebo neni-li tvaru p;. Pak jest

G(r)=9(1) +9(2) + -+ g(r) =m(r),

kdez 71 (r) jest pocet téch p1 <r.
Ddle oznacim 13 (k) pocet prvoé. tvaru p3 = 3 (mod 4) mensich nebo rovngch k a volim

f(k) =T1I3(k). Pak jest f(k) — f(k—1) =1 je-lik =ps , f(k)— f(k—1) =0 neni-li k = p3.

Podle zdkl. identity jest tedy
N N
() -2 G)
1

p1<N p3<N ps3

To jest jisté prekvapugici fakt. Ddle jest tedy

() )= s () (y)

Priklad 2. Volim g(k) =1 je-li k = p*, g(k) = 0 je-li k # p*. Tedy
G(r)=g(1) +9@2) +-- +9(r) =Ia(r),

kdez Ta(r) jest pocet ctvercii prvocisel p* < r. Jest tedy la(r) = G(r) = I1(\/7). Ddle volim
f(k) =TI(k) = pocet prvoé. < k. Jest tedy f(k)— f(k—1)=1je-lik =p, f(k)—f(k—1)=0

je-li k # p.
oo (;\;) =TI(D)I(N) + > 1o (‘7;[)

1<p2<N 2<p<N
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Jinak psdno
N N
3 n() IV + Y n( )
1<p?<N p
Pisu-li misto N ...N?
N? N
> H():H(N)+ > H(>
2
1§p2SN2 p \/23

Zkouska pro N =5 ddvd

(25) + T1(6) + T1(2) + T1(1) = 11(5) + 11 (55 ) + 11 () + 11 (55) +
() + 1 () + 10 () + () + 1 () + 1 ()
Jest T(25) = 10, [1(6) = 4, [1(2) = 2, II(1) = 1, II(5) = 4, II (%) =3, 11 (%) -2,
IT (\})g) =2, 1I (\%) = 1 protozZe \% < 2 (25 < 28) a viechna dalsi 1T (\/55) 7T<p<23

jsou = 1. Tedy pravd strana ddvd soucet
44+34+24+2+6=17.

Levd strana
10+4+2+1=17.

Z identity jest patrno, Ze zndm-li vSechna prvocisla mensi nebo rovnd N dovedu vypocisti
N? N? N? N?

S O — ) =N+ — |+ — |+ { o= )+
p? 4 9 25

1<p?<N

To ukazuje na souvislost s Eratosthen. sitem.
Podobnjg vzorec dostanu volim-li obecnéji viybérovy faktor

glk) = 1 jelik=p"(v celé >1)
gk) = 0 jelik#p”

Dostanu obecnéji
1
N 1 N\v¥
> n(X) -t s on((5))
1<y NP 2<p<N P

Ziejmé kdyz v — +oo bude na levo TI(N) a vsichni s¢itanci na pravo budou rovny 1.

10. II. Napadlo mi, zda-li se snad Eratosthenovo sito nedd néjak atithmeti-
sovati. Jestlize totiZ zndm vdechna prvocisla p < N a tedy také II(N) mohu uziti Eratosth.
postup pro néjaké vétsi ¢islo N1 > N. Jest zndmo, Ze vSechna ¢isla mezi N a N2, kterd
nejsou délitelna Zddnym prvocislem p < N jsou prdvé viechna prvocisla leZici mezi N? a N.
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Nyni jest zndma tato véta (Landau: Primzahlen I. §14. p. 67):
Jsou-li p1, p2, ..., pn vSechna prvocisla < N a x > N pak pocet cisel nedeélitelnych
Zadnym p < N jest

Blwspyp,oma) = o) = { [ 2] + [ 2]+ + | 2]}
Hlmml+ ml -+ =l -]+

o+ ()" {pmzpa;---an

Polozim-li x = p? uddvd podle Eratosth. postupu B(p?;p1,D2,-..,Pn) Prdvé pocet pr-
vocisel mezi p,, a p> Cili

2
11. 1L Ve vzorci B(p2;p1,p2; - - -, Pn) vypadnou 2vejmé vsechny zdvorky VT“

2
kdet > p2. Zejména tedy vypadnou viechny zdvorky +{ } kde v pronim scitanci {plp?l..ka =
0 to jest pipaps -~ pr > Pp-

2logp, < Y logp ~ pi, + o(pr)
P<pr

Jest p, = k(log k +1loglogk + O(1)). Tedy (k-logk)* > p? ~ (nlogn+nloglogn + O(n))?.
Nebo také jinak
log (n(logn + loglogn)) < py

1. III. FElementarnt vzorec pro {%J

Ve své prici ,Soucet Fady Lambertovy a.t.d.“ v Cas. C.M.F. ro¢. XLV (1916) jsem

odvodil integrdlni vzorec pro BJ .

Lze sestrojiti koneény soucet vyjadrujici tuto Gaussovu funkci, jak se také zminugji ke
konci toho cldnku.

Ztratil jsem prislusné pozndmky a provedu zde to odvozeni znovu. BudiZ p celé cislo
kladné > 1. Koteny binom. rovnice a

P =1 jsou
2kwi
rp,=¢r ,k=0,1,2,3,..., p—1. Oznacim
Sn(p) =zg + 2 + -+ a4

kdez n jest cel€ cislo positivni. Jest zndmo, Ze

Sp(p)=0 pro0<n<p-—1.
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Pro n = p jest Sp(p) = p. Je-li nyni n

>pan=r7 (mod p) bude

p proT=0
Sn(p) = S;

() Q { 0 proT>0.

Nasledkem toho jest funkce
Sn
I(n,p) = () =0 jestlie p nent délitel n
D p
Sn(p)

p

Jest tedy

5

protoze S"T(m =1 je-li n ndsobkem p a

Sn(p) 1
p
a tedy
n " S.(p) n 1{
2 = =+l
HEDY SR

Vypoctu redlnou cdst vyrazu

_ anip
i901 e

=1 jestlize p jest délitel n

n=1 p
S"p(p) = 0 neni-li n nasobkem p. Dile jest

1
St olalba )

n n
1—2f 1— 23

+z + e+ Tpa

1 2
1—.’171 1—.%‘2

el — e(n,+1)iga — 14+ enie

1 —elv

Redlnd cast tohoto cisla jest

1

cos nyp(1

(1 —¢€l?)(1 —eiv)

el — 1
2(1 — cosyp)

e™i?(1 — el?)
2(1 — cos p)

—cosp) isinnp(—isingy)

2 2(1—

2 2

1 1
—= + - cosnp +

2(1 — cos )
sinng - 2sin £ cos £

2-2sin* £

cos )

1 1 1 (2
=——+ -cosny + fcotgasmmp

2 2

nebo také (sloudenim)

1

2

sin (n+ 3)¢
2sin £

2

za predpokl., Ze ¢ # 0
2
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Imagin. cdsti toho vyrazu si nemusim vsimati protoZe pri vypoctu {%J ty imag. cdsti se

must zrusiti. Dosadim tedy za p postupné cisla 2’“7”, k=1,2,3,...,p—1 a sectu
—1 ;. (2n+1)kw
n n 1 —1 asin/——
B=r it
D p D 2 = 2sin®F

Kontrola: a.) Je-li n délitelno cislem p jest sin (%”Imr + %ﬂ) = sin &™ ¢ tedy

P
n n 1 -1 —1
-3t
p] p P 2 2 p
b.) Jestlize 2n + 1 jest délitelno p (p liche€), pak ziejmé n neni délitelno p a musilo by
byti podle predeslého vzorce

1 —1 -1
VJ:"+{_p4n}:"_p
pl p P 2 P 2p
a to jest nebot kdyz 2n+ 1 =2t -p+ p bude

1 _ 1
Tt =t+s3

n o_ p=1 nl _
p =+ 5 a tedy LpJ—t
3. II1. Na str. 24. jest vypocteno Sy (p). Jest mozZno pocet séitanci na pravé

stran€ zmensiti na polovinu. Jest totiz prin=kp+r 0<r<p-—1
T T 2(p—)7nr
Sup) =1+4e T g7 iq i qpe
Imagindrni ¢dsti se na pravo vidy zrusi. Ddle jest pri v < p

2(p—v)mr
P

Qi 2vmri _ 2umr;
=€ P

e = e p v
Nasledkem toho jest vzhledem k vztahu

2 4 2(p—1
Su(p) = 1405 2 1 cos 2 1o 4 eos 2R DT
p p

pri lichém p a jakémkoliv n > p

Sn(p):1+2{COS7TT+COSM_i_..._i'_COS(p)ﬂ.T}
p p P
a tedy 1
"Z ok
Sn(p) =1+2 cos 1 (p liché)
k=1 p




Je-li p sudé bude podobné

2 4 -2
Sn(p):1+2{COSW-I—COSM-i-"'-l-COSW}-i—COS’]TT
p b p

Misto r mohu opét psdti n a tedy

" 4 cosmn (p sudé)

nebot pri sudém p jest cos ™n = COSTT.
Odvozené formule pro [n/p] a 377, [n/p| Kosslerovi pomohly uvést Dirichletiv pro-
blém délitelu do vztahu k Fareovym zlomkum a rovnéz Mobiovym faktorum. Postupnym

dosazovanim p = 1, 2, 3, ...do vySe uvedenych vztahu po jejich seéteni celkem odvodil
formuli
V:L nJ
n 1+1+1+ +1 1/+1 1+1+ +1 n
A e T RO T O Tl b T A
= p 1 2 3 v 2 21 2 v
p=v . (2n+1)ﬂ'k
1 J1 1 1 Sin ~— =
D P R rl D e B
S\ |1 2 {%J i, siniR

kde k£ C p znamend, ze sé¢itdme pouze podle k < p, nesoudé€lnych s p, pricemz do Gvahy
bereme i k = 1 podobné jako u Eulerovy funkce. Problémem vsak zustava v tomto pripadé
transformace souctu

sin (2n+1)7k

D o
Tk
kCp S D

Jarni deprese zminéna v zapisu ze dne 3. dubna 1953 byla divodem, pro¢ se na str. 29
opé€t zmeénilo téma poznamek. Kossler si na tomto misté zaznamenal kratky postieh tykajici
se diferen¢niho kvocientu

As, 29) = fz1) = f(z2)
21— 22
Uvédomil si, Ze zatimco svou teorii prostych polynomu do zna¢né miry zalozil na préaci
s timto kvocientem, v teorii funkci komplexni proménné kvocientu A(z1, z2) téméf nikde
nevyuzival.

Na str. 35 pokracoval uvahou tykajici se hradebniho kruhu a prumeéru uzaviené kiivky
uréené rovnici u = u(p), v = v(p), za predpokladu existence spojitych 1. a 2. derivaci u
i v v intervalu (0, 27), 2r—periodi¢nosti funkei w, v a splnéni podminky, Ze ki¥ivka mé ve
vSech bodech teénu. Hradebnim okruhem byl minén nejmensi kruh, v némz je cela kiivka
uzaviena. Kossler poznamenal, Ze problém hradebniho okruhu nebyl dosud obecné fesen.
V nékterych pripadech je ptfitom tento kruh identicky s kruhem, jehoz stied lezi ve stfedu
pruméru kiivky. V tomto pripadé je pak prumér kifivky absolutnim maximem vzdélenosti
dvou bodu na kfivce, jako ptiklad lze uvést tupouhly a pravouhly trojuhelnik.
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Na str. 40 se pak objevila pozndmka k prostym fadédm, kterd byla na str. 51 ukoncena
oznamenim ménové reformy. Na téze strané vyvstal novy problém:

13. VL Pocet rozkladii celého ¢isla v soucet dvou ctverci k = n? + n3

Jestlize pokldddm rozklad n? + n3 za rizny od n3 +n? pokud ny # no a pripustim-li pro
ny a ne také hodnotu 0 pak pri oznaceni r(k) = pocet rozkladi éisla k v soucet dvou ctvercu
jest zrejmé

k=N? n=N .
SN = S (k) = L(N2 —n2)5J
k=1 n=0

(lz] Gauss. symbol) Jest to pocet miiZovich bodi ve ctvrtkruhu o poloméru N (celé éislo)

Obr. -iv-
Nezndm zpaméti odhad pro S(N?) aviak patrné jest

N2
s

S(N?) =Y "(N?—n?)2 — O(N) = Vo)
0

S jakou presnosti jest zndm zbytek O(N) nevim jest to vSak jisté propracovand wvéc
(Jarnik). Také nevim zda jest zndma néjakd presnd analyt. formule pro S(N?) obdobnd
formuli Voronoi-ové pro

N

1 1
zl:d(k) :N(logN+2C_1)_,_§d(N)+Z

N3 i d\%) {me) - H1(4m/ﬂ)}
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(d(k) pocet déliteli &isla k ). Takové formule lze ovsem nalézti pomoci zndmé funkénd rovnice

- —n?7s 1 — _nix
1+2;e :\/§<1+2¥e )
platné pro Re(s) > 0. Z toho plynou dva vzorce

S 2 2 1 =) n2x 2
(1—!—226_” ’TS) =<1—|—226_ s)
1 S 1

F(s) = o 2 1 oo o
2 2 n?n
<1+gzen ) _—— (14—220" ) (1+zze : )
1 Vs 1 1
T 25‘
Nyni stact ndsobiti obé strany vyrazem ﬁ%, s=o+1it, 0 > 1 a provésti integraci
o+ioco
1 / ]-"(s)e’”\ﬂS
— ——ds.
27 ]

T —100
Nasleduji opakované pokusy o danou integraci pro ruzné integracni cesty, ve vSech pfi-
padech vSak bud obsahuji chybu, nebo vedou k vysledkium jiz zndmym.

23. VL Zjistil jsem, Ze zcela zbytecné jsem hledal ty rizné integr. cesty. Jest
totiz z teorie gamma funkce zndm integrdl

+oo , 2me~bpr1

bt
/ e .tggdt e pro b >0
o (a + 1) 0 prob <0

za predpokladu Re(x) > 0.
Viz Nielsen: Handbuch der Th. d. Gammaf. p. 155 vzorec (8), (9).
Ndsledkem toho jest pri o > 0 a pevném

1 o+1i00 s
— / € —ds, s=o0+1it
274 ‘ s2
t=+oc0 .
1 emIT | eﬂibtl emoT 271'6707“(71'56)% .1 71'%213% N
= 9 3 = . 3 = (m2)? =57 = T = 222
27277 (o +it)> 2m I'(3) L'(3)  5s0(3)
Obecnéji bude
1 o+i00 s
e .
o | skTédS’ s=o+it, k=0,1,2,3,...
+oo > 1 1
_ 1 emoT . eTr;vtz dt _ o 27re—7raw(,n.x)—§+k: B (ﬂ_x)k—é
2r ) (o+it)ts 2w T(k+ %) T(k+1)
—o0
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Nyni uZ mohu pocitati takeé integral

1 o+ioco o ry
eTr L eT s
-— / ———ds priz>0,y>0.
211 s2
T—100
K tomu staci uziti fady pro
2,2 k,k
™y Ty Ty LTy
e s =1 — —= — .. —1
s +2!52 +(=1) k! sk

a integrovati élen za clenem (konvergence jest absolutni). Tak dostanu

o+i00
(—1)Frty* 1 / e (—DF(ry)k  (ra)h+2
AR A _ds = .
KU 2w ) gkritd k' T(k+1+3)

Sc¢itanim podle k dostanu ziejmé Bessel-ovu Tadu:

M\»—A

1
o 3 I _ 5 e
= 1 1
P /{'F yv: i k!l“(§+k:+1)
Ani timto zpusobem vSak autor nedospél k ni¢emu novému.

Na str. 62 si pak stézoval na vycCerpani po spousté zkousek na konci roku, a tak zapis
pocinajici 6. ¢ervencem 1953 byl z prevazné casti spise prehledem zdkladnich identit teorie
délitelu:

PRI e e
6. VII. Neni zndm Zadny vztah mezi Dirichlet. problemem déliteli t.j. > _, d(n)
a mezi veétami prvociselnymi.

Bylo by tedy zdhodno wvysetFiti vztah mezi d(n) a prvociselnou strukturou éisla n. Jest
predem zjevné, Ze d(n), t.j. pocet déliteli ¢isla n, nezdvisi na velikosti ¢isla n nybrz na tvaru
rozkladu ¢isla n v prvociselné faktory,

n = p?lp;@ .. ng
Budu znaciti znakem d(n) pocet déliteli ¢isla n s vgjimkou jednotky.

Nasledujici zapisy jednoznac¢né potvrzuji prohlubujici se Koésslerovu sklerosu — dlouze
odvozoval elementirné zndmé vzorce pro d(n) plynouci z kanonického rozkladu éisla n, aby
o nékolik stran dale zjistil, Ze tyto jsou obsazeny v kazdé knize vénované elementarni teorii
Cisel.

V dalsim textu se opét vratil k praci [K26], konkrétné specidlnim volbam funkei f(k),
g(k):

10. VII. Berija?

Ve svém ¢lanku ,Einige Sitze aus der elem. Zahlentheorie“ V.K.C.S.N. 1942 jsem od-

vodil identity

N N
S af |3 | = re) + X uw - ste-me ||

k=2



Mﬁ

kdez G(r) = g(k), f(k) a g(k) libovolné celociselné funkce. Transformaci parcidlni su-
k=1

mace pii 1 < o< N, r=|N/(o+1)]

st | ¥ = ; H++Z{f r-0i6 | § |- foce)

(Vzorce (3.2) a (3.3) Lc.)
V ¢ldnku citovaném jsou néktere aplikace. Pokusim se o dalsi. Tak n.pr. volim f(k) = k2,
g(k) =1. Pak jest G(r) =71, f(k)— f(k—1) =2k — 1. Tedy

SR P

Bude také dobie zvoliti za f(k) néjaky vhodny polynom n.pr. f(k) = k* + ak + b a voliti
vhodné konstanty a, b. Podobné pro polynomy vyssich stupniu! Ty konstanty a, b jest mozno
voliti jako funkce N.

15. VII. Z této identity plynou néktere dosti zajimavé vztahy pro prvocisla.
V cit. clanku jsou to n.pt. vzorce (3.5) a (3.6) t.j.

0(o) 1) = F,e, 1 (%) -5, 1 (%) @
S = v Y]
p jsou prvocisla. Podobnyjch vztahi lze odvoditi vice vhodnou volbou ,vybérového® faktoru
g(k)i’ak n.pt. volim funkci celociselnou g(k) takto:
g(k) =1 je-li k =p” (v pevné celé éislo)
g(k)=0 je-li k #p” (p jsou prvocisla)

Tak dostanu G(r) = >, _, g(k) = pocet p” kterd jsou p* <r a tedy G(r) = I(rv).
Z prunitho vzorce na str. 65. plyne pak

ZfH )H(Ni)+é{f(k)—f(k—l)}ﬂ((Z>i> o

(@) e

To jest zobecnéni vzorce (x) z piedeslé strany (pro v = 1). Vzorec jest tak zvlastni, Ze
potrebuje numerické kontroly. Kladu N =25, v =2

2] 2] 5] 2003 B B
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Tak n.pt. pro f(k) =



protoze \/%, \/% a.t.d. jest < 2

642+ 1 5=TI(5) + II( 12.5)+H< s§>+n ok +H(\/5)+H< 41)
642+ 1=TI(5) + I1(3) + [I(2) + 1(2) + T1(2) + T1(2)
9H=3+2+1+1+1+1

Jing kuriosni vzorec dostanu z rovnice (1) jestlize volim f(k) = II(k).
Pak jest f(k)— f(k—1) =1 je-li k prvocislo p. Jinak jest f(k)— f(k—1) = 0. Tedy z (1)

salX]-so(())

Pro v =1 jsou obé strany rovnice stejné. Avsak pro v > 1 jsou to strukturdlni vzorce.
Jest ovsem jesté mnoho jingch moznosti n.pr. uZiti identity (II).

14. VIL Bude jisté zajimavé studovati i jiné ,lehéi vgbérové funkce g(k)
nezli jsou prvociselné. Tak n.pt. voliti g(k) = 1 nebo 0 podle toho je-li k ¢tverce prosté nebo
neni. Nebo jesté jednoduseji zvoliti g(k) = 1, 0 podle zbytkové tiidy k = v (mod p).

17. VIL Soumeérnou formu Dirichl. identity dostanu volbou
flr)=G@r)=9(1) +9(2) +---+9(r)

a tedy g(r) = f(r) — f(r = 1). Tak dostanu identitu f(0) = 0.

Yoo (f(k) = fe =) FIE] = ST(F(R) = f(k— 1) fF[2]+
O (Fk) — fk =) X ]~ Fo)f(r)
Tak n.pr. f(k) =1(k), TI(1) =

1§;NH<Z):122:I(Z>+E§2;I(N>‘Juﬂ'H@)
a to jest (3.5) l.c.

19. VII. Podle volby f(k) dostanu tak mizné vzorce. Jestlize dovedu odhad-
nouti f(k) pro velkd k dostanu tak asymptoticky vzorec pro soucet

(/) — = 1) 7

k
k=1

v némz se vyskytuji i malé hodnoty f L%J to jest soucet

ST - FO—1))f M

k
k>r
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Tak n.pt. pro f(k) =k dostanu Dirichlet. vzorec

Zivzl L%J = Zkgr L%J + Zkgg L%J -r-e
= NZkST%—’—NZkSQ%_T'Q_’_O(Ma‘I' o,7)

Nejlepsi odhad pro o =1r = Nz a ten jest dosti hruby(van der Corput!)
Jing podobny vzorec dostanu volbou f(k) = ¥(k) = Zpgk logp. Pak jest

(i

Zlogpﬁ{ J Zlogpﬁ{ J+Zlogp19{ J—ﬁ(r)-ﬂ(g)

p<N p<r p<e
21. VI Pokusim se jesté o transformaci souctu
N N
D 9B (] B) oz @ Do9®)f ([57])
k=1 1

V druhém jest L%J =1 pokud 1< <2 L—J =1t pokud t < ;5 <t+1 to jest L%J =t

pokud o <k <3 X/ A t+1 <k< {/ & Oznacim g(1) + g(2) + -- ~g(1") =G(r)

SYoms 2] = Sl {c| ¥ -]}

FOG [YN] + D (700~ fk - 1}G | /%]

Zde jest mozno provésti podobnou transf. jako v ,Einige Sitze u.s.w.“ p.5. vzorec (3.3) a
(3.4). To pozdéji provedu.

23. VIL Musim se podrobnéji zabyvati posloupnosti cisel |N |, L%J, L%J,

. L%J Pri tom budu pokladati N za celé c¢islo. Tato posloupnost obsahuje N clen,
z nichZ nékteré jsou stejné. Ndsledkem toho nemizZe obsahovati vSechna celd ¢isla mezi 1 a
N.

Tedy: Kterd cisla obsahuje a kterd nikoliv? To zrejmé souvisi s multiplikat. strukturou
¢isla N.

Tak n.pr. jest zrejmé, Ze ta posloupnost obsahuje vSechny délitele ¢isla N: 1, dy, ds, ...
N. Dale jest

)

L%J =1 pro % k < N. Takovych k jest N — L;J
Fl=zmd <k <y w2054
X =tpro o<k <X ok 2] - |2
J 2,3, ..., N se tedy nebudou vibec vyskytovati takovd

V posloupnosti cisel L

=z ?r\z

celd cisla t pro néz jest J — {%J = 0. To must byti int. (ffl, 7 ) kratsi jedné. To md
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ndsledugict geometr. vyznam: Vyznacim na ose c¢iselné vsechna cisla N, %, %, e, N]XI’
N _1
N N
t+1
I | | | | | |
I T T T T T 1
N N N N
0 1 T 1 3 2 N
N
Y
Obr. -v-
. ST g . - N\ /N N N N N
Tak vznikne na ose té N intervali uzavien. (0, %), (5> =1)» (F=1 N=3) -+ (N=3>» N=3)»
(%1
A5, T1)-

Je-li interval (t%, %) mensi nez jedna, muze v ném leZeti nejuyse jedno celé c¢islo nebo

Zadné. Jedno tam bude leZeti jen kdyZ bud’% nebo % jest celé nebo leZi-li mezi nimi celé
¢islo.

24. VIL
Zde jest zrejmd souvislost s mriZovymi body v rovnoramenné hyperbole
N
y=—.
x
N,_x /
A
" ? AN
N F1T O\
\ AN
\ N
/]
/ \
\
/ |
\
/ ‘ -
N O N T
L L
1 2 k "
Obr. -vi-
31. VII. Mel jsem po ovoci velké obtiZe s travenim. Také bolesti v krajiné
srdecni stdle pokracuji.
Ta posloupnost cisel L%J, k=1, 2, ..., N zasluhuje velké pozornosti. Souvisi s Di-

richletovym a pribuznymi problemy a jeji struktura neni probdaddna.
Musim pomalu a s velkou trpélivosti zkoumati rizné jeji vlastnosti. Posloupnost mda N
clent. Avsak nékteré si jsou rovny. Tak vim Ze pro
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Y<k <N |&]=1, takovychk]estN— B3
%<k S% L%J =2, takovychk . L%J L%J
D] B G )

a.t.d.
To jsem uZ pocital na str. 71. Z toho plyne, Ze pokud interval <t+17 t> uzavreny jest

vétsi mebo roven jedné, ecistuje asporn jedno celé k, pro néz L?J = t. Presné jest takovych

k v poctu L%J — {%J > 1. Jest pak

N N
— — ——>1proN>t(t+1),t?+t—-N<
T T Ir1 pro (t+1),t + <0
to jest prot < L(V1I+4N —1), t+ 5 < /N + 1 to jest (celé) t < {,/N—i— i- %}
2. VIII. Z predchoziho jest predevsim zrejmé, Ze v posloupnosti {%J =t jsou obsa-
zZena vsechna ¢islat =1, 2,3, ..., {\/NJ aspon jednou. Nebot
N N
EAEER
WNJ VN
acislat < {\/NJ tedyt = L\/NJ -1, {\/]VJ -2, 1 jsou tam obsazZena a tot = L\/NJ -K
pro vSechna
N N
<k <
VN]+1-K [VN| - K
N N
a pro K > 1 nebot Interval ( [VA]-K’ LWJH—K) mda délku
I=N N _ N _ N
[VN]-K  [VN]|+1-K ([VN]-E)(|VN]+K-1)
a pri tom jest tedy
N N |
I> > —>1 pro N >1.
(VN-K)WN-K+1)  (VN-1)VN
3. VIIIL Bézi nyni o to zjistiti zda mezi cisly t = L%J, k=1,2,..., N se

pro kazdé celé N vyskytne také cislo t = L\/NJ ?
Je-li N qiplngj ctverec t.j. N = K2 (K celé) pak zajisté

N K2
] =[] == 1]
Je-li N=K?+ K, 1< K <K bude opét

) ) e8] - L
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Je-li N=K?>+ K+ K, 0< K <K bude opét VN = K protoze VN < K + 1. Pak jest

-7

Tedy celkem at jest N jakékoliv celé ¢islo, vidy v posloupnosti t = L%J ,k=1,2,..., N se
vyskytnou vsechna celd ¢islat =1, 2, 3, ..., L\/NJ aspon jednou.

Dalsi otazka jest zdali se tam mohou vyskytnouti takée cisla t = [\/]VJ + 1, L\/NJ + 2,
a.t.d. a kdy to nastane jakoz i jok daleko tato t > L\/NJ tvori po sobé jdouct celd ¢isla? Kdy

nastane prond mezera? Je-li N = K? potom

N K2—1+1 1
| = S = e ] x4

pokud ﬁ <1ty K>2. Ddle

N K2—-4+4 4
Lc_zJ—{;c_zJ—{““;c_zJ—’C +2
pokud ﬁ <1 tj. K> 6. Obecné pii N = K?

2

K—-K

{ N J: {IC2—K2+K2

K—K K—K MZV+K+

J:K+K

pokud ,CIi—ZK <1tj K>K(K+1) to jest pokud N = K? > (IE(K +1))2. Co nyni nastane
jestlize N neni uplny ctverec? A ddle jaké jsou zbytky cisel )C’Cj pro K(K +1) > K, jakoZ

12
K —-K

1 prislusnd celd cisla { J ? Kterd cela ¢isla t = {’%J budou chybéti v té posloupnosti t

pro takovd K ?
. . 71 specialnt volbée N = ovedu tedy primo pocitati zbytky zlomku
VIII Pri idini volbé N = K? dovedu tedy piii “itati zbytky zlomkd
\/NN—K t.j. cisla % pokud K =1, 2, 3, ...aZ po K které spliiuji nerovnosti K(K +1) <
K =V N. Soucet téch zbytku bude tedy

12 22 32 K2
K-1itk—atx—s3t Tx—k

kdez K jest nejuétsi z celjch cisel vlastnosti K(K + 1) < K. Jisté jest mozné velikost tohoto
souctu odhadnouti n.pt. pomoci Plana-Abel-Cauchyovy formule nebo jinou sumaci. (Euler-
Maclaurinova formule.) Jest tedy zahodné hledati dal$i néjakou specialisaci ¢isla IC tak, aby
bylo mozno pocitati dalsi zbytky pro jeste vetsi K :

Tak se mi zdd, Ze k tomu cili bude vhodnd volba KK = k(k+1), pii daném k dosti velikém.
Potom ¢islo K bude uréeno vztahem K(K + 1) < k(k+1) to jest K =k — 1 a ¢isla 1 vétsi
neZ k budou splnovati vztah

(l+)>K=(k+1)-k.
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5. VIIL Jind snad schudnéjsi cesta spocivd ve vypoctu zbytkd pri déleni

% = % Pokud K(K + 1) < K zndm ty zbytky podle predeslé strany. Jsou to zlomky

KKjK. Je-li viak K(K + 1) > K jsou ty zlomky > 1. Pokud vsak budou mensi neZ 2 budou

zbytky pri delent ,Cii—zK — 1. To tedy nastane pokud

2

K<K(K+1) addle = - 1<1aii

K% <2K —2K, K?+2K <2K, (K+1)?<2K+1 K+1<V2K+1, K <V2K+1-1.
To jest K < K(K +1) < 2K+ 1 —+/2K + 1. Pro takovd K budou ty zbytky

K(K+1)-K K2

K-K _K—K_l

Tak jest mozno pokracovati ddle. Tak n.pr. 1 < % —1 < 2. To jest 2K < K? + 2K,
K? + 3K < 3K a t.d. Obecné K? + aK > aK, K? + (a + 1)K < (a + 1)K. Pro takovd K
jsou zbytky ,C]i—ZK — a Jest nynd otdzka pro kterd celd o =1, 2, 3, ... takovd celd K existuji?
A jestlize existuji, kolik jest jich?

Nerovnostem pro K jest mozno dadti tvar

a2 a? a+1)\? (a+1)2

= > = = r4
(K+2) > ak+ -, <K+ 5 ><qa+nn+ -

2 1 12

K+% > cm+%n K+a; <VW+DK+MZ)

Takovych K bude tedy tolik, kolik jest celych cisel v intervalu polouzavreném

<MQK+Zf_gwﬂa+DK+(a2U2_a;1>

Je-li délka tohoto intervalu mensi neZ jedna nebo rovna jedné mize existovati jen jedno
takové K celé anebo vubec Zddné. Je-li ta délka vétsi neZ jedna, avsak mensi nebo rovna
dvéma must existovati aspori jedno celé K nejvyse vsak dvé a t.d. Jest tedy nutno vypocisti

tu delku
B (a+1)2 \/ a? 1
I—\/(a+1)lC—|— 1 aIC+4 5

pri daném celéem o =1, 2, 3, ...
Nerovnosti pro K z predeslé strany ukazuji také souvislost s teorii miiZovych bodu vezmu-

L q krivky y = ’fgf; (Psdno jest y misto o, x misto K)

—x

li za zdklad rovnici krivky y =

6. VIII Jsou to hyperboly se spolecnou asymptotou x = K. Pruni md druhou
asympt. y = —x — K a druhd y = x + K. Prund se dotykd osy x v bodé (0,0) a pro kladnd
x < K probihd nad osou x. Druhd hyperbola protindg osu x v bodech x = £v/K a pro z =0
prochdzi bodem (0, 1).
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7. VIII. Ta druhd hyperbola jest zbytecnd. Staci ke geometr. interpretaci ta
Pproni o Trovnici

v= K-z
Jest totiz zrejmé, Ze pro celd K pokud 0 < ,C[E—ZK < 1 bude tento vyraz zbytek. Je-li 1 <
2 2 2
KIE—;{ < 2 bude prislusny zbytek KIE—K — 1. Obecné pokud o < KIE—K < a+1 bude ten zbytek
K

- — «. Staci tedy nakresliti tu hyperbolu a vésti rovnobéZky k ose x ve vzddlenostech

—I—I, +2, 43, ..., a, a+1, ... Rovnobézky () a (o + 1) protnou hyperbolu ve dvou bodech
s kladngmi xn, Tay1. Potom ona celd éisla K leZict v intervalu (To,Tat1) to jest x4 <
K < z441 budou v podilu )CIf—ZK tvoriti zbytky )CIE—ZK — a. Délku intervalu (xq, Tot1) jsem uZ
vypocetl na str. 77.

_ W+W¢ a> 1
I\/(a+1)IC+ 1 aIC+4 >

8. VIIIL Pri vysetrovdani zbytki cisel % staci se omeziti na takovd k, kterd
jsou vetsi nez Nt protoZe pro takovd k kterd jsou mensi neZ NT bude soucet téch zbytku

menst neZ jejich pocet t.j. {N%J a jest zndmo, Ze exponent v Dirichlet. problemu jest vétsi
nez i (Van der Corput?) ProtoZe jsem wolil N = K? bude pri vysetiovdni zbytki sledovati
jen takovd K kdy % = )C’E;K md vlastnost K — K > VK ¢ili K < K — VK.

To vsak znamend, Ze staci se omeziti na takovd a, kdy

1, <K <K —VK.

Oznacim-li a = 2y musi \/2yK +y2—y < K —V/K ¢iliy?+2K y < (K +y)?—2(K+y)VK+K,
0 < K24+K —2KVK—-2yvVK, 2yvVK < (K —=VK)?, a =2y < (K1 -K1)> = VK(VK —1)%.
Bude tedy asi ucelné zvoliti K jako celé éislo t.j. N = £*, K = £%, VK = L.

Jak dlouhé budou prislusné intervaly I pro takovd a? To znamend kolik rizngch K se
vejde do takového intervalu nejuiyse?

9. VIII Délka intervalu pro dané a jest
B (a+1)2 \/ a? 1
I—\/(a+1)IC+ 1 aIC+4 5

Pro mald a to snadno odhadnu

B (at+1) a 1
I=VEla+ 1+ = VE a1+ = -5

Je-li IC velké cislo
L= VE(VaTI-va) - byl Dt ed (&)
2 8VK  8VKk K3
Nezli budu v tomto poctu pokracovati pokusim se nalézti dolni hranici pro soucet téch zbytku.

To jest vypoctu zbytky pro a =0, a =1, @« =2 a t.d. pokud to dovedu a sectu je. Podle str.
75. jsou ty zbytky pro a =0
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1° 2? K3

_ Ko(Ky+1 K=vVvN
+ Tt R o(Ko+1) <K=VN

K-1 K-2
Pro a =1 budou ty zbytky
2 2 2
<(K0+1)_1)+ <(K0+2)_1)+...+<K1_1>
]C*(Ko#*].) ]C*(K(J‘FQ) K- K,
kdez (str. 76.) K < K1(K1+1) < 2K+ 1— 2K + 1. Tedy soucet obojich zbytki (o =0, 1)

K 2

ZKx_xf(KlfKo).

Podobné ddle

Ky, Ky,
) T — (K1 — Ko) —2(Ky — Ky) = 21 e + Ko+ K1 — 2K,
xr= xr=
K,
2 Ko+ K+ Ko+ + K, 1 —vK, (A

1

8
Il

kdez K, odpovidd o = v!

10. VIII. Stdale mi nent jasné jak souvist ¢isla K s prislusnymi «. Jest totiz
zrejmé, Ze s rostoucim a délka intervalt I, se zmensuje. Nastane tedy moment, kdy s rostou-
cim « interval 1, bude velmi krdtky a pak do neho nepadne Zidné K celé. Md to né&jaky vliv
na formuli (A)? Pri tom budu asi pfinucen opfiti se o geometricky ndzor t.j. o tu hyperbolu
a to nejlépe v néjakém specidlnim pripadé. Volim n.pr. N = 100 = 102,

V dalsim textu je znovu konstatovana pfilisnd tnava podpofend koncentraci na jediny
problém, a proto navazuji ,jednodussi problemy z teorie prostych fad“. V nasledujicich
fadcich je formulovano nékolik domnének o prostych fadach, z nichz je vétsina o nékolik
stranek dale vyvracena, nebo je konstatovano, ze danym postupem je nelze ani potvrdit,
ani vyvratit. Zaroven se vyrazné prodluzuji intervaly mezi jednotlivymi zdznamy. V zapisu
z 1. ledna 1955 najdeme projev ,hravosti® v rozkladu nového letopoctu na soucin prvocisel
(1955 = 23-17-5). Samotné tvahy se vSak i nadéle stale to¢i kolem prostych funkci. Na str.
182 je uveden nédpad vySetfovat misto koeficientu polynomu

P(2) =z+a2> +a3z® +-- +a,2"
kofeny tohoto polynomu. Bohuzel, na str. 185 zapisky konci, a tak problémy vyse zminované

zustavaji nedoreseny.

POUZITE ZDROJE
Deniky z pozustalosti, zapujcené s laskavym dovolenim profesorova vnuka Milose Kosslera.

KOPRIVA, J. Prof. PhDr. Milo§ Kossler zemiel. Pokroky Mat. Fyz. Astronom. 6, str. 226-230,
1961.
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Kapitola 7.
Faktografické prilohy

7.1. Prehled publikaci Milose K&sslera

Prehled publikaci Milose Kosslera byl vytvoren na zakladé seznamu, ktery sestavil v roce
1955 Vojtéch Jarnik pro sviij ¢lanek Vedecké prace M. Kosslera uveiejnény v Casopise pro
péstovani matematiky (viz [Jarnik (1955)]). Tento vychoz{ materidl byl ovéfen, rozsifen
a doplnén o citace v referativnich Gasopisech na zékladé databazi Mathematical Reviews,
Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete a Jahrbuch tber die Fortschritte der
Mathematik.”

Cislovani jednotlivych ¢lanki ziistalo zachovano podle seznamu Vojtécha Jarnika, navic
bylo pied pofadova ¢isla praci pridano pismeno K pro odliseni Kosslerova dila od ostatni ci-
tované literatury. Inspiraci pro pouzity zpusob uvedeni seznamu autorova dila véetné recenzi
byla kniha [Lepka (1995)].

Ve sledovanych obdobich — u ¢asopisu Zentralblatt (v dals$im textu pouzito zkratky ZB)
od roku 1931 do roku 2000 a u ¢asopisu Mathematical Reviews (dale pod zkratkou RE)
od roku 1940 do roku 2000 — jsou v obou databazich obsazeny témeér vSechny Kdosslerovy
publikace z daného c¢asového intervalu — s drobnymi vyjimkami: Zentralblatt vynechava
v intervalu ¢lanku ([K20]-[K32]) praci, kterd je v nasem seznamu oznacena ([K28]) a byla
vydana roku 1948 ve Véstniku Kralovské ceské spolecnosti nauk. Oproti tomu databéaze
Mathematical Reviews se nezminuje o ¢lanku psaném spolecné s V. Jarnikem oznaceném
jako ([K32]). Jahrbuch (pod zkratkou JFM) zmitiuje Kosslerovy prace z obdobi 1913 az
1934.

Nejvétsim problémem pii vyhledavani citaci Kosslerovych praci v referativnich databa-
zich je samo autorovo jméno. Objevuji se riuzné prepisy Kossler, Koessler, dokonce Koszler.
S posledné zminénou upravou souvisi napf. i dvoji citace prace [K2] v Jahrbuchu. Nejprve
se objevuje pouze citace pod francouzskym nazvem ¢lanku se jménem autora spravné zapsa-
nym, stejné tak ale existuje i review (pod jinym éislem!) na tentyZ ¢lanek, u niz je chybné
zapsané jméno autora prace (Koszler) a rok vydani (misto roku 1914 je zde uveden rok
1915).

Nahlédneme-li do Masarykova slovniku naucného, najdeme zde pod heslem Kdssler Milos
zminény préace [K3], [Kba,b], [K33]. V rdmci Ottova slovniku naucného nové doby bychom se
s Milogsem Kosslerem shledali az v Dodatcich z roku 1935, kde jsou uvedeny préace [Kba,b],
[K14], [K20], [K21], [K33]. -2

Dodejme jesté na zévér drobnou pozndmku — v roce 1936/37 byla do vydavatelského
programu Jednoty zafazena publikace Milose Kosslera Teorie funkci, avsak zadné pozdéjsi
zminky o této praci se neobjevuji. V nasledujicim seznamu proto rovnéz neni uvedena.

71V druhé poloviné roku 2003 doslo k propojeni obou databazi. Zmitiované citace byly ziskavany v letech
2000-2002.
7-2V knize [Dodatky (1935)] je Kossler dokonce uveden v seznamu piibylych spolupracovniki.
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Puvodni védecka pojednani

K1

K2

K3

K4

O zondlni funkci harmonické
Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 42, str. 337-343, 1913
JFM 44.0430.01 Uber die zonale harmonische Funktion (Czech) Das Integral der
Differentialgleichung
P O 10p_
or2 022 r Or

kann man darstellen als ein bestimmtes Integral in der Form

0

@(r,z):/ &1 (rsind, 2)dv,
0

wobei @1 (r, z) eine beliebige harmonische Funktion der Verénderlichen r, z ist.
Reviewer: Prof. Petr (Prag)

Resent algebraické rovnice vyjrazy mezngmi

Cas. pro pést. mat. a fys. 43, str. 162-169, 1914

JFM 45.1231.04 La résolution d’une éguation algébrique 7 l’aide des limites (Czech),
pouze citace

JFM 45.0165.03 Losung der algebraischen Gleichungen durch Limitausdriicke (Boh-
misch) Der Verf. gibt eine Ableitung von einem Teile der bekannten (von Jacobi sta-
mmenden) Erweiterung der Bernoullischen Auflssungsmethode.

Reviewer: Prof. Petr (Prag)

Vztah mezi poctem prvocisel v danych mezich a vetou Wilsonovou

Cas. pro pést. mat. a fys. 44, str. 38-42, 1915

JFM 45.0288.01 Fine Beziehung zwischen Anzahl der Primzahlen und dem Satze
von Wilson (Bohmisch) Der Verf. gibt fiir die Anzahl der Primzahlen im Intervalle
(A, B) folgenden Ausdruck:

1
i Jo mo(z) cotgmz dz.
Dabei ist
sin (W@)
o(z) = ——=—",

sin T
z
und C ist eine einfache geschlossene Linie, die von den ganzzahligen Punkten der reelen
Achse nur die in ihrem innern hat, welche im Intervalle (A4, B) sich befinden.

Reviewer: Prof. Petr (Prag)

Soucet rady Lambertovy a pocet déliteli celistvého cisla

Cas. pro pést. mat. a fys. 45, str. 178-188, 1916

JFM 46.0269.03 Die Summe der Lambertschen Reihe und die Anzahl der Divisoren
einer ganzen Zahl (Czech) Ein neuer Ausdruck fiir diese Summe, welcher nicht — wie
derjenige Schlémilchs — die Funktion log log enthiilt. Eine neue Formel fiir die Anzahl
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Kba

K5b

K6

der Teiler ©(n) und fiir die Summe ) _, O(z). Es werden auch die in diesen Formeln
vorkommenden bestimmten Integrale berechent.
Reviewer: Prof. BydzZovsky (Prag)

O rozvojich platnych pro funkci analytickou v daném oboru, cast I

Rozpravy Ceské akademie, IL.ti. 24 (41), 34 str., 1916

JFM 45.0640.03 Uber Reihenentwickelungen fiir eine in gegebenem Bereiche analy-
tische Funktion (Czech) Der Verf. beweist folgenden Satz: Die im einfach zusammen-
hingenden Bereiche K (inklusive Begrenzung C) analytische Funktion F'(z) ldsst sich
in eine Reihe von der Form

F(Z) = i Akbk(z)

entwickeln, wobei b (z) algebraische, im K eindeutige Funktionen sind, welche blof}
von der Kurve C' (und nicht von der Funktion F(z)) abhéngen. Fiir eine und dieselbe
Funktion F'(z) und eine und dieselbe Begrenzungskurve C existiert eine unendliche
Anzahl solcher Reihenentwickelungen. Fiir den Kreis ist die Taylorsche Reihe die ein-
fachste.

Der Beweis dieses Satzes wird zuerst fiir den Fall gegeben, dal C
eine algebraische rationale Kurve ist. Die Ausdehnung der Giiltigkeit fiir andere Fille
fithrt der Verf. mit Hilfe des Satzes von Osgood durch, welcher besagt, dafi man im
allgemainen Falle immer eine regulire, geschlossene Kurve C' konstruieren kann, die
sich der Begrenzung so eng anschmiegt, wie man will.

Reviewer: Prof. Petr (Prag)

O rozvojich platnych pro funkci analytickou v daném oboru, cast 11

Rozpravy Ceské akademie, IL.ti. 26 (54), 38 str., 1916

JFM 46.0542.01 Uber die Entwicklungen einer analytischen Funktion in einem ge-
gebenen Gebiete II. (Czech) Im ersten Teile seiner Abhandlung (vgl. F. d. M. 45,
640, 1914-15) hat der Verf. seine Betrachtungen nur auf gewisse spezielle Gebiete be-
schriankt; in diesem zweiten Teile betrachtet er ganz allgemeine Gebiete. Er findet fiir
jedes Gebiet vier Entwicklungen: zwei, die im Innern, und zwei, die ausserhalb des
Gebietes Geltung haben.

Reviewer: Prof. BydZovsky (Prag)

Nowvy rozvoj pro Riemannovu funkci prvociselnou

Rozpravy Ceské akademie, ILti. 25 (26), 23 str., 1916

JFM 46.0270.01 Eine neue Entwicklung der Riemannschen Primzahifunktion (Czech)
Bekanntlich hat Riemann fiir die Funktion

fl) = (@) + grlad) + 3@h) 4o

wo 7(x) die Anzahl der Primzahlen, die kleiner als z sind, bedeutet, eine Integralformel
angegeben, welche die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion enthilt. Der Verf.
zeigt, wie das in dieser Formel vorkommende Integral ohne Kenntnis dieser Nullstellen
in eine Reihe entwickelt werden kann. Es folgt hieraus iibrigens noch eine zweite Dars-
tellung fiir diese Funktion in Form einer unendlichen Reihe, deren Konvergenz jedoch
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K7

K8

K9

K10

nicht bewiesen wird; diese Reihe fiihrt indessen zu einer einfachen Berechnung von
().
Reviewer: Prof. BydzZovsky (Prag)

O rekurentnim vzorci pro prvocisla

Rozpravy Ceské akademie, I1.ti. 26 (48), 6 str., 1917

JFM 46.0270.02 Uber eine Rekurrenzformel fiir die Primzahlen (Czech) Der Verf.
leitet eine ziemlich einfache Formel ab, durch welche die k-te Primzahl bestimmt wird,
wenn alle vorangehenden bekannt sind (und zwar auf Grund von Bernoullischen Zah-
len); diese Formel bietet den Vorteil dass sie keine Iterationen von Funktionen enthélt.

Reviewer: Prof. BydZovsky (Prag)

Integrdl Cauchyiv a Dirichletiv problém v roviné

Cas. pro pést. mat. a fys. 51, 5 str., 1922

JFM 48.0319.01 Das Cauchysche Integral und das ebene Dirichletsche Problem
(Czech, French summary) Eine Funktion F'(s), die regulér ist in einem einfach zusam-
menhéngenden, von der analytischen Kurve C begrenzten Gebiet, wird, mit Hilfe des
Cauchyschen Integrals, durch die Formel ausgedriickt:

1 [ H()dt
Fs) = —
=55/ 73
C

)

wo H[t(7)] = 2h(e’™) durch eine Fredholmsche Integralgleichung

1 2m

u(¥) = h(e™) + —

™ Jo

bestimmt ist. Hier bedeutet u(v)) eine stetige Funktion, welche die Werte des reellen
Teiles von F(s) auf G wiedergibt.
Reviewer: Prof. Bydzovsky (Prag)

Prispévek k teorii Borelova pokracovant funkci

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. Ttida mat.-pfir. 7, 14 str., 1921-1922

JFM 48.0396.03 Beitrag zur Borelschen Theorie der Fortsetzung von Funktionen
(Czech, English summary) Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist der interessante Satz:
Auf welche Art man auch den Begriff der stetigen Fortsetzung erweitert, immer wird
es Funktionen geben, welche auf diese Art iiber keinen Punkt ihres Konvergenzkrei-
ses fortgesetzt werden konnen, solange man an den Forderungen der Endlichkeit und
Stetigkeit der Funktion, und der Existenz, Endlichkeit und Stetigkeit ihrer Ableitung
festhilt.

Reviewer: Prof. BydZovsky (Prag), Prof. Neder (Miinster i. W.)

O 1hlech nesouméritelnych

Cas. pro pést. mat. a fys. 52, str. 73-78, 1923
JFM 49.0710.03 Uber inkommensurable Winkel (Czech, with French summary) Verf.
leitet zwei Sitze iiber die Kommensurabilitdt von zwei Winkeln ab; er gebraucht sie
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K11

K12

K12’

zur Konstruktion von Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten, fiir welche der Ein-
heitskreis die natiirliche Grenze bildet.
Reviewer: Prof. BydzZovsky (Prag)

Potencni rady s prirozenou hranici a jejich pokracovdni ve smyslu Borelove
Rozpravy Ceské akademie, ILti. 31 (19), 8 str., 1922

JFM 48.0396.02 Potenzreihen mit natirlicher Grenze und ihre Borelsche Fortsetzung
(Czech) Verf. beweist, dass die Funktion

F(z) = Z@f(ya”)bnx”,

welche in dem Konvergenzkreise der Reihe ihre natiirliche Grenze (im Weierstralschen
Sinne) hat, fiir o = ¢*® (3 eine passend gewihlte, mit 7 nicht kommensurable Zahl)
im Borelschen Sinne fortsetzbar ist, und zwar ist die Fortsetzung vermittelt durch die
Transformationsformel

ZO flya™) bpa" = Z:Og(xan) any".

Reviewer: Prof. Bydzovsky (Prag), Prof. Neder (Miinster i. W.)

On a generalization of the Lagrange series
Proceedings of the London Mathematical Society 20 (2), str. 365-373, 1922
JFM 48.0396.01 Eigentlich handelt es sich hier nicht um eine Verallgemeinerung,
sondern um Anwendungen der Lagrangeschen Reihenumkehrformel. Die trinomische
Gleichung

2" —ulax+1)=0

wird in der Form aufgelost:

i’é 1( m/n > am71 n 2mikm

Ty = — vuTe n
me1m\m-—1
nn nn
die fiir |u| £ ——————— gilt. Eine fiir |u | 2 ——————— giiltige Formel erhélt
S a1 2 o a8
man durch die Substitution z = —, u = —. Weiterhin werden auch die Losungen der
v

allgemeinen algebraischen Gleichung n-ten Grades
" — u(clxnfl +oegr" 4+ cn) =0

nach Potenzen von {/u explizit entwickelt. Fiir die analytische Fortsetzung iiber den
Konvergenzkreis hinaus wird aber nur auf die bekannten Sitze iiber polynomische
Reihen verwiesen.

Reviewer: Prof. Perron (Miinchen)

On the zeros of analytic functions™>

Proceedings of the London Mathematical Society 20 (2), str. XVI-XVIII, 1922
JFM 48.0403.04 pouze citace

7-3Tato citace v Jarnikové seznamu chybi.
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K13

K14

K15

K16

K17

K18

O singularitach Tady mocninné, leZicich na kruznici konvergencéni

Rozpravy Ceské akademie, IL.ti. 32 (35), 15 str., 1923

JFM 49.0710.02 Uber die auf dem Konvergenzkreis liegenden Singularititen einer
Potenzreihe (Czech; with French summary in Bulletin 24) Verf. gibt den ausfiihrlichen
Beweis von zwei Kriterien, die er in Rom. Acc. L. Rend. 321, 26, 83, 528, 1923 angefiihrt
hat dafiir, dass ein Punkt auf der Peripherie des Konvergenzkreises ein singuléirer oder
reguldrer Punkt der betrachteten Funktion ist. Er leitet, auf Grund dieser Kriterien,
weitere Sdtze ab, in denen als Speziallfiille die dieselbe Frage betreffenden Sdtze von
Vivanti-Dienes, Hadamard und Fatou-Plya enthalten sind.

Reviewer: Prof. Bydzovsky (Prag)

Sur le singularités des séries entiéres

Accademia dei Lincei. Rendiconti 32 (5), str. 26-29, 1923

JFM 49.0236.01 Bestimmung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen da-

fiir, dass zp = €% ein singuliirer Punkt fiir die Potenzreihe f(2) = 3. a,2" sei, unter
n=0

der Voraussetzung, dass lim {/a, = 1 ist.

Reviewer: Prof. Vivanti, Pavia

Nouveaux théorémes sur les singularités des séries entieres

Accademia dei Lincei. Rendiconti 32 (5), str. 83-85, 1923
JFM 49.0236.02 jen citace

Sur le singularités des séries entiéres

Accademia dei Lincei. Rendiconti 32 (5), str. 528-531, 1923

JFM 49.0236.03 Verallgemeinerung eines frither (Rom. Acc. L. Rend. (5) 321, 26
— 29, 1923; s. vorstehendes Referat) aufgestellten Satzes und Folgerungen aus diesen
Sétzen.

Reviewer: Prof. Vivanti, Pavia

On a generalization of Fabry and Szdsz’s theorems concerning the singularities of
power series

Proceedings of the international mathematical Congress Toronto I, str. 439-448, 1928
JFM 54.0340.06 Verf. hat in einigen Arbeiten aus dem Jahre 1923 (F. d. M. 49; 236,
710) Verallgemeinerungen der Sitze von Vivanti-Dienes, Fatou-Pdlya und Hadamard
bewiesen. Diese Sitze werden in der vorliegenden Arbeit mit ausfiihrlichen Beweisen
dargestellt und zur Herleitung je einer Verallgemeinerung eines Satzes von E. Fabry
(1896, 1898; F. d. M. 27, 303304; 29, 209-210; vgl. insbesondere 381-382 der an erster
Stelle zitierten Arbeit) und eines Satzes von O. Szdsz (1922; F. d. M. 48, 330) benutzt.
Reviewer: G. Feigl (Berlin)

+n
Souctovy vzorec S = % S e M
szfn
Cas. pro pést. mat. a fys. 53, str. 110-114, 1924

+n
JFM 50.0163.02 Die Summationsformel fir S = > e~h’k’ (Tschechisch, mit

k=—n

h
N
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K19

K20

einem franz. Auszug) Die Formel lautet:

nh

2 f h Wl
S = ﬁ / 67t2 dt + ﬁ67h2n2 + Rn, Rn = /x€7h212 {LIJ -+ %} dI’
0 0

Reviewer: Prof. BydZovsky (Prag)

Dve poznamky k theorii ciselné

Cas. pro pést. mat. a fys. 58, str. 30-36, 1929

JFM 55.0701.06 Zwei Bemerkungen zur Zahlentheorie (Czech, French summary)

I. Euler hat den Satz bewiesen: Jede positive ganze Zahl lisst sich ebenso oft aus
verschiedenen ganzen positiven Summanden iiberhaupt zusammensetzen, wie sie aus
gleichen oder verschiedenen, aber ungeraden Summanden zusammengesetzt werden
kann. (Siehe z. B. Bachmann, Die analytische Zahlentheorie (1894; F. d. M. 25, 249-
252), S. 30.) Es wird ein Satz bewiesen, der dazu in der multiplikativen Theorie ein
Gegenstiick bildet: Jede natiirliche Zahl lisst sich ebenso oft in verschiedene natiirliche
Faktoren zerlegen, wie dieselbe in gleiche oder verschiedene nichtquadratische Faktoren
zerlegt werden kann.

IL. g1, ¢2, g3, - - . seien die der Grosse nach geordneten natiirlichen Zahlen (> 1), die die
Eigenschaft haben, keine vollstédndigen Potenzen einer natiirlichen Zahl zu sein. Jede
natiirliche Zahl n > 1 kann eindeutig in der Form n = ¢ geschrieben werden, wo «
und v eindeutig durch die Zahl n bestimmt sind. Die Anzahl p(z) der Zahlen ¢ < =z,
wo z eine nichtganze Zahl bedeutet, wird durch die Formel

logx}

pla) = p(V){fa] ~ 1} + p(@){[e2] ~ 1)+ + p(){ek] ~ 1), k= Logg

berechnet. (u(n) bezeichnen die Mébiusschen Faktoren.) Das asymptotische Wachsen
fiir p(x) wird durch die Formeln:

B = log"x oo
p(z) = p(l)z + M(2)9C% +o 4 ,u(r)x% + O(xw%)

1
geliefert, wo r eine natiirliche Zahl < [loig] bezeichnet.
o

Reviewer: Prof. Rychlik (Prag)

Uber die a- Stellen von beschrinkten Potenzreihen

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. T¥ida mat.-pfir. 11, 12 str., 1930

ZB 003.01503 Es scien alle im Einheitskreise |z| < 1 reguldren und beschréinkten
Potenzreihen |f(z)| < 1 betrachtet, die in den ersten n + 1 Koeffizienten ¢y # 0, ¢,
..., Cp, iibereinstimmen. Im Anschluf} an eine Untersuchung von I. Schur (J. f. Math.
147, 148) 14t sich aus den ¢, ein Gebiet G, eindeutig bestimmen, das den Ursprung
x = 0 enthilt und in das keine Nullstelle aller Fuktionen der obigen Klasse eindringt.

178



K21

Wohl aber kénnen auf dem Rande von G,, Nullstellen liegen und sogar alle Nullstellen
bei gewissen von Schur aufgestellten rationalen Funktionen. Insbesondere kann der
Radius des grofiten Kreises um z = 0 genau angegeben werden, der noch ganz in
G, liegt, also sicher nullstellenfrei ist. Fiir n = 0 entspringt diese Schranke schon der
Jensenschen Formel. Fiir allgemeines n ist dieser Kreisradius algebraisch von den ¢,
abhingig. Die Gebiete wachsen monoton mit n, d.h. es ist stets G, C G,11. Durch
lineare Transformation von f(z) lassen sich natiirlich analoge Aussagen fiir a—Stellen
machen.

Reviewer: Ullrich (Marburg, Lahn)

JFM 56.0271.02 Es habe f(z) = ¢y + c1z + cox® + - - - die folgende Eigenschaft:

f(z) reguldr, |f(x)] <1 fir |z| < 1. (%)
Man setze (nach I. Schur; F. d. M. 46, 475):

Jo(@) = 1@}, 20 = J(0), fua(@) = im

Dann ist bekanntlich entweder stets |y,| < 1 oder |v,| < 1 fir v < n, |y,] = 1,
fn(x) = 7vp (in diesem Falle bricht das Verfahren bei f,(z) ab); 7, héingt offenbar nur
von cgp,cC1,...,C, ab. Es seien nun die Zahlen cg,cq,...,c,—1 gegeben, und zwar so,
dass 9 # 0, |v,| < 1 fiir 0 £ v < n — 1. Dann wird ein von einer algebraischen Kurve
begrenzter Bereich K, konstruiert, der folgende Eigenschaft besitzt: Wenn f(z) die
Eigenschaft (x) besitzt, und die Potenzreihe fiir f(x) mit

) Yv+1 = fV+1<O) (V = 071527"')'

coterr eyt

beginnt, so ist f(x) # 0 in allen inneren Punkten von K,; auf dem Rande von K,
liegt eine Nullstelle (und dann alle Nullstellen) von f(x) dann und nur dann, wenn
fn(®) = Yn,y |7n] = 1 (und zwar kann man jeden Randpunkt von K, auf diese Weise
erreichen). Von den Anwendungen sei hervorgehoben: (1) Eine scharfe untere Schranke
fiir den Betrag der absolut kleinsten Nullstelle von f(z). (2) Eine untere Schranke fiir
den gegenseitigen Abstand zweier Nullstellen von f(z).

Reviewer: Prof. Jarnik (Prag)

FEin Beitrag zur Theorie der schlichten Potenzreihen

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. Ttida mat.-pfir. 5, 8 str., 1932

ZB 005.30103 Es werden neue Abschétzungen fiir die Rundungschranke in Abhén-
gigkeit von as und eine Verschirfung des Drehungssatzes angegeben.

Reviewer: Ullrich (Marburg, Lahn)

ZB 007.31203 Es sei f(z) = 2z + a2z + azz® + - -+ fiir |z| < 1 reguléir und schlicht.
Dann gilt nach Bieberbach |az| < 2 und |a3 — a2| < 1. In #hnlicher Weise wie R.
Nevanlinna aus der ersten Ungleichung die Bieberbachschen Schranken fiir |f’|, |f],
|arg f'| gewinnt der Verf. aus der zweiten die folgenden beiden Abschiitzungen

f(2) 1—|az|r—6r2—|az|ri4+r*
1+ Re (Z f(z) ) 2 (1Er2)(1+\a2\72“+7”2) ’ (1)

larg f/(2)] < 2las|r + Srlog 2L, |zl =7r. (2)

1—r>
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(1) ist scharf, d.h. die rechte Seite kann durch keine grofiere Funktion von r und |as]
ersetzt werden. Aus (1) 148t sich u.a. die genaue Rundungsschranke in Abhingigkeit
von |ag| entnehmen. (2) ist nicht scharf, jedoch besser als die Bieberbachsche Schranke,
teilweise sogar besser als die bisher bekannten (vgl. z.B. die in dies. Zbl. 2, 400 be-
sprochene Note des Verf.). Aus einer beim Beweis von (1) auftretenden Ungleichung
lassen sich durch Integration die folgenden im obigen Sinne scharfen Abschiitzungen

herleiten
1—r2 r

/ >__ - 0000 >
|f'(2)] > (1+ Jag|r +12)2" |f(2)] > 1+ |afr+ 2"
von denen die zweite bekannt ist.
Reviewer: W. Fenchel (Kopenhagen)
JFM 58.1096.03 Entsprechend der Herleitung der klassischen Verzerrungssitze aus
der fiir schlichte Funktionen
f(z)=2 +az*+---
giiltigen Ungleichung
|a2\ § 2

zieht Verf. hier Folgerungen aus der weiteren bekannten Ungleichung
la3 — as| < 1.

Die Ausfiihrung ist indes wenig klar. Die Hauptergebnisse sind Abschétzungen fiir

Re (z J;,'((j))) und arcf’(z),

deren rechte Seiten noch von |as| abhéngen.
Druckfehler: Die linke Seite von (5) muss A3 — A3 anstatt A3 lauten.
Reviewer: H. Grunsky (Berlin)

Eine Verschirfung des Drehungssatzes von L. Bieberbach

Jahresbericht der deutschen Mathematiker Vereinig. B. 41, str. 80-82, 1931
ZB 002.40003 Fiir die im Einheitskreis reguléren schhchten Funktionen f(z) = z+- -
gilt nach Bieberbach |arg f'(z)| < 2log 1££ fiir |2| = r. Bieberbach hat auch bemerkt
daf diese Schranke nicht die bestmaghche 1st Verf. beweist mit einer Verfeinerung der
bekannten Nevanlinnaschen Schlufiweise, dal die rechte Seite der obigen Ungleichung

”
durch f 2V4-12 orsetzt werden kann. Diese Schranke ist fiir 7 > 0 kleiner als die

1—z2

Bieberbachsche; ob sie die beste ist, wird nicht entschieden.

Reviewer: W. Fenchel

JFM 57.0398.04 Verf. verbessert die Schranke fiir die Drehung arg f’(z) bei schlichter
konformer Abbildung f(z) des Einheitskreises, ldsst jedoch die Frage offen, ob die neue
Schranke scharf ist. Ref. hat gezeigt, dass das nicht der Fall ist (Jahresbericht D. M.
V. 42 (1932), 71-73; F. d. M. 58). Beides hat schon frither Golusin gefunden (1929; F.
d. M. 5511, 789-791).

Reviewer: H. Grunsky (Berlin)
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K23 Uber besondere Klassen von schlicht abbildenden Potenzreihen

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. T¥ida mat.-pfir. 14, 7 str., 1934
ZB 010.36104 Es sei o(z) regulér und |o(z)| < 1 fiir|z] < 1. Dann sind

z z 1

p1(2) =271 —i—/g(t)dt7 @o(2) = 271 = 1+/Q(t)dt, w3(z) = z_1{1+z/g(zt2)dt}2

0 1 0

wie Verf. zeigt, schlicht und # 0 in |z| < 1. Ferner wird gezeigt, dafi die Entwicklung
von ¢1(z) ! und ¢2(z) ! um z = 0 durch % bzw. iz majorisiert wird. Schliefllich
folgt eine Abschitzung der Bogenlinge der Kreisbilder fiir eine Klasse von im Kleinen
schlichten Laurentreihen. — Bemerkung: Auch ¢o(2)~! hat ﬁ zur Majorante, da
1 —1
1 z z z 1
= 1-— t)dt = 1—zk
pale) = o 1= 1 et k()
t
wo |k(z)| < 1, so daB der reelle Teil des zweiten Faktors > Z, d.h.

{1—-2k(2)} P<(1—2)""t.

Reviewer: G. Szegé (St. Louis)
JFM 60.1034.04 Ist o(z) in |z| < 1 regulédr, und gilt daselbst o(z)| < 1, so sind die

Funktionen

z z 1 2
()—1+/ (t)dt ()—1+/ Bt - oo(z) = 214 /(t?)dt
SDZ—Z 0 a(PlZ—Z 0 6i¢79022—z z o\z

0 eiv

in |z] < 1 schlicht und von Null verschieden. Fiir die Funktionen

f(z) = @(12) =z +7;)anz”, fa(z) = @21(2) =z +nz::2cnz”

findet Verf. die genauen Koeffizientenabschitzungen:

lan| <1, el <mj;
fiir . -

filz) = ) =z +T;bnzn
gelingt ihm eine solche Abschétzung nicht. Ist ferner L(r) die Linge des Bildes von
|z| =7 < 1 bei Abbildung durch F(z) = (i )akzk, so findet Verf. eine genaue
k=—(2n—1

Abschitzung fiir L(r) nach unten. Fiir die Klasse ¢(z) gelingt Verf. auch eine Abschit-
zung von L(r) nach oben.
Reviewer: H. Grunsky (Berlin)
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K24 Uber Potenzreihen mit beschrinktem Imagindrteile

K24’

K25

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. Ttida mat.-pfir. 2, 8 str., 1935
ZB 012.40901 Es sei 0 < b < 7. Eine in |z| < 1 regulire Funktion f(z), f(0) = 0,
erfiillt die Bedingung 0 < Im f(2) + b < 7 dann und nur dann, wenn

2m
iz [ p(t)dt
@)= | G-
7T0/6 z

gilt. Hier bezeichnet ¢ (t) eine reelle Funktion der ersten Baireschen Klasse, welche in
0 <t < 27 bis auf eine Nullmenge definiert ist und den Bedingungen

27

0<(t) <m, /¢(t)dt = 27h

0

geniigt.

Reviewer: G. Szegé (St. Louis, Mo.)

JFM 61.1151.06 Ausfiihrliche Ableitung der in F. d. M. 61y, 347 angezeigten Ergeb-
nisse.

Reviewer: H. Pietsch (Berlin)

Uber Potenzreihen mit beschrinktem Imagindrteile
Zpravy o druhém sjezdu matematik zemi slovanskych, Praha, 23.-28. IX. 1934, 1 str.

ZB 011.02903 pouze citace
JFM 61.0347.01 Es handelt sich um die fiir |2| < 1 regulédren Potenzreihen

flz)= Z Apz"
n=1

mit —b < Im f(z) <7 —b, 0 < b < 7. Fiir sie gilt, wie ohne Beweis mitgeteilt wird,

die Kennzeichnung
2m

4 —in

A== [ el dp,
0

Hier ist 1)(¢) eine in (0, 27) definierte Funktion hochstens der ersten Baireschen Klasse

mit
27

0< d(p) <, / () dip = 272b.
0

Es wird noch eine andere Kennzeichnung des Koeflizientenkorpers der A,, gegeben, die
dem Carathéodoryschen Falle der Potenzreihen positiven Realteils dhnelt.
Reviewer: W. Rogosinski (Berlin)

Asymptotické rozvoje pro funkce ((s), ((a,s)
Rozpravy Ceské akademie, ILt¥. 51 (32), 10 str., 1941
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ZB 063.03325 pouze citace
RE 10.104f The author gives asymptotic expansions for

oo oo

CRu+1)=> n 271 S2uv)=> (-1)"2n+1)">
n=1 n=0
(v a positive integer). They are based on asymptotic expansions for {(s) and ((a, s).
For example, let N > 0, K > 0 be integers, Re(s) < 2K + 3. Then

(_1)k+1ks—1+

] =

2(2m)7%(1 — 2°)T'(s) cos %WSC(S) =

=~
Il

1

K s—1 1 s—1—2k
+Z(—1)k+NEk22k1< o ) <N+2) +R(N, K)
k=0

where

oo
22K (2K 4+ 2)IT(1 — 5) R(N, K) = (=) By / e~ (N +3)2 2K 4259
0

(0 < 9(2) < 1; E; Euler’s numbers). For s = 2v + 1 the left side is zero and it
is necessary to calculate the derivative in order to obtain ((2v + 1). Some of the
asymptotic formulae also lead to exact formulae (for N — oo) which are analogous to
Wallis’s and Stirling’s formulae, e.g.

1 (1,2)(2,2)...(n—1,2)

—(¢(3) = lim 1
42 ®) oo 8 exp{n(n—1)(2n — 1)logn + 15n}

where (k,s) = k*", expz = €®.
Reviewer: V. Jarnik (Prague)
Einige Sitze aus der elementaren Zahlentheorie

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. Tiida mat.-pfir., N. 20, 1942, str. 1-18

ZB 028.20403 Es werden zunéchst zwei Identitéiten abgeleitet; dabei ist N eine natiir-

liche Zahl; f(n), ¢(n), v(n) sind fiir n =1, 2, ..., N definiert, V(k) = > o(vk),
1<v<N/k

n

G(n) = > g(k). Weiter ist (1) ¢1 < g2 < --- eine Folge natiirlicher Zahlen, F'(n) =
k=1

> f(g;)- Dann ist

qiln
N
. f@)Vie) =Y Fom). (1)
¢ <N n=1
Ist weiter p ganz, 1 < o < N, 7 = L%J, so ist (man setze f(0) = G(0) = 0 und

schreibe f|z] statt f(|z]))

égw | = w3 + >0~ 1= 36| | - roc) . an

k=1
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Beispiele zu (II): 7(o)m(r) = Y. 7 (%) - (%) ;kglﬂ- M= L%J ,

p<r p>r p<N

N
Z (1901(71) — 1923(7’1)) = %(TF — 210g 2)N + O(N%) R
n=1
wo ¥;;(n) die Anzahl der Teiler von n bezeichnet, die =i oder = j (mod 4) sind. — Ist
speziell (1) die Folge aller Primzahlpotenzen, f(p*) = log p fiir ganzes k > 0, so liefert
N
(I) die Identitit (2) > logp- Y. V(p*) = > v(n)logn. Die Wahl g, = k, f(n) =
p<N pk<N n=1
v(n)d(n) =

1 n

M=
M=

N
1 oder = logn gibt weiter (3) V(n), (4) > v(n)d(n)logn =
n=1

n 1

N
2 3" V(n)logn, wo ?(n) die Teileranzahl von n ist. Die linke Seite von (2) lifit sich
n=1

auch in der oft vorteilhaften Gestalt

> logp-W(p,1)+ Y logp-W(p,2)+ > logp-W(p,3)+ -

p<N pﬁ%N pS%N

schreiben; dabei ist W (p,v) = Y v(vp*), wo iiber alle k > 0 mit vp* < N summiert

N N
wird. Aus (2) folgt z.B. (fiir v(n) = n®) 3 k*¢(£,s) = Y n®logn, wo
k=1 n=1
As
pr—1 log
= S 1 = = M
U(w,s) = p P A=Az, p) Long

p<z

weitere analoge Formeln sind (4,9), (4,12) (wo aber das Vorzeichen rechts (—1)* sein

soll). — Aus der Definitionsgleichung fiir V folgt v(k) = > p(v)V(vk), so dafl (3),
v<N/k

(4) Identitéten iiber die Mobiussche Funktion p liefern, z.B.

N N
Som) Y u) =N
n=1 v<N/n

usw. (vgl. (6,7), (6,8), (6,9)). — Manche von diesen Identitidten nehmen eine priignantere
Form an, wenn man sie mit Hilfe von ,,Mittelwerten®

N N -1
M(p(k); (k) = o(k)i(k) - (Zwm)
k=1 k=1

aufschreibt. Da die rechten Seiten meistens leicht abzuschétzen sind, bekommt man so
auch asymptotische Abschitzungen. — Die Abschétzung in (4,11) (in welcher iibrigens
das letzte Vorzeichen in der ersten Klammer + sein soll) scheint auf einem Versehen
zu beruhen, da auf S. 9, Z. 4 v.u. iiberall Nk~! statt N stehen soll, was nachher zu
einer schlechteren Abschitzung fithrt. — Auf S. 10, Z. 6 lies v(n) = n®sin %wn; auf S.
11 unten lies v statt ¢.

Reviewer: Jarnik (Prag)
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K28

K29

RE 7.413h Two identities are set up as follows. Let (1) ¢; < g2 < g3 < --- denote an
arbitrary sequence of positive integers; put d(n,q;) = [n/qx] — [(n — 1)/qx], so that
d =1 or 0 according as n is or is not divisible by ¢g;. Let 1 < n < N. For arbitrary

f(n), v(n) put

Vik) = wv(k)+v(2k)+--- (k [n/k])
F(n) = Zf( Z flak) - d(n, qx) -
qr|n <N

Then the following identity holds:

> flar) Vig) =D F(n)u(n).

<N n=1

(2) Let f(n) and g(n) be two arbitrary functions of n,f(0) = 0; let G(r) = >_ g(k), o
T
an integer such that 1 < 9o < N, r = |N/(¢+1)]. Then

N 4
> a(k)f (IN/E]) Zg (LN/E]) + D {f (k) = f(k = DYG (LN/K]) = f(0)G(r).

Various applications of these identities are given.
Reviewer: L. Carlitz (Durham, N. C.)

Uber ein Teilerproblem

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. T¥ida mat.-pfir. 11, 18 str., 1943

ZB 060.10405 pouze citace

RE 7.414a Let S¢(N,s) = Eiv o¢(k)k—*%, where o¢(k) is the sum of the t-th powers of
the divisors of k. Making use of the second identity of another paper [see the preceding
review|, a rather complicated asymptotic formula for S;(N, s) is derived.

Reviewer: L. Carlitz (Durham, N. C.)

Some properties of trigonometric and algebraic polynomials

Véstnik Kral. ¢eské spol. nauk. Ttrida mat.-pfir. 15, 6 str., 1948

RE 11.354b Conditions necessary and sufficient in order that a trigonometric poly-
nomial should be nonnegative (or that a corresponding algebraic polynomial should
have a nonnegative real part in the unit circle) are established using its representation
as a product. The results are applied to the problem of algebraic polynomials bounded
in the unit circle.

Reviewer: O. Todd-Taussky (Washington, D. C.)

, o 1 g L
O vyznamu ¢isla sup |a,|= v teorit mocninngch tad

Cas. pro pést. mat. a fys. 74, str. 47-53, 1949

RE 11.649b The author deduces a series of theorems which show how important for
power series is the number sup |an|1/ ™. Using this number, a best possible lower bound
is given for the smallest zero of Y o~ a,,2™ and > @nmy"2™. The result is generalized
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in a significant way. Further, a best possible lower bound is given for the radius of the
inverse series and of the circle in which the given function is schlicht.

Reviewer: Frantisek Wolf (Berkeley, Calif.)

ZB 033.26504 Die Tatsache, daf lim {/|a,,| fiir die Potenzreihe (1) > a,2™ eine so
groBe Rolle spielt, veranlaBt den Verf., danach zu fragen, ob nicht auch fin ¥/|a,| fiir
die Potenzreihe (1) von Bedeutung ist. Zur Beantwortung dieser Frage werden folgende
Sétze bewiesen: 1. Ist in (1) |an,| =2, n =1, 2, ..., k, und 2 fin{/la,| = g, so
gilt fiir jede Nullstelle ¢ von (1): |{| > z/g, wenn x die kleinste positive Wurzel der

n

Gleichung (1 — z)(1 — Y v,97"2") — 2F~1 = 0 bedeutet. 2. Ist in (1) a; > 0 und

v=1

= finy/lan| = g, so hat die zu (1) inverse Potenzreihe einen Konvergenzkreis, der
n>

nicht kleiner als (1/1 + a;/g — 1)? ist. 3. Die Potenzreihe

f21732 —G+Z Zan ,,Z,Z{l v D)

n=1 v=0
der beiden komplexen Variablen z; und z hat in |zx] < r, K = 1,2, mit r =
g 1(1 —1/+/1+ a) keine Nullstelle, wenn a > 0, g > 0 und g = fin g, mit g, = —

o0<v<n

finy/ (n—yp,| ist. Mit Hilfe von Satz 3 wird schlieB8lich bewiesen: 4. Ist ¢ > 0 und

gn =2, fin %/|an11|, so ist der Radius p; desjenigen Kreises |z| < g1, innerhalb dessen
n=z

sich die Potenzreihe az+ > a,2" konform verhélt, nicht kleiner als g~ 1(1—1//1 + a).
n=2
— Die in den angefiihrten Sdtzen auftretenden Schranken sind scharf. — Am Schlufl der

Arbeit weist Verf. noch darauf hin, dafl seine Methode eine Reihe weiterer Anwendun-
gsmoglichkeiten besitzt, wie z.B. bei der Frage nach der Existenz implizit gegebener
Funktionen oder beim Existenzbeweis fiir die Losungen von Differentialgleichungen.
Die Bedeutung der sich ergebenden Sitze liegt in erster Linie darin, dafl die erhalte-
nen Schranken nicht verbesserungsfihig sind.

Reviewer: Lammel (Tutzing)

Prostyje mnogocleny

Cechoslovackij matem. zurnal , Simple polynomials 1 (76), Czechoslovak Math. Jour-
nal, str. 5-15, 1951

n
RE 13.841e For a polynomial P(z) = 3 axz*, a1 = 1, |a,| > 0, consider the associ-
=1

ated system:
1+ Z ak{,E Pk 1 ) 0, ! + Z@x”_kPk,l(u) =0,
2

where
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Let R(u) = ZIJCV:O ApuN =k N < 2(n —1)? be the resultant of the associated system.
It is proved that P(z) is schlicht in |z| < r, r > 1, if and only if R(u) does not vanish
identically and has no real root lying in —2 < u < 2. Detailed discussion of the case
n = 3 follows.

Reviewer: P. Davis (Washington, D. C.)

ZB 045.29901 Let P(z) = 2z + a22® + azz® + -+ + anz", |a,| > 0, be a simple
polynomial in and on the closed circle |z| < 1, that is, there is an r > 1 such that
P(z1) # P(z2) for z1 # za, |21| < r, |22] < r. Here it is shown that P(z) is simple
for |z| <1 if and only if the resultant R(u) of an associated system of equations does
not vanish identically and has no real root lying in the interval —2 < u < 2. These
necessary and sufficient conditions are discussed for P(z) = z + a22? + azz3. Higher
degree equations are also considered.

Reviewer: E. Frank

Uber reele Charakteristiken von Potenzreihen

Cechoslovackij matem. zurnal 4 (79), str. 274-282, 1954
RE 16.914a The author solves the following problem: given a series

A(r) =71+ Cor® + C31® + - -+
with real coefficients, and converging for |r| < r1, to find all functions
f(z) =24 Co2? + C323 + -

for which (1) max Re{f(z)} = A(r) when r is sufficiently small. His method is based

|z|=r
on the fact that if the function f satisfies (1) and if ¢(r) is a function such that
f(re’?)y = A(r) (|r] < ro), then (2) re'®) £/ (re®(M)) = r A'(r).

The particular choice ¢(r) = 0 leads to the obvious solution f(z) = A(z).
More generally, let a curve have the representation (3) z = re'?(") | where

sinp(r) = yr + 727"2 4.

(7 real); the relation (3) determines an inverse function r = v(2) = 248222 +6323+- - -
(]z] < r4); this, substituted in (2), gives the equation

2f(2) = v(2){1 4+ 2Cov(2) + 3C30%(2) 4+ --- }.

Comparison of coefficients now determines a function f whose real part takes the
prescribed maximum A(r), relative to the circle |z| = r, for each r less than some
r5. Moreover, this maximum is taken at a point of intersection of the circle with the
curve (3). In the special case where A(r) = r and sing(r) = 3er (¢ real), f(2) =
2{(1 +iez)/2 — 1} Jie.

If B(r) = —7r+ Cer? 4+ -+ (C, real), and if Re f*(2) has the maximum
—B(r) on |z| = r, then the function f(z) = —f*(—2) has the minimum real part B(r),
on |z| =r. If
M(r)=1+Cyr+Cor* 4 --- (Cyreal,Cy > 0),
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let A(r) = log M(r); the author’s method yields the solutions f(z) of (1) and, by means
of the function g = exp f and certain trivial changes of variable, all the solutions of
the equation

max |g(z)[ = M(r) (|r[ <7s5).

|z|=r

Reviewer: G. Piranian (Ann Arbor, Mich.)
ZB 057.30804 Ist f(2) = 2z +cp2%+- -+ mit positivem Konvergenzradius vorgegeben,
so hat die Funktion A(r) = max Re{f(z)} die Form A(r) = r+Cqr?+--- (C; reell) mit

|z|=r
positivem Konvergenzradius, und es ist, wenn A(r) in z = re(") angenommen wird,
@(r) = dyr+dar®+- -+ (d; reell) mit positivem Konvergenzradius. Der Verf. behandelt
nun die Umkehrfrage und beweist: Zu jedem A(r) und o(r) der angegebenen Art gibt es
genau ein in |z| < ro(A, @) regulidres f(z) mit A(r) = ‘m‘ax Re{f(2)} = Re{f(re®)};

eine prinzipielle Konstruktionsmoglichkeit wird angegeben. So haben z.B. die Funktio-
nen f(z) = z und f.(z) = (2/ie){(1 +iez)'/? —1} (¢ > 0) dieselbe Funktion A(r) = r.
— Da das Problem der lokalen Charakterisierung von A(r) dquivalent ist zum Pro-
blem der lokalen Charakterisierung von M (r) = max |f(z)|, so sind die Ergebnisse des

|z|=r
Verf. implizit in den Resultaten von Hayman (dies. Zbl. 45, 355) iiber M (r) enthal-
ten. Dort wird iiberdies der zu A(r) = Cyr* + Cjy17*+1 + ... (k > 1) entsprechende
Fall M(r) =14 Dgr¥ + ... (k > 1), der die Untersuchungen kompliciert, ausfiihrlich
diskutiert.
Reviewer: D. Gaier

O minimdlnich grafech, obsahujicich n dangch bodi, spoleéné s V. Jarnikem

Cas. pro pést. mat. a fys. 63, str. 223-235, 1934

ZB 009.13106 Soient Cy, Cs, ..., C,, n points d’un espace euclidien. Considérons
tous les ensembles connexes G, satisfaisant aux conditions suivantes: 1. G contient les
points C1, Cs, ..., Cp. 2. G est la somme d’un nombre fini de segments tels que deux
quelconques entre eux n’aient qu’un point commun tout au plus. Soit I(G) la somme
des longueurs de ces segments. Dans cet article, on démontre I'existence d’un Gy, pour
lequel I(Gy) atteint la valeur minimum; ensuite, on démontre quelques propriétés de
I’ensemble G et on détermine GGy completement dans le cas particulier ou les points
Cq, Cy, ..., C, sont les sommets d’un polygone régulier (n > 13).

Reviewer: Autoreferat

JFM 60.0542.01 C,Cs>,...,C, seien n Punkte eines euklidischen Raumes. Betrach-
ten wir alle zusammenhingenden Mengen G, welche den Bedingungen geniigen:

1. G enthilt die Punkte C1,Cs, ..., Cy;

2. G ist die Summe einer endlichen Anzahl von Strecken von der Art, dass je zwei von
ihnen nur einen Punkt gemeinsam haben.

Sei I(G) die Summe der Lingen dieser Strecken. Es wird die Existenz eines G bewie-
sen, fiir welches {(G) am kleinsten ist; sodann werden einige Eigenschaften der Menge
G bewiesen, und es wird G vollstéindig bestimmt im speziellen Falle, dass C1,Cs, . ..,
C,, die Ecken eines reguliren n-Eckes (n = 13) sind.

Reviewer: Prof. Rychlik (Prag)
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Knizni publikace

K33

K34

Uvod do poctu diferencidlniho
Jednota Cs. mat. a fys., Praha, 1926, 147 str.

Karel Petr. Strucny ndstin jeho Zivota a strucny prehled jeho praci, spolu s Frant.
Nuslem

Sbornik praci matematickych a fysikalnich, vydany na pocest Sedesatého vyro¢i naro-
zenin dr. Karla Petra, Jednota Cs. mat. a fys., Praha, 1928, 14 str.

JFM 54.0044.04 Karel Petr (Czech) Zum sechzigsten Geburtstag von K. Petr, Mit-
arbeiter an der Zeitschrift Casopis, wird ein kurzer Abrif} seines Lebens und eine

Ubersicht iiber seine Arbeiten gegeben.
Reviewer: R. Frucht (Triest)

Vytahy z vySe uvedenych praci

K5*

Ko6*

K7~

K13*

Uber Entwicklungen fiir analytische Funktionen, (vytah z prace [K5a,b]), Bulletin in-
ternational de I’Académie des Sciences de Bohéme 21, 1917, 20 str.

JFM 46.0541.05 Der Verf. gewinnt Reihenentwicklungen fiir Funktionen, auch Dars-
tellungen der Null, indem er in die Cauchysche Integralformel neue Integrationsverin-
derliche einfiihrt, nach deren Potenzen er den Integranden entwickelt.

Reviewer: Faber (Miinchen)

Fine neue Reihe fiir die Riemannsche Primzahlfunktion, (vytah z prace [K6]), Bulletin
21, 4 str., 1917

Sur une formule de récurrence relative auz nombres premiers, (vytah z prace [K7]),
Bulletin 22, 3 str., 1918

Sur le singularités des séries entiéres situées sur le cercle de convergence, (vytah
z prace [K13]), Bulletin internat. de ’Acad. des Sciences de Boheme 24, 3 str., 1924

JFM 49.0263.04 Verf. verallgemeinert den Vivanti-Dienensschen Satz in einer gewis-
sen Richtung und deutet an, wie man auf diesem Wege zu einer Verallgemainerung des
Fatou- Pélyaschen und des Hadamardschen Satzes gelangen kann. Die Beweise werden
nur skizziert.

Reviewer: Prof. Szegé (Konigsberg i. P.)

Na zéavér si uvedeme Kosslerovy prispévky, které v Jarnikové seznamu zcela chybi. Za-
timco praci, kterou jsme v névaznosti na Jarnikovo ¢islovani pracovné oznacili symbolem
[K35], 1ze zafadit mezi puvodni védecka pojednani, prace [K36] by patiila spise do skupiny
Ostatni publikace. Zadna z provéfovanych databazi tyto piispévky nezmiiiuje. Vzhledem
k faktu, ze prace [K35] je v podstaté kratkym abstraktem pfednasky pronesené na 4. sjezdu
¢eskoslovenskych matematiki, uvadime namisto jeji recenze v referativnich Casopisech jeji
plné znéni.
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K35 O jisté domnénce z theorie prostych Tad mocninnych

Zpréavy ze 4. sjezdu Ceskoslovenskych matematiki: Védecka sdéleni t¢astniku 4. sjezdu
matematikl, Cas. pro pést. mat. 81, str. 110-111, 1956

Necht fada f(z) = z + Y o a,z" zobrazuje kruh |z| < 1 prosté na jistou oblast v ro-
viné w. Jest dokdzdno, Ze |az| < 2, |ag| < 3 a Bieberbach vyslovil domnénku dosud
nedokdzanou, Ze |a,| < n. Obsah tohoto sdéleni tvoii jind dosud obecné nedokdzana

domnénka, ktera zni nasledovné:
z

yJe-li fada f(z) prostd, pak také fada F(z) = fo g dz jest prostd a zobrazuje
néjakou specidlni jednodussi oblast v roviné w.“

Tato véta jest dokdzana v piipadé, ze f(z) zobrazuje t.zv. hvézdovitou oblast.
Pak F(z) zobrazuje oblast konvexni. Dovedu dokazati, Ze vyslovend domnénka jest
spravnd, jestlize f(z) mé vesmeés redlné koeficienty. V tomto ptipadé jest F(z) prosta
fada pasova. To znamend, ze k ni prislusna oblast v roviné w ma tu vlastnost, ze
kazda rovnobézka k ose imaginarni protind hranici té oblasti v jediném bodé nad re-
alnou osou a jediném bodé pod redlnou osou. Nepodafilo se mi dokézat vyslovenou
hypothesu, jestlize koeficienty fady f(z) jsou ¢isla komplexni. Nepodafilo se mi vSak
také dokazat néjakym speciadlnim piikladem, ze domnénka ta jest nespravna.

Druha moje domnénka jest nasledujici:

wJe-li f(z) prostd rada, pak také vada fi(2) =2+ Y o |an|z™ jest prostd.“

K36 7. mezindrodni matematicky kongres v Torontu
Rubrika Zprdvy, Cas. pro pést. mat. a fys. 54, str. 101-103, 1925

Vojtéch Jarnik ve svém seznamu dale zcela pominul recenze z pera Milose Kosslera.
Nutno podotknouti, ze na rozdil od V. Jarnika, Q. Vettera a dalSich se Kossler psanim
recenzi prili§ nezabyval. Podafilo se ndm objevit pouze nasledujici:

Giraud G. Legcons sur les fonctions automorphes: Fonctions autom. de n. variables.
Fonctions de Poincaré. Pafiz, 1920. Gauthier-Villars, 126 str.

Cas. pro pést. mat. a fys. 50, str. 311-312, 1921

Népln knihy tvoii obsah prednasek na Collége de France.
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7.2. Seznam prednasek a cviceni prof. Kosslera

Milos Kossler zacal prednéaset na prirodovédecké fakulté Karlovy univerzity v roce 1921.
Pusobil zde ptvodné jako soukromy docent, od roku 1922 pak jako mimotadny profesor a od
roku 1927 jako profesor radny.

Jako jeden z Fediteli Matematického seminafe pravidelné vedl od roku 1929/1930 cvideni
nazvang st¥idavé Seminarni cviceni a Cviceni seminéarni. De facto prebiral ¢ast studenti ze
seminare Karla Petra, jak plyne i z navrhu na tpravu matematického vyucovani z bfezna
1928:1)

,Podepsani profesoii matematiky (Bydzovsky, Kossler, Sobotka, Petr), majice na zfe-
teli dalsi ucelné vybudovdani matematického vyucovdni na prirodovédecké fakulté university
Karlovy, navrhuji: aby bylo zrizeno nové oddéleni matematického semindre, jehoZ vedeni by
bylo svéreno nové jmenovanému Tadnému profesoru matematiky Dr. M. Koesslerovi. Prof.
Koesslerovi umozni se tim prohloubeni dosavadni ¢innosti ucitelské po strance védecké - jeZ
je pravé ucelem semindrniho zarizent - a zdroven uzsi styk s budoucimi kandiddty profesury,
jenz je pro ného jako clena zkusebni komise pro ucitelstvi na strednich skoldch mezbytny.
Zdroven se timto navrhovanym zrizenim odlehéi semindvi prof. Petra ...«

Prednasky vedl s vyjimkou valecného obdobi, kdy byla vyuka na ¢eskych vysokych sko-
lach nésilné prerusena, az do roku 1957, kdy odesel do duchodu, pfi¢emz od akademického
roku 1953 presel z prirodovédecké fakulty na nové vzniklou fakultu matematicko-fyzikalni.
Po zalozeni pedagogické fakulty, v obdobi 1946-1948, ptisobil rovnéz po dobu dvou semestri
na této fakulté.

V nasledujicim seznamu jsou vzdy uvedeny prednasky a seminare, které Kossler v daném
studijnim roce vedl, véetné jejich hodinové dotace v zimnim (Z) a letnim béhu (L). Za
povsimnuti stoji skutecnost, ze nékteré vicesemestralni prednasky ménily nazev, coz dnes
neni prilis ¢astym jevem. Rovnéz v dobé Kosslerova pusobeni na univerzité bylo obvyklé,
Ze se znafna cast prednasek konala jedenkrat za dva roky. Prednasky proto navstévovalo
nékolik roéniku najednou, a tak v seznamu pfedmétu nenajdeme presné stanoveny roc¢nik,
pro ktery byla dana prednaska urcena.

Cely seznam byl vytvoren na zakladé Seznamu predndsek konanych na Univerzité Kar-
lové ulozenych v Archivu UK. Chybéjici soupisy predndsek (fakulty piirodovédecké z let
1948/49, 1951/52, 1952/53, matematicko-fyzikalni 1952/53, 1953 /54, pedagogické 1948/49)
se nepodatilo dohledat, nebot univerzitni archiv ma v obdobi padesatych let v téchto fondech
znatelné mezery, stejné jako Narodni knihovna Klementinum. Pouze z informaci uvedenych
v Casopise pro péstovani matematiky vyplyvé, Ze v akademickém roce 1953/54 vedl Milo§
Kossler na matematicko-fyzikalni fakulté seminaf z analytickych funkci.

Prirodovédecka fakulta

Z L
1921(letni béh)
O rozvijeni analytickych funkci v fady (Pokracovani) 2
1921/22
O celistvych funkcich transcendentnich 2
Uvod do poétu infinitesimalniho a analyt. geometrie v prostoru - 3
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O transcendentnich feSenich rovnic algebraickych
Elementarni cviceni z vyssi analyse

1922/23

Uvod do poétu infinitesiméalniho
Elementarni cviceni z vyssi analyse
Pocet pravdépodobnosti

1923/2/

O rovnicich diferencialnich

Uvod do poétu infinitesimalniho
Elementarni cviceni z vyssi analyse

1924/25

Uvod do poétu infinitesimalniho

Elementarni cviceni z vyssi analyse

Vybrané ¢asti z theorie funkei komplexni proménné (Pro pokrocilé)
Pocet pravdépodobnosti

1925/26

Uvod do poétu infinitesiméalniho

Elementarni cviceni z vyssi analyse

Konformni zobrazeni a jeho uziti v theorii funkci

1926/27%)

Uvod do poétu infinitesiméalniho
Elementarni cviceni z vyssi analyse
Uvod do poétu varia¢niho

Pocet pravdépodobnosti

1927/28

Uvod do poétu infinitesimalniho
Elementarni cviceni z vyssi analyse
Rovnice diferencialni. Elementarni metody.

1928/29

Funkce kompleksni proménné

Rovnice diferencidlni. Eksisten¢ni theoremy.
Pocet pravdépodobnosti

Seminarni cviceni

1929/30

O celistvych funkcich transcendetnich
Parcialni rovnice diferencialni
Seminarni cviceni

1930/31
Funkce prosté
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Analytické pokracovani

Pocet pravdépodobnosti (Kurs pojistné matematiky)
Konformni zobrazovani

Seminarni cviceni

1931/32

Pocet variacni

Matematika pro posluchace chemie a fysiky
Cviceni seminarni

1932/333)

O funkcich komplexni proménné
Pocet pravdépodobnosti
Seminarni cviceni

1933/34

Rovnice diferencialni

Vybrané ¢asti z theorie funkci komplexni proménné
Matematika pro posluchace chemie a fysiky
Cviceni seminarni

1934/85

Uvod do theorie funkci komplexni proménné
Funkce komplexni proménné

Pocet pravdépodobnosti

Seminarni cviceni

1935/36
Rovnice diferencialni?)
Seminérni cviceni

1936/37

Uvod do theorie funkci komplexni proménné
Podet pravdépodobnosti®)

Vybrané ¢asti z theorie funkci komplexni proménné
Cvicéeni seminérni

1937/38

Diferencialni rovnice

Funkce transcendentni a meromorfni
Seminarni cviceni

1938/39

Uvod do theorie funkci komplexni proménné

Vybrané ¢asti z theorie funkci komplexni proménné
Seminarni cviceni

193

N oo W RO

w ot

N W

N W oy W

[\

w ot

[\

[\ N DN

w

N o NN Ot

NN DN W

N W

—



1939/409)

Rovnice diferencialni

Seminarni cviceni

1945

Diferenciéln{ rovnice”)

Seminaf matematicky: seminarni cviceni

1945/46

Funkce komplexni proménné
Diferencialni rovnice

Seminai: cvideni z matematiky®)
Rovnice diferencialni

1946/47°)

Funkce komplexni proménné

Uvod do poétu pravdépodobnosti'?)
Seminaf: cvieni z matematiky

1947/48

Vybrané ¢asti z theorie funkci kompl. prom.

Integralni rovnice

Seminaf: cviceni

1949/50')

Uvod do theorie funkci kompl. prom.
Pocet varia¢ni

Seminarni cviceni

1950/51

Analysa

Theorie obycejnych dif. rovnic
Vybrané ¢asti z theorie analytickych funkei
Seminarni cviceni pro 3.,4. ro¢nik

Pedagogicka fakulta
1946/47

Pocet diferencialni a integralni pro II. st.

1947/48
Infinitesimalni pocet
Numerické pocitani'?)
Rovnice!?)

Matematicko-fyzikalni fakulta

1954/55
Analytické funkce II. (IV. r.)
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1955/56

Analytické funkce I. (III. r.) - 4/2
Analytické funkce (IV. r.) 3/0

Seminaf z theorie funkci 2 2
1956/57

Analytické funkce I. (III. r.) - 4/2
Analytické funkce (IV. r.) 3/0

Seminar 2 2
Poznamky

D)
%)

10)

11)

12)

Viz dopis adresovany Ministerstvu Skolstvi a narodni osvéty, fond Ministerstvo skolstvi, karton
¢. 1073, Statni ustfedni archiv Praha.

V letnim béhu navic vedl spolu s Bydzovskym, Jarnikem, Hlavatym a Machytkou Rozhovory
o nejnovéjsich smérech v matematice (1 hod. tydné).

V brfeznu tohoto roku se Kossler 16¢il v Priessnitzové sanatoriu v Grifenberku z néasledku
nervového zhrouceni.

Latka ke druhé statni zkousce, urc¢eno posluchacum 5. a vyssich semestru.
Pfednésky kursu Pocet pravdépodobnosti po Késslerovi prevzal Otomar Pankraz.
V listopadu 1939 byly ceské vysoké skoly uzavieny.

Prednaska urcend pro posluchace pripravujici se ke druhé statni zkousce.
Vysvédéeni z téchto cviceni bylo povinné pro statni zkousku kandidatu ucitelstvi.

V obdobich 1946/47-1948/49 a 1949/50-1951/52 byl Késsler jmenovan Ministerstvem skol-
stvi, véd a uméni ¢lenem zkusebni komise pro statni zkousky z matematické statistiky, pojistné
matematiky a ekonometriky - odbornym examinatorem pro algebru, geometrii a matematic-
kou analysu jako pfedmét I. statni zkousky a pro matematiku jako predmét II. statni zkousky.

Prvni a druhé ¢ast dvousemestrového cyklu pro posluchace matematiky a posluchace pojistné
matematiky a matematické statistiky.

V akademickém roce 1948/49 byl Kossler navic povéfen suplovanim za Dr. V. Hlavatého
konanim proseminéie, nebot Hlavaty v roce 1948 emigroval do Spojenych statu americkych,
a bylo nutné jeho vyuku odsuplovat.

Spolu s prof. Dr. K. Hrusou.
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7.3. Disertace posuzované Milosem Kd&sslerem

K funkci profesora na univerzité neoddélitelné patiilo pfizvani k obhajobam diserta¢nich
praci. Milos Kossler béhem svého pusobeni na pfirodovédecké, pozd€ji matematicko-fyzikalni
fakulté posuzoval celou fadu praci. Funkce ,Skolitele“ v takové podobé, jak je to dnes ob-
vyklé, neexistovala. Hlavni iniciativa k ziskani doktoratu byvala na posluchacich samotnych.
Zajemci zpravidla zadali profesora, ktery se zabyval jejich oborem, o stanoveni tématu di-
sertace. Pro ziskani doktoratu bylo nutné obhajit diserta¢ni praci a slozit rigorésni zkousku
z matematiky a néjakého fyzikalniho oboru. Pocet ziskanych doktoratu z matematiky byl
ve sledovaném obdobi velmi nizky mozna i z divodu, ze doktorat samotny nevedl k zddnym
hmotnym vyhodam.

Nasledujici seznam je sestaven chronologicky podle studijnich let, ve kterych probéhla
obhajoba prace. Spolu se jménem autora dané préace, datem jeho narozeni (v zavorce) a na-
zvem disertacni prace je vzdy uveden Kosslertiv spoluposuzovatel. Nejcastéji byval druhym
posuzovatelem Karel Petr, Emil Schoenbaum, nebo Vojtéch Jarnik. Vyjimkou jsou prace
posuzované spolu s Emanuelem Radlem, Vladimirem Kofinkem a Eduardem Cechem.

1928/1929

Ervin Arnstein (8. 12. 1899)
Matematicko - statistické methody v novéjsi psychologii se zvlastnim zifetelem k methodam
¢itacim

(Karel Petr)

Jan Pronék (8. 5. 1902)
O Kummerovych pracich o hypergeometrické radé
(Karel Petr)

Bedrich Husty (25. 2. 1904)
Invariantni ttvary binarni formy 5. stupné a jejich syrygie na zakladé vytvorujici funkce
(Karel Petr)

Stépan Sulaticky (24. 8. 1897)
Néktera vysetrovani funkce azizs ... Ty,
(Emil Schoenbaum,)

Abram Gertner (15. 6. 1900)
O polynomech ultrasferickych a o rozvojich funkci redlné proménné v fadu téchto polynomu
(Karel Petr)

1930/1931

Jaroslav Prochazka (17. 4. 1907)
Generalisace teorému Cauchy-Poincaréova
(Karel Petr)
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Otomar Pankraz (25. 3. 1903)
O divergenci Dirichletova integralu
(Karel Petr)

Otakar Zich (26. 5. 1908)
O hranici oblasti jednoduse souvislé
(Karel Petr)

Vladimir Tardy (18. 9. 1906)
Logicky rozbor matematického poznéni
(Emanuel Rddl)

Antonin Kollert (18. 4. 1907)
Teorie risika
(Emil Schoenbaum,)

Milo$ Vacek (20. 1. 1908)
O Polyové zdkonu Fidkych zjevi a jeho uziti ve statistice
(Emil Schoenbaum,)

Vladimir Aulicky (20. 7. 1904)

Laplaceovy methody k urceni pfesnosti statistickych vysledku, Lexis-ova teorie disperse
a stabilita statistickych fad vibec

(Emil Schoenbaum,)

Véaclav Kréma (7. 12. 1906)
O separaci kofent rovnic algebraickych
(Karel Petr)

1931/1932

Antonin Srovnal (17. 2. 1898)
O Fejérovych stiedech Fourierovych fad
(Karel Petr)

Miloslav Hlavacek (6. 7. 1894)
Funkce spojité, jez nemaji v zadném bodé intervalu derivace
(Karel Petr)

Oldfich Pokorny (8. 9. 1907)
Aplikace polynomu Bernoullskych na soucet n-tych mocnin danych ¢isel
(Karel Petr)

Ladislav Spaéek (30. 5. 1909)
O koeficientech funkci prostych
(Vogtéch Jarnik)

Josef Ambroz (18. 1. 1905)
Hypotesa elementarnich proménnych v poc¢tu pravdépodobnosti
(Emil Schoenbaum,)
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Karel Kervitcer (28. 8. 1905)
Nerovnosti mezi stfednimi hodnotami a jejich uziti v aktuarskych védach
(Emil Schoenbaum,)

Rudolf Pollak (19. 2. 1909)
O centralni mezni vété poctu pravdépodobnosti
(Emil Schoenbaum,)

1932/1933

Helena Navratilova (12. 5. 1907)
Zakon tidkych zjevu a jeho aplikace na kolektivy pojistnych udalosti
(Emil Schoenbaum,)

Bohumil Jurek (3. 1. 1909)
O derivovanych ¢islech
(Vogtéch Jarnik)

FrantiSsek Kudela (19. 5. 1904)
Mezni teorémy poctu pravdépodobnosti v oblasti zakona Laplace-Gaussova
(Emil Schoenbaum,)

Adolf Klimes (9. 10. 1908)
Teorie Hermiteovych polynomu vice proménnych a jeji aplikace na teorii korrelace
(Emil Schoenbaum,)

Augustin Vorreith (12. 9. 1908)
Problém momentu
(Emil Schoenbaum,)

Ota Fischer (3. 8. 1909)
Zobecnéni analytickych vyrazu uzivanych v theorii kolektivnich pfedméta
(Emil Schoenbaum,)

Jarmila Iglauerova - Simerkova (7. 1. 1910)
Zavedeni libovolnych funkci v po¢tu pravdépodobnosti
(Emil Schoenbaum,)

Ferdinand Samonil (6. 3. 1909)
O interpolaci a jeji aplikaci na numerickou summaci
(Emil Schoenbaum,)

Véra Cechova (12. 5. 1910)
Teorie risika
(Emil Schoenbaum,)
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1933/1934

Josef Bily (31. 8. 1905)
Skupinové metody pro vypocet reserv pojistného
(Emil Schoenbaum,)

Oldfich Dvorék (25. 5. 1910)
O funkcich prostych
(Vogtéch Jarnik)

Rostislav Rajchl (1. 1. 1910)
Extrapolacni vzorce ve vyvojové populaci

(Emil Schoenbaum,)
1934/1935

Karel Stastny (22. 9. 1907)
Dodatkové pojisténi invalidity v soukromém pojisténi
(Emil Schoenbaum,)

Josef Talacko (24. 6. 1909)

Verhulstova logisticka kfivka, jeji zobecnéni, analysa, kriterium aplikace a uziti na ceskoslo-
venskou populaci

(Emil Schoenbaum,)

1935/1936

Véclav Vilimek (26. 8. 1904)
Rozvijeni ve fakultni fady funkci pfibuznych gammafunkci
(Karel Petr)

1936/1937

Jifina Frantikova (26. 1. 1914)

Urokovy problém pro dichody #Zivotni s malou poznamkou pro premiové reservy smiseného
pojisténi

(Emil Schoenbaum,)

Rudolf Baloun (26. 10. 1905)

Rozsiteni véty Tatouovy a véty bratfi Rieszu na nékteré obecnéjsi tfidy funkci
(Vogtéch Jarnik)

Zdendgk Krejéi (22. 9. 1912)
Ttidéni spojitych komplexnich funkci v souvislosti s otazkou existence derivace
(Vojtéch Jarnik)
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Ji¥i Seitz (7. 6. 1911)
Teorie analytického vyrovnavani amrtnostnich tabulek
(Emil Schoenbaum,)

Jaromir Haba (4. 10. 1913)
O pravdépodobnostech zjevu zavislych
(Emil Schoenbaum,)

Antonin Robek (4. 2. 1909)
Populacéni tmrtnostni tabulky
(Emil Schoenbaum,)

1937/1938

Nikolaj Podtjagin (19. 4. 1887)
Quelques remarques sur la méthode de Lidston dans lassurance sur la vie
(Emil Schoenbaum,)

1938/1939

Ing. Ivan Kochanovskov (25. 4. 1900)
Matematické zaklady teorie trendu
(Emil Schoenbaum,)

Josef Veselka (29. 4. 1909)
O prerovnavani rad

(Vogtéch Jarnik)

Karel Rakovié (19. 8. 1909)

Nerovnosti pro prostou hodnotu a pro koeficienty nékterych regularnich funkci
(Vojtéch Jarnik)

1939/1940

Miroslav Katétov (17. 3. 1918)
O absolutné uzavienych a bikompaktnich prostorech
(Vogtéch Jarnik, Viadimir Kotinek)

1945/1946

Josef Roudny (5. 9. 1909)
Problém tmrtnosti a jeho méteni
(Vogtéch Jarnik)

Antonin Spadek (11. 10. 1911)
O Uplném rozsifeni a obalech metrickych prostoru vzhledem k dané mnoziné metrik

(Vogtéch Jarnik)

Véaclav Vodiéka (1. 8. 1911)
Symetrické funkce a jejich uziti v matematické statistice
(Vojtéch Jarnik)
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1947/1948

Jaroslav Tuzar (25. 3. 1915)
O Schulteové metodé méreni poptavky zobecnénou poptavkou funkci
(Emil Schoenbaum,)

1949/1950

Jiri Kopfiva (24. 6. 1925)
O jisté vlastnosti Fareyovy rady
(Vogtéch Jarnik)

Jaroslav Kurzweil (7. 5. 1926)
Prispévek k metrické teorii diofantickych approximaci
(Vogtéch Jarnik)

Karel Winkelbauer (30. 10. 1925)
Statistické rozhodovaci funkce
(Eduard Cech)

1950/1951

Alois Apfelbeck (18. 11. 1925)
Prispévek k Chinéinové principu pienosu
(Vogtéch Jarnik)

1951/1952

Karel Rektorys (4. 2. 1923)

Problém jednoznacnosti feseni parcialnich rovnic diferencialnich pro vedeni tepla pfi nespo-
jitych okrajovych podminkach

(Vogtéch Jarnik)

Tibor Salat (13. 5. 1926)
Prispevok k teorii sactov a nekoneénych radov s redlnymi ¢lenmi
(Vogtéch Jarnik)

Zdené&k Koutsky (17. 4. 1924)
Existenc¢ni véta feseni diferencidlnich rovnic. Nékteré vlastnosti poloméru konvergence tiid
diferencialnich rovnic, mocninnych a inversnich fad

(Vogtéch Jarnik)
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Svatopluk Krupicka (8. 1. 1922)
O mfizovych bodech ve vicerozmérnych prostorech
(Vogtéch Jarnik)

1952/1953

Jiri Stépanek (31. 1. 1924)
Rozvoj analytické funkce v polygonu konvergence
(Vogtéch Jarnik)

Rudolf Vyborny (3. 7. 1928)
O mocninné fadé konvergujici na celém obvodu jednotkové kruznice
(Vogtéch Jarnik)

Rok 1953 byl zac¢atkem dlouhé prestavky v udélovani doktorskych akademickych hodnosti
na univerzité. Chod skol byl jiz v té dobé vyrazné poznamenan politickymi zménami po roce
1948. Podle sovétského systému byl vytvofen novy zakon o vysokych skolach (¢. 58/1950 Sb.),
jenz mimo jiné zrusil do té doby bézné uzivané tituly RNDr. a PhDr. Brany univerzity tak
opoustéli promovani matematici, fyzici, inZenyii ekonomie, ... Vyjimka byla udélena pouze
poslucha¢um imatrikulovanym jesté pred tim, nez novy zakon vstoupil v platnost. Tito
studenti méli moznost zakoncit studium rigorésnimi zkouskami, resp. obhajenim disertacni
prace a ziskem akademického titulu. Rokem 1953 tak zapisy v matrice doktoru kondi, stejné
jako vysSe uvedeny seznam disertaci, jez spoluposuzoval Milos Kossler.

Poslednim studentem, jehoz préci Kossler vedl, byl Prof. RUDOLF VYBORNY, ktery si
svého ucitele velice vazil a dokonce jeho pamatce vénoval svou knihu o diferencidlnim poctu
[Vyborny (1966)].

POUZITE ZDROJE

Life and Work of Vojtéch Jarnik. Ed. Novak B. Praha: Society of Czech Mathematicians and
physicists, Prometheus, 1999.

TULACHOVA, M. Disertace prazské university 1882-1953 I. Praha: UK - SPN, 1965.
VYBORNY, R. Diferencidini pocet. Praha: Academia, 1966.
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Zavérecéné slovo

Cilem této disertac¢ni prace bylo zpracovani podrobného prehledu o zivoté a dile Milose
Kosslera, naseho predniho specialisty v oboru teorie analytickych funkci prvni poloviny
20. stoleti, jehoz jméno postupem ¢asu po jeho smrti témér upadlo v zapomnéni.

Pohled na zivotni drahu Milose Kosslera dava étendfum moznost sledovat cilevédomou
trnitou cestu chlapce z chudé rodiny za vzdélanim a uplatnénim v milovaném oboru — mate-
matice. Kossleruv osud vyrazné ovlivnili profesoii na gymnéziu, pfedev§im pak ale univer-
zitni profesor Karel Petr, jenz se pro néj stal celoZivotnim vzorem. V ramci popisu vzestuptu
a peripetii pracovni kariéry na pozadi radostnych i smutnych okamziku tykajicich se osob-
niho Zivota Milose Kosslera lze ziskat fadu postieha k situaci na stfednich Skoldch a Uni-
verzité Karlové v daném obdobi. Késslerovu oddanost zvolenému oboru prikladné dokazuje
jeho aktivni ¢innost v fadé ceskych védeckych spolec¢nosti, mj. v Kralovské ¢eské spole¢nosti
nauk, Jednoté ¢eskych matematiku a fyzika a Akademii véd. Moralni postoj v obdobi prvni
republiky, za 2. svétové valky i po inoru 1948 jednoznacné dokazuje, ze Kossler byl ¢loveé-
kem pevnych zasad, odmitajicim jakoukoli formu nasili ¢i diktatury. Prostym biografickym
faktum dodéavaji lidstéjsi rozmér vzpominky studentu a kolegu. Milos Kossler byl podle jejich
vypovédi velmi mily a dobrosrdeény ¢lovék, shovivavy prednéasejici a dokonaly gentleman.

Béhem svého zivota Kossler publikoval vice neZ 30 puvodnich védeckych pojednéani v péti
svétovych jazycich. Z charakterizace jeho dila je patrné, ze hlavnimi obory jeho zajmu byla
problematika funkci komplexni proménné (otdzky tykajici se rozvoju analytickych funkei,
singularit na hranici kruhu konvergence mocninnych fad, Bieberbachovy domnénky, omeze-
nych polynomt) a déle teorie éisel, pfestoze tomuto oboru nemél moznost se vénovat v ramci
svych prednasek na univerzité. Na druhou stranu témér patnact let prednasel teorii pravdeé-
podobnosti, déle spolu s Emilem Schoenbaumem posuzoval 25 doktorskych disertaci z oblasti
nédhodnych jevu a statistiky, a pfitom na toto téma sepsal pouze jediné kratické pojednéni.
Soucasti komentare jednotlivych Kosslerovych ¢lanka je struény historicky nahled na vyvoj
studovanych problému spolu s citacemi v nasi i zahrani¢ni literatufe. Za nejvyznamnéjsi
Kosslerova dila lze oznacit prace O rozvojich platnich pro funkci analytickou v daném oboru
I, II (v podstaté doktorské a habilita¢ni pojednani soucasné), déle ¢lanky z 20. let zpfesiu-
jici tehdejsi vysledky v pokusech o diukaz Bieberbachovy domnénky, pojednéni o prostych
a ohranic¢enych polynomech. Velkého poctu citaci se dockal i spoleény piispévek psany spolu
s Vojtéchem Jarnikem o minimdlni kostfe grafu, navazujici na praci Borivkovu, jenz patfil
k prvnim publikacim vénujicim se teorii grafu z celosvétového hlediska.

Kosslerovo pedagogické mistrovstvi dokumentuje mj. podrobna analyza jeho ucebnice
Uvod do poctu diferencidlniho uréené posluchac¢iim 1. roéniku pfirodovédecké fakulty Uni-
verzity Karlovy, byt v porovnani se stejnojmennou, avSak mladsi knihou Jarnikovou jde
o praci mensiho rozsahu, jejiz vyznam byl zvyraznén ve své dobé potFebnosti podobné knihy
pro studenty tvodniho kursu matematické analyzy. Diky velmi vytfibenému podéani vSak
Kosslerovu knihu ¢asto pouzivali i studenti stfednich skol se zdjmem o matematiku k pro-
hloubeni svych znalosti pred pfichodem na vysokou Skolu. Druhy Kossleruv ucebni text
Uvod do theorie funkce komplexni proménné se bohuzel knizniho vydani nikdy nedockal.
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Dosti zajimavou a dosud nepublikovanou soucasti Késslerova dila jsou jeho matematické
deniky z obdobi let 1942-1956. Ctenéfi je zde piedlozen neobvykly ,hruby“ materidl v po-
dobé uryvku (struéné okomentovanych a pfesné prepsanych do pocitacové podoby) skytajici
moznost pozorovat vyvoj autorovych myslenek, nékdy vedoucich do slepé ulicky, na jinych
mistech cilené sméfovanych k piipravé materidlu pro publikovani ¢lanku v ¢asopise.

Prehled Kosslerovy védecké a pedagogické ¢innosti je doplnén vyctem vsech jeho publi-
kaci spolu s citacemi ve vybranych referativnich ¢asopisech, seznamem konanych prednasek
a cviceni na Univerzité Karlové, stejné jako seznamem posuzovanych disertaci.

S vyjimkou ¢lanku vydaného u ptilezitosti Kosslerovych sedmdesatin a nékolika nekro-
log dosud nebylo publikovano zZadné podrobnéjsi pojednéani o jeho Zivoté a dile. Tato prace
zahrnuje informace doposud publikované, na mnoha mistech je reviduje a uvadi na pravou
miru, vyrazné je rozsifuje jak v oblasti archivnich iidaju tykajicich se Zivotopisné ¢asti, tak
v oblasti rozboru védecké ¢innosti Milose Kosslera. Parafrazi na jeho tvod ke knize Uvod do
poctu diferencidlniho muzeme shrnout: ,,prace tato zcela splnila svij tkol, pokud ¢tenairum
priblizila osobnost a dilo jednoho z nejlepsich pedagogi — matematikt — své doby a prispéla
k doplnéni celkového obrazu vyuky kralovny véd na prazské univerzité.*
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Obr. ¢. 9 — Dékovny dopis dékanovi z roku 1934






£

X ey,

-
v

-

Obr. ¢. 10 - Milo§ Kdssler (nahote uprostied) spolu s rektorem UK Gustavem Friedrichem a
ostatnimi dékany, akademicky rok 1935/1936






CESKOSLOVENSKA REPUBLIKA,

v 1w ’
Vysvédceni
o absolvovani povinnych cvicéeni
. pro pFipusténi k . 7-....... statni zkousce
ucitelské zpusobilosti pro Skoly stiedni.

BT H I=Y-4 /
N /
) 1 A H/f‘f‘f:_gm _, rodem z 'x“"“‘ %"L y

Sleéna
i fl ‘oloniotiats| fakulty university Karlovy,

vysoke-Skely-architektury-a—pozemniho
fadny(4) posluchad(ka) stavitelstvi—odb—pref—lresieni,

Ustavu-pro-vzdélani-prefesori télesné

vyehovy-prumiversité-Kartove,
/
Glastnil(a) se v &dusde  gsemestru studijniho roku 19 ¥4 /19 %P
seminarnich /
proseminarsich cvideni (nazev) 2 /(“4“ LOApOL fro i ccrik i

praktickfch
predepsanych prislusnymi ustanovenimi zkusebniho fadu pro uéitele stfednich
gkol (vynos min. §kol, a n. osv. ze dne 8. ¥ijna 1930, & 16.510-II) pro pFipusténi

a prokazal(a) prospéch .. . N

7/
k #Aehe”  taint zkousce z

V PRAZE dne VAR bJo 190,

MATERIATICRY UISTAV
WIVERSITY KARLOVY,

2
(Z) j\"&cukmu pridva vyhrazens, 3-1289-4%

Obr. €. 11 — Vysvédceni ze seminarnich cvi¢eni Milose Kosslera






o — -

SALALLIENGD LI BOLOWON SANYIS ﬁﬂ
- ) & e s
e "o kg e & B bt
SARKANIINIG VIUNOD VNITONYD ALVLSHIANA GV SANKY L5370 Fisy Tymesstwe czom JIA JVOVED WALV

SAXIAVEAD SYORIDNYE OTENN SIIVISTIAINA
SYHALIT! F0RYH WA0M 158 JAOCALE M GARITAINGD VIOTTIAM I3 VIAL S3U0NOH L NIKON

WAITVIALVN WAYTY SI¥0LD0A

3 %g TEITRTST n..v...\.meA w T v ondy
T o P ra W werG R ey FugTETETS 19 S Wi X Y eIy ¢ Ayres
= o & Ry Fore i RSy FATY TRy RO T T U 2 o

R "l ﬁu% =L

SPSDY a2

WL W T

SALALLISNOD IR 30I0WO¥d
TR s rrrarOw jopm TongTbRg

SANVOIA WATTVHALYN WAJNEM SLLVIIADYI

YPEIED SARIYAING SOSKHA0NS SVIUYRINLYY 01200 WATTYAALYN WAty

MINJV[ SALITLTVAY

SADHINDVIN JOLDTd

VHALRD 'CAIMYNIVIO HOSSAIONE SYIULYWAHIYK 'SO100 IVEJOSOTRHE

AMSAOZAAY SATIHAOIHL
SISNIOVAId VYNITOJVD SYLISIddAINA

AVDINFAOTSOWTHOE IVOITdAd T3

SHDIASAY STIRIRAS

-mooom.moh-mso

T
M‘ >

d

Obr. €. 12 - Diplom Ivo Késslera, kde je Milo§ Kossler podepséan jako promotor
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Obr. ¢. 13 — Koncept posudku k védecké aspirantute vlastnoruéné psany M. Kosslerem (1950)
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Obr. €. 14 — Pro své poznamky Kossler vyuzil kazdé misto







Obr. ¢. 15 — Milo§ Kossler dumajici a sportujici v idoli Bilého Labe






Obr. ¢. 16 — Milo§ Kossler s dcerou Martou






Obr. &. 17 — Castym namétem Kosslerovych snimki byl jeho automobil
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Obr. €. 18 — Kosslerovy snimky z cest






Obr. €. 19 — Ukazky Kosslerovych uméleckych fotografii
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Obr. &. 20a — Uryvek z deniku &. IIT — poznamky k praci [K26], str. 1
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Obr. &. 20b — Uryvek z deniku ¢&. III — poznamky k praci [K26], str. 2
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Obr. &. 20c — Uryvek z deniku &. ITI — poznamky k praci [K26], str. 3
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Obr. &. 20d — Uryvek z deniku &. III — poznamky k praci [K26], str. 4
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Obr. &. 21a — Uryvek z deniku &. XVIII — problém prvoéiselnych dvojéat, str. 109
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Obr. &. 21b— Uryvek z deniku &. XVIII — problém prvoéiselnych dvojéat, str. 110
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Obr. &. 21c — Uryvek z deniku &. XVIII — problém prvoéiselnych dvojéat, str. 111
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Obr. &. 21d — Uryvek z deniku & XVIII — problém prvoéiselnych dvojéat, str. 112
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