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ROCNIK XXV, TRIDA II. ¢isro 2.

Novy rozvoj pro Riemannovu funkci prvociselnou.

Napsal
Milo3 Kdssler.

Pfedlozeno dne 19. dubna 1916.

UVOoD.

Znati-li = (x) pocet prvocisel mensich neZ x a poloZime-li

f(x) == (%) +%w(x"-) +%u(x"’) +

ost .
jest podle Riemanna ..(4)

1 L2
= 2m1
b—ig

#lgEls) 5o p>1
E 5> 1.

Riemann a v3ichni jeho nasledovnici provadéli vypocet prvociselné funkce
f (x) takto. Predevsim hledaji a nalézaji rozvoj pro log § (s) platny v celé
roviné komplexni proménné s a tento rozvoj dosazuji do integralu (4),
¢imZ konedné ziskavaji vyraz?)
, . : Iy dy
f ) = Li (x) — g [Li () + Li (w9} + |5 gy g 2

Vyraz tento obsahuje komplexni &isla @,, @,, jichZ jest neomezeny polet
a ktera predstavuji nullové body zétafunkce. Vysledek tento, pochazejict
od Riemanna, byl béhem fady let pfesné dokazin. Dal$im tkolem jest
nalézti skuten& ony komplexni kofeny zétafunkce. Ackoliv v posledni
dobé& byly v tomto sméru uinény pozoruhodné pokroky, ptece nepodafilo
se dosud tlohu v plné vieobecnosti roziesiti.

z

1) Viz na pt. E. Landau: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen. p. 361.
Roepravy: Rol. XXV. T II. L. 26. 1
' XYVT,



2

Nasledujici jednoduch4 tvaha ukazuje, %e tento historicky postup
pottu neni jedingm moZnym a Ze také nenf uplné ekonomickym, protoze
vychézi z rozvoje platného pro log § (s) v celé roving, coz nenf nutnym,

K dosaZeni Riemannem vytéeného cile, to jest k vyéisleni inte-
gralu (4), stadilo by znati takovy rozvoj pro log § (s), ktery plati jen
v okoli integra&ni cesty a nikoliv v celé roving. ProtoZe pak integraini
cesta probihd v oné pulroving, kterd neobsahuje nullovych bodi zéta-
funkce, bude rozvoj onen, podati-li se ho sestrojiti, na téchto nullovych
bodech nezavisly.

K rozvoji takovému vedeni jsme nasledujicim mys3lenkovym pocho-
dem. Funkce § (s) jest analytickou pro viechna s, jichZ reilna &ast R (s)
jest v&tsi neZ jedna. V téZe €asti roviny nema § (s) ani nullovych bodu
ani polu. Jest tedy log § (s) v této pualroviné funkci analytickou. Kazdy
rozvoj platny pro funkci analytickou v dané pilroving bude tedy platnym
také pro funkci log § (s). Rozvoju takovych jest neomezeny pocet; po
deldim zkou3eni objevila se nejvyhodnéjsi fada Langrangeova pokra&ujici

podle mocnin zlomku S—4

Uvaha tato, provedena na funkci§ (s), pfirozené se pfenasi na obecnou
fadu Dirichletovu. Proto provedeny jsou v pfedloZeném pojednani vy-
pocty platné pro tuto fadu na prvém misté v oddilu prvnim. Hlavni vy-
sledky tohoto oddilu obsaZeny jsou ve vzorcich (2), (5) a (7). Oddil druby
tvoti applikace nalezenych obecnych formuli na specielni ptipad Dirich-
letovy fady, to jest na funkci Jog § (s). Dospivame zejména ke vzorci (10)
a k formuli (11), kterd umo#iiuje aspon theoreticky vypocisti Riemannovu
funkci prvodiselnou pomoci absolutné konvergujici fady beze znalosti
nullovych bodu funkce zéta.

" Dile jest piipojen jesté jiny rozvoj pro funkei f (x), jehoZ konver-
gence v3ak neni dokazana. Za to vede k jednoduchému vysledku pro pocet
prvocisel  (x) (vzorec 14). Oddil tieti konecn& obsahuje n&kolik dikazi,
které nebyly pojaty do textu prvnich dvou oddilu z toho duvodu, aby lo-
gicka stavba celé rozpravy nebyla poruiovéna astym a obsirnym odbo-
covanim.

V Praze v unoru 1916.
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I. Obecné formule pro tady Dirichletovy.

Funkce komplexn{ promé&nné s budiZ definovina Dirichletovou fadou

Dale necht jest pro jisté reilné a > o fada

| bx |
2 kk_

k=1

konvergentni. Pak konverguje Dirichletova fada (1) pro viechna s, jichZz
redlnd Cast R (s) >« absolutn& a stejnomérné a definuje v pulroviné
jmenované analytickou funkci proménné s.) Znali-li nyni x libovolné
a kladné &islo vétsi nez jedna, plati o koeficientech fady (1) vzorec

[+] b+

/(x,r):vjlﬁ;blog'—l(n)_ ys ‘iﬁp(s)ds )

kdez b jest libovolné realné &islo kladné vétsi nebo rovné &islu a.

Dukaz této formule pro » = 2 proveden jest v citovaném dile Lan-
dauové p. 180 a nasl, pro » = 1 na str. 346 a nisl. Methoda tam uzita
pti # = 2 da se témdt beze zm#ny prenésti na dikaz obecné formule (2),
pokud » > 2.2

Abychom mohli vy¢isliti integral na pravé strané vzorce (2), ne-
musime hledati pro funkci D (s) vyjadfeni platné v celé roving€; protoze
integraéni cesta b&zi uplné v pulroving R (s) > e, vystatime také takovym
rozvojem pro D (s), ktery jest konvergentnim jenom v této piilroviné.
Hledany rozvoj poskytne nam Lagrange-ova fada postupujici podle mocnin

funkce S —

, kdez a jest konstanta tak volena, Ze R (%) >a

K zavorce pfipojena rovnice znati, ze po provedené derivaci ma se
dosaditi s = 4. Pokladame-li tedy hodnotu funkce D (s) a viech jejich
derivaci v bodé s = 4 za znamou, mauzeme rovnd? koeficienty «x pokladati
za znams. Rada (3 (3) jest absolutné a stejnomérné konvergentni v kazdé

konelné ¢asti pilroviny R (s) > %; tedy také podél kazdé ¢asti integraéni

1) Landau 1. c. p. 157.
) Viz odstavec III, 1.
1*
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cesty ve vzorci (2), zvolime-li oviem b > %.1) Proto jest dovoleno fadu

onu integrovati &len za &lenem,?) aviak protoZe integraini meze jsou
nekone&né, jest tteba potom dodatené zjistiti, zda integraci vznikla
fada konverguje. Ze vzorce (2) obdrzime
b+ig x‘(s—a)*
Tgrrk—2

/(x’r)_ 2“

hkmo b—ig

R (4)

Omezime-li se na ptipady r >4, maZeme misto jednotlivych integralua
pséti?) |

b+
© 5 (s—a)" 1 dk+r—38
S sTHE—2 ds= (B +7r—3)! d sh+r—3 {x.(s_‘a)b sm0 (4a)

1
2nx1

( —
HOREF

Tak na pf. pro » = 4 vypolteme prvni tii funkce

Iy (x) = log x, J, (x) = log x + %lagzx,

2
Jy (x) = log x— a log® x + % log® x, atd.
Ziskali jsme tedy kone¢né rozvoj

2 IO (x

k=

a d*t
o= o = {sk—s D (s )},=a S (6)
1 dk+r—3

IW = g7 Zs {x (s — a)* }ho

Jest hodno poviimnuti, Ze koeficienty a; jsou zavislé jediné na tvaru
funkce D (s) a nezavislé na x, kdeZto funkce J; (x) zavisi jen na tomto
nikterak v3ak na oné funkci D (s). D4 se dokazati (oddil III. 3), Ze fada (5)
jest pro » >4 absolutn& konvergentni a daile, Ze jest také stejnomérné
konvergentni v kaZdém kone¢ném a realném intervallu 1<, <x<4,.

Omezeni platnosti formuli (5) na » > 4 zd4 se byti jistou vadou. Tento
nedostatek vSak neni nikterak podstatnym, protoZe, zname-li ftadu pro
f (, 4), miZeme snadno vypolisti f (x,3), f(x, 2) a zejména i f(x, 1)
timto zptisobem:

Podle vzorce (2) jest:

]

6f(x,4)= 2 bn (logx—log n)3 =logdx . Sy—23log*x . S;+ 3logx . S;— S,

nul

1) Viz odstavec III., 2.

%) Viz na pf. N. Nielsen: Elemente der Funktionentheorie p. 173, III.
a p. 264.

% Viz odstavec III., 2
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kdeZ ,

Si= Eb,.log"n.

=l

Znadi-li nyni £ libovolné &islo intervallu [x] < § < [x] + 1, bude vzhledem
k vztahu
(6] =[]
6f(4) =1logt€.S,—3log*E.S; +3logk.S,—S,.
Zvolime-li tedy postupné tfi &isla takova
E=1x, E=12, E= 1,
obdrzime systém. linedrnych rovnic pro veli€iny Sa.
Solog?x —3S,log*x + 3S,logx—S3 = f(x, 4)
Sologd xx— 3 S, log2 xx + 3 Sylog 2 — Sg = f (xa, 4) . } ..... (6)
k=1, 2, 3)
Determinant 4 tohoto systému jest typu Vandermondova a razni

se tedy od nully, pokud &isla x x, x, x4 jsou od sebe riznd. Snadno se vy-
pocte

A=9logxi.logxi. log— log— log
1 2

x, 4 *f (x4, 4)
So=6. loiflf)i) lo i+ lo—fli1 . lo —+
4 P 8%, 18, 4 4 (4
f(xZ’ 4) f(xl’ 4)
+ s T o, e (69)
log—— log log logT.logx—a.log?l-

Podobné vyrazy platl pro Sl, Sa, S,

Cisla #,, x,, x, se daji k danému x vZdy snadno urtiti. Zvolme zcela
obecné x; = x + & kdeZ & jest libovolny zlomek pravy spliiujici ne-
rovninu

t+e<[x]+1
a interpolujme mezi dana &isla x a x + & na pi. dva ¢leny geometrické
fady. Tak obdrifme

x=2x, %, = \/x2 + &), xz-—\/ + )2, x3 = x -+ 8,

27 _
So= (log(x—*—é)—logx)d{/(x-l_e4—3f(J . X, 4)+

+ 3 fs‘,(x + &) x24)—f(x, 4) } ............ (65)

Neni li x &islo celistvé, muZeme také klasti, jak snadné dvaha ukazuje
ve vzorci (63) misto x &slo [3] a misto x + & &islo x, takZe vzorec pak ne-
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obsahuje libovolny zlomek s. Tak jsme vypoletli vzorec pro S, které¢
podle definice jest rovno soultu prvnich [x] koeficientt Dirichletovy
fady (1), ¢&ili funkei f (x, 1). Kombinujeme-li nyni vzorec (6;) s formu-
lemi (5), obdriime

[5] ) 0
fx, 1) = zb.. ; za,.J,, (x),
n=1 ~—k=
a* . -
m.=ki!d—s,,{sk—3ms) }= """ (™
_ 1 dk+1
Ju(%) = CE ).W{(s—a" W + & — s } "

Tato fada pro f (x, 1) jest absolutné konvergentni, protoZe vznikla secte-
nim &tyf absolutné konvergentnich fad tvaru (5). Vzorec obsahuje libo-
volny zlomek &; neni viak dovoleno klasti lim ¢ = 0 a vyhledanou limitu
prislusnou pro

log®

dosaditi do jednotlivych ¢lenu fady (7). Postup tento jest totiz zasticnou
derivaci fady podle &isla x, ktera by byla dovolena jenom v tom pfi-
padé, kdyby tim vznikla nova fada byla opet konvergentni, coZ nasimi
prostiedky prokazati nedovedeme.

Cist¢ formaln& muzeme odvoditi pro soulet koeficientd f(x, 1)
jesté jiny rozvoj. Do integralu (2)
1 b+ig %
2mi b_j:, s

@®

f(x, 1) =

D (s)ds

dosadime fadu Lagrangeovu obdobnou fadé (3) _

Eﬁk(s—a ‘
ab_adk e (8
et oo

s=a

Rozvoj tento jest rovnéz v piisludné pulroviné abs. konvergentnim
a v ka?dé konelné asti oné pulroviny také stejnomérné konvergentni.
Tak ziskime

~~
)
i
~
I
8
=
x>
t~
k.
¥
—
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Ackoliv konvergence této fady jest také velice pravdépodobnou, neméime
prostfedki k ptesnému dikazu. Methoda uZitd pti dikazu konvergence
tady (5) (oddil III. 3) zde selhava. Uvadim tento nedplny vysledek jen
pro zajimavou applikaci, kterou ptipousti pti prvotiselné funkci Rieman-
nové. Obrafme se nyni k vy3etfovani specielni fady Dirichletovy

D (s) = log € (s).

11. Dusledky pro Riemannovu funkci prvodiselnou.

Prvociselnd funkce Riemannova, definovana v tivodé vzorcem (4),
jest patrné zvlastnim piipadem vzorce (2). Vyplyva z ného dosazenim
D (s) = log & (s), r = 1. Jest zndmo, Ze log § (s) d4 se rozvinouti v fadu
Dirichletovu, kterd absolutné konverguje v pulroviné uréené nerovninou
R (s) > ¢ >11) Vzorce (5) davaji

Z ka
k=
dk

o = _ka_! = {sk—a log £ (s) }s=a SR (10)

) 1 dk+1 5
B =T T L e—ar],
Jest tedy na pf.

g o togt@ - & _ 2lgf(a)
[ a2 > Y1 T a g (a) a2 3
_ £ §2(@ _ §(a) log ¢ (a)
Gy = 2¢ (a) 9 £ (a) at(a) + P , atd.
Jthmepm“_ﬂgL

2
Iy (x) = logx —alog*x + %log"x; atd.

Funkce J: (x) se nejpohodInéji poditaji pomoci rekurrentni formule
B+ 1) Jx(x) —2k—alogx) Jr—1(x) + (R—1) Jy—2(x) =0..(10a)
Qdvoditi se da takto:
Z differencidlniho vyrazu pro Ji (x) vyplyva

J ak
()T (5 —kdams (9 = 285 Tl —ap]

kRJy—1 (x) —(k—' 1) Jr—2 (x) = (klo_g T) ! dd:k——ll {x‘ (s_a)h—l}s-ﬁ-a-.

1) Landau 1. c. p. 127, 128.
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Odettenfm obou vyrazu
(f+1)Ia—2kJa—1+4 (k—1)Ja—2=
Dale jest patrn&

dy o a1 Re—1 g »
7 (s—a)tx = —Za=T k(s—a, 2+ (s—a)log x x*t =
N—1

=k {x.(s—a)"-l}+logxdd,,_ {x‘(s—a)*}.

log? dar=1
AT (e —ar) ooy

dk-l
dsht—1

Pouzijeme-li nyni vzorce pro k-tou derivaci soudinu
at *) BY =1 40 L P 0
W(u.v):u .0+ i V4 g ) v® 4+ oot u. o

na funkce u = (s —a)*—!. x*, v = (s — a), obdrZime
dh h—1

W{(S——a)".x’ }= (s—a) dd’; {(s—a)"—lxs}-l— k dd h_l}(s—a)"""x'}.

Porovnani tohoto vysledku s predeslym vede k rovnici
k

logx%{(s—a)"x‘}: (s—a) dLsh{(s—a)""‘xj’}.

Nésobime-li obé strany &islem lc;:,'lx a dosadime-li po provedené

derivaci s = o, obdrzime

log?x dk—1 dk
D S e

Dosadime-li tento vysledek do vzorce (10b), obdriime koneiné rekur-
rentni formuli (104).

Cislo a ve vzorci (10) jest vazano na jedinou podminku R (%)> 1.

MuzZeme tedy na pf. voliti a = 4. Pak jest

1 1 1 !
(W=mtwtewt - ~9
_ 7 log 2 log3 log 4
¢ =—{"% + )

! 22 ! 23 ]
ane 054 + "54 + ..., atd.

Souéty téchto fad — mimo prvni — sice neznime v ukondeném tvaru,
avSak dovedeme je numericky s libovolnou pfesnosti urciti, takZe koefi-
cienty e v rozvoji (10) mizeme pokladati za ¢&isla znama. Rozvoj tento
uréuje funkci f (x, 4) pfisludnou k Dirichletové fad& pro log § (s). Podle
vzorcli (7) obdriime pak pfisluSnou funkci f (x, 1), kterd v nalem pti-
padé jest identickou s Riemannovou funkci prvoliselnou f (x), ve tvaru

XXVI.



log?

a0 = 13 1)1 dd:*ill {(‘ —ap. (fix + oy — f/;f}.-, an

27 -~
fx) = N ey Jy (x),
.

nebo
To@) =+ 80 —35 Nz + 92.2) + 34 iz + 9) 2) —Ja (v),
kdez e a Ji (x) jest definovano vzorci (10).

Jak jiz v fvods bylo naznadeno, jest vzorec (11) pozoruhodny tim,
fe umoZiiuje aspoii theoreticky vypolet Riemannovy funkce prvo&iselné
pomoci absolutné konvergujici fady beze znalosti nullovyich bodd funkce
¢ (s). Ze vzorcu (10) a (11) jest patrno, Ze v3e, co k vypo&tu musime zniti,
jsou pouze hodnoty funkce §(s) a vSech jejich derivaci v bodé s = a.
Mimo to nemusime o funkci § (s) v&déti nic jiného, neZ Ze jest log § (s)
rozvinutelno v absolutné konvergujici fadu Dirichletovu pro vSechna s,
jichZz R (s) > & > 1, kter§Zz poznatek jest zcela trividlni.

Jinym smérem pozoruhodny, pfi tom v3ak nezarudeny, dusledek
vyplyva z formule (9). Dosadime-li tam D (s) = log { (s), dostaneme -

1) =8 L &)

By = % dd:,, {sk—l log £ (s) }s“’ ............. (12)

Abychom méli nazor, jak rozvoj ten vlastn& vypadi, vypo&teme prvni
tfi ¢leny.

- _ et ,_2ef@tet’ @) _ St
bo=logtla Bo="g0 =" 9t 2¢7(a)

2
Ly(¥)=1,L, (x) =1—alogx, L,(x) =1—2alogx + a?logzx.

Do rozvoje (12) muzeme dokonce vpraviti i obvyklé uziti integral-
logarithmu. Da se totiZ pomoci integralu

1 e log s—1) . »*

Lz(x)=-—2”ib_‘° . ds
a pouiZitim rozvoje
R L]
log (s—1) =2 1.(3 a)
k=o
—1 k—1
do=log (a—1); b= + =T

XXVI.
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@=—2hhm

coz odecteno od fady (12) dava

odvoditi tada

f(x) = Li (x) + Z(p,, F ALy () oo (13)
k=o
Ve vzorci (12) jest patrné funkce Lj (x) polynomem k-tého stupné
v proménné Jog x. Na tomto zikladé muZeme, oviem opét jen zcela for-
malng, odvoditi podobny rozvoj ptimo pro funkci = (%), to jest pro pocet
prvotisel mensich nez x. Obratime-li totiZ rovnici (4) pomoci formule
Mébiusovy,!) obdrzime

m() =LA+ £ pom o+ LB 4+

1
Dosadime-li sem za f (xT) rozvoj (12), obdrzime zcela formalné

- Y. { o g ()+@L»(x‘l-)+f‘—§f”—L~(x‘/~>+-.-}-

k=0

Ozna&ime-li zdvorku na pravé strané znakem M; (x), mohu psati

% (x) = 2[3‘, Mp(x) oooviiiin i, (14)

Pii tom jest patrné

3
_Nu(k Y 8 (k)
M, (x)_zT—alogx G
kel k=1
_ Y u(k) O (k) B (%)
M, (x) = 3 2alogx 52 + 3 log* x ZT’ atd
k=l k=1 k=l
Aneb uZijeme-li znamych vztahi?)
N AW) > 4 (R) 1
= O; 5 ==
2 OB CTw
_ _ logx_ _ logx a® logix
M,(x) =0, M;(x) =— §(2) s My (%) =—2a 0] + 5 0 atd.

Vidime tedy, Ze M, (x) jest opét polynom k-tého stupné veli¢iny logx,

) Landau 1. c. p. 577, 580.
2) Landau l. c. p. 568 a 576.

XXVI.
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ktery vznikne z polynomu L; (x) vynechanim prostého &lenu a dosazenim
velitin 5228 % _
§(k+1)

Vzorec (14) pro pocet prvolisel mensich nez x vyznacuje se tedy tim,
ze jiz neobsahuje &isel g (), ¢ehoz pfi pouziti Riemannovy formule uve-
dené v avodu nelze dociliti.

Konvergence tad (9), (12), (13) a (14) neni zarudena. Uvadim zde
tyto vysledky jenom proto, abych umoznil povolangjsim pokusiti se
o jejich ptesny dukaz. Abych zamezil nedorozuméni, pfipominim sou-
¢asné, ze viechny ostatni vzorce tohoto pojednéani jsou v ném také presné
oduvodnény a konvergence ptislu¥nych fad dokazana.

misto veli¢in logh x.

1il. Dukazy.

§ 1. Dékaz vzorce (2).
Vsimnéme si predevsim integralu

b+¢T

J (w,T) =

W S

—ds, r=>2,T >0,
b—iT
a rozeznavejme dva pfipady.
1. Budiz w < 0. Utzijeme Cauchyho véty integrilni na obor ohra-
nieny z leva tusetkou omezenou body b —i4T, b+ ¢T a z prava pul-
kruZnici ¢, majici ise¢ku jmenovanou priamérem. Polom@r této pulkruz-

ews

nice jest patrné T. ProtoZe funkce
bude

o jest v tomto oboru analytickou,

ews

Jw, 1) = ——ds,

kdez ktivkovy integral vztahuje se k naf pulkruznici a vzat jest ze zdola
nahoru. Délka integra¢ni cesty jest # T a pfi tom jest stale

evs ebv
Y T
Jest tedy
7 6bw

‘J(w,T)‘<T—,_—1, J (w, ®) = 0.

2. Budiz w > 0. Omezime li obor integra¢ni touZ usetkou jaho diive,
pulkruZnici si v8ak myslime vedenu na levo od této tsetky. ProtoZe polo-
mér jest vétsi nez b, lezi uvniti oboru takto omezeného bod s = 0, ktery

w S -1
jest polem funkce es_'. Prisluiné residuum jest —(;w—_'_—l)—' Podle Cau-
chyho integralni véty jest tedy

XXVI.
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7 —1 evs

. w
Jw, T)—2=i =TT ¥ ds.

Délka integraini cesty jest opét =7 a pii tom

evs ewd
- < (T—0b)y "
Z toho plyne
.ow!t m et
’J(w’ T —=2= 5y ‘< T—o 1"
r—1
J (0,0) =2xi (:"_1)

Na tomto zdkladu daji se nerovniny pro |J (w), T | jesté presné&ji uriti.
Pro kazdé w 0 jest totiz

i

w s bw - b w
“ as| <[ dtz——(’],}_)f ,
b+4T s T l
b':S'-‘T evs (r—1 >
i l' ‘] '—1
a tedy
_ bw
T (@, ) —J (w,T) }é—“—:,_l—’—
¢&ili
9 _ buw
'J(w,T)}gu, pro w <0,

]r—l

r—1 2 (r—1) v

IJ(w,T)—zm' {:”_1)! ‘; e pro = > 0.

Substituci w = log y obdrifime vzorce platné pro reilné a kladné y, jakoz
i redlnou hodnotu jeho logarithmu

b+iT
1 vids y—1) 4®
)21:@' S -sf <(Tr—3y pro 0 <y <1,
b—iT
coeof{a)
b +4T ]
- yds  log'7'y —1) 9
‘2’”» r T Tr—)! (< Tr=1 pro y > 1.

Konverguje-li T k nekone¢nému ¢&islu, obdrZzime

i =0 0 <1
1 tHe g pro 0< y< 1,
log=Yy ... (b)

2’”»—&, s =(T__—1)—!proy£1.

Opirajice se o tyto vysledky, provedeme nyni dikaz formule (2).

XXVI.
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Necht zna¥{ x libovolné kladné &fslo v&t¥{ neZ jedna. Rada (1) ni-

soben4 zlomkem %
Xs % ba
wDe= ZITF

jest stejnomérné konvergentni podél ptimky dané vzorcem b4 i, .
—T<t<T, kdez T >0.

Podél této ptimky jest totiz
} by | xt | b |
STk v b
(8% + ) 2

integraci fady podél nasi pfimkové drahy jest tedy dovoleno provésti
iia jednotlivych &lenech, &ém#% obdrZime

b+iT 1 o b+¢szbk
7 bS d
ETY 1};1 b_S'T s"k
"Zijeme-li vzorce (a) pro y = —E, ziskime
1 "% wds  (ogx—loghy=t| . r—1)
2ma  J kST (r— 1! Tr=1 Rt
vro k=1, 2, 3, ...., [x] a za druhé
b+iT
1 x°ds (r —1) «*
T b_Sn By | ST PO

B=[x]14+1, [x]+ 2,
Néasobime-li kazdou z téchto nerovnin hodnotou |b&x| a selteme-li,
obdrZime

b+ 3T

S D(S 3—2 bk loex—lo'k) r—1

s it (r — 1)!

1
2me

— 1D N
< (rTr—l)lx E'—.I_'

Pro lim T = o konverguje prava strana k nulle — pokud oviem » > 2
— ¢&imZ jest vzorec (2) dokézan.

§ 2. Diikaz fady ().

Mysleme si rovinu komplexni proménné s rozdélenou na dvé polo-
viny ptimkou rovnob&Znou s osou imaginarni. Ptimka rozdélujici budiz

vedena na pravo od osy imaginarni ve vzdalenosti %. Dale budiz K jedno-

due souvisly obor lezici uplné na pravo od ptimky délici a funkce f (s) ana-
lytickd v oboru K. Funkce tato di se rozvinouti v _fadu Lagrange-ovu

ia»(s's_“)k .......... U (c)

k=0

platnou v celém oboru K.
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Podle znimych pravidel o tvoteni fad Lagrange-ovych definuje totj;
fada (c) funkci f (s) v oné ¢astiroviny, ktera jest spole¢na oboru K a jinémy
oboru K,, uréenému nésledujicim poctem. '

Funkce

s—a

P(s) = ——

ma jediny nullovy bod s, = a. Iunkce

a

ma rovnéz jediny nullovy bod S, = . Pfi tom jest

S,—a

= 1.
Sy

|9 (50

Obor K,;, v némz fada (¢) jest konvergentni, urlen jest pak pod-
minkou

@ (s)| <|e(Sy] cili

S—a

S

<1

Nerovnina tato splnéna jest pro vSechna s, jichz realna cast
R (s) > %, jinak feleno v celé pulroviné lezici na pravo od primky
délici. Protoze pak jsme pfedpokladali, Ze obor K lezi cely v této pulroving,
jest rovnice (¢} platnou pro cely obor K. Je-li funkce f (s) analytickou
v celé pulroving uvaZované, jest také v kazdé konelné ¢asti této pul-
roviny platnym rozvoj (¢). Ponévadz pak fada jest v podstaté své fadou
potenéni, konverguje v kazdé koncéné Casti nadi pulroviny absolutné
a stejnomérné.l) Pfi tom ovSem nevime nic o konvergenci na délici pfimce
a v bodé nckonetném s = .

Koeficienty a; uréeny jsou vztahy

k—1
@ = f(a); ak_:—kl!—%;—_—l{s"/’ (s)}s T ()

=a
kdez ptipojendro vnice znaci, Ze po provedené derivaci ma se dosaditi
s = a.

Abychom mohli v nésledujicim paragrafu dokéazati absolutni kon-
vergenci fady (5), musime vzorce pro e, transformovati a nalézti horni
mez pro |ex|.

UZijeme-li identity

d
S (#10) =47 () + RP1] (),
') Viz na pt. Osgood: Lehrbuch der IF'unktionentheorie I. B. 2. Auil. p. 335.
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obdriime

1 (#10)=gomr (21 0) + b Fa=r (2010),

Za druhé uZijeme vzorce

dk k k k—2 2y
rra (#.v) =u® v+ wk—1 g “(o)“(_’-”("’

na funkce
u=sk"1f(s), v=s.

jk (s" /(s)) _ d st=1f(s )—|—k —=T (Sh—l'f(s)).

Porovname-li tento vysledek s piedeslym, vidime

dask":11 (sh fs )-_s ds* (sk—lf )

Podle (d) jest tedy

w = ;':k {+-110} N

jak avedeno jest ve formulich (3).
Misto tohoto vyrazu zavedeme kiivkovy integral.
Podle véty Cauchyho jest totiz

1 1 F(t)dt
— F&)
k! F® () = 27:1§(t—z)"+1'

kdez F (f) jest funkce analyticka uvnitf jednoduché uzaviené integraéni
kfivky C a bod z lezi uvnitf oboru integraéniho.

Jest tedy

B F () =t dd
B = 21r.zS z‘—a”“ )

Pti tom nesmi uzaviena kfivka C vystoupiti z oboru, v némsz f (f) jest
analytické a musi objimati bod a.

Obratme se k vyhledani hornf meze pro |o:|.

Podobné jako pfii dukazu vzorce (2) mysleme si v roving komplexni
proménné ¢ Gsecku ohrani¢enou body % —iT, % + ¢ T a pulkruznici ¢
nad touto dsetkou jakoZto primérem na pravo vedenou. Ucginime-li
T> -%—, bude lezeti bod ¢/ = a uvniti takto omezeného oboru. Zvolime-li

Gsetku a pulkruZnici za cestu integraini C a klademe-li

XXVI
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o) =22, buce

Ly

2
_a D () I
a"_2ni“5 (t—a)4'(t—a) dt +
?+‘T

Dt R
+2;i5(t——(2)4(t—a) at,

i 3 +iT
a
o+ 727 )

— —3T
2 %

_a
PR

UvaZme nyni, Ze pro kterykoliv bod pilkruZnice ¢ jest

D@ <P Lel_p,

a
k=1 k_z

a za druhé, jak jednoduchy nadrtek nas pouéi

a a ..
Itlg_T-i——z—, |t—-a|gT—? ¢ili
a
| ) . 1 |1
t—au=T_i’ (t—a)p 1= (T——a—)“
2 2

Integraéni cesta podél pilkruZnice ¢ ma délku = .7. Jest tedy
3 +9T

“t gy,

- —4T

el zT.Bl(T+ %)k—s
ey

Pro limT = o jest tedy

%+io
____a D () ( ¢ )"-’
w=—gar § marli=2) ¥
E—"
Sem dosadime
t:%—}—tt

a +°D(%+”)
29:_5; (_%2__*_:2)2

XXVL
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Rozvedeme

D($+it)=F () +iF. ),

kdez
F1(7)=EMF Fz(.,)___z_ll‘lsm—(“;l“gﬂ.
q-1 q? g=1 qi'
patrné jest
Fi(—t)=F,(v); Fy(—rt)=—F,(r) a tedy

o F, (1) sin {(2 k—2) arctg _2a—’-}

e = 2a7|: S a? )2

dz

—am T_l_z

v F, (t) cos {(2 k—2) arctg %i}
—21:__5” (—‘1——{—:‘-’)2

16a§F ?)sinfldz 16a>§Fi(t)COS”dt
0

n 2+ 4 722 T T x (a® + 4 z2%)2

dr,

¢ili

Absolutni hodnota obou funkci F, (r), F,{r) jest pro kterékoliv
= v mezich integra¢nich vidy men3i nez

| bg]

¢=1 q?
a tedy oba integrily ve vyrazu pro e; maji vyznam.
Daile jest

4 a cos {(2 k— 2) arctg —2—=

1 . 27
=77 sm{(2 k—2) arclg T}'

az + 4?2
dasinf{ldz 1
S—ariw ——a=1 o
a tedy integraci per partes
__16a ¢ cos{}dr
H,= % é‘(a2+412) @+ 479

B 4 ¢ d F, (v) .

x(k—1) ) dr [a2+4z2 sinflds,
Rozprava: Rot. XXV. Tk IL. Cls. 26. 2

XXVI,



18

F,(v)sin{}dv

16a ¢
He=—3 §(a2+412) @+ 475
4 ¢ d F, (v)
zZ(E—1) § it [a2+4 z]“’s“d"
&l
H. —— 4 fF{(t)sin{}dt n 32 ¢ t.F, (v)sin{}
17 xk—1) at+ 412 m(h—1) J at + 4 z2 ’
H — SF2 () cosfide 32 Et.Fz(z)cos{}d'c
’—u(k——l) a2+ 4 72 x(k—1) at+ 412 )

2 V2 : 2 v : 1 a v v v
Uvazime-li nyni, Ze jsme zvolili 5 > &, a e tedy ob& fady

= loggq = | &]

jsou konvergentni, obdrzime

4 A, dv 4B, ¢ S8rdr
Hl<3 —1) § R x(k—1) ) (a® + 4222’
gili
4, 4 B,
[Hy[< ah—1) T ERE—1)
Zcela obdobné jest také
A4, 4 B,
< gy trae—1"
Z toho vyplyva kone¢né horni mez pro ||
M
|ak|<|H11+|H2[<k—:, ............... (e)
kdez

M_z( 4B

§ 3. Dukaz konvergence 7ady (5).
Pro koeficienty e fady (5) jsme horni mez pravé odvodili. Musime
vySettiti jeSté vzorce pro Jx” (x) a uréiti také pro tyto funkce horni mez.

Funkce Ji (x) jest definovina pivodné pouze integrilem (44)

bt+ia
1 (s —a)tds
i (x) = 2xi, ‘ By = e AR PR (h

XXVI.
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Musime piedevsim dokazati, Ze integril tento mi vyznam a jest
roven differencidlnimu vyrazu udanému ve vzorci (44) nebo (5).

Zvolme op&t v roviné komplexni proménné s dsetku omezenou
body b—¢T, b4 ¢T a pulkruZnici ¢, sestrojenou nad dsetkou jakoZto
promérem na levo. Zvolime-liT > b, bude obor takto omezeny obsahovati
bod s = 0.

Hledejme nyni hodnotu integralu

b+1tT

J— 1 2 (s—a)tds 1 Sx‘(s—a)"ds

1 k+r—2 N k+r—2 ’
2’”b—ar s 2mi Y s

kdez kiivkovy integral S vztahuje se k pulkruZnici a vzat jest se shora
c

dolii. Podle Cauchyho véty integrilni jest

1 d‘k+r—3 {

T= T T aee

%S (8 _ a)k} ,
. Is=0
nebotf funkce x* (s — a)* jest v oboru omezeném tisekou a pulkruZnicf
analytickou.
Dile jest

Na ptlkruZnici ¢ jest
s=b+T.dr, Z <@,
Tedy i
|| <% |s—a|<T+|b—al|: |s|2T—0;

z toho plyne
s—a
s

T+ |b—al
< T—5b ’

Integraéni cesta podél pulkruZnice ma délku = 7T.
Jest tedy

T. 0T+ |b—alt*
IS‘§ ”(T—xb)'—2. T —02)* '

Jestlize jest nyni, jak jsme piedpokladali, » >4, bude pro
imT = o

Ifl=0
4
¢ili
db+im
1 ‘ + % (s—a)tds T — 1 dk+r—3 {x'(s—a)"} .
2mi , J, shATE (k+7r—3)! dst+r—3 s=0

2
XXVI!
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PH vypoltu integrilu (f), ktery jsme pravé& provedli, jest patrng
b libovolné kladné &fslo. Jest tedy integrl na b nezavisly. Abychom nynf

mohli vypdéisti horni mez pro J (%), zvolme v integrélu (f) &slo b = %
a pi¥me misto Jy’ (x) prost® J. )

Zavedeme-li s = —:— + 7z, obdrZime

. a <"
+ o 2 itlogx 1T
J = ! S re — 2 dz.
27 e (S tin) et &
) 1T g

Separaci €asti reidlné a imaginirné obdriime po kratké redukci

a
2

2t
447 ° cos{zlogx—(2k—|—r—2)arctg-a—}dr
J = {
an 0

r—2
(a2 4472 2
Rozdélme integral na dvé& &asti

% Versr—z - @
42 4x2
Jl= P (‘5 ’ J2_ - é._ .
2k +r—2
Patrné jest
422 G d 17 2 d
921> == § —= <7 § e
Vzhir—2 (a2 + 472 2 Vektr—2
nebof » > 4 a tedy
7
7, < —=s

¢ ] \‘/2 E+r—2 )
Podobné ur¢ime mez pro | J, | . Podle druhé véty o stfedni hodnoté&
jest, jestlize 0 < ®< 1

8 eNTR+r—e2
4x2

”Tzs cos {(2k+ r—2) arcgti;——tlogx}dr.

1=

Do integrilu na pravé stran& zavedeme novou integra¢ni proménnou

u=02kk+r—2) arclg2—;———tlogx,

coZ jest dovoleno, tpokud k jest dosti veliké, jak vyplyva z nasledujici
dvahy:

XXVI.
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du _2@2k+r—2)
dv 42 .
4 (‘1 + a? )
vyraz tento nabyva nejmensi hodnoty v integra¢nich mezich pro mez

€ —
horni t=0\/2k—|—r——2. Jest to

—log x;

22k+7r—2) .a a2k +7r—2)
2.2 Rt 9 lpx=
ArieVartr—2 "7 WVari,—s &%
%V2k+r—2—logx, ................... @)

pokud ovSem volime % tak veliké, Ze plati nerovnina
at—4 . V2E +r—2.
Z toho vyplyva, Ze podrobime-li 2 je$té€ druhé nerovniné

%—V2k+r—2>logx,

bude v mezich integranich stéle
adu

RN e e

Jest tedy # v uvaZiovanych mezich monotonné vzristajici funkci pro-
ménné = a ptirozend také inversni funkce z = f (#) vzristd monotonné,
pokud # voste v mezich

20\2k +7—2
a

0,{(2k—|—r—2)arctg —®§/2k+r—2.logx.}

Jest tedy, ozna¢ime-li posledni zavorku pismenem §£,

a &
4x7 S cosudu
h=we=r )aRkFr—9a _,
@+ & (w) 8

Jmenovatel v integr. intervallu monotonné ubyva. Jest tedy op&t podle
druhé véty o stiedni hodnoté

- 6%
J = - x2 (cosudu
1 za'—z{ 2Qk4+7r—2)a . }
' a2—|—4@zv2k+r—_2—ogx °

aneb uZijeme-li nerovniny (g)
16 x?a

J, | < == .
il s ma—2aV2k+r—2—4logx)

XXVI.



Omezme &islo & dalsi nerovninou

g—v2k+r—2>4logx:

z toho vyplyva a
32 x2 )
1 V2E gy —2

1,1 <
n

Vzpomeneme-li nyni na vztahy
J=J,+ J,,
ARSI E N/
obdrzime horni mez pro |J |

a 2
32 x2 X2 .a

—_— | —
za'—lv2k+r—2 xV2k+r—2

Ptipustime-li pro ¢islo % jesté daldi nerovninu

<

a

32x% X %a
LIRSS SR A
na'—lv2k+r—2 u\/2k+r—2

ziskdme koneéné

. 2 x%
0 x) | < — e, ()
) w\2k | r—2
Béhem poétu zavedli jsme pro % nasledujici nerovniny
64 log2x

4 2
2k 47 —2 >, 2k+r-—2>i6%

2k +7r—2> B— »
Sk 4r—2>_k
atvr—2
z nichz druh4 jest dusledkem tieti. Ozna&ime-li nyni nejvétsf z &isel

at 64 log® x 324
16’ at gttt —d

vyrazem 2 4 + r — 2 a bude-li £ spliiovati nerovninu

k>4,
budou také splnény viechny nerovniny, kterymi jsme % b&¢hem pottu
zatiZili. Pod tou podminkou tedy plati také vzorec (k).
Z tohoto vzorce a z formule (¢) neni jiZ nijak nesnadno dokizati
absolutnf a stejnomérnou konvergenci fady (5). -
Jest totiZ

|ahJ;"(x)| < 2Maxz

4 »
polatd (k—1)V2k+7r—2

E>A.

XXVL
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ProtoZe pak r >4, jest také

2k+r—2>2k—2
a tedy

, Cc
w100 | <—S—

(k—1)7

kdez na k nezavisla konstanta
3 8
2¢ Maxz
T

C:

Protoze tedy ¢leny fady (5) maji od jistého kone€ného # > A pocinaje
stale absolutni hodnotu men3i neZ stejnolehlé &leny absolutné konver-
gujici fady
S I

k=2 (h—1)2

konverguje také fada (5) absolutné.
Omezime-li se na jisty kone¢ny intervall pro x

1<x<X,

bude; patrné podle vzorce (k)
2aX T

a2k +7r—2

[TV | =] | <
a tedy obdrZime podobné jako dfive

pqu”<—JlT,

(k—1)%
kdez
St MaX?

jest konstanta nezavisla na hodnoté x. RovnéZ &islo 4 zvolime tak, aby
2 4 + r — 2 znacilo nejvétsi z Cisel

at  64log* X 324
16 ’ a? ’ogir—2

¢imZ stane se 4 rovnéZ na x nezavislym.,
Podle véty Weierstrassovy!) konverguje tedy fada (5) v kaidém

kone¢ném intervallu
1<x X

nejen absolutné, ale i stejnomérné.

1) Viz n. pf. Osgood 1. c. p. 96.
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