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ROČNÍK XXV. TRIDA II. ČÍSLO 28. 

Nový rozvoj pro Riemannovu funkci prvočíselnou. 

Napsal 

Miloš Kdssler. 

P ř e d l o ž e n o d n e 19. d u b n a 1916. 

Ú V O D . 

Značí-l i n (x) počet prvočísel menších než x a položíme-li 

/ ( * ) = * ( * ) + - i - * (*/.) + - £ - « ( * * • ) + . . . , 
Z a 

jest podle R i e m a n n a ^ 

2 n i J s — 
»—<00 

R i e m a n n a vš ichni j eho nás ledovníc i p rovádě l i výpoče t prvočíselné f u n k c e 
/ (x) t a k t o . P ř edevš ím h leda j í a na léza j í rozvoj p ro log £ (s) p l a t n ý v celé 
rovině komplexn í p r o m ě n n é s a t e n t o rozvo j dosazu j í do in tegrálu (A), 
čímž konečně z í skáva j í výraz 

/ (,) = Li (*) - S [Li (*«•) + Li (*.)] + _ log 2 

Výraz t e n t o o b s a h u j e komplexní čísla pj, Q2, j ichž jest neomezený poče t 
a k t e r á p ř e d s t a v u j í nul lové b o d y zé t a funkce . Výsledek t en to , pocházej íc í 
od R i e m a n n a , by l b ě h e m ř a d y let p řesně dokázán . Dalš ím úko lem jes t 
nalézt i sku t ečně ony komplexn í ko řeny zé t a funkce . Ačkoliv v pos lední 
době b y l y v t o m t o směru uč iněny pozoruhodné pok roky , přece nepodař i lo 
se dosud ú lohu v p lné všeobecnost i rozřeši t i . 

*) Viz na pf. E. Landau: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen. p. 361. 

R o i p r i v y : Roc\ XXV. T». Tl. C. 2fl. 1 
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Následuj íc í j e d n o d u c h á ú v a h a u k a z u j e , že t e n t o h is tor ický p o s t u p 
p o č t u není j e d i n ý m m o ž n ý m a že t a k é není úp lně ekonomickým, pro tože 
vycház í z rozvoje p l a t n é h o p ro log g (s) v celé rovině , což není n u t n ý m . 

K dosažení R i e m a n n e m v y t č e n é h o cíle, t o jest k vyčíslení inte-
grá lu (A), s tači lo b y zná t i t a k o v ý rozvoj p r o log £ (s), k t e r ý p la t í jen 
v okolí in tegračn í ces ty a n ikol iv v celé rovině . P ro tože p a k in tegrační 
ces ta p r o b í h á v oné půl rovině , k t e r á n e o b s a h u j e nu l lových bodů zéta-
funkce , b u d e rozvo j onen, podaří- l i se ho ses t roj i t i , n a t ěch to nu l lových 
bodech nezávis lý . 

K rozvo j i t a k o v é m u vedeni j sme nás ledu j í c ím myš lenkovým pocho-
dem. F u n k c e % (s) jes t ana ly t i ckou p ro všechna s, j ichž reá lná část R [s) 
jes t vě tš í než j edna . V téže část i rov iny n e m á £ (s) ani nu l lových bodů 
an i polů. J e s t t e d y log £ (s) v t é t o pů l rov ině funkc í ana ly t ickou . K a ž d ý 
rozvo j p l a t n ý p r o f u n k c i ana ly t i ckou v dané pů l rov ině b u d e t e d y p l a t n ý m 
t a k é p ro f u n k c i log£(s). R o z v o j ů t a k o v ý c h jes t neomezený p o č e t ; po 
delš ím zkoušení ob jev i la se n e j v ý h o d n ě j š í ř a d a Langrangeova pokraču j íc í 

s — (Z 
podle mocn in z lomku — - — . 

Ú v a h a t a t o , p r o v e d e n á n a f u n k c i £ (s), p ř i rozeně se přenáší n a obecnou 
ř a d u Dir ich le tovu . P r o t o p r o v e d e n y jsou v předloženém po jednán í vý-
p o č t y p l a tné p ro t u t o ř a d u n a p r v é m mís tě v oddí lu p rvn ím. H l a v n í vý -
s ledky t o h o t o oddí lu obsaženy jsou ve vzorcích (2), (5) a (7). Oddíl d r u h ý 
t v o ř í app l ikace na lezených obecných fo rmul í n a specielní p ř í pad Dir ich-
l e tovy ř a d y , t o jes t n a f u n k c i log £ (s). Dosp íváme ze jména ke vzorci (10) 
a k fo rmul i (11), k t e r á u m o ž ň u j e aspoň theo re t i cky vypočís t i R i e m a n n o v u 
f u n k c i prvočíse lnou pomocí abso lu tně konvergu j íc í ř ady beze znalost i 
nu l lových b o d ů f u n k c e zé ta . 

Dá le jes t p ř ipo jen j eš tě j iný rozvoj p r o f u n k c i f ( x ) , jehož konver -
gence v š a k není dokázána . Za t o vede k j e d n o d u c h é m u výs ledku pro počet 
prvočísel % (x) (vzorec 14). Oddí l t ř e t í konečně o b s a h u j e několik důkazů , 
k t e r é neby ly p o j a t y do t ex tu p rvn í ch d v o u oddí lů z t oho důvodu , a b y lo-
g ická s t a v b a celé r o z p r a v y neby la p o r u š o v á n a č a s t ý m a obš í rným odbo-
čován ím. 

V P r a z e v ú n o r u 1916. 
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I. Obecné formule pro řady Dirichletovy. 

F u n k c e komplexní p r o m ě n n é s bud iž de f inována Dir ich le tovou ř a d o u 

( 1 ) 

A = 1 
Dá le nechť jest p ro j is té reá lné a > o ř a d a 

f i 1 M 
2 J k a 

i 
konve rgen tn í . P a k k o n v e r g u j e Di r i ch le tova ř a d a (1) p ro všechna s, j i chž 
r eá lná část R (s) > a ab so lu tně a s t e j noměrně a d e f i n u j e v pů l rov ině 
j m e n o v a n é ana ly t i ckou f u n k c i p roměnné s.1) Značí-l i n y n í x l ibovolné 
a k l adné číslo vě tš í než j edna , p la t í o koef ic ientech ř a d y (1) vzorec 

i í*1 / \ , & + •« s 

I (»•'> = S ^ T l <2> 
v » = 1 6 —»o, 

kdež b jest l ibovolné reálné číslo k ladné větš í nebo rovné číslu a . 

D ů k a z t é t o fo rmule p ro r = 2 p roveden jes t v c i t o v a n é m díle L a n -
d a u o v ě p. 180 a násl . , p r o r = 1 n a s t r . 346 a nás l . M e t h o d a t a m u ž i t á 
p ř i r = 2 d á se t é m ě ř beze změny přenés t i na d ů k a z obecné f o r m u l e (2), 
p o k u d r 2.2) 

A b y c h o m mohl i vyčísl i t i in tegrá l n a p r a v é s t r a n ě vzorce (2), ne -
mus íme h leda t i p ro f u n k c i D (s) v y j á d ř e n í p l a tné v celé r o v i n ě ; p r o t o ž e 
in tegračn í cesta běží úp lně v pů l rov ině R (s) > a, vys t ač íme t a k é t a k o v ý m 
rozvo j em p ro D (s), k t e r ý jes t k o n v e r g e n t n í m j e n o m v t é t o pů l rov ině . 
H l e d a n ý rozvoj p o s k y t n e n á m Lagrange -ova ř a d a pos tupu j í c í pod le mocn in 

f u n k c e S ^ a , kdež a jest k o n s t a n t a t a k volená, že R > a 

D (s) ^ ( s — a V 

(3) 

«o- a% , «*- k[ dsh Lf(S) 

K závorce p ř i p o j e n á rovnice značí, že po p rovedené der ivac i m á se 
dosad i t i s = a. Pok ládáme- l i t e d y h o d n o t u f u n k c e D (s) a všech je j ích 
der ivac í v bodě s = a za z n á m o u , m ů ž e m e rovnéž koef ic ien ty a* p o k l á d a t i 
za známé . Ř a d a (3) jest abso lu tně a s t e j n o m ě r n ě k o n v e r g e n t n í v k a ž d é 

konečné část i pů l rov iny R (s) > ; t e d y t a k é podél každé část i i n t eg račn í 

*) Landau 1. c. p. 157. 
'-) Viz odstavec III., I. 
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ces ty ve vzorci (2), zvolíme-li ovšem b > P r o t o jes t dovoleno ř a d u 

o n u i n t e g r o v a t i člen za členem,2) avšak pro tože in tegračn í meze jsou 
nekonečné , jes t t ř e b a p o t o m doda t ečně z j i s t i t i , zda in tegrac í vzn ik l á 
ř a d a k o n v e r g u j e . Ze vzorce (2) obdrž íme 

« 
A-o b—i oo 

Omezíme-l i se n a p ř í p a d y r ^>4, můžeme mís to j edno t l ivých in tegrá lů 
psáti3) j 

T M = i k ' ( * + / - » ) ! (*•<-">'L («•> 
O — « OB 

T a k n a p ř . p r o r = 4 vypoč t eme p rvn í t ř i f u n k c e 

J0 (x) = log x, Jx (x) = log x + y log2 x, 

á2 

J2 (*) = log x— a log2 * -|—— log3 * , a td . 

Získal i j sme t e d y konečně rozvoj 

f ( x , ,) = £«*«/<'>(*), 

— T r ^ í ^ - ^ w L I ( 5 ) 

1 dh+T~3 í 1 
= tu • ÍTT ; • | (s — a)" i 

* w (fc + r — 3)! dsk+r~3 \ v ' j s = 0 

J e s t h o d n o povš imnu t í , že koef ic ien ty ak j sou závislé j ed ině n a t v a r u 
f u n k c e D (s) a nezávislé n a x, kdež to f u n k c e Jk [x) závisí jen n a t o m t o 
n i k t e r a k v š a k n a oné f u n k c i D (s). D á se dokáza t i (oddíl I I I . 3), že ř a d a (5) 
jes t p r o r >; 4 abso lu tně konve rgen tn í a dále, že jest t a k é s t e j n o m ě r n ě 
k o n v e r g e n t n í v k a ž d é m k o n e č n é m a r eá lném in terva l lu 1 < < x < X2. 

Omezení p l a tnos t i fo rmul í (5) n a r ^ 4 zdá se b ý t i j i s tou v a d o u . T e n t o 
n e d o s t a t e k však není n i k t e r a k p o d s t a t n ý m , protože, známe-l i ř a d u p r a 
f (x, 4), m ů ž e m e s n a d n o vypoč ís t i / (*, 3), f (x, 2) a z e j m é n a i f (x, 1). 
t í m t o způsobem: 

Pod le vzorce (2) j e s t : 

J í ! 
6 / (*, 4) = 2 ] bn 0log x—log n)3 = log*x. S 0 — ? log2 x . + 3 log x . S2 — 5 a . 

» - i 

Viz odstavec III., 2. 
a) Viz na př. N. Nielsen: Elemente der Funktionentheorie p. 173, III. 

a p. 264. 
•) Viz odstavec III., 2. 
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kdež ^ 

5* = bn log* » . 
n — 1 

Značí-l i n y n í £ l ibovolné číslo in te rva l lu [x] ^ £ < [x] + 1, b u d e vzh ledem 
k v z t a h u 

[£] = [ * ] . 

6 / (£, 4:) = lof£.S0 — Z log2 £ . 5X + 3 /og f . S2 — S3 . 

Zvolíme-li t e d y p o s t u p n ě t ř i čísla t a k o v á 

£ = £ = 2̂» £ = 

obdrž íme sys tém l ineárných rovnic p ro vel ičiny S*. 

S0log3x — 3S1log2x + 3S2logx — S3 = f [x, 4) | 
,S0 log3 Xh — 3 5X log2 Xk + 3 S2 log Xk — S3 = / (**, 4) . > (6) 

(k = 1, 2, 3) J 
D e t e r m i n a n t A toho to sys t ému jest t y p u V a n d e r m o n d o v a a r ů z n i 

se t e d y od nul ly , p o k u d čísla x xx x2 x3 j sou od sebe r ů z n á . S n a d n o se v y -
poč te 

9 log^- . log . log — . l o g . l o g . log 
-^o x3 

j f (x, 4) | »/ (xv 4) ( 

5° ~ 6 ' \ loS~- • • log^- log ^ . l o g ^ . log~~~ 
* 2 3 2 ^ > 

+ f (*» 4) + f ( x „ i ) 1 

Podobné v ý r a z y p la t í p r o S 2 , 5 3 . 
Čísla xv x2, x3 se da j í k d a n é m u x v ž d y s n a d n o urč i t i . Zvolme zcela 

obecně x3 = x + s, kdež e jest l ibovolný z lomek p r a v ý sp lňu j íc í ne-
rovn inu 

* + * < [*] + i 
a i n t e r p o l u j m e mezi d a n á čísla x a x + s n a p ř . d v a č leny geomet r i cké 
ř a d y . T a k obdrž íme 

* = xY = V*2 (x + •), x2 = Ijx (x + s)2, x3 = x + 8, 

So - ^ { x + ; _ / o g s Y { / (* + «, 4) - 3 / (>/(* + , ) • . 4) + 

+ 3 / II (x + 8) X,2 4) — / (*, 4) } ( » ) 

Není li x číslo celistvé, m ů ž e m e t a k é k lás t i , j a k s n a d n á ú v a h a u k a z u j e 
v e vzorci (6») mís to x číslo [x] a mís to x + « číslo x, t a k ž e vzorec p a k n e -

XXVI. 
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obsahu j e l ibovolný zlomek e. T a k jsme vypočet l i vzorec pro S0 , k t e ré 
podle definice jest rovno součtu prvn ích [x] koeficientů Dir ichletovy 
řady í l ) , čili funkc i / (x, 1). Kombinujeme- l i nyn í vzorec (fit) s fo rmu-
lemi (5), obdrž íme 

f ( X , i) = 27 

n •= 1 
X 8 

log3 k=o 
Jk (x), 

Jk(X) = 

ttk 

1 
k\ ds* \ s ^ I.„.' 
dk+1 

{k+l)\ dsh+ j-1 ( s—a) k . (>/(* + * ) * — j 

(?) 

T a t o ř a d a pro / (x, 1) jest absolutně konvergentní , protože vznikla sečte-
n í m č tyř absolu tně konvergentn ích řad t v a r u (5). Vzorec obsahuje libo-
volný zlomek není však dovoleno klás t i lim ř = O a vyhledanou l imitu 
př ís lušnou pro 

— ~ x T T l k { x ) 
l o f — i — 

dosad i t i do jednot l ivých členů ř ady (7). P o s t u p t e n t o jest to t iž zas t řenou 
der ivací ř ady podle čísla x, k t e r á by by la dovolena jenom v tom pří-
padě , k d y b y t í m vzn i jdá nová ř ada byla opět konvergentní , což naš imi 
p ros t ř edky p rokáza t i nedovedeme. 

Cistě formálně můžeme odvodit i pro součet koeficientů / (x, 1) 
j eš tě j iný rozvoj . Do integrálu (2) 

> < * • 1 ) = š í b - T - f 0 « " 
b — i a, 

dosadíme ř a d u Lagrangeovu obdobnou řadě (3) 

y. | 
* = 0 

^ V ť s* —1 Z> (s) } 
l i s = a I 

(8) 

k\ dsh 

Rozvoj t e n t o jest rovněž v příslušné půlrovině abs. konvergen tn ím 
a v každé konečné části oné půlroviny t aké s te jnoměrně konvergen tn í . 
T a k získáme 

k-0 (9) 

XXVI. 
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Ačkoliv konvergence t é t o r a d y jest t a k é velice p ravděpodobnou , n e m á m e 
p r o s t ř e d k ů k p ř e snému důkazu . Me thoda už i t á př i d ů k a z u konvergence 
ř a d y (5) (oddíl I I I . 3) zde se lhává . U v á d í m t e n t o neúp lný výsledek jen 
p ro z a j í m a v o u appl ikac i , k t e rou př ipouš t í p ř i prvočíselné f u n k c i R i eman -
nově . Obraťme se n y n í k vyše t řován í specielní ř a d y Dir ich le tovy 

D ( s ) = log t ( s ) . 

11. Důsledky pro Riemannovu funkci prvočíselnou. 

Prvočíse lná f u n k c e R iemannova , de f inovaná v úvodě vzorcem (^4), 
jest p a t r n ě zv láš tn ím p ř í p a d e m vzorce (2). V y p l ý v á z něho dosazen ím 
j0 (s) = log t (s), r — 1. J e s t známo , že log £ (s) d á se rozvinout i v ř a d u 
Dir ich le tovu , k t e r á abso lu tně k o n v e r g u j e v půl rovině určené ne rovn inou 
R (s) > a > l.1) Vzorce (5) d á v a j í 

oo 
f (x> 4) = 5] (XhJk{x), 

k = o 

ttk = 

Jk {x) = 

dk 

k\ dsk 

1 dk+1 

(k + 1)! d sk+ 

J e s t t e d y na př . 

log £ (a) 
ttn = 

CCo = 

aů 

r («) 

, = r (q) 2 log C (q) 
a £ (a) a2 

Z'2 (a) 
2 % (a) 2 £2 [a) a £ (a) 

J0 {x) = log X, Jx{x) = log x 

^ U , a t d . 

a log2 x 

(10) 

J2 (x) = log x — a log2 x H—— log3 x; a t d . 

F u n k c e Jk{x) se ne jpohod lně j i poč í ta j í pomocí r eku r r en tn í fo rmule 

{k+ 1) Jk (x) — (2 k — a log x) Jk-i{x) + {k — l )Jk-2{x) = 0 . . ( 1 0 « ) 

Odvod i t i se d á t a k t o : 
Z d i f ferenciá ln ího v ý r a z u pro Jk (x) v y p l ý v á 

(A + 1) J (x) },_. 

* / » _ , ( « ) - ( * - 1 ) (*) = - ¡ ^ r ^ r j ^ (* - " í * - 1 } , „ • 

x) Landau 1. c. p. 127, 128. 
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O d e č t e n í m obou v ý r a z ů 

(k + 1) J k - 2 kJu-! + (k-1) Jk-* = ^ ^ { (s - a)>lm#(106) 

Dále jes t p a t r n ě 

Použ i jeme- l i n y n í vzorce p r o ¿ - t o u der ivac i součinu 

. v) = «<*>. v + (^)wí*-1) . ( 2 )«(*-2)v(2) + . . . + u . i><*) 

n a f u n k c e w = (s — a)k~1 . x*, v = (s — a), obdrž íme 

P o r o v n á n í t o h o t o výs l edku s p ředeš lým vede k rovnic i 

l o g x { ( s — a ) » * ' } = (s — a) — a ) " - 1 **}. 

TQP % 

Násobíme- l i obě s t r a n y číslem ^ a dosadíme-l i po p rovedené 

der ivac i s = o, obdrž íme 

Dosadíme- l i t e n t o výs ledek do vzorce (106), obdrž íme konečně r ekur -
r e n t n í fo rmul i (10a). 

Číslo a ve vzorci (10) jes t v á z á n o n a jed inou p o d m í n k u R 

Můžeme t e d y n a př . vol i t i a = 4. P a k jest 

fc (4) — ]4 + 24 + 34 " ' ~~ 90 ' 

Souč ty t ě c h t o ř a d — m i m o p r v n í — sice neznáme v u k o n č e n é m t v a r u , 
a v š a k dovedeme je n u m e r i c k y s l ibovolnou přesnos t í urč i t i , t a k ž e koefi-
c i en ty a* v rozvoj i (10) m ů ž e m e p o k l á d a t i za čísla z n á m á . R o z v o j t e n t o 
u r č u j e f u n k c i f (x, 4) p ř í s lušnou k Dir ichle tově ř a d ě p r o log £ (s). Pod le 
vzorců (7) obdrž íme p a k př ís lušnou f u n k c i f (x, 1), k t e r á v n a š e m pří-
p a d ě jest iden t ickou s R i e m a n n o v o u f u n k c í prvočíselnou f (x), ve t v a r u 

XXVI. 
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/(*) = 
27 

Jk(x) = 

log' 

dk + l 

X + « 
dk Jk (x), 

>Ř + 1)! d s* í t | ( s — a)h • + *Y 
8/ — 

nebo 

(11) 

Jk {*) =Jk{x + *)—3Jk (>/(* + *)2 .*) + 3 J* (V(* + «) x2) (*). 

kdež au & Ju {x) jest def inováno vzorci (10). 
J a k již v úvodě bylo naznačeno, jest vzorec (11) pozoruhodný t ím , 

že umožňu je aspoň theore t icky výpočet R iemannovy f u n k c e prvočíselné 
pomocí absolu tně konverguj íc í r a d y beze znalost i nul lových b o d ů f u n k c e 
£ (s). Ze vzorců (10) a (11) jest pa t rno , že vše, co k výpoč tu mus íme zná t i , 
jsou pouze h o d n o t y f u n k c e % (s) a všech jej ích derivací v bodě s = a. 
Mimo t o nemusíme o funkc i £ (s) vědět i nic j iného, než že jest log £ (s) 
rozvinutelno v absolu tně konverguj íc í ř a d u Dir ichle tovu pro všechna s, 
j ichž R.(s) > a > 1, k t e rýž pozna tek jest zcela t r iv iá lní . 

J i n ý m směrem pozoruhodný, př i t o m však nezaručený, důs ledek 
v y p l ý v á z formule (9). Dosadíme-li t a m D (s) = log % (s), dos taneme 

k=o 

L> M - j ř T T F W - — > ' } . - . 

(12) 

Abychom měli názor , j ak rozvoj t e n v las tně vypadá , vypoč teme p r v n í 
t ř i členy. 

a*?2 (a) . R lna ř (n\ H ^ ň 2 « H « ) + «2 É" («) 
Po = log C («)» P l = » /„X » r2 = t(a) 2 t (a) 2 ? ( a ) ' 

L0(x) = 1, LX (x) = 1 — alogx, L2(X) = 1 — 2 a log x + — log2 x. 

D o rozvoje (12) můžeme dokonce vprav i t i i obvyklé užit í integrál-
logar i thmu. D á se to t iž pomocí integrálu 

b + *" log (s — 1) . xs 

Li [x) 

a použi t ím rozvoje 

2 it i l d s 
b—it 

log(s- 1) 1. ( * = • ) ' 
k-0 
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10 

odvodi t i ř a d a 

Li (x) = — A* Lk (x), 

což odeč teno od r a d y (12) d á v á 

/ ( * ) = L * (*) + £ ( & + i * ) L> (x) (13) 
k-0 

Ve vzorci (12) jest p a t r n ě f u n k c e Lk (x) p o l y n o m e m ¿ - t ého s t upně 
v p r o m ě n n é log x. N a t o m t o zák ladě můžeme, ovšem opě t jen zcela for-
málně , odvod i t i p o d o b n ý rozvo j p ř ímo p ro f u n k c i « (x), t o jest p ro počet 
prvočísel menš ích než x. Obrá t íme- l i t o t i ž rovnic i (-4) pomocí formule 
Móbiusovy, 1 ) obdrž íme 

« ( * ) = J í i « / w + , (,'/., + 1 (*''.) + . . . . 

Dosadíme-l i sem za / L r ) rozvo j (12), obdrž íme zcela fo rmá lně 

. w = y . { j l R L t { x ) + J f . L t (,-,.) + < Í | L L k ( , - , ) + . . . } . 
k = o ^ 

Označíme-l i z á v o r k u n a p r a v é s t r aně z n a k e m Mk (•x), m o h u p s á t i 

*(x) = %hMk{x) (14) 

P ř i t o m jest p a t r n ě 

A-l 
k2 

•mjr , \ f l 1* (k) 0 . f , (l (k) ^ A ft (k) , , 

A-L k=l A-L 

Aneb uži jeme - l i z n á m ý c h vztahů 2 ) 

f i r ( * ) „ . v e ! « I 
_ .. — ks S (s) 
A - l A = 1 3 v ' 

M0(x) = 0, = ; a t d . 

Vidíme t e d y , že M* (x) jest opět p o l y n o m M é h o s t u p n ě vel ič iny logx, 

1) Landau 1. c. p. 577, 580. 
2) Landau 1. c. p. 568 a 576. 
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který vzn ikne z po lynomu Lh (x) v y n e c h á n í m pros tého členu a dosazením 
log* ^ 

veličin HLA. m í s t o veličin logk x. 
ř (« + l) 

Vzorec (14) p r o počet prvočísel menších než x v y z n a č u j e se t e d y t í m , 
že již n e o b s a h u j e čísel p (k), čehož př i použi t í R i e m a n n o v y fo rmule uve-
dené v úvodu nelze docílit i. 

Konvergence ř ad (9), (12), (13) a (14) není za ručena . U v á d í m zde 
t y t o výs ledky j e n o m proto , abych umožni l povolaně jš ím pokus i t i se 
o je j ich p řesný důkaz . Abych zamezil nedorozumění , p ř i p o m í n á m sou-
časně, že všechny os t a tn í vzorce t o h o t o po jednán í jsou v n ě m t a k é p řesně 
odůvodněny a konvergence př ís lušných ř a d dokázána . 

l i l . Důkazy. 

§ 1. Důkaz vzorce (2). 
Všimněme si p ředevš ím in tegrá lu 

J (w, T) = j —r ds, r^2,T>b, 
b — iT S 

a rozeznáve jme d v a p ř ípady . 
1. Budiž ^ - < ¡ 0 . Uži jeme Cauchyho v ě t y integrální n a obor ohra -

ničený z leva úsečkou omezenou body b — iT, b + i T a z p r a v a půl -
kružnic í c, ma j íc í úsečku j m e n o v a n o u p r ů m ě r e m . Po loměr t é t o pů lk ruž -

ew s 

nice jest p a t r n ě T. P ro tože funkce —— jest v t o m t o oboru ana ly t i ckou , 

b u d e /» pW s 

kdež k ř ivkový integrál v z t a h u j e se k naší půlkružnic i a vza t jest ze zdola 
n a h o r u . Dé lka in tegrační cesty jest « T a p ř i t o m jest s tá le 

J e s t t e d y 

J (w, T) 

nb w 

< - f r 

It l 
< j 7 = T » 3 K 00) = 0. 

2. Budiž w > 0. Omezíme li obor in tegrační touž úsečkou j aho dř íve , 
pů lkružnic i si v šak mysl íme vedenu na levo od t é t o úsečky. P ro tože polo-
měr jest vě tš í než b, leží uvn i t ř oboru t a k t o omezeného bod s = 0, k t e r ý 

ews vtf~l 

jest po lem f u n k c e — — . Př ís lušné r e s iduum jest 77^. Podle Cau -
r sr (r—1)! 

c h y h o in tegrá ln í vě ty jest t e d y 
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J(w, T) 2 ni = l ^ r d s . 
( r - 1)! % sT 

D é l k a in tegrační ces ty jes t opět i t T a př i t o m 

sr < 
owb 

Z t o h o p lyne 

J (w, T) — 2 n i 
w 

( T - b y • 

< 
,r — 1 

( r — 1 ) 1 
je e w b 

(T-by 

J (w, oo) = 2 SE i 
w r— 1 

(r — 1)! 

N a t o m t o zák ladu d a j í se ne rovn iny pro \ J (w),T \ ješ tě p řesně j i urči t i . 
P r o k a ž d é w 0 jest t o t i ž 

b+r* ews , J (r—l)ebw 

b + iT 

b—iT 
ř» e"" 

b — sm 

ds <r ? ehW j* (r—l)eb 

= J ť a t ~ rr — l 

a t e d y 

čili 

J {w, oo) — J (w, T) 
2 (r — 1) c6" 

- Tr 

J(w,T) 

J (w,T) 2 3E i 

^ 2 (r — 1) ebw 

< ; , pro w v 0, 
= 7 r — 1 

„r—1 WT 

(r — 1)! 
2 (r— 1) -bw 

< ^TZTI pro w > 0. 

Subs t i tuc í w = logy obdrž íme vzorce p l a tné pro reálné a k l adné y, j akož 
i r eá lnou h o d n o t u jeho logar i thmu 

b + iT 
1 " V* v* d s 
it i . s r 

b — iT 
b + iT 

[Y 1) 
< 1 — pro 0 < y < 1, J-r — l 

1 f y* d 
iv t . sr 

ysds logr~1y 

~>T - (»—'> 

Konvergu je - l i T k nekonečnému číslu, obdrž íme 

pro 0 < v < 1, 

....(a) 

1 b + Í<*> S J ~~ ® 
1 p ys d s 

b—i pro v > 1 . 
(r — 1) • 

Opíra j í ce se o t y t o výs ledky , p rovedeme nyn í d ů k a z formule (2). 
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Nechf značí x l ibovolné k ladné číslo větš í než jedna . Ř a d a (1) ná-

sobená z lomkem — 
„ , , f i 

A= 1 
jest s t e jnoměrně konvergentn í podél p ř ímky dané vzorcem b - \ - i t , 
— T < t < , T , kdež r > 0. 

Podél t é to p ř ímky jest to t iž 

*s bh xb I bk I 
s ' ks kb 

(Ď2 + t2) 2 

Integraci ř ady podél naší př ímkové d r áhy jest t edy dovoleno provés t i 
na j ednot l ivých členech, čímž obdržíme 

b + iT b + iT 

1 

L'žijeme-li vzorce (a) pro y = —, získáme 
/v 

{log x — log ky-1 1 b + i T
 SJ 

1 r xsas 
2 ni t J . t ¥ 7 

b — iT 

(r — 1)! 

>ro k = 1, 2 , 3, . . . [ « ] a za druhé 
b + i T

 s j r xsds 

^ (r—l)x* 
^ I ' - 1 kb 

bl.T k>s' < (r — 1) xb 

pro 
lr-xkb 

k = [x} + 1, [*] +2 

Xásobíme-li každou z t ěch to nerovnin hodnotou | bk | a sečteme-li, 
'bdržíme 

6 + %T W 
< {r — 1) xb 

V JM ¿1 * ' 2 * > J Í T s &i i r - V l 

Pro lim T = qo konvergu je p ravá s t rana k nulle — pokud ovšem r ^ 2 
— čímž jest vzorec (2) dokázán. 

§ 2. Důkaz řady (?»). 
Mysleme si rovinu komplexní proměnné s rozdělenou n a dvě polo-

viny p ř ímkou rovnoběžnou s osou imaginární . P ř í m k a rozdělující budiž 

vedena na p rávo od osy imaginární ve vzdálenost i Dále budiž K jedno-

duše souvislý obor ležící úplně na právo od p ř ímky dělící a funkce / (s) ana-
lytická v oboru K. Funkce t a t o dá se rozvinout i v ř a d u Lagrange-ovu 

/ M - s ^ y 
platnou v celém oboru K. 

(c) 
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Podle z n á m ý c h pravide l o tvo řen í ř a d Lagrange-ových d e f i n u j e totiž 
ř a d a (c) f unkc i / (s) v oné část i rov iny , k t e r á jest společná oboru K a j inému 
oboru Kv u rčenému nás leduj íc ím poč tem. 

F u n k c e 
s — a 

(jP (s) = — 

m á jed iný nul lový bod s„ = a. Funkce 

' / \ a 

f (S> = 13" 

m á rovněž jediný nul lový bod S 0 = oo. P ř i t o m jest 

5„ — a 
9>(5o) S, 

=•• 1. 

Obor Kv v němž ř a d a (c) jest konvergen tn í , určen jest pak pod-
mínkou 

\<P (s) I < l?P I č i l i 

s — a 
s < 1. 

Nerovn ina t a t o splněna jes t p ro všechna s, j ichž reá lná část 

R (s) j inak řečeno v celé půl rovině ležící na p r á v o od p ř ímky 
Ái 

dělící. P ro tože pak j sme předpokládal i , že obor K leži cely v t é t o půlrovině, 
jest rovnice (c) p l a t n o u p ro celý obor K. Je- l i f u n k c e / (s) ana ly t ickou 
v celé půlrovině uvažované , jest t a k é v každé konečné část i t é t o půl-
rov iny p l a t n ý m rozvoj (c). Poněvadž pak ř a d a jest v p o d s t a t ě své řadou 
potenční , konve rgu je v každé konečné část i naší pů l rov iny absolu tně 
a s te jnoměrně. 1) Př i t o m ovšem nevíme nic o konvergenci na dělící př ímce 
a v bodě nekonečném s = oo. 

Koef ic ien ty a* u rčeny jsou v z t a h y 

1 dh~x I 1 
«n = / ( « ) ; « ' = - £ ¡ - - ¿ 7 * — { * *

 / , ( S ) L' (d) 

kdež p ř ipo jenáro vnice značí, že po p rovedené der ivaci m á se dosadi t i 
s = a. 

Abychom mohl i v nás ledu j íc ím p a r a g r a f u dokáza t i abso lu tn í kon-
vergenci ř a d y (o), mus íme vzorce pro a* t r ans fo rmova t i a nalézt i horní 
mez pro | a* | . 

Užijeme-li iden t i ty 

d 
ds ( s * / ( s ) ) = s* / ' (S) H- Ä4* —1 / (s). 

'j Viz na př. Osgood: Lehrbuch der Funktionenthcorie I. B. 2. Aull. p. 330. 

XXVI. 



15 

obdržíme 

i « ) = ^ G * « ) + * '«)• 

Za d ruhé už i jeme vzorce 

v) = v + ( J )m<*-U .v»»-! - ( \ ) u [ k - 2 ) .v™ - . . . . 

na f unkce 
u = sft — 1 . / (s), v = s. 

7 F ( * - 1 <s0 = s • T^G'- 1 / w) + * > «)• 
Porovnáme- l i t e n t o výs ledek s p ředeš lým, vidíme 

Podle (í/) jest t e d y 

j ak uvedeno jest ve formul ích (3). 

Místo t o h o t o v ý r a z u zavedeme k ř i v k o v ý integrál . 

Podle v ě t y Cauchyho jest t o t i ž 

[ ) 2 « i J (¿ — z)k+1 ' 

kdež F (t) jest f unkce ana ly t i cká u v n i t ř j ednoduché uzavřené in tegrační 
k ř i v k y C a bod z leží uvn i t ř oboru in tegračního . 

J e s t t e d y 
_ a p / (t) t*-1 .dt  

a k - 2 ni ) (t — a)k + l ' 

P ř i t o m nesmí u z a v ř e n á k ř i vka C vys toup i t i z oboru, v němž / (/) jest 
ana ly t i cké a musí o b j í m a t i bod a. 

Obraťme se k vyhledání horn1' meze pro |a* | . 

P o d o b n ě j ako př i d ů k a z u vzorce (2) mysleme si v rovině komplexní 

p roměnné t úsečku ohraničenou b o d y iT, j + í T a pů lkružnic i c 

n a d t o u t o úsečkou j akož to p r ů m ě r e m n a p r á v o vedenou. Učiníme-l i 

T > b u d e ležeti bod t = a u v n i t ř t a k t o omezeného oboru. Zvolíme-li 

úsečku a pů lkružnic i za cestu in tegračn í C a klademe-li 
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= b u d e 
i8 

«A f p ( t ) ( _ ± _ y - * d t J r 

2 ni J —«)4 ' W — a/ 
T + <r 

i « [ * > ( < ) ( ' y - 8
i f 

^ 2 SK» J (¿ — a)4 \ t — aJ 

2 + ť T 

a* + — f ^ 2 » * J 

2 ~ ť r 
2 5T 

U v a ž m e nyní , že p ro k te rýko l iv b o d pů lkružn ice c jest 

I J X O I ^ S - ^ S i 
A = 1 ¿g 

a za d ruhé , j ak j ednoduchý n áč r t ek n á s poučí 

\t\<T+-2~, \ t - a \ > T — j čili 

t < 
t — a a_ 

2 
( t - a ) 

< 4 == 

I n t e g r a č n í ces ta podél pů lkružnice c m á délku n . T. J e s t t e d y 

2 + < r 

«a + r 
^ 2 ni J 2 sr I J 1 = 

. T . B l ( T + ± y 8 

(
r—

t)
4

 • (
r —

T) 
P r o /¿w T = oo jes t t e d y 

a 
o" + 

2 s ť j (¿ — a)4 V / — a / 

A — 8 

iA — S 

2 " ť < 

dt. 

Sem dosadíme 

* = T + 

«A 
+ • D + i t ) 

2 n J (a? 
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Rozvedeme 

kdež 

Fx (r) = JJ hq cos ^ l o g ^ • F2 (T) = J hq SÍn ^T ^ • 
Q-i q~ž ? = i qT 

p a t r n ě jes t 

F j (_ r) = Fx ( r ); F2 (— r) = — F 2 (r) a t e d y 

í 2 r 1 
»o F0 (r) sin \ (2 k — 2) arctg í 

a í* l a I , 
tt, = -2V J 7 « • ^ , y d x 

VT + / 

a . F1 (r) cos j(2 k — 2) arctg 

- 1 ( 4 T T 7 2 
— oo 

čili 

a* 
16« r F? (x) sin {} d x 16 a p Fy [x) cos {} d x _ 1 0 a f 1C j J (a2 + 4r 2 ) 2

 w j ( a 2 + 4 t 2 ) 2 • 

Abso lu tn í h o d n o t a obou f u n k c í F1(x), F2{z) jest p ro k t e réko l iv 
x v mezích in tegračn ích v ž d y menší než 

v ^ 1 

h qT 

a t e d y o b a in tegrá ly ve v ý r a z u p r o a* m a j í význ am. 

Dá le jest 

í 2 r i 
4 a cos | ( 2 & — 2) arctg d x 

í ^ 4 ^ = T 3 7 T - {(2 * - 2) — } ' 

f ±asin\}dx 1 . . . » 
J a 2 + 4 t 2 Í M « 

a t e d y in tegrac í pe r pa r t e s 

__ _ 1 6 a ? Fx (x) cos {} d r _ 
(a2 + 4 r2) . (a2 + 4 r2) ~ 

4 ? i r fiw i • 

— ř ( 3 T = i r í T T L a2 + 4 r 2 J 
R o z p r a v a : Roi. XXV. Tř. II . Cis. 26. 2 
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_ 1 6 « P -FQ (V) sin {} d X 
2 ~~ J (a2 + 4 r2) (a2 + 4 r2) ~ 

4 f á [ F 2 ( t ) r . 
i ~77 i V J cos r' » (k — 1) J d x L a2 + 4 

čili 

4 f f y (*) s w {} d x 32 ? t . (r) s w {} d x 
n{k — l ) j j a2 + 4 T 2 + n [k — 1 ) J a2 + 4 r 2 

4 r F 2 ' (T) COS {} d x 32 £ r . F 2 (r) cos {} íí r 
2 = A [k — 1 ) J a2 + 4 T 2 n (k — 1 ) J a2 + 4 r 2 • 

Uvážíme- l i nyní , že jsme zvolili > a, a že t e d y obě r a d y 

® log q | ů, | • | | 

?=i q2 i q2 

jsou konve rgen tn í , obdrž íme 

, ^ ? ^r 4gt ? 8 x d x 
1 1 1 ^ «(Jfe—1) J 4 r 2 * ( £ — 1 ) - J 4r-2)2 ' 

čili 

a — 1) it a2 (k — 1) 

Zcela obdobně jest t a k é 

A! , 4 Bx 
\ H 2 \ < a(k — 1) 1 7t á2 (fc — 1) ' 

Z t o h o v y p l ý v á konečně horn í mez p ro | a * | 

| « 4 | < | f f 1 | + | f f 2 | < - j J 2 T { e ) 

kdež 

a \ na/ 

§ 3. Důkaz konvergence řady (5). 
P r o koef ic ienty a* ř a d y (5) j sme horn í mez p r á v ě odvodil i . Musíme 

v y š e t ř i t i ješ tě vzorce p ro J*(f> (x) a urči t i t a k é p ro t y t o f u n k c e horn í mez. 
F u n k c e {x) jest de f inována p ů v o d n ě pouze in tegrá lem (4a) 

i b + o „ , . I
 T 

' " M - d ř r í </> 
6 — ( oc 
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Musíme předevš ím dokáza t i , že in tegrá l t e n t o m á v ý z n a m a jest 
roven d i f ferenciá ln ímu v ý r a z u u d a n é m u ve vzorci (4a) nebo (5). 

Zvolme opět v rovině komplexní p r o m ě n n é s úsečku omezenou 
body b — %T, b + iT a pů lkružnic i c, ses t ro jenou n a d úsečkou j akož to 
p r ů m ě r e m n a levo. Zvolíme-li T > b, b u d e obor t a k t o omezený o b s a h o v a t i 
bod s = 0. 

H l e d e j m e nyn í h o d n o t u in tegrá lu 

b + tT 

= _ J _ T 
2 n i J 

b— tT 

Xs (s — d)k ds 
k + r — 2 • M 

JT l J 

xs (s — a)h ds 
+ f —2 s" * r — * 2 n i <> s" 

c 

kdež k ř i v k o v ý in tegrá l J v z t a h u j e se k půlkružnic i a vza t jest se shora 
c 

dolů . Podle Cauchyho v ě t y in tegrá ln í jest 

J = 
1 ¿h + r- 3 

(k + r — 3)! d sk 

neboť f u n k c e xs (s — á)k jest v oboru omezeném úsečkou a pů lk ružn ic í 
ana ly t i ckou . 

Dále jest 
b + iT 

— í -
2 n i . J . „ b — iT 2 71 

Na pů lkružn ic i c jest 

s = b + T . cirr, - - <(p< 
3 » 

T e d y 

| * * | < * * . I s — l& — « h — b> 
z t o h o p lyne 

r + | 6 — a\ < T — b 

In t eg račn í cesta podél pů lkružn ice m á délku nT. 
J e s t t e d y 

i r i icT .xb{T+ \ b — a\)k 

|J|= [T — by-2. [T — b)k 

Jes t l i že jest nyn í , j ak j sme p ředpok láda l i , r ^ 4, b u d e p r o 
lim T = oo 

čili 

— í 2 jr i . J, 

= 0, 

, 6+i«o . , . i , 
1 r ( s — a)*í ís 

ek + ř— 2 = J = 
6 —<ao 

(¿ + r _ 3 ) 
XXVI.' 
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P ř i v ý p o č t u in tegrá lu (/), k t e r ý j sme p r á v ě provedl i , jes t p a t r n ě 
b libovolně k l a d n é číslo. J e s t t e d y in tegrá l n a b nezávis lý . A b y c h o m nyní 

mohl i vypoč ís t i horní mez p r o «7/ (%), zvolme v in tegrá lu (/) číslo b = -ÍL 
2 

a p i šme mís to Jf {x) p ro s t ě J. 

Zavedeme-l i s = + i x, obdrž íme 
A 

a r . a 
1 V xže*"«* í tv~~~2 \ J  

J = Y n i (a ^ . V - - 2 I d t -
- c o - + í t + — J 2 

Separac í čás t i reálné a imag iná rně obdrž íme po k r á t k é redukci 

. I* oo cos Ir log x — (2 k + r — 2) arctg - ^ - j d 
J = - Í Í L . f ; — 

• 31 J 
(a2 + 4 r2) 2 

Rozdě lme in tegrá l n a dvě čás t i 

a íI a 
— V2ft + r — 2 — oo 

k+r— 2 

P a t r n ě jest 
a a 

. j , 4: x2 d x ^ 4 * 2 i* d x 1 2l>_^r~ Bg^nr"., 3 a 2 4 r 2 * 

y2k+r— 2 (a 2 + 4 r 2 ) 2 V2A+r-2 

neboť y > 4 a t e d y 
a 

. fl 
« v 2 £ + r — 2 

P o d o b n ě u rč íme mez p ro | Jx | . Pod le d ruhé v ě t y o s t ředn í h o d n o t ě 
jes t , jest l iže 0 < & < 1 

L 6Í2k + r — 2 
4 x 2 (* í 2 r 1 =

 n ar—2 J cos \ (2k r — 2) arcgt — x log x jd r . 

D o i n t eg rá lu n a p r a v é s t r a n ě z a v e d e m e novou in tegrační p r o m ě n n o u 

2 x 
u = ( 2 k + r — 2) arctg — x log x , 

což j es t dovoleno, p o k u d k jest dos t i veliké, j a k v y p l ý v á z nás leduj íc í 
úvahy: 
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d u 2 (2 k + r 2) 

' V + i r ) 

výraz t e n t o n a b ý v á ne jmenš í h o d n o t y v in tegračn ích mezích p r o mez 

horn í r = k + r — 2. J e s t t o 

2{2k + r — 2) .a . ^ a (2k + r — 2) 
—log x > — — L — log x = 

Y V2As + r —2 — log x (g) 

p o k u d ovšem vol íme k t a k vel iké, že p l a t í ne rovn ina 

a2 — 4 . V 2 i T + 7 = 2 • 

Z t o h o v y p l ý v á , že podrobíme- l i k j eš tě d ruhé nerovnině 

4- V2k + r — 2 >logx, 
4 

b u d e v mezích in tegračn ích s tá le 

d u 
4x-

> 0 . 

J e s t t e d y u v u v a ž o v a n ý c h mezích m o n o t o n n ě vz růs ta j í c í f u n k c í p ro-
m ě n n é r a př i rozeně t a k é inversní f u n k c e r = f (u) v z r ů s t á m o n o t o n n ě , 
p o k u d u Toste v mezích 

o , { ( 2 k + r - 2 ) arctg 8 » ^ * + ' - » _ ® tji k + r — 2 . í o g * ] 

J e s t t e d y , označíme-l i poslední z á v o r k u p í smenem 

f . f 

4*2 P cos u d u 
J i = % a r ~ 2 J 2 (2 A; -TV — 2) a I ' 

° a« + 4 f2 [u) l°gX 

J m e n o v a t e l v in tegr . i n t e rva l lu m o n o t o n n ě u b ý v á . J e s t t e d y opě t podle 
d r u h é v ě t y o s t ř edn í h o d n o t ě 

4 T Bl's 
J = : : . P cosudu 

1
 f 2 f 2 (2 k + r — 2) a ) \ 

nar—2.\ i —loex\ J 
\a2 + 4©2 V 2 k + r — 2 š í o 

a n e b uži jeme-l i n e r o v n i n y (g) 

n ar~2 [a V2 k + r — 2 — 4 log x) 
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Omezme číslo k další nerovninou 

^-V2k + r — 2 > 4 log x: 
A 

z toho vyp lývá 

l / . K ít íir 1 Ví k + r - ^ 2 

Vzpomeneme-li nyn í n a v z t a h y 

J = Jx + 

I I £ I Jx I + I J* I 

obdržíme horní mez pro | J | 

i j i < f 2 * 1 + x i ' a 

»«'-^2 k + r — 2 7t\llk + r—2 

Připust íme - l i p ro číslo k ješ tě další nerovninu 

3 2 x 2 A;
 2

 A 

x ď - i f ž k + r — 2 n^2k + r — 2' 

získáme konečně 
a 

2 út X 2 
J ^ < - T = 

(*1 1 n\l2k \ r —2 

Během poč tu zavedl i jsme pro k následuj íc í nerovniny 
2 * + , _ 2 > a * + r _ 2 > i í ^ f L , 2 * + r _ s > « Í ^ Í L . 

394 
2k + r — 2 > 

z nichž d r u h á jest důs ledkem t ře t í . Označíme-li nyn í ne jvě tš í z čísel 

a4 64 ¿og2
 x 324 

T ě " ' a2 « 4 ( ' - 2 > 

výrazem 2 A + r — 2 a bude-li & splňovat i nerovninu 

O A, 
budou t a k é splněny všechny nerovniny , k t e rými j sme k b ě h e m poč tu 
zatížili. P o d t o u podmínkou t e d y pla t í t a k é vzorec (h). 

Z t o h o t o vzorce a z formule (e) není již n i j ak nesnadno dokáza t i 
absolutní a s t e jnoměrnou konvergenci ř a d y (5). 

J e s t to t i ž 
a 

poklid . ( * - l W « + r - « 
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Pro tože pak r > 4, jest t a k é 

2k + r — 2 > 2 £ — 2 
a t e d y 

< 
(* - 1 ) 4 

kdež na k nezávis lá k o n s t a n t a 

^ _ 2* M a xž 
it 

Pro tože t e d y členy ř a d y (5) m a j í od j i s tého konečného n > A poč ína je 
s t á l e abso lu tn í h o d n o t u menší než s te jnolehlé č len \ abso lu tně konver -
gu j í c í ř a d y 

OD 1 
C S — ^ - r . 

ft=2 (k 1)2 

k o n v e r g u j e t a k é ř a d a (5) absolu tně . 

Omezíme-li se na j is tý konečný in te rva l l p ro x 

1 < x < X, 

b u d e p a t r n ě podle vzorce (h) 

2 a XT 
Mx)\<\J(?ÍX)\< — 

I * ' ' 1 jt \j2k + r — 2 
a t e d y obdrž íme podobně j ako dř íve 

^ - 5 " . 

kdež 

_ 2T M a X T  C l ~ * 

jes t k o n s t a n t a nezávislá n a hodno tě x. Rovněž číslo A zvol íme t a k , a b y 
2 A + r — 2 značilo ne jvě t š í z čísel 

a4 641 og2 Ar 324 

1 6 ' a2 ' 2> ' 

č ímž s t ane se A rovněž n a * nezávis lým. 
Podle v ě t y Weierstrassovy1) k o n v e r g u j e t e d y ř a d a (5) v k a ž d é m 

konečném in te rva l lu 

1 < x < X 

n e j e n abso lu tně , ale i s t e jnoměrně . 

Viz n. př. Osgood 1. c. p. 96. 
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