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ROCNIK XXIV. TRIDA 1I. ¢1ISLO 41.

O rozvojich platnych pro funkci analytickou
v daném oboru.

Napsal

Milos Kdossler.

(Ptedlozeno dne 30. fijna 1915)

Predmétem tohoto pojednani jest dukaz nasledujicich dvou vét:

Necht zna¥i K konetny jednodude souvisly obor, vy-)
mezeny v rovingé komplexni proménné z uzavienou racio-
nalnou kiivkou algebraickou C.

Funkce F (z) analytickd v oboru K i na ktivce C da
se rozvinouti v rozvoj tvaru

F(2) =2 As. by (2),

ke —m

—

kde? by (z) jsou v oboru K jednoznainé funkce algebraické, g- - - (H)
vyplyvajici z parametrické rovnice kfivky C a naprosto
nezavislé na funkci F (z). Funkci tou jsou uréoviny jenom
koefficienty A;. Pro jednu a touZ funkci F (z) a jednu a touz
ktivku C existuje neomezeny polet takovych rozvoji. Pro

kruZnici jest nejjednodu$$im z nich rada Taylorova.
Taz véta plati i pro kazdou funkci H (z) analytickou
na ktivce C a v3ude vné kiivky C, bod nekoneiny v to

potitaje.
Rozpravy: Roé. XXIV. Tt 1L C. 41 1
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Druha véta, do jisté miry obecné&jdi, zni:

Necht zna¢i K libovolny koneény jednoduse souvisly
obor, vymezeny v roviné¢ komplexni proménné z; obor ten
di se vidy ‘s libovolnou piesnosti ohrani¢iti uzavienou
regularni ktivkou analytickou C.

Funkce F (2) analytickd v oboru K i na jeho hranici
da se rozvinouti v rozvoj tvaru

F @) = Z 4x. b (2),

kdeZ by (2) jsou v oboru K jednoznainé funkce analytické,
zavislé na tvaru oboru K a naprosto nezavislé na funkci{ "~
F (2). Funkci tou jsou urovany jenom koefficienty Ap.
Pro jednu a touz funkci F (2) a jeden a tyz obor K existuje
neomezeny pocet takovych rozvoji. Nejjednodud$im z nich
jest polynomicky rozvoj Faberuv.

T4z véta plati i pro kazdou funkci H (2) analytickou
v oboru K,, dopliiujicim K na celou rovinu, a na hranicich
toho oboru. Nejjednodu$dim z rozvoju jest zde rozvoj podle
jistych racionalnych funkci veliiny 2z, majicich jediny viem
spoleny poél, obsaZeny v oboru K.

S

Platnost téchto vét jest pak rozsifena i na obory mnohoniasobné
souvislé.

Pojednani rozpada se na tfi oddily. Oddil oznaceny I., obsahujici
dikaz véty (H), tvofi samostatny celek. V prvém paragrafu fefen jest pro
danou parametrickou rovnici kfivky C problém vnitini a probriny po-
drobnéji rozvoje pro funkci analytickou uvnitf ellipsy, raciondlnych
hypocykloid a nejjednodussi epicykloidy. V druhém paragrafu jest resen
podobriy problém vnéjéi a piihlédnuto blize k ellipse a racionidlnym epi-
cykloidam. Tteti paragraf obsahuje dukaz o neomezeném poctu rozvoju
a ukdzany jsou specielni jejich piipady pro funkci analytickou uvnitt
kruzZnice. '

Na popud prof. harvardské university Dra W. F. Osgooda byl pak
proveden dikaz véty J.))

Prof. Osgood upozornil totiz autora na svnj dikaz véty, kterd tvrdi,
ze kazdy obor jednoduse souvisly miize byti s libovolnou ptesnosti omezen
jednoduchou uzavienou kfivkou analytickou. Tim bylo autorovi umoznéno
odvoditi obecné vysledky, tvorici oddil II. a IIL

V prvnim paragrafu oddilu II. poukazaino jest na dukaz pomocné
véty Osgoodovy a nalezen pomoci konformniho zobrazeni jisty rozvoj
pro funkci F (z).

1) Na pfislusném mist jest podotieno, Ze neni vidy mozZno vétu (H) pova-
Zovati za zvlastni piipad véty (J).
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Paragraf druhy obsahuje diikaz o neomezeném pottu rozvojii podob-
ného typu pro funkci analytickou bud uvniti nebo vné Osgoodovy ktivky.
V paragrafu tfetim poukizino jest na nejjednodussi z nich a seznano,
¢ jest to pro vnitini problém polynomicky rozvoj Faberiv a pro vnéjsi
problém jisty analogicky rozvoj podle raciondlnych funkci velifiny :z.
Pro Faberovy polynomu odvozeny jsou pii tom vzorce rekurrentni, iden-
tické s formulemi Newtonovymi pro soudet #-tych mocnin viech koienu
algebraické rovnice.

Odstavec III. kone¢né pojednava o rozvojich pro funkce analytické
v oboru mnohonasobné souvislém. Rozvoje ty jsou pouhym dusledkem
vyplyvajicim z vysledkt oddilu II. Jako ptiklad uveden jest nejjedno-
dug¥i rozvoj pro funkci analytickou uvnitf prstenu omezeného dvéma
libovolnymi uzavienymi kiivkami analytickymi. Rozvoj ten tvofi se-
véeobecnéni Laurentovy fady pro prstenec kruhovy.

1. Obor jednodu$e souvislf omezeny racionalnou kfivkou algebraickou.

§ 1. Budiz C uzaviena racionilna ktivka algebraicka, kterd omezuje
v rovingé (x, ¥) jednoduse souvisly a koneény obor K.!) Soutadnice libovol-
ného bodu kiivky C lze vyjadtiti, jak dokdzano bylo v algebraické geo-
metrii, pomoci dvou raciondlnych funkci parametru z ve tvaru

x=/@), y=g(@), —or+ o

Kazdé reilné hodnoté parametru v naznafeném intervallu (— oo,
-+ ) odpovida pii tom jeden jediny bod kfivky a i obricené kazdému
bodu kiivky jedna jedini reilni hodnota parametru.

Vieobecnost dalsich tvah nijak se neporudi, budeme-li piedpokladati,
ze po kiivce C pohybujeme se v kladném sméru otaleni tenkrite, kdyz =
probihad realné hodnoty od — o pies @ do 4 oo.

Zavedme misto ¢ novy parametr ¢ rovnici

9
g

.1 4 ¢

‘l'zllTe'.w':—COtg

Probiha-li nyni ¢ viechny hodnoty intervallu @ az 2 =, probibd =
liodnoty — e aZ + . Rovnice kiivky C obdrii tim tvar

x=[0?, v=g(?,..c.... i (1

kdez f, (#) a g, () jsou raciondlné funkce veli¢iny », které mohou obsaho-
vati kromé redlnych konstant také konstanty imaginarni.?)

1) Piiklady takovych kfivek jsou kruznmice, ellipsa, cissoidy bez dvojnych
bodu, astroida atd.
2) N. pf. pro kruzZnici 4?2 + 3 = a? obdrzime

e‘lp+e—‘4p e‘(p—g—"}’ _ u.+ 1 . .1.—"14z
x=a-—2—, y=a——T.Tedyf,(u)—aT. g’(u)_al 2u
1*
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Funkce F (z) komplexni proménné z = x + iy, kterd jest ana-
lyticka v oboru K i na ktivce C, di se psati ve tvaru Cauchy-ho integralu
podle kiivky C

1 F(t)dt

Fla= 21 ¢ t—z

Znadi-li na pt. C jednotkovou kruznicil) se sttedem v pocatku, vy-
plyva z Cauchyho integralu pro funkci F (z) jednoduchym zpisobem

tada Taylorova; rozvine se totiZ zlomek

v Fadu geometrickou

2
—i-(l + it:_ + % +... ) a integruji se pak jednotlivé ¢leny fady. Rada

Taylorova jest tedy rozvojem vyplyvajicim z integrace podle kruZnice.
Muzeme analogicky ofekavati, Ze z integrace podél jiné kiivky C obdriime
jiny rozvoj pro funkci F (z). Problém se patrné redukuje na rozvinuti

zlomku

v néjaky rozvoj konvergujici pro vSechna 2z obsaZeni

v oboru K. K tomu nim dopomizZe parametrickd rovnice (1). Integra¢ni
proménni v Cauchy-ho integrilu jest totiz

t=1[, (%) + 18 (e'?),
misto ¢ehoz muZeme psiti prosté

f(¢9)
g (%)

Pti tom znadi f (§) a g (E) oby&ejné, jiz nesoudélné mnohotleny pro-
ménné §, jichz konstanty jsou po ptipadé ¢isla komplexni.

Cauchyho integral pro F (z) nabude tim tvaru

d_[LEn]
2x d(elqu)

1 d (et [g(e‘w,

F() =5-— SFI(‘P) T@7 —zg@m (2)
¢=0
g (¢'%)
kdez
f (&9
File) = g(z“”))'

V Citateli zlomku za integraénim znaménkem muZeme patrné psati

d_[Len]o_d_ 1ea—reln
i@ Le@nl =@ — g@m

1) Jednotkovou kruznici rozumime zde i véude v dalsim kruznici opsanou
polomérem rovnym jedné v rovmé komplexni proménné kolem bodu nullového
jakozto stiedu.
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VSimnéme si nyni blie polynomu g (§) a f () —zg (§), které maji
pro daldi dvahu vyznam fundamentilni. Pti tom piedpokladime stale,
7e z nelezi na ktivce C.

Pigme
kB =t E—B)E—B) ... (E— B } o
f&) —zg)=0(—ea) (E—a).....(E—e) [
Patrné jest » >m; pfi tom budiz
EARSCARS Y Sy <|Bm|.
EARYCAES N E-Oape <lem|.

Cisla B jsou konstanty, ptipadné komplexni, z4vislé na tvaru kiivky C
a nezavislé na proménné z.

Cisla & — koteny to alg. rovnice f () — z g () = 0 — jsou algebraické
funkce veli¢iny 2, zdvislé na tvaru kfivky C. DokdZeme vétu:

Zadné z &isel @ nebo B neni co do absolutni hodnoty (A)
rovno jedné. 77
Mame tedy dokazati platnost nerovnin
fe) te
f (%) —zg (¢%) X 0,) (3a)

gr) 0 [

pro kazdé @ intervallu @ aZ 2 =. Pro pevné ¢ = @, z tohoto intervallu jsou
celkem ¢tyti moznosti. Bud plati nerovniny (34), nebo

1. f(d?) —zg(éf9) =0,
g (¢7) =0,
nebo
2. f(fP) —zg(dm) =20,
gt =0,
nebo kone¢né
3. [(dm) —zg(fP) =0,
g (") 0.

Jind moZnost neexistuje. Pripad 1. neni mozny, nebof kdyby pla-
tilo 1., bylo by také
f (6"“) =0, g (diﬁ) = 0.

To viak znamena, Ze algebraické rovnice f (§) = 0, g (§) = 0 maji
spole¢ny kofen ¢!#, coz jsme vyloudili (viz 1a) predpokladem nesoudél-
nosti polynomu f (§) a g (§).

Kdyby platila moZnost 2., bylo by také

gt =0, f(fn) =0, &li

f ()
T =
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to jest: Ktivce C ptisludel by podle (1a) pro ¢ = ¢, bod nekone¢ny, coz
jsme vyloutili.
Kdyby kone¢né platila mozZnost 3., bylo by

A G
()

a tedy podle (1a) by z lezelo na kiivce C, coz jsme vyloutili. Zbyva tedy
jen ¢tvrtda mozZnost vyjadfend nerovninami (3a). Tim jest véta (4) do-
kazana. .

Dosadme nyni do Cauchyho integralu (2) pravé strany rovnic (3),
kladouce pii tom

d_ € —=zg

2

& ® 4, (g
€ —zg (¥ d g (6
g
a tedy
d [6) —zg ) 1 1 1
! = e —
aEtT ® e T e T
1 1 1 ]
R e =~
kdeZ misto hranaté zavorky na pravé strané mozno jest také psati s ((55)) .
Tak obdrzime misto (2) rovnici
Fo=s (Fawn. Y L T @aen Y, !
(2)—2ﬂi0 l(q’) (L' )‘k=lb£,,,__ak 2“1'0 l(qj) (“ )k=1}/"p:El
nebo (4)
1 2x n 1 1 2 . g, (6‘"’)
o) — % —_— o IR M |
o= g B =g frigen 25

Chceme-li nyni nalézti pro F (z) rozvoj, ktery by byl sevSeobecnénim
fady Taylorovy, musime rozvinouti analogicky jako pfi kruznici, jednotlivé
1 1
8P —ap ' ¢ — P
protoze jsme dokazali vétou (d4), Ze kazdé &islo e nebo B jest svou ab-

solutni hodnotou bud vét$i nebo mensi ne? jedna.
Zbyva jesté oddéliti ona ¢isla @ a B, jichZz absolutni hodnota jest
men$i neZz jedna, od té&ch, jichZ abs. hodrota jest vétsi nez jedna.
Cisla B nalezneme feSenim rovnice g (§) = 0. Jsou to Konstanty
zavislé jediné na tvaru kiivky C. Jsou naprosto ncodvisld od hodnoty z
a od tvaru funkce F (z). MiZeme je tedy poklddati za &isla znama. Budiz p

zlomky v fady geometrické. To jest vidy mozné,

1) Pro pozdéjsf pouziti pfipomeiime, Ze prava strana rovnice (2) a tedy i obou
rovnic (4) jest rovna nulle, lezi-li z vn& kiivky C.
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pocet ¢isel B, kterd jsou svou absolutni hodnotou mensi nez jedna a hle-
dejme pocet ¢isel @, mensich svou absolutni hodnotou neZ jedna. Protoze &
jsou funkcemi veli¢iny z, mohl by tento pocet, jejz oznacime pismenou 7,
byti také zavislym na z. UkaZe se viak, Ze tomu tak neni.

Uzijme prvni z rovnic (4) na funkci F (z) = 1.

m

1 = (¢f) 1 '1 c"")
V=57 ¥§ v —ep 2w L L"P~ﬁk

1 }”d(c"”) _Jl, pro |u| <1
7

2ms § J¢¢—u |0, pro |u|> 1
Tedy
1=r—29p,)
F=p Rl (4a)

Tim dokazali jsme vétu:
Pocet &isel e, kterd svou absolutni hodnotou jsou mensi
nez jedna, jest nezavisly na veli¢ing z, pokud jen z zlstava } .. (B)
uvniti kiivky C.
Jest tedy
laa| <1 (B=1,2 3,....p+ 1),
jea|>1 (B=p+2,....0).

, yox s . 1
Tim umoznén jest rozvoj zlomku ————, nebo v geo-
T — O

metrickou fadu. Jest tedy na pf.

1 1 ; ;
= (It eoeio +ape2ir 4 @le= 3% 4 .. ).

6‘ wp __ o, 6‘ P

Rada tato konverguje pro viechna z lezici uvnitf kiivky C absolutné
a mimo to pii pevné zvoleném z a tedy e, pro viechna reilnd ¢ absolutné
a stejnomérné; jest tedy dovoleno integrovati ji ¢len za ¢lenem, to jest

® 23
. e“"dcp _ v ki
S @) g = Rt [R@ e dy

1) Kdyby bod z lezel vn& kiivky C, bylo by podle poznamky k rovnici (4)

pro F (2) =1
n 2a
1 d (eiP) S d(e‘w)
0= 2nikZl.§ e —ox Zaz-z we g il

v = p.
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Tak dostdvime misto rovnic (4)

F(Z)=ZA»(a:+a§—|—...—|—af,+,_p’,‘_p§_“._p;)+
=0
+ZBh(¢p—+b2-I—ap—fs—i—...—}—a,,‘”—ﬂ;fl—-ﬁ;fz_,,._p;""),
nebo také e (5)

F=d4+Y At +ed+ . +dh)+
k=0

k

+ZBb (@piz +apis + ... Lan ®),

k=1
kdez
2
. 1 e“"g (¢2)
_—W§ P gwen P
2n 1 2x
A= S ) e=kird @, B»=—2—”SF1(¢)6“'quJ.
“% o 0

V prvnim z rozvoju (5) jest nutno klasti v tom pripadé, Ze nékteré
p; = 0, misto B,° &islo 1. '

w0
Misto nekone¢nych sou¢ts Z mohli jsme také vziti jen soudet prvnich
=01

N
N nebo N +1 ¢&lenu X a ptipojiti k rozvoji zbytek Ry, jehoZ tvar ¢tenai
k=01

si snadno sam odvodi.

Aby rozvoj (5) mél prakticky vyznam, jest nutno je$té dokazati,
7e algebraické funkce veli¢iny z definované soutty e + et + ... + ab.s
nebo a;+"2+ et ot jsou jednoznatné funkce velitiny z, pokud jen
tato zustava uvnitt kiivky C.

Racionalnd funkce (1a)

4(3)

T e
definuje nim §(2) jako #-zna¢nou funkci inversni. Funkce e, (2),
@, (2),. ... 0y (2) jsou jednotlivé vétve této funkce. Pro § (z) sestrojime
podle znamych nivodul) #-listou Riemannovu plochu a na této plose
narysujeme kiivku C. Vnitfek této ktivky bud vibec neni prostoupen
rozvétvovacim fezem Riemannovy plochy anebo jest jim prostoupen,
kteriZto mozZnost nastane tenkrite, kdyZ n&ktery z rozvétvovacich bodu
funkce £ (2) lezi uvnitt ktivky C. V prvém piipade¢ jest viech » vétvi funkce
& (2) pro cely vnitfek C jednozna¢né uréeno a tedy také souéty jejich
mocnin, o které se nam jednas Uvaime nyni druhy ptipad, kdyZ totiz

1) Viz n. pt. Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie I. B. 2. Aufl., p. 398.
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vnittek ktivky C jest prostoupen rozvétvovacim tezem. Kterakoliv vétev
funkce § (z) jest na Riemannové ploge uvniti kiivky C analytickou a tedy
také spojitou funkci velitiny z; vyfaty jsou pfi tom jen rozvétvovaci
body funkce § (2), jichZ spojenim pravé vznikne fez rozvétvovaci. Zvolme
libovolny regulirni bod z, na nékterém listu Riemannovy plochy. Pri-
fazend hodnota funkce § (2) budiZ @, (z), pfi ¢emZ predpoklidejme, ze
e (20) | < 1.

Postupujeme-li nyni, vychizejice z bodu z, po libovolné draze
uvniti kiivky C, obdrzime podle ptedchazejiciho pro e, (z) hodnoty spojité
se ménici. Protoze pak podle véty (4) pfi tom |, (z) | nemaZe nabyti
hodnoty rovné jedné, musi byti stile |e,(z)| < 1. Vratime-li se tedy opét
do bodu z;, pfekroivie libovolngkrate fez rozvétvovaci, obdrzime hodnotu
¢ (%), o niz bude opét platiti | (z) | < 1. Touz Gvahu mohli bychom
opakovati o kazdé vétvi funkce £ (z), kterd v bodé& z, ma absolutni hodnotu
men3i neZ jedna. Véta (B) pravi, ze takovychto vétvi v bodé z, jest p + 1.
Oznadili jsme je jiz diive e, (2;), @, (%)), @3 (%), - - - @p+1 (20)-

Pfi opsani uzaviené drahy, vychazejici z bodu z,, vyméfiuji se tedy
tyto hodnoty navzijem. To znamena, Ze symmetricka funkce jejich
ok (20) + @ (z5) + ... + @ps1(z,) se pri tom nezméni. Jest tedy tento
souc¢et pro viechna z uvniti kiivky C jednoznainou analytickou funkci
veli¢iny z. Podle znamych pravidel nejsou z toho vynaty ani rozvétvovaci
body funkce £ (z). Uplné obdobnou tvahou bychom dokizali, Ze také
souet iz (2) + g4 (2) + ... + @ © (2) jest analytickou funkci uvniti
kiivky C.

Shrneme-li dosavadni vysledky, obdriime vétu:

Funkce F (z) analytickd uvniti a na obvod& kiivky C
da se rozvinouti v rozvoj (5), v némz &isla 8 jsou zavisla
jeding na rovnici kivky C, &isla @ jednak na rovnici kiivky C,
jednak na proménné z aviak ani & ani # nezdvisi na tvaru
funkce F (z). Na tvaru této funkce jsou zavislé jedinél... (D)
koeficienty rozvoje, totiZ &isla Az a By. Pfitom jsou éisla e,
uréena rovnicemi (3) a polynomy f (), g (§) opé&t rovnici
kiivky (1a) a (1). Funkce, podle nichZ rozvoj (5) jest pro-
veden, jsou jednoznadné.

Z toho opét vyplyva dusledek: Ma-li kiivka C nékolik parametrickych
rovnic tvaru (1), ptislusi téZe funkci F (z) nékolik riznych rozvoji typu (5).
Dokazeme dokonce v paragrafu tietim, zZe kazda kfivka C ma neomezeny
podet rovnic typu (1) a tedy kazda funkce F (z) neomezeny polet rozvoju
typu (5).

Probeteme nyni podrobngji zvlastni skupinu kfivek C, pti nichZ
viech # &isel & spliiuje nerovninu |« | < 1. Z toho plynou rovnice

r=mn n=p+1 p=n—1,

XLI.
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kdez p znac¢i pocet &isel B spliiujicich nerovninu | 8| << 1. Protoze pak
jest podle (3) bud m < n, anebo m = n, jest bud m = n — 1 a pak jsou
tedy v8echna |f¢| < 1, anebo m = # a tedy jen jediné B ma absolutni
hodnotu vét$i nez 1.

V druhém tvaru rozvoje (5) odpadne ¢ast obsahujici ziporné mocniny
¢isel @ a obdrzime tedy

FRQed+Zde. %, «oviiiiniin.. (5a)
kdez
=0 +of + ...+ af.

Rozeznavejme nyni dva ptipady, které jsme svrchu rozligili.
1. m =n—1; viechna ¢&isla # maji absolutni hodnotu mensi nez
jedna. Polynomy g (§) a /(§) maji stupné n-ty a (# — 1)-ny. Jest tedy

g) =By~ + B &2+ ...+ B._1,
f& =& LC gt LC -2+ ... +C,.

Pak jest
@) —zg(E) =8+ (C,—Bo2) &'+ (C,—B ) & ~*+ ... + (Ca—Bn-12).
sk jsou soudty k-tych mocnin vSech kotfent rovnice f (§) — z g (§) = 0. Jest
tedy podle Newtonovych rekurrentnich formuli
So = 7, s; = Byz—C,,

o+ (Ci,—Byz)sk—1+ (Co— By 2) sg—2 ... +
-+ (C,,_l—Bk_zz) s + k(Ck—B,,_l.z) =0, (k;

S+ (C] —-BDZ) Sp—1 + (C_z— BIZ) Sk—2+ ...+ (Cn —Bn—l . z) Sp_—pn = ())
("> n).

Jest tedy si polynom k-tého stupné proménné z.

Tak obdrzeli jsme polynomicky rozvoj pro analytickou funkci F (z)
obdobny rozvoji Faberovu.l)

V oddilu II. ukdZeme, Ze takovy rozvoj existuje pro kazdou regu-
larni analytickou kiivku C, uzavirajici obor jednoduge souvisly.

2. m = n; polynomy g () a f(£) maji nyni tvar

g =By& +B "+ .... 4+ Ba
[ =+CET ... LC

n)

a tedy
) —zg(€) =8 (1 —Boz) + & HC,—By2) + ...+ (Ca— Bs2).
Zde dostivame pro sp v rozvoji (5a) racionalné funkce lomené,
vyplyvajici z rekurrentnich formuli
1) M. Faber, Ueber polynomische Entwickelungen (M. A. LVII., 1913, p. 389
a LXIV., 1907, p. 118).

XLI
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f‘o = N,

sk(l—BoZ) 4 sp—1 (CI—BIZ) +...+ S (C;,._l—Bg_lz) + k(Cb—-BbZ) =0,
(k<)

(1 —Bo2) + 5s—1(Cy—By2) ... + Si—n (Co— Bnz) =0, (k> n).

Parametrickou rovnici pro pfisludnou kfivku C bychom obdrzeli,
[ (é%)
g (¢'7)
redlnou a imaginarnou ¢ast. Nutno v8ak ptipomenouti, Ze nikoliv viechny
takto vzniklé kiivky C vyhovuji viem podminkdm pro rozvoj (5a) ; jsou to
jenom ony z nich, které omezuji prostor jednoduse souvisly.

Obecné vyvody tohoto odstavce stanou se ndzorné&jdimi propoétenim
zvlastnich ptipadid. Odvodime si polynomické po piipadé raciondlné
rozvoje pro funkce analytické uvnitt ellipsy a raciondlné hypocykloidy
a jako tieti pifiklad rozvoj pro funkce analytické uvniti nejjednodussi
cpicykloidy.

1. Ellipsa jest definovina na pf. rovnicemi typu (1)

kdybychom ve vzorci x + iy = separovali také na pravé strané

X =acoseQ, v =bsingp.
Podle (1a) jest tedy
(€% (a4 b) 7?4 (a—b)

x+iy=

g(e?) 24w ’
Rovnice (3) jsou zde
gl)=2£=0,
f—z2g)=@+bE—2z2E+a—b=0.
Tedy jest
B, =0; p=1; r=2.

Z toho vyplyva, Zie oba kofeny &« maji absolutni hodnotu mensi
nez jedna.
cr Vg s VETg

“T Ty 0 BT T Ay

- (= a— ).
Formule (52) poskytuje ndm polyncmicky rozvoj pro kazdou funkci
F (z) analytickou uvniti ellipsy.
X 24+ VZ—pk 4+ (2 — V2 — )k
k PR

F(z)=dg+ Y, 4
’ gl (a + b)*

2n

1 SF( @+ b) v +a—b

3w 2 v

. (6)

d,= c—tivd @)

1) Tento rozvoj odvodil poprvé jinym zpusobem M. Picard (Traité d'analyse
1L, p. 317).
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Pro a = b, § = 0 redukuje se ellipsa na kruZnici a ptirozen& také
rozvoj na fadu Taylorovu.

Polarni rovnice ellipsy poskytne nam pro touz funkci F (z) jiny
rozvoj. Rovnice ta zni

’=choﬁ‘ (P=% e=1).

Tedy
x =1+ rcos g, v=rsing,
. . f(el([‘] . (a2+b2) 52""‘"‘247]6"’,‘"7]2
x+1y_g(e"”)_ Netv +2aedv +q '

g =98+ 2ab+n=0,
[ —zgf)=@+¥)8+2a(n—20f+q(n—2 =0
Z toho vyplyva
b—a b+ a

f——", f———11

K ]
1B, <1, 18 >1; p=1, 7y =9

a(z—q)—l-bvz?—'q
a4 b —1z

01,2 =

Protoze jest »r = 2, budou miti oba kofeny e absolutni hodnotu
mensi nez jedna. UZijeme tedy pro rozvoj funkce F (z) analytické uvniti
ellipsy opét vzorce (5a).

—n+bVE— Ftlae—n—bVi-pP
(a®+ b2 —mz)fk T

F(z)=4A +£A,,[“(z

k=0

de,

SnF(a2+b2 62up J—2ane"”+n-) ﬂezi(p_'__ae‘(p
Nt + 2ae? + 9 ner + 2ad? 4 q

2n .
1 (@2 4 0% e®*? L 2ane? 452\ _,,
"_27;SF( neP + 2aer + g eHrd .

Polozime-li ¥ = a, 5 = 0, redukuje se opét ellipsa na kruh a rozvoj
pro F (z) oviem opét na fadu Taylorovu.
2. Racionalna hypocykloida vznikne, kdyZ voli se kruZnice o polo-

« a P12t v s . : «
méru —- beze smykani po vnitfnim obvodu pevné kruznice o poloméru a,

jejiz stied jest v potatku soufadnic. Bod pohyblivé kruznice rysuje pak
v tom piipadg, Ze = jest celistvé &islo, raciondlnou hypocykloidu, jejiz
rovnici moZno diti parametricky tvar:

XLI.
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x = %((n—.l) cos(p+cos(n—l)tp).

y= -%—((n— 1) sin g — sin (n — 1) ‘P)~
Zde jest tedy

iy Ll sl gente,
g&=nf—-1=0,
1 —zg@)=amn—1)¢—nzf—'4+a=0;
Bi=8=...=pfu—1=0, p=n—1, r=p+1=mn;

protoZe 7 = n, bude viech # kofeni « miti absolutni hodnotu mensi nez
jedna. MuZeme tedy opét uiiti vzorce (54). Funkce analytickd uvnitt
dané hypocykloidy mi rozvoj

F(z) =4, +k2':1,4, Sk e (8)
kdez

2n .
1 a(n—l)e"“!'-i—a)_

A = 2= §F( new—Nie etvdg.

Souéty mocnin s uréi se Newtonovymi vzorci z rovnice

___"__i n— 1 _.1___
eﬂ_n—l aE +n—1_0'
Z té plyne
n.z
So =1 [(n l)a] (ksn—1)
—_ "z L (k> n)
ET =D a T a1 ="

Rozvoj pro F (z) ma tedy prvnich # cleni:
z z \2 2 \3 ”—1
40+ B (=) + B, (7) +B(2) + B (2)T

kdez
n k
B,,=(n_l) A,

Tato &ast rozvoje postupuje podle mocnin zlomku —Z— a shoduje

se tedy s fadou Taylorovou. Cleny dal¥f viak se jiZ li3{ tim, %e nastoupi
misto pouhé mocniny zlomku % polynom tohoto zlomku. Tato vlastnost

rozvoje (8) vystihuje tpln& geometricky tvar hypocykloidy.
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Pro velké # jest totiz hypocykloida podobna ozubenému kolu s #
ostrymi zuby a s mélkymi obloukovitymi mezerami mezi nimi.

Cim vétyi jest », tim mél¢i jsou mezery mezi zuby a tim vice se
hypocykloida bliZi pevné kruZnici o poloméru a. Konverguje-li # k ne-
koneénému, ptejde kone¢né hypocykloida v kruZnici o poloméru a; pii-
sludny rozvoj pro funkci analytickou uvniti hypocykloidy piejde pak
v fadu Taylorovu; jest totiz

lim sp == ( )

li”l/ .’"lk = T ‘sl a(}‘r) _k‘(ﬁd¢

"= - 0

3. Priklad na rozvoj typu (5) pokradujici podle algebraickych funkeci
obdrzime na pt. pro funkci F (z) analytickou uvnitt a na obvodu kiivky
dané parametrickou rovnici:

x=a(2cos@p—cos2p),
v=a (2sing —sin2 ).

Jest to nejjednodussi epicykloida, kterd vznikne, kdyz se vali kruz-
nice o poloméru a po vnéj$im obvodu stejné kruznice pevné se stfedem
v podatku. Zde jest

= 2aqe® —qc2v

g§=1, (B neexistuje; p=10, r=1);
I —z2¢)=2ak—al—z:=0

a,,2= 1:v1'—%.

ProtoZe » = 1 jest jen jediny kofen & co do absolutni hodnoty mensi
nez 1. Abychom uréili, ktery z obou koieni jest to, sta¢i uginiti tak pro
libovolny bod z, lezici uvniti kiivky. Jest to na pf. bod z = 0. Pak jest
patrné

=0, a =2

Jest tedy |e,| <1, |@| >> 1 pro kazdé z uvnitf kiivky. Funkce F (2)

analytickd uvniti kiivky mé tedy rozvoj typu (5)

- 2 Ax (1 — ‘/1—_;2_)" EZIB"(I N vl_—_—f)—k

22
1 ,
= T‘S "ac””——ac“‘p) c—kip 4 P,
1 2
By = — -;)—”—SF (2ad? —ac?i® v dg.
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UkéZeme jeité, Ze funkce v rozvoji uzité jsou jednozna&né pro
véechna z lezici uvniti ktivky.
Dvojzna¢ni funkce

‘:1.—‘/1——2—
£(2) + p

mi v koneénu rozvétvovaci bod z = a, lezici na obvodé kiivky. Roz-
vétvovaci fez piisluiné Riemannovy plochy muzeme tedy vésti z tohoto
bodu do nekone¢na tak, Ze vnitfek kiivky nebude jim prostoupen. Obé
vétve funkce § (z) jsou tedy jednoznaéné analytické funkce pro viechna z
uvnitt kfivky.

§ 2. V paragrafu prvém nalezli jsme rozvoj (5) pro funkci analytickou
uvniti a na obvodé kiivky C. Roziegili jsme tim, jak stru¢n& chceme fikati
problém vnitini.

Obratme sc nyni k ieseni problemu vnéjsiho, to jest k hledani rozvoje
pro funkci H (z) analytickou a kone¢nou viude vné kfivky C a na jejim
obvodé. K vnéjsim bodim kiivky poéitejme také bod nekonedny a pted-
poklidejme dile, ze funkce H (z) md v ném nullovy bod prvého fddu,
to jest, ze

lim H (z2) = 0, limz.H(z) =4,
Z = a0 £ =®
kdez A jest konelna konstanta.

Tim se nijak neziikime vseobecnosti. Nebof znadi-li H, (z) funkci
analytickou a kone¢nou viude vné kiivky C a na jejim obvodé beze viech
dal$ich ptedpokladli, da se vidy kolem pocitku opsati kruinice jistym
polomérem g tak, ze kiivka C lezi celd uvniti této kruznice. Funkce H, (2)
bude pak analytickou na obvodé této kruZnice a viude vné kruZnice.
Pro funkeci takovou plati, jak zndmc, rozvoj Laurentav

a1 a \2 a 3
H, (2) =co+cl(7) +c2(7) +ca(7) ..
Ligi se tedy H (2) od H, (2) nanejvy$ o konstantu additivni C o.
Funkce H (z) da se psati ve tvaru Cauchyho integralu

1 cH@®dt

Q7 {—z

H() = —

kdez z znati bod vné kiivky C, definované rovnicemi (14) nebo (1) a inte-
grace déje se v kladném sméru otadeni.l) Pro integraéni proménnou ¢
uzijeme vzorce (1 a)
,_ 1ém)
g9’

, kdez integral prvni

Y Viastng jest H () — —— | 204 _ 1 SH(’)‘“
d =

2ms g t—z 2xs z
vztahuje se k nekonetné kruznici. Tento jest viak podle supposice, kterou j:-me o H (2)
udinili, roven nulle.
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takZe obdriime misto (9)
(%) —2g (%)
H(s) = ——1 /(%) d(e"P g (9
imi g (9 1(¢9) —2g (¢®)
g (¢7)
Zachovavajice oznaeni vzorct (3), seznime, Ze zistiva v platnosti
véta A, takie ze vzorce (94) dostdvime rovnici analogickou vzorci (4)

K 1
d(e‘v) Z ei¢_ﬂk -
2n

”
“n X
6
2qu - e‘*’—a,,’

0

d (&9 ... (9a)

nebo také ~  r .. (10)
2n .
- LACL/NY S CA/
HE) = g 0 =y
# 1
— i
TS SH @) Pm—ar |
kdez

Hy () = 1 (L5,

£
Pti tom jsou opét f a e kofeny rovnic
g€)=0; f(€)—=zg(k)=0.

Znadi-li opét p polet kofenii f mensich svou absolutni hodnotou
nez 1 a » podet takovych kofent «, bude podle poznimky ke vzorci (4a)

Plati tedy véta B i pro z lezici vn& ktivky C. Jest tedy

lea| <1, (k=1, 2, 3,...7)
lee] >1, (k=p+1, p+2,...0).

Pro H (2) dostivame rozvoj analogicky rozvoji (5)
H (2) ="Z“0Ak (ef +af+ ... fat—BE—BF. .. B +

+EB At eh b bat — A A — D)
nebo také .. (11)
H@=A+Z 4 +af+.. ol +

+:‘iB‘ (@ + dprzt ...+ "),

1) V ptipadu, Ze né&které f, = 0 nutno jest klasti misto §,° &islo 1.
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kdez

2
1 deg’ (%)
A=5=\H (9 —F—dw,
2”§ ! g (&9

2
4k———SH Y e~ kte d o, Bk=_-2—;-SHI((p)e“¢ricp.
(1]

Na tvaru funkce H (2) jsou v rozvoji (11) zavisld jeding ¢isla
Ag a Bb

Zvlastni skupinu kiivek C vytvoii zde ony, pro néz viech » ¢isel
spliiuje nerovninu |&| > 1. Pak jest » = 0 a tedy podle (10a) také p = 0;
jinak feceno, jsou viechna « i # co do absolutni hodnoty vét$i nez jedna.
V druhém rozvoji (11) odpadne prvni soudet a dostiviame

o
H(2) =A + Z Be Sk, «ovevernenennnnns (11a)
kel .
kdez
scr=o0,"F + o, ... a5k
jest soudet (— k)-tych mocnin viech kofeni rovnice
1€ —zg(§) =0.
Jest tedy s_j racionilnd funkce veliiny z, kterd se da vypocisti
pomoci Newtonovych rekurrentnich formuli.
Uzivani vzorci ukdZeme opét na dvou zvlastnich ptipadech.
1. Ellipsa x = acos @, y = b sin ¢ diva

f(é%) _ (a+D) e2‘¢+(a—b)
gefe) 269

fo—zg))=(@+b&—2zf+ (a—b) =0.
=0 p=1 atedy r=1.

x+1y=

I
S

g =2%§

T VE— o
a-+b ’
Protoze » = 1, jest jen jeden z kofenli & co do absolutni hodnoty
vitsi ne? jedna pro vSechna z lezici vné ellipsy. Klademe-li na pf. z = o0,
shledime &, = 0, &, = o0 a tedy jest vidy |e| <1, |ey| > 1.
Funkce H (z) analytickd vn& a na obvod¢ ellipsy ma tedy rozvoj (11)

2 ( - _av—:zb_ & ) Z B z +av—|;:— 7 )h

( ath ezw+a—b)e—“¢d%

Al

Q1,2 = ("]2 = g% — b2)

Ab_—2nSH

((a 625¢+a_b)c“¢d¢.

9 AP

B;———

Rozpravy: Rot. XXIV, TE. lI. C. 41. 2
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Protoze viak
2— V22—t a—b

a-+b T a4+ Va—g’

muzeme také pséti

& Ar(@a—8* £ By (a+ b
A e

k=1

Dvojzna¢na funkce

b - SEYET
a—+b
ma dva rozdvojovaci body pro z =% a pro 2= —19; bod z = neni

bodem rozdvojovacim.

Na ptislu$né Riemannové ploSe probihd tedy rozdvojovaci fez od
bodu z = 9 k bodu z = — % a miZe tedy byti veden cely uvnitt ellipsy.
Z toho vyplyva, 7e ob& vétve funkce § (2) jsou pro body lezici vné ellipsy
jednoznaéné a analytické.

Ellipsa redukuje se na kruZnice pro ¢ = b, 9 = 0, rozvoj pro H (2)
redukuje se pak na fadu Laurentevu

oL

2. Raciondlna epicykloida vznikne, kdyZ se vali kruznice o polo-
a 2’ z 2 wYivw? ’ ~ :
méru > beze smykani po vnéj$im obvodu pevné kruZnice o poloméru a,

jejiz stfed jest v po&atku soufadnic. Bod pohyblivé kruinice vytvoii
pak v tom ptipadé, Ze # jest celistvé &islo, racionalnou epicykloidu s para-
metrickou rovnici:

x:%((n—{- 1) cos(p—cos(n+1)9’)

y=%(u + 1) sin @ — sin (n + 1)(])).
Zde jest
f(¢9  a(n41)e?—aqerthie
g (¢%) n

g)=n;, j)—z2g@)=—ab*'+an+1)§—zn.

Koten B neexistuje. Jest tedy p =0, » =0, z &ehoZ vyplyva, ze
viechny kofeny rovnice f(§) —zg (§) spliiuji nerovninu |a|>1 a Ze
tedy muZeme uZziti vzorce (11a) pro rozvoj funkce H (z) analytické viude
vné epicykloidy i na jejim obvodé.

H(Z) = EB]; Sk,

k=1
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kdez s—_; uréeno jest rekurrentnimi vzorci
So=n-+1

L
sa=[2EL 2T ez

n z

"+ a
Smp= ———— . — . S_
E m 2 k+1+n_z

S—k+n+1.

Déle jest

_ 1 2n (a(n_'_ 1) eip_ae(n+l)i¢) i
Bk_2n-§H n ctrdg.

MizZeme zde pozorovati podobny tkaz, jako pfi rozvoji (8) pro
vnitfni problém hypocykloidy.

V rozvoji pro H (z) souhlasi totiZ prvnich # ¢leniis fadou Laurentovou,
pro vnéjéi problem kruZnice. Pro nekonetné # splyva opét epicykloida
s pevnou kruZnici o poloméru a, coZ zrcadli se pfesné v rozvoji, ktery
prechdzi v fadu Laurentovu.

§ 3. Z duisledku k vété (D) v paragrafu prvnim vyplyva, Ze pro
kazdou funkci F (2) analytickou uvnitf kfivky C lze nalézti tolik od sebe
se raznicich rozvoju typu (5), kolik raznych parametrickych rovnic ma
kiivka C. DokaZeme nyni, Ze kaZida racionilnd ktivka algebraickd ma
parametrickych rovnic typu (1) neomezeny pocet.

Vsimnéme si nejdfive kruZnice. Jest znamo, Ze obor omezeny
jednotkovou kruZnici v roviné ¢ di se vzijemné jednoznain&!) a kon-
formné& zobraziti na obor omezeny jednotkovou kruZnici roviny §{ pomoci

funkce
Tte
1497’

kdez komplexni konstanta @ hovi nerovniné |@| < 1. Pii tom odpovida
bodu @ v roviné z bod ¢ roviny §, body na obvodu kruZnice z obvodovym
bodiam kruznice §, vnitfni body v roviné =z vnitinim bodim v roviné §.

‘—
g =

Protoze pak funkce zobrazujici jest analytickd i pro 1Z|7] <—:’—,

jest zobrazeni toto konformni a vzajemné jednoznacné také v okoli celého
obvodu jednotkové kruZnice z. Dosadime-li nyni do zobrazujici funkce
t = ¢4 a oddélime-li redlnou a imaginirnou &ast, obdrzime pro kruznici
v roviné § parametrickou rovnici typu (1). Takovych rovnic bude pocet
neomezeny, protoZe konstanta @ jest libovolnd v mezich 0<[o| < 1.
Tim viak nejsou nikterak viechny moZnosti vy&erpany.

Podle toho, co jsme dosud uvazili, jest

—b‘w+ol_. — -—1+026‘¢ _l
1+ dv i 67+ |

1) ein-eindeutig.
2%
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pokud
le | <1, le.| < 1.

Tedy také raciondlna funkce

T+ e 1+ e
l+ez zte

¥, (7) =

spliiuje rovnici
¥ (e9)] =1

pro kazdé reilné @. Daile jest znamo, ze vzroste-li ¢ o 2 ®, vzroste ampli-
tuda !) komplexniho &isla &% + @, o 2 ®, kdeZto amplituda Cisla 1 4 @, €**
se nezméni. TotéZ plati pro ¢#? + @, a 1 + @,¢'%. Z toho vieho vyplyva,
ze celkovy vzrist amplitudy &isla ¢, (¢/®) pfi vzristu ¢ o 2z jest roven
nulle. Pravé tak jest tomu pfi soucinu

e+ o 14 o

v (1) = L1+ o ev v g’

kdez konstanty g @+ jsou viechny co do absolutni hodnoty mensi neZ
jedna. Dale jest také pro kazdé reilné ¢ splnéno

[¥: (67| = 1.
Utvoime nyni funkci

T4 @ T T e 1+ o'z (12)
l+er Al l+tear i@ ~

le] <1, loe| <1, lox'| < 1.

Podle ptredchézejiciho jest | (¢%) | = 1 pro kazdé redlné ¢ a ampli-
tuda &isla 4 (e4®) vzroste o 2 z, vzroste-li @ o 2. Probiha-li tedy # v rovinéz
body obvodu jednotkové kruZnice, probihd § definované rovnici

E=W(®) i (13)

body obvodu jednotkové kruznice v roviné § tak, ze kazdému = odpovida
jedno jedini€ §.

Probéhne-li z cely obvod kruinice, probéhne také §{ v roving své
cely obvod kruZnice.

Nésledkem toho muzeme v Cauchy-ho integralu pro funkc1 F (2)
analytickou uvniti jednotkové kruZnice

1 F@at
2w @ §—=z
dosaditi § = ¥ (¢!¥) a integrovati v mezich ¢ = 0 aZ ¢ = 2 z. Pii integraci
podél jednotkové kruZnice (%) nezalezi totiz na tom, jak probihime body

¥ () =

F(2) =

1) Amplitudou komplexniho ¢isla @ + i b = v #¥ rozumime realné &islo . .
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jejiho obvodu. Tak na pf. miZeme integrovati podél oblouku z bodu 4
do bodu B, zpét z bodu B do 4 a opét z A do B. Tento postup jest ekviva-
lentni s pouhou integraci z 4 do B. Podstatné jest jenom, aby integra&ni
proménnd zachovavala absolutni hodnotu rovnou jedné a aby jeji ampli-
tuda vzrostla prib&éhem celé integrace proti polate¢ni hodnoté privé
0 2 = To vie jest v nadem ptipadé splnéno. Zcela podobné jest tomu pii
funkci F (2) analytické uvniti kiivky C, definované rovnici (1) nebo (1a).
V Cauchyho integralu pro tuto funkci

N | F(t)ydt
Fla)= Znijc‘ t—2z
- , f (é+%)
dosadili jsme ve vzorci (2) ¢ = —
g
Misto toho miZeme podle hotejSich tvah psati
P L G R X Gt A (14)

gl ] g’
kdez /5 (u), gy (1) jsou nesoudélné polynomy, a integrovati v mezich ¢ = 0
az @ =2m.
Tak obdriime pro F (z) novy rozvoj stejného sice typu jako (5),
avak postupujici podle jinych funkci a majici jiné konstanty A, Bp.
Netfeba snad ptfipominati, Ze vyraz

_ Mei%
8s (€%
vede separaci redlné a imaginarné ¢asti k nové parametrické rovnici pro
kiivku C.

Jezto pak rovnici (12) definovali jsme neomezeny pocet funkei ¥ (),
muZeme si sjednati prosttednictvim rovnice (14) neomezeny polet rozvoju
typu (5) pro jednu a touZ funkci F (z) analytickou uvniti a na obvodé
kiivky C. Jak takové- rozvoje od sebe se ligi, ukaZeme na nejjednodudsi
kiivce C, totiz na kruinici 4% 4 y2 = a2

1. Kruznice uvazovand ma parametrickou rovnici

X =acoseg, y=asing;
. [(f%)  ad?
PR e T

Tedy jest
g =1, (kofeny B neexistuji, p = 0)
j€) —zgf)=abk—z=0.
Protoze p = 0, jest r =1 a tedy pro
2
«=—
a
plati |a| < 1, coZ jest zde ostatné samoziejmé.
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Rozvoj pro funkci F (z) analytickou uvnitf a na obvodé kruZnice
jest tedy podle (5)

2
—_L_ 1P —ki —_1. (k)
A = 5 é‘ (ae'®) cH7d g = 2 F® (o).

Jest to rozvoj Taylortv, ktery zde projevuje piislugnost svoji k nej-
jednodus$i parametrické rovnici kruZnice.
2. Pro touZ kruznici miZeme vSak psiti misto

x4+ 1y =acd",
vyraz
x+iv=avyp(t?).
Tedy na pi.
169 _ a(¢?+e)
g (¢9) 1+ee?”’

x4iy= le| < 1.

Z toho plyne
g)=1+ek=0

1) —z2g)=@—z0)é+oe—z2=0.

Tedy jest
1
ﬂ:—-?, |ﬂ|>l: pzo: "=1'
__2—e
“_a—oz' le| < 1.

Rozvoj (5) zde bude pro touz funkci F (z), kterou jsme rozvinuli
v predeslych tadcich,

@ , _ E
F()=4+ ZA”(az—:z) e (16)
k=0
2a .
_ 1 %40 \ @.d(e£9)
A_—2nz'~§F(al+oe‘9’ 14+ gefe’

2x
aer? A ey Lot

Koeficientim muizeme dati jiny tvar. ProtoZe

2+ e 1
F( 1492 1492
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jsou funkce analytické pro vsechna z lezici uvnité jednotkové kruZnice,
jest
A =4,
I |
s=wmlart "TTez

1=0

Taylorova fada jevi se nim jako zvlastni ptipad rozvoje (16), vznika-
jici poloZenim
0 =0
3. Kladme opét, jako piedeile,

x+iy=at (9
a dosadme na pt.

v —aw B QL
Pak jest
iy oL _adt et
g =é+e=0,
1 —z2g(f)=acBP t+al—zE—28=0.
Koten rovnice g (§) =0 jest zde f = — s a tedy |B| <1, p=1,

v = 2. Budou tedy miti dva kofeny rovnice / (§) — z g (§) = 0 absolutni
hodnotu mensi neZ jedna pro vdechna z lezici uvnit¥ kruznice. Treti koten
bude miti absolutni hodnotu vétsi nez jedna. Klademe-li jesté specielné&ji

£= L obdrzime pro tyto kofeny:

T
alz_vl:{\/<z+ Q(Va—iVi+Ve+a (VatiVa|—1,
o= —g={Ve+ 0 (Va—i Va4 ia -0 (Vo i Vi | -1,
a3=—-1—;{?2:/(;+ S (Va—iVa +9\e+a) (Vati V?)}—l'
_ —1+iV3
___'——2——.

Chceme-li ur¢iti, které & ma absolutni hodnotu mensi neZ 1, staci
stanoviti to pro jediné z leZici uvnitf kruZnice. Volme na pf.z = 0.
Pak jest

o, = —3, €, =a,=0.

Jest tedy pro vsechna z splitujici nerovninu
2| <a, [a| > 1, le| <1, ey < 1.
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Rozvoj (5) pro funkci F (2) analytickou uvniti a na obvedu kruznice,
kterou jsme jiz rozvinuli ve tvaru (15) a (16), jest zde tedy

Fo)=d+ZAs(at+ar) +EBra* ......... (17)
k=0 k=1
1— 1 ?’F(ac3‘9°+3a62‘¢ 3edvdo
‘—_2,;0 1 + 3ei® 1+ 389"
2x .
1 ae“'P—I—San“P) i
= —RiQp
A 2% §F( 1+ 3¢ ¢ a9,
25 .
1 a03’¢+3a62‘9”) ki
= _— ip
B 2u-§F(. Trser )OI

Rozvétvovaci body kotent a, (z), &, (2), @, (2) jsou zde patrné: z = 0,
z= —a, z=o. Rozvétvovaci fez pfisluiné Riemannovy plochy muze
tedy jiti po ose x-ové z bodu 9 do bodu — 4, odtud pak do nekone¢na.
Uvnitf kruZnice lezi ¢ast fezu z bodu @ do bodu — a. Na této ¢asti fezu
vyménuji se kofeny e, () a @, (z). Funkce «)* (z) + a;* (2) zustava tedy
jednozna¢nou pro viechna z lezici uvniti kruznice. Podobné jest tomu
s funkci a,—*% (2).

II. Obecny obor jednoduse souvisly.

§ 1. Budiz K koneiny obor jednoduse souvisly vymezeny v roviné
komplexni proménné z. Ukolem nadim jest nalézti pomoci ptislu$ného
Cauchyho integralu rozvoj nebo vice rozvojit pro funkci F (z) analytickou
jak v oboru K tak i na hranicich jeho.

O tom, &im jest hranice prostoru K tvofena, neni pfi tom nic feceno.
To viak by nim znemoZnilo roziediti problém pomoci prostredkii, které
nam nynéj$i stav funkéni theorie divd k disposici.

Abychom k cili dospéli, musime si diive fixovati hranici prostoru K
pomoci néjaké kiivky, jejiz rovnici bychom dovedli sestrojiti. K tomu
uzijeme poznatku, na ktery upozornil W. Osgood v Annals of Math. Ser. II.
Vol. 14, p. 144.

Véta ta zni: At jest hranice oboru K jakkoliv utvaiena, da se vidy
sestrojiti regularni a uzaviend kfivka analytickd C, ktera se k hranicim
prostoru K z vnéj$ku (nebo z vnitiku) tak t&€sn& piimyk4, jak jen chceme.
Vétu tu sestrojil jmenovany autor k jinému celu, my ji viak pouZijeme
k tfeSeni na¥eho problému nasledujicim zpusobem.

O funkci F (z) jsme predpoklddali, Ze jest analytickou i na hranici
prostoru K, co? muzeme vyloZiti také tak, Ze jest analytickou v jistém
po piipadé velmi tizkém prouzku, lemujicim zevné hranici oboru K. Podle
citované vty Osgoodovy muZeme nyni sestrojiti piisluSnou analytickou
kiivku C tak, Ze celd probfhd v onom tizkém prouzku. Funkce F (z) bude
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tedy analytickou pro vSechny vnitini i obvodové body kiivky C. Dejme
tomu, e dovedeme nyni sestrojiti n&jaky rozvoj funkce F (z) platny pro
viechny vnitini body kiivky C. ProtoZe viechny body oboru K le%i uvnitf
ktivky C, bude rozvoj jmenovany platiti také pro viechny body oboru K,
coz pravé bylo nadim cilem.

Cely problém se tedy redukuje na vyhledini rozvoji pro funkce
analytické uvnitf a na obvodu regulirni uzaviené kiivky analytické C,
omezujici obor jednoduge souvisly.

Vyjdeme ze znamé véty o konformnim zobrazovani: Obor omezeny
kiivkou C v roviné z da se vzajemné jednozna¢né a konformné zobraziti
na obor omezeny jednotkovou kruZnici v rovin& §. Zobrazeni toto jest
také na hranicich vzdjemné jednozna¢né, spojité a konformni.!) Zobrazeni
dano jest funkci

2= F(€)) oo (1)

kdez f (§) jest funkce analytickd uvnitf i na obvodu jednotkové kruznice.
Jezto tato funkce jest analyticka i na obvodé jednotkové kruznice, bude
analytickou také v jistém po pripadé velmi tzkém prouzku lemujicim
zevné jednotkovou kruznici. Da se tedy vidy sestrojiti kruZznice soustfedna
s jednotkovou, jejiz polomér jest o néco vétsi neZ jedna, ktera vSak ptece
probihd Gplné uvniti onoho prouzku. Z toho plyne, Ze f (§) lze rozvinouti
v fadu

f@O =a+ab+e@+al+..., .ot (2)

jejiz polomér konvergence jest o néco vétsi nez jedna.
Dosadime-li nyni do rovnice (1) { = ¢'® a separujeme-li na levo
i na pravo redlnou a imaginarnou ¢ast, obdriime pro kifivku C para-
metrickou rovnici
x =, (¢9), Yy =1 (P, e (3)

kterd jest dapln& analogickd rovnici (1) v oddilu I. MuZeme tedy opét
olekavati, Ze nis povede prostfednictvim Cauchy-ho integrilu k néjakému
rozvoji pro funkci F (z) analytickou uvniti a na obvod& kiivky C. Pidme
tedy

F(z) =

1 'S-F(t)dl
27!1(-; t—2z

dosadme ¢ = f (¢/?) a integrujme v mezich 0 < @ < 2=. Tedy

1
2n

v (e'?)

Fe = @Y —=

2
S Fli(&®] do. ... (4)

p=0

Viimnéme si nyni funkce §. /' (§) a funkce f (§) — z. Obé jsou patrné
analytické pro viechna § lezici uvniti a na obvodé jednotkové kruZnice.
Polozme si nyni otazku, pro které § stava se rozdii / (§) — z rovnym nulle.

) Viz n. pf. Osgocd . c. p. 682,
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Z rovnice (1) a z ptedchézejici véty usuzujeme, Ze jest to moiné jenom
pro jediné § polozené uvniti jednotkové kruZnice. Oznatme toto § pis-
menou §, a opiSme kruZnici se sttedem v pot¢atku prochizejicf bodem §,.
Tato kruZnice a konvergenéni kruZnice fady (2) definuj{ nim jisté mezi-
kruzf, v némz jest funkce (f (§) — z) analytickou a od nully raznou. Z toho
vyplyva, Ze podil

§.7"15)

1§ —z
jest pro viechna § lezfcf v jmenovaném mezikruzi funkci analytickou
a %e se da tedy rozvinouti v fadu Laurentovu

(Ve i
T —z _k=¥:k B (5)

ProtoZe jednotkova kruznice roviny § lezi cela uvniti uvaZzovaného
mezikruzi, konverguje iada (5) také pro £ = ¢/? a to jak znamo stejno-
meérné a absolutné pro vdechna redlnd @. Dosadime-li tedy fadu (5) do
rovnice (4) a integrujeme-li ¢len za ¢lenem obdrzime pro F (z), rozvoj

F(2) = BAnba (D)) oeeonononnn (6)

k=—om
2

1 (Fli@o)etivdg.
0

Ay = —
k 2%

Pti tom jsou, jak z rozvoje (5) vyplyva, b (2) jisté funkce veli¢iny z
uréené integraly

by (2) = - Le—EEN® 4 L (6a)

Tyto funkce jsou tedy nezavislé na tvaru funkce F (z).

Rozvoj (6) tvoii analogon rozvoje (5) v oddilu 1. Tento mozno jest
dokonce v mnohych piipadech uréiti jakozto specielni ptfipad rozvoje
onoho; nikoliv v8ak vidy. Racionalna kifivka algebraicka, ktera tvofila
podklad dvah oddilu I., nemusi byti totiZ vidy regularni kfivkou analy-
tickou, ktera nesmi miti hrotd. Abychom uvedli ur¢ity piiklad, vzpomenime
si na raciondlné epicykloidy a hypocykloidy, které maji hroty.

Uvazime-li nyni cely postup, jimZ jsme si zjednali rozvoj (6), objevi
se nam tento rozvoj jako dusledek rovnice (1) anebo parametrické rovnice
kiivky C dané vzorcem (3). Kdybychom dovedli si zjednati jinou para-
metrickou rovnici, dostali bychom patrné pro funkci F (z) jiny rozvoj
typu (6). PouZijeme k tomu opét jak v odstavci 1. funkce 9 (z) definované
tam rovnici (12):

_t4+e T tte lte'r ;
¢(')—1+0f'!]11+on' RPN (1)
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§ 2. Funkce 9 (r) jest analytickA v okoli jednotkové kruZnice
roviny z. Znadf-li totiZ & nejvétsi z absolutnich hodnot &isel g, @. @5, - . . @n
a y nejvétsi z absolutnich hodnot &isel ¢,’, @,', . . . @', jest ¥ (v) analytické

Lse s . 1 .
pro viechna ¢ splitujici nerovninu - >|r|>n to jest pro viechna =
uzaviend v mezikruzi, jehoZz jeden polomér (%) jest mensi neZ jedna
. (1 5] as ] . , . . -
a druhy (T) vétsi nez jedna. Dale vime, Ze § definované rovnici

R (Ta)

probiha ve své roviné jednotkovou kruZnici, probiha-li ji  ve své roving.
ProtoZze pak ¥ (¥) jest spojitou funkci v mezikruzi shora definovaném,
budou odpovidati bodim %, lezicim v okoli jednotkové kruznice, body §
lezici rovnéZz v okoli jednotkové kruznice. To znamena:

Uzavieme-li z do velmi zkého mezikruzi, v jehoZz vnititku probiha
jednotkovad kruznice, budou v#echna témto z odpovidajici § = ¢ (z)
vyplilovati jisty obor (k) v roviné §, jenZ se da opét cely uzaviiti v jistém
uzkém mezikruzi, obsahujicim jednotkovou kruznici §. Je-li nyni G (§)
funkce analytickd v tomto mezikruzi, jest jist& analytickou i v oboru (k).
Protoze pak funkce analytickd jiné analytické funkce jest opét analytickou,
jest G [¢ (z)] analytickou funkci veli¢iny = pro viechna ¢ leZici v piislu¥ném
me:zikruzi.

Mezikruzi royiny § muzZe byti utinéno nasledkem spojitosti funkce
¥ (r) vhodnou volbou mezikruzi z libovolné tzkym. Z toho vyplyva véta:

Je-li G (§) funkce analytickd v okoli viech bodi jednot-
kové kruznice roviny §, da se vZdy sestrojiti v roviné z mezi-
kruzi, obsahujici uvniti jednotkovou kruznici tak, Ze funkce (°

G [¢ (v)] jest analytickd v tomto mezikruZi. l

.. (E)

Z duvodu, které jsme podrobné vyloZili v 3. paragrafu oddilu I.,
muzeme Cauchy-ho integral pro funkci F (z) psiti ve tvaru

[ @] (@)
T o] — =

1
2w

F(z) = fF [ (¢9)] #9). ... (8
@=0

O funkci _/ﬂz_ jsme dokézali jiz diive, ze jest analytickou

1§ —
o - o : /" [ (z)]
v jistém okoli jednotkové kruznice §. Podle véty (E) jest tedy T @]—2

analyticka funkce veli¢éiny = v jistém okoli jednotkové kruinice roviny =
Rovné? funkce z . ¢’ (¢) bude analytickou v jistém okoli jednotkové kruz-
nice a to ve stejném jako ¥ ().

_f% kombinovéano
s okolim pfisludnym funkci z.9’ (¥) davd opét jisté okoli jednotkové
kruZnice v rovn& z, v némZ jest analytickou funkce

Okoli jednotkové kruZnice ptisluiné funkci
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_ (] ¥ (s
R (x) = .
® = =
MizZeme tedy R (¥) v piisludném mezikruZi pro # rozvinouti v fadu
Laurentovu

+ ®
Riz)= byt oo, (9)
k=—o
kdez
2z .
_ 1 ICACAN R A CA N
by (2) = 2".;50 T dq. ...... (9a)

Rada (9) jest platnou i pro z = ¢#®?. Tak ziskdvame nasledkem

integralu (8) pro F (2) rozvoj
+ ®

FR)=2ZAdg.br(2), - (10)

k=—om

kdeZ .
Ay = %SF[/ [w (¢9)]] etivd g.
0

Rozvoju tohoto typu muiZeme sestrojiti pro jednu a touz funkci F (2)
analytickou uvnitf a na obvodé téze ktivky C neomezeny pocet, protoze
pravé funkci ¢ (r) existuje neomezeny pocet. Rozvoj (6) jest zvlastnim
pfipadem rozvoje (10), z néhoZz vznikne, polozime-li .(¢!¥?) = &' ®.

K rozvojum (10) jsme dospéli, vySed$e z konformniho zobrazeni
vnitiku kiivky C na vnitfek jednotkové kruinice daného zobrazujici
funkci (1). Misto této funkce mohli jsme zvoliti také kazdou jinou, zobrazu-
jici okoli jednotkové kruZnice v roviné § na okoli kiivky C v rovingé z
vzijemné jednoznaéné a konformné tak, Ze body obvodové obou kiivek
si vzijemn& jednoznalné odpovidaji. Z téchto funkci, mimo onu danou
rovnici (1), jest znima je$té€ nasledujici. Podle nauky o konformnim
zobrazovani da se vidy vnéjSek jednotkové kruznice zobraziti na vnéjsek
kiivky C funkci

vzajemné jednoznainé a konformné tak, Ze body obvodové obou kiivek
si vzajemné jednozna¢né odpovidaji a zobrazceni jest konformni i v okoli
obou kfivek.

Rada (11) ma vnitini polomér konvergence o néco mensi nez jedna.
Tato funkce g (§) mize tedy v rozvoji (10) nastoupiti misto funkce f (§).

Rozvoj pro problém wnéjs$i, jak jsme ho definovali na potitku
paragrafu 2. v oddilu I., formalné se nijak nelidi od rozvoje (10). Je-li totiz
H (z) funkce podobn& definovani jako v oddilu I. § 2., bude patrné
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2n
By = —%gH[I [ (@9)]] v d g,

Pti tom jest opét jako pti (10)

IR AL 9] v (9 ni
”—z,,f W E%] —2 k0¥ ... (12a)

Na prvy pohled piekvapuje, e funkce F (z) analytickd uvnitf
kiivky C a funkce H (z) analyticka vné kiivky C daji se rozvinouti
v rozvoje (10) a (12), pokracujici zdanlivé podle tychz funkci & (z). Ne-
smime vSak zapomenouti, Ze ve vzorci (94) znadi z vnitini bod ktivky C,
kdezto ve vzorci (12a) vnéjsi bod. Abychom si onu riznost blize objasnili,
zvolme na pf. misto kiivky C jednotkovou kruznici. Pak jest f (§) = §;
déle volme co nejjednoduseji ¥ (¥) = #. Tak obdrzime pro b (z) integral

1

-—kuyd (CHP)
271 ’

eir — 2

be (Z) =

cL,;“

Misto toho muZeme patrné psati

1 7j"dt
271 P {—2z

bk (Z) =
kdez integrace vztahuje se k jednotkové kruZmici ¢. Budiz nyni jako
(9a) |z] < 1. Pak jest

1 —kdy _{z—" pro £ <0,
2xi g t—z L 0 pro k>0

Je-li v8ak jako ve (124) |2| > 1, bude

li-Si—"{Zt_{ 0 prok<0,
2% o ~ l—=z=* pro £>0.

t—2z

Pro |z|>1 dostivime tedy fadu Laurentovu a pro |z| < 1 fadu
Taylorovu.

Z toho plyne, Ze vzorce (9a) a (124), které jsou formalné stejné,
definuji ptece kazdy jinou funkci veli¢iny z.

Rovnice (9a) muze byti také psana ve tvaru

POl @) .i—*de 1
I T e T R L

kdez integrace vztahuje se k jednotkové kruznici v roviné ¢ a funkce
S (¢, z) jest spojitou funkci obou neodvislych proménnych £ a z, ztstava-li
jen ¢ na kruZnici ¢ a z uvniti ktivky C. Mimo to jest patrné S (¢, 2) pro
libovolné ¢ na kruZnici ¢, povaZovano jsouc za funkci jenom proménné z,

bh (Z =

2zz

XLI.



30

funkci analytickou pro vechna z lezici uvnitt C. Z toho vyplyva,)) zc
ba (2) jest funkci analytickou pro viechna z leZici uvniti kiivky C.
Praveé tak se dokaZe, Ze také (124) definuje funkci analytickou pro
v&echna z, lezici vn& kiivky C.
Vysledek muZeme shrnouti ve vétu:

Funkce F (2) analytickd vZude uvnitt a na obvodé
uzaviené, regularni ktivky analytické C di se rozvinouti
v rozvoj tvaru (10), kde? funkce b (z), analytické pro
vnitini body kiivky C, jsou zivislé jedin€ na tvaru této
kiivky, nikterak v3ak na funkci F (z).

Touto jsou uréoviany jen koeficienty A4; Rozvoju} .. (F)
takovych existuje pro jednu a touZ funkci F (2) a pro jednu
a touz kiivku C neomezeny pocet.

Podobna véta plati pro funkci H (2) analytickou
véude vné i na obvodé kiivky C. Ptisluiné funkce b, (z) jsou
pii tom uréovany formalné stejnymi vzorci jako shora.

§ 3. Hledme nyni urditi, ktery nejjednodussi tvar mohou pro danou
kiivku C ptijmouti funkce & (z). Funkce ty definoviny jsou rozvojem (9)
nebo integrilem (9a). Z obojiho vidime, Ze nejjednodussi tvar muzeme
otekavati pti volb& ¥ (r) = z. Pak jest

__t/® ¥
R (zx) = W —7 R (13)

k= —»

Z rovnice (1) vime, Ze kazdému = lezicimu uvniti jednotkové krui-
nice odpovidd jisté z = f () lezici uvnitf kiivky C v roviné z.

V rovnici (13) vyskytujici se rozdil f(¥) —z bude tedy od nully
riznym pro vechna 7 spliiujici nerovninu z < 1, pokud jen z pfedstavuje
bod lezici vné kiivky C. Z diivéjéiho vime, %e v /' (¥) a rovnéZ [ (z) —z
jsou analytické funkce veli¢iny z, pro viechna z leZici uvniti nebo na
obvodé jednotkové kruinice. Z toho a z piedeilého vyplyva, Ze jest pro
taz ¢ také analytickou funkce R (z) ; Laurentova fada (13) se tedy redukuje
v tom piipadé na fadu Taylorovu, to jest

tf(z)

T —¢ hgobk [ (14)
[b—: (2) = 0].

Polozime-li sem misto / (2) rozvoj (2), znisobime-li obé strany rovnice
rozdilem f (¥) — z a porovname-li na obou stranich koefficienty stejnych
mocnin z, obdrZime pro & (z) rekurrentni formule:

By = O,
be.(@p—2) +bx—ra, +0h—2ay,+....+b.aa—1—F.a*=0.... (1)

1) Osgood 1. c. p. 307. 7. Satz.
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Jest tedy
__ 4 . _ _2a, a’ .
bl (z) - ao_z » b2 (Z) - ao_z (ao_z)2 ’
3a 3 a, a, a?
b = 3 _ 17> 1 .
s (9 Ay — 2 (ag — 2)* + (a9 — 2)3° atd

Vidime, Ze by (2) jest polynom k-tého stupné veliiny (ay — 2)—1.
Piipomeneme-li si, Ze jsme piedpokladali z lezici vné ktivky C, usoudime:
Kazda funkce H (z) ma rozvoj tvaru

kdeZ by (2) jsou uréeny rovnicemi (15) a

Ay = — SH[/(e‘V’]e’“‘Pd(p

e
Viimnéme si jest&, Zze rekurrentni vzorce (15) jsou identické s Newton-
ovymi vzorci pro soudet k-tych mocnin viech kotfenu algebraické rovnice,
Podobny jednoduchy rozvoj pro funkci F (z analytickou uvnitf
kiivky C obdrzime, uZijeme-li misto zobrazeni daného rovnici (1) zobrazeni
pomoci funkce (11).
Funkce b (z) budou zde definovany opét rovnici obdobnou rovnici (13)

g () N\

R (z) =
® = sm—=
Podle definice jsou obé& funkce z. g’ (r) a [g (¥) — 2] analytické pro
viechna = lezici vné a na obvod& kruZnice jednotkové. Druhd z téchto
funkci neni pro zidné takové z rovna nulle, lezi-li z nwvnité kiivky C.
Jest tedy také R (z) analytické v onom oboru.

Mimo to jest patrné podle (11)

lim R (z) =
a tedy
@ _ N ;
T —z 1+=.Z_1 x (2) . 2R

Dosadime-li sem za g (z) rozvoj (11), nasobime-li ob& strany rovnice
rozdilem g () — 2, obdrzime pro ¥ (z) rekurrentni formule:

by (2) =1
by .cp+ bopir. (co—2) + b_pszc—1 + b_pesc—2+.... +
dbotCpizF P ki1 =0, e (18)
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Jest tedy
_ Z—6 _ (z—cd?®  2c_
b—1(2) = P b_z(2) = X o
— )3 —
by () =E—  BemlE—al 3oy
X o2 c

b_» (2) jest patrné polynom £k-tého stupné veli¢iny (z — cy). Rekurrentni
formule (18) jsou opé&t identické s Newtonovymi.

"~ Tak ziskali jsme pro funkci F (z) analytickou uvniti a na obvodé
kiivky C rozvoj polynomicky

kdez b (2) uréeno jest formulemi (18) a

w

T

1 .
Ay = = Flg(cig)] cki®d g.

e

Rozvoj (19) jest identickym s rozvojem Faberovym.})
Vidime tedy:

Nejjednodus$im z rozvoji typu (10) platnych pro
funkci F (z) jest Faberuv polynomicky rozvoj (19).

Nejjednodussim z rozvoji typu (12) platnych pro
funkci H (z) jest rozvoj (16) pokradujici podle jistych
polynomu veli¢iny (z — ag)—?, kdeZ a, zna¢i jisty bod, lezici
uvniti kiivky C.

(6

Rozvoj (16) mozno tedy povaZovati za jisty protéjéek k rozvoji
Faberovu.

Pohlédneme-li nyni zpét na viechny vyvody odstavce 1I., sezname,
Ze nejobecnéjsi rozvoje (10) a (12), ke kterym jsme dospéli, vyplynuly
Z rovnice ’

=1 ()] ‘
|

Obé tyto rovnice zobrazuji nim okoli jednotkové kruznice v roviné =
na okoli kiivky C v roviné z tak, Ze bodum jcdnotkové kruznice odpo-
vidaji body kiivky C. Pii tom odpovida sice kazdému ¢ jedno jediné z
avSak kazdému z muZe odpovidati nékolik z. Neni tedy zobrazeni toto
vidy vzdjemné jednoznaéné. Nemuizeme nikterak tvrditi, Ze rovnice (20)
vyCerpavaji v8echna mozna zobrazeni toho druhu. Existuji pravdépodobné
jesté jind takova zobrazeni. Ozna&ime-li viak kterékoiiv z nich rovnici

s=h(T) .o (21)

anebo

1) M. Faber 1. c.

XLI.



a3

dojdeme vzdy k rozvoji typu (6), (10) nebo (12), kdez nahradi se jenom
funkce f (u) funkei A ().

Rovnéz funkce ¢ (z) definovana rovnici (7) neni jedina, ktera sgpliiuje
ptislu¥né pozadavky. Oznadime-li na pt. ¥, (v), ¥, (r) dvé funkce defino-
vané rovnici (7), poznime snadno, Ze viechny poZadavky kladené na
funkci ¢ (¢) v paragrafu tietim v oddilu I. a v paragrafu druhém od-
dilu II. spliuje také funkce o, [¢, (¢)]. Tak bychom mohli pokradovati
v konstrukei pfisludnych funkci do nekone¢na. Snad tim zpuisobem opé&t
nevylerpime vSechny funkce typu # (r). Moind, Ze existuji je§t& jiné.
Oznatme % (¢) jednu z nich. Sestrojime-li misto (21) zobrazujici funkci

z=hg@]=h(z) ... (22)

sezndme, Ze hy (z) jest téhoz typu jako 4 (z).

Vime totiZ, Ze z = h (§) zobrazuje okoli jednotkové kruznice v ro-
viné § na okoli kiivky C v roviné z tak, Ze body kruZnice odpovidaji bodim
kiivky. Dale vime, Ze § = g(r) zobrazuje okoli jednotkové kruZnice
v roviné = na okoli jednotkové kruznice v roviné §{ znimym zpusobem.
Zobrazuje tedy funkce z = &, (r) okoli jednotkové kruznice v roving =
na. okoli kiivky C v rovin& z tim zptisobem, jaky jsme poZadovali pro
funkci (21). Koneény tsudek lze tedy vysloviti takto: Kazda funkce (F z)
di se rozvinouti v rozvoj (6), kdez vSak jsme nahradili funkci f (u)
funkci & (u).

II1. Obor mnohondsobné souvisly.

Reseni vnittniho a vnéj$iho problému pro obor jednodufe souvisly,
omezeny analytickou kifivkou C zahrnuje v sobé také feSeni problému
pro obor mnohondsobné souvisly omezeny nékolika Osgoodovymi kfiv-
kami C, vzijemné se neprotinajicimi.

Probefme blize obor dvojnasobné souvisly, omezeny vné kiivkou C,
a uvnitf kiivkou C,. Funkce F (2) analytickd v tomto oboru i na obvodu
obou kfivek da se psiti ve tvaru Cauchy-ho integralu

1 o F(t)dt 1 F(t)dt,
S dt, S (%)

2mi ) 4 —z 2mid ty—z

F(z) = i (1)

Prvni z téchso integrili muZeme rozvinouti v rozvoj typu (10)
a druhy v rozvoj typu (12) oddilu II. Tak obdrZime neomezeny polet
rozvoju tvaru
+ o + @
F(R)=Z4;000@) +ZBsb®(2). ...oooooi.... 2)
k=—wm Rme—m
Nejjednodussi ziskame, zvolime-li misto prvni fady rozvoj Fabertv
(19) a misto druhé fady rozvoj (16) odd. II. Dostaneme

3
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— 2
F(z)=d,+ 4,2 °+A2[(zclz"°’ — Ccl‘]+

pa [l Seab—a) dea], g e

3 2 1 1]
oA A —a

a,? 2 a, ] [ a® 3 a, a, 3a, ]
+ B, [(z—-ao)2 + 2—ay + By (3 —ay)® + (z——-ao)- z2—ay +

kdeZ konstanty ¢, ¢4, c—1, c—g, atd. jsou zavislé jediné na tvaru kiivky C,,
konstanty a,, a,, a,, atd. na tvaru ktivky C,, kdeZto koefficienty As, Bs
jsou urfovany tvarem funkce F (2).

Rozvoj (3) jest sevieobecnénim iady Laurentovy pro mezikruii,
na kterou se redukuje pii

ay=1¢y, Gy=a=a3=....=0;, c1=C_g=c(3=....=0,

Z.'-ph’kladu toho vyplyva, jak nutno postupovati v piipadé obecném.
Funkce F (z) analytickd v oboru #s-nisobné& souvislém, omezeném kiiv-
kami.C, G, ....C,, vyjadii se integrilem Cauchy-ho:

F(Z)‘—_'_S () d[]_._‘s' 1) SF ,\d/

th—2z &

Jednotlivé integraly se pak rozvinou v fady typu (10) nebo (12).
Rozvojl jest neomezeny polet, z nichZ nejjednodudii zase jest ten, ktery
vznikne uZitim fad typu (19) po pripadé (16).
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