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XI.

Uber ein Teilerproblem.

Von Dr. M. KOSSLER, Prag.
(Vorgelegt in der Sitzung am 9. Juni 1943.)

Einleitung.

Es sei ,(k) die Summe der 7" Potenzen der Teiler von £ und S,(N. s
t t
die zugehorigen summatorischen Funktionen

Z Ut(l-)'

Speziell ist also z. B. fiir t — 0, oy(k) = d(k) die Anzahl der Teiler von £
und
N

So(N, s) Z 8 il:)

v 1

- Im Folgenden wird eine asymptotische Formel (1,17) fir diese
Su nmen auf ganz elementarem \’\'ege bewiesen werden. Die Abschitzung
der Summe S (N, s)im Falle | # | > 1 und bei beliebigem s ist so genau,
dall man die Oszillationen des Re.stghedes nicht nur scharf abgrenzen,
sondern sogar eine wachsende Folge von Zahlen N angeben kann, bei
welchen das Restglied seine maximale und seine minimale Grenze beinahe
erreicht (s. (3.1) und (3.2)). Zu diesem Zwecke mul} selbstverstindlich
die multiplikative Struktur der Zahl N beriicksichtigt werden.

Noch eine Tatsache sei hervorgehoben. Das oszillierende Restglied

des Produktes N*.S,(N, s) ist von dem Werte der komplexen Verinder-
lichen s vollkommen unabhiingig.

*
I. Die Grundformel.

Die in dieser Abhandlung beniitzte elementare Methode stiitzt sich
auf folgende Identitit*)

e N
S0 || =Sow 3 |3 w6 ] s 6.
1

*) M. KOSSLER: Einige Siitze aus der elementaren Zahlentheorie. 1942,

Véstnik Kral. ¢es. spol. nauk, ti. IT, s. 5.
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Die Funktionen g(k) und f(k) sind beliebige fiir ganze Zahlen I — 1.
2, .... N definierte Funktionen, wobei jedoch immer f(0) — 0 zu setzen
ist. Weiter ist

N N
Gy = g(1) + 92) + ... + gln), /[A;] ’([Z])

1 < 0 < N eine beliebige ganze Zahl, » [ .

0+ ]
Wenn : ] ' "
‘ : h(k
f(k) TR TS g(k) e
also h(1)  h(2) hin) 1
¢ z h(n
Gm) = =7 + 55t + o+ e SR —fk— 1) =,

ins (1.1) eingesetzt wird, so bekommen wir

Nh(k) (1 1 1 “hik) (1 1
I ( ) ] 3 "() [l‘ i‘ T \v "l t

2 )it T Ty N0 SN SRR P
VN
| )
Lo LRy k) N Ai L ]
T +A"" l" 1 2)._ A\v "l (l‘ 1 A).
4]

h(1) h(r)
(2 A

Dabei ist A(k) eine beliebige Funktion. Die linke Seite dieser Gleichung
.

ist augenscheinlich mit der Summe Zl Z h(d) identisch. In der Summe
1 d i

zh(d) kommen wie iiblich nur die Teiler d der Zahl L vor. Die spezielle

ik

Wahl A(k) — &' hat
Dh(d) — Xd" = o k)

d I dk

zur Folge. So sind wir zur Grundformel unserer Rechnung angelangt
g

SO I B 1
2 :kalp Ty T T [\] t

T ﬁll'(lxl {7 znl P e T [:Yl]x :] (1.3)
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Die Zahlen s. 7 sind ganz beliebige komplexe Zahlen. Ieh werde jetzt
diese Gleichung durch eine Rechnung transformieren. deren Ausfiihrung
und wahrscheinlich also auch das bloBle Lesen nennenswerte Anspriiche
auf die Geduld des Betroffenen macht. Es ist also ratsam bei dem ersten
Lesen die folgenden Zeilen zu iiberschlagen und erst bei der Gleichung
(1.16) wieder weiter zu lesen beginnen.

Die EvLer-MacLavrissenr Summenformel

= ) . 1 1
ZZ""" E(8) — (s i+ 5o+ O (1.4)
1 i

1) n* 2n
ist fiir jede komplexe Zahl s mit der einzigen Ausnahme s — 1 giltig. In

diesem Falle werden die beiden ersten Glieder der rechten Seite durch

lim ‘:(x) :

. I s
fim ) - |' log n (

ersetzt.
Es ist also nach (1.4)
] &
| 1 | I I fex 41
| | | “(s) - 1 L (¢ . . 5
I* T2« T 7T [N]x () —% 2 )(A'“*‘) e
k

Das Gavssscur Svmbol (2] wird jetzt durch die Einfiihrung der Reste
der Zahl N beseitigt. Es sei

N ‘N k—1
h I_A.-] + 7z, 0 < rp e P (1.6)

Also nach dem binomischen Satze:

Nl &k kri\= k*  skst'rg s
o - A S R o=
[k] N+ (' A\') N+ TN (\)
1 [N+ 1 fes—t k*ry jery
: ~ k1 ol-=
Es sei ausdriicklich betont. dall die Abschiitzung des Restgliedes in der

letzten Gleichung auch bei dem CGrenziibergange s — 1 erhalten bleibt.
So bekommen wir nach (1.5) und (1.7)

(1.7)

N'\—+ N—* !

‘11 [ oA B . ‘]
‘?‘A«' '[F‘*l""‘ [\]‘ “M,Zk* e -»'Z/'I B Z“T
il

N *‘ZI;‘” § U(A\"“'Z"'“')' (1.8)
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Wird in dieser Formel s — 1 = o und s = ¢ — 1 gesetzt, so geht sie in
folgende iiber

e 1 l |
ZF[]# rj T ooc i ‘[ﬁ];-_'

Av
. e 1 Ni+t— e 1 Nt—rel
(s e e
N340 (A’ 1t S g '). (1.9)
[ 1

Es zeigt sich nun als zweckmillig die Zahl N in der Form

N=vr+4+1)4+=% wo 0 x<20r+1) (1.10)

zu betrachten und die bisher beliebige Zahl o durch die Wahl o — » zu
bestimmen. Dadurch ist auch die Zahl » bestimmt.

]+ [l

Es bestehen also nur zwei Moglichkeiten. Entweder ist in (1.10)

0<% <r+ 1 und dann r —» — o

oder (1.11)
v+ 1< <200+ 1) und dann » == » + 1 = p 4+ 1.

Durch die Formel (1.10) wird » und = der Zahl N eindeutig zugeordnet,
denn
vy + 1)< N < (v 4+ 1)(v + 2),
also
JaN¥1—1 " _ViN 1]
2 * 2 '
v = [ (V4N + 1 —1)] (1,12)
Der Unterschied
J(JaN +1—1)—»=9

ist also immer kleiner als 1. Infolgedessen ist

=Nt — (3 +9)+ ON ). (1.13)

Zuerst behandeln wir die erste Moglichkeit (1,11) d. h. » = o — ».
Nach (1.4) und (1,13) ist

"o 1 1
2= O — Gy T O,

5 +1 8
vy = N"3548(3+9)N ‘T + O(N—173),
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v N b s — 1) (4 + 0) N—% + O(N—5),
] . 1 R T - L
2,-73 o)~y N2 —ONT2 O )= L) RGs). (114)

Die in (1.8) und (1,9) vorkommenden Summen

Z'k', Zy }‘Ts_l—"i Usw.

werden durch (1,14) transformiert. sodal}

1
\vl & v Nl s Nl—s+- 4 148 t
-1 . . R . N3 "L N2 Y.
-—szl - L(l 0+ t(l—s). 1—s g t O )
V'—" ' N : 1 148
) N o 1 T v~— =
Zl ~ (—1) 4 ) N LONE Y,
Nit+t—s » ] Ni4t—s
= — t+ 0 +
14+t—s Z t+1 ] +t—s
Nt b ‘_,
aF /1 4_‘,7‘“ 5) |+l - \ + O(Nz™F),
\"— 2, 11 .\" : 1 1+, 7o —8
z = —a— () — 577 Nz + ()(A".' ).
. 2 3t —1)

Weiter ist

U= | 2, i S | R | B
(o) S+ =03 =2 - 2 — L@l — D — Rle—n} 4

f S(s — 1) {C(s) — R(8)} — {L(8) — R(8)} {L(s — 1) — R(s — 1)}
Z(s) Z,'(x ~1) — R(s) . R(s — t)

e w" : i V.',t',. s
<s(8)g(8“‘ ) (8 o l)(l-‘}“l‘s)_* ] LI” 8‘ - 1
y)] 14¢ !
+ N7z %4 ()(A"‘fm‘).
1 —s

Das alles wird in die Formel (1.3) eingesetzt. welche dadurch in dieser

Form erscheint

Yook) .o QAN g S0
%7“*""‘(")‘(” B iy me s Pt
1+t

i
|

A () I B T e L
|- é—A' - N! zl’ + =5 N—s — :\ Zr‘,/‘l 2_“ .;'])’

it N

Nz~ L - 2
L2 od Nz O\N—1—*{ t—1)+4
s O +0) (¢ ) ,+J%
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\vI~A
- 'A, .

CIETIES

)}. )

Von den drei Restgliedern O wird selbstverstindlich bei fest gegebenen s
und / nur das groBBte beibehalten. Diese Formel ist fiir beliebige komplexe
Werte von s,  anwendbar. Das Versagen bei den Werten s — 1,/ + 1,
t = 4+ 2,8 =t + 1ist aus demselben Grunde wie bei (1.4) nur scheinbar.

Die Bere( hnung wurde bei der Annahme o == r — » durchgefiihrt,
welche nur bei gewissen N erfiillt ist. Nach (1.11) besteht aber noch die
zweite Moglichkeit o — », » = » 4+ 1. Wird das angenommen, so ver-
groflert sich die Summe auf der rechten Seite von (1.3) um

+(){A"—~ l(c(r» 1)

|
- | . s . N
Aber in diesem Falle ist nach der Definition der Zahl » » — -
0

1 1o [ L. [
(4 dp—t ) T T '*[ 7\] T “,:‘«‘)(‘,, + 1)—*
1

I
A . - :
ol P | Bl 41, so daBl das oben aufgeschriebene Unterschied
"
sich auf
l l 1

+ D=+ ) (v
reduziert, was in dem ersten Restgliede O von (1,15) verschwindet. Die
Formel (1,15) ist also von der Form der Zahl N vollkommen unabhingig.

t
— O(Nz %)

Die Abschitzung der noch verbleibenden Summen in (1,15) wird
erheblich erleichtert, wenn wir uns von nun an auf reelle Werte von ¢
beschranken. Es sei aber ausdriicklich gesagt, das die Resultate sich mit
nur geringfiigigen Abinderungen auch auf den komplexen Fall aus-
dehnen lassen.

Bei reellem ¢ ist nach (1,6) immer

N N PR A |
T [7] 0<2% <27

Wir fithren deshalb folgende Funktion ein

O, 1) =Sk jl ' (1.16)
1 l‘ 1 A
Es ist also nach (1,14)
v 1 l _l : ,'
Z;‘I = O(N, ”zl = O(M, t) {Z(t) ~ 47 N } + O(N 2),

< \4 K a 4 3 l =7 "_',
zrklt" —_ 0(1\,'—’)12" — ()(A\. *‘I) {g(—“ [) -{‘ ;-_+-__—l \ } * ()(A\ -).
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Durch Einsetzung ins (1,15) gelangen wir so zu der Hauptformel dieser
Abhandlung

. Yook o ¢
\Z ,/.('-“) N*&(s) &(s —t) 4 ( )

2(1 l)

- N

714t
BB s N
S {4 O(N, 1)} Nt 4 {(—1){} O(N, —t))
(1.17)

L : : | :
N2 | (ON.1) (L O(N. /))I L R(N. L. 8),

]l

-
~

I

wobei

[
' i A\'l &Y
| ()(‘\' '(\(/ h- _)))

Das Restglied fiir ¢ = 0 ist

-
R(N,t, 8) = ON2 + N'"), ¢ + 2,

R(N.2,s) — O(N log N). (1,17a)
Im Falle 7 <= 0 ist
t
N,t,8) = ONZ + N7'"), t 4 —2,
P I (1.17b)

R(N,—2,8) = ON 'log N).
aber immer ist das Restglied eine Funktion von s. Dagegen sind die
oszillierenden Teile der Summe, das heil3t der vierte. fiinfte und sechste
Summand auf der rechten Seite von (1.17) in gar keiner Weise von s
abhingig.

Es entsteht also die Aufgabe das Verhalten der Faktoren } G(N. 1)
bei wachsendem N zu untersuchen. Im Falle 7 0 ist schon eine be-

friedigende Abschiatzung bekannt. Im Falle [/ — 1 werden wir ein
sehr gutes Resultat erzielen. Im Falle 0 <~ |7 < 1 kann derzeit nichts
mehr als die triviale Abschitzung |} — @ | < } erreicht werden.

2. Der Fall t = 0.
In der Formel (1,17) miilen das zweite und dritte Glied zusammen-
gefal3t und ihr Grenzwert fiir # — 0 berechnet werden. Es ist
. [E(1 4+ t)NL:t (1 —t) N N
lim | ) T : el
1-»0] 1 8+ 1 8 l |
1
t

+ O+ 0

S{log N 4 2C I }

da (1 +t)
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(A 1 1 |
I,'_T. S R - .s')} p— (l“’“' I ,s')
ist. Weiter ist

Z(0) (3 — O(N, 0)) = O(1), R(N, 0,s) — O(1), a,(k) = d(k).
Also

LA d(k) rs #4 N / ! :
A xz 7%‘- = N* [%(s) + F— {lo{.{ N + 2( I q}

E N1 — 20(N. 0) + O(1). (2.1)
Der oszillierende von s unabhiangige Faktor
1 20(N.0)
ist einer elementaren Abschitzung unzuginglich. Wenn aber s = 0
eingesetzt wird, so erkennt man dal}
N !
N1 — 20(N, 0)) = Sd(n) — N(log N + 20 — 1) + O(1).  (2,2)
1
Die Abschitzung der Differenz
N
>d(n) — N(log N + 2C' — 1) = A(N)
1
wird als ,,Dirichlets Teilerproblem™ bezeichnet und die beste bisher
bekannte Abschiatzung stammt von van der Corrur,*) welcher bewies, dal3
A(N) = O(N7?), y < +'%s.

Die Abschitzung des Restgliedes in (2,1) ist also von s unabhingig.
Nihert sich s der Zahl 1. so mul wiederum ein Grenziibergang durch-
gefithrt werden. Da

1 2
£2(s) = ( — + (") — 20, 4 O(s — 1)
gesetzt werden kann, so bekommt man nach leichter Rechnung
N d(k
‘\Z(J—(/f_) = N {}log2 N + 2Clog N + C*—2C,} + A(N) + O(1). (2,3)
1

Mit Hilfe von (2,1) kann die bekannte Tatsache, dal} die Konver-
genzabscisse der Dirich. Reihe
« d(k) — log k — 2C

2 T

1
mit der Zahl y identisch ist in drei Zeilen bewiesen werden. Es ist fiir
jedes s

*) Verschirfung der Abschitzung beim Teilerproblem, Math. Ann. 87 (1922),
p. 39—65.
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S log e NlogN N ,
Z - N o) — SR N Oflog X)
N1 2CN

WON*S — — 20N+ &(s 00,

2N N* Zs) — —— + O(1)
N d(k) — log k — 2C o e T A(N) log N
) o8 T = he) + L) — 20 Lle) + Ty u( £

: (2.4)

3. Der Fall | - 1.

Beit > 1ist das grofite osz. Glied in (1.17)
NLE@) {2 — O(N, 1))
da t = ! {:——l = 0. Bei 1 < 1 ist das groBte o. .
S — ON. — 1)}

da 0 —

t+41 . . - .
5 — = L. Das Problem reduziert sich also auf die Abschitzung

des o. Faktors
~-O(N, 1),

wenn / = 1 ist. Das kann vollkommen elementar durchgefithrt werden.
Nach (1.16) ist

v e | 1
O(N. 1) w2 =l =
zl:l." ~ k! k

AN 1) —

1 [N r &
(/\Jf /'\L/'; i) :2',*./ I }l"/"./: 1 21‘ St

M-

Nach (1,14) ist
"o

DRt
(

1
N "-:_1")}:{:(:) L NTEE o i)l

| |

t
= -IZ(I + 1) — : N 210
(&

S+1) _—
- 4 O(N "27).
R0 ( )
Dabei ist das O fiir geniigend groBle N positiv. Infolgedessen ist
' St + 1) .
b~ 1 @N. 1) = ! 1 . 3.
L~ ) QN 1) > ! (I e ) (3.1)

Der Faktor kann also bei wachsendem N nur zwischen diesen Grenzen
oszillieren. Es entsteht die Frage ob und fiir welche N sich der Faktor der
einer oder der anderen Grenze nihert. Die Antwort ist in folgendem Satze
enthalten:
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Man kann eine Folge von wachsenden Zahlen N, <~ N, -
N, = ... angeben, welche die Eigenschaft
Y- ON,. ) L -Ofog' "N,
; 21 AT . St + 1) el ¥ Y
i AN, 1. 1) B 1 “0) L O(log N,. (3,2
hesitzen.

Der Beweis erfordert eine einfache zahlentheoretische Vorbereitung.

s sei n(u) das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 1,2, 3, ... s,
und es seien p, <= py, <~ ... < p,alle Primzahlen die kleiner oder gleich n

sind. Ist p, eine dieser Primzahlen. so mul} »n(;) durch solche Potenz
von p, teilbar sein die kleiner oder gleich s ist. Das heildt, dald »n(z) durch
log p
log Py

P, teilbar sein mull und durch keine hohere Potenz teilbar sein
kann. Da aber n(u) durch keine Primzahl die groler als s ist teilbar sein

kann, so mul}

)
np) — | ] pMoerd (3.3)
P=n
Es ist also
l()g "
log n(n 1 log p.
g n(nu) ,,Z,,[ log I’] og p
L, loa ] . . . . 1
Die Zahl || ist gleich 1,2.3 usw. je nach dem p* < p < p,
log p
3 L i
o p =t < p o, usw. Infolgedessen
log n(u) — > log p Z log p + Z]ug p+ ... (3.4)
Pn 1 1
p=p? p=ud

Das ist aber die aus der Theorie der Primzahlen wohl bekannte Funktion
p(p), so dall die Abschitzung
log n(u) = y(p) = 1 + o(u) (3.5)
beniitzt werden kann.
Jetzt werden wir den Satz (3,2) durch die Wahl N, = n(z) beweisen.
Da diese Zahl durch 1, 2, 3. ..., s teilbar ist, so #, = 0 fiie b — 1, 2, ..., .

T R R NS B
‘Sl_:z.l ;IZ'I St ’“ZI It ZZ( IZI‘I

Nach (1,4) ist also

~ Tk 1 ] |
ot -0 f 1ty
%’I“l (t— 1) ut—1? (t— 1yp—1 " (1) = Q(u'-")
Fiir die Folge der Zahlen N, = pg, 1o + 1. g1y + 2, ... bei geniigend

grollem g ist also
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(‘)(A\',,./) ZA' Z., O(ut—).
|
Nach (3.5) ist das mit der Abschitzung
O(N,. 1) O(log" ! N,)

identisch, was die erste Hilfte des Satzes (3.2) darstellt. Bei der Wah

N=N,—1=mn(p)—1list firk =1,2,...,pn,r, k i I. also
rre o] L\ & &1 x LA
zl:“ o Z(A/ ot I) f Z‘ &t ZI,H 2',l.fu + v Zl It

" "

(L= l.
Nach (1,4) ist

<! ' Sl — L+ M O
;(Z,,A_,J.) ) — 2+ 1) — M+ 0,

f/i A!' O(u' 1), E/:' S(1) + Ot 1),
N 1

- e O S+ 1)
(N, —1.1) VZI'/\":%'I;" 1 2(0) t- O(ut—")

= O(log'—t N,).

was die zweite Halfte des Satzes (3.2) darstellt.
Die Folge der Zahlen N hat folgende Eigenschaft. die aus der Glei-
chung (3.4) abgelesen werden kann

N, =N, .. wenn p +pf k=123 .. (3.6)
N,=pN, ;

§ oowenn o pr.
Aus diesen Erwiagungen geht auch deutlich hervor, dall bei Abschitzun-
gen von O(N, 1) bei beliebigem ¢ auf die multiplikative Struktur der
Zahl N = p,mp, ... pix Riicksicht genommen werden mul.

Die Formel (1.17) hat also im Falle ¢t — 1 folgende Form

5 J ql(‘ T »(o) *(Q : ':(l ’) :(l 7 ') L
N3 g =Nl le—t) + NG+ B

t
1

L CU) NI L — O(N. )} + ON = 4 Nt-1y, (3.7)
Nach (3,1) und (3,2) ist die Abschiatzung des os. Faktors so genau, dal}
etwaige Verbesserung nur im O-Gliede des Satzes (3.2) erreicht werden
konnte. Es ist zwar moglich fiir ganzzahlige und ungerade ¢ die Summen
SN, 0) durch die exakte Formel (5,1) auszudriicken, aber zu Abschiit-
zungszwecken ist diese Formel bei jetzigem Stande unserer Kenntnisse
vollkommen unbrauchbar.



12 M. Kossler:

Eine fast unmittelbare Folge von (3,7) ist die Moglichkeit der Be-
stimmung des wahren Konvergenzbereiches der Dir. Reihe

g ky —ktC(1 + ¢ S(1 —t
il U bt V) .

1
Der Bereich ist durch R(s) > ¢ definiert. Der Beweis wird genau nach dem
Muster (2,4) durchgefithrt. Es ist fiir jedes s

, S T NI+ + 1)
Net(l )5 o = Nof(s— 1) 21 4+ 1) 4 ~— T8
(1 -+ ')41‘/\.,‘ -t N (s Hel +1 1 +t—s ‘
Nt Z(1 + -
0T o,
AN e N1 —1t
Ne bl —1) 35 = N o) 81 — ) + 32— 4 oq,

also nach (3,7)
Y, ouk) ktZ(1 -+ A,)_ ] E(! ’)

N+
1 I\'”
Ne{L(8) L(s —t) — L(1 4 t) L(s —t) — &(8) (1 — 1)}
A\” A\'! 1+t
5 L1+ ) + 5 L) — L) NP O(N, 1) + O(N"T + N=1). (3,9)

Die Reihe (3.8) konvergiert also fiir R(s) — ¢ und divergiert fiir R(s) — 1.

Durch diese Rechnungen ist aber auch der Fall £ < — 1 erledigt.
Wenn in (3.7). (3.8). (3.9) anstatt s die Zahl s 4 ¢ eingesetzt wird, so
hekommt man, da

A.
(i(l\(.l ) g. l(l‘)
e 0=t®) _ ner ey 2 N EA D oy S0
A Z o =N e+ 0+ N
1 t
+ LW {4 — O(N. O} + ONE + N-1), (3,10)
N ) - (1 - — k=t ¢
Ne§ o) — 2 - k=t —10)
, .

{86s) (s + 1) —Cs) Q1+ 1) E(s + 0) (1 — 1)} N* 4
g(1 41 3 S=0 v
e ly — 1 CEED g gl Lo E L Ny @
- - {() ]

Der Konvergenzbereich der zu (3,11) gehorigen Dir. Reihe ist also genau
R(s) — 0. Fiir R(s) — 0 divergiert die Reihe. Dal} die Reihe im Bereiche
0 < R(s) < 1 nur bedingt konvergiert, geht aus folgender Erwigung
hervor. Wire die Reihe absolut konvergent, so miil3te auch die nur iiber
die Primzahlen summierte Reihe
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o—(p) — (A + 1) —p "L 1)
z %
konvergieren. Da aber

L oo_op)—CO 4 1) —ptZ 1)

aq(p) -1 - P
1 (1 +4-1) 1 c(1 1)
I‘.\' l’\'—! { 2

und die Reihe >
r .
fiir R(s) = 1 divergiert, so ist auch die ..Primzahlen Reihe™ divergent.

L1
e wegen R(s - 1) = 1 konvergiert, wihrend > pe
»

4. Der Fall-|t]| < 1.

Der Fall £ 1ist in dem Sinne singular. daf} ein Grenzithergang
in (1.17) durchgefiihrt werden mul}. Es ist

lim l:(I) Nt A\rhz l N + ! log N),
t—>1 l { — -

also
A R (2 ., N
w32 et + JE e N
N log N {{ — }O(N, 1)} + O(N). (4.1)
Wird z. B. s = 0 gewiihlt, so kommt die Formel von 8. Wicerr®) heraus
A 2
> a1(k) ']'_, N £ Nlog N {4 1O(N. 1)} + O(N). (4.2)
1
withrend die Wahl s = 1 nach H(-r:*(-lnmng des Grenzwertes
. I“ N N 5
!Fl‘l: lA\ C(s) &(s 1) 2(1 9| 5 log A

zu der zweiten Wicerrscurx Formel fithrt

N G](k) 7 :-(‘.!
Z k 6

Wegen 0 = O(N. 1) < 1, ist |} — 16 — 1.

N —1log N + log N {} 1ON, 1)} + O(1). (4.3)

Durch ein ahnliches Verfahren wie bei (3.9) geht aus (4,1) die Formel
hervor
pe |
k) - k4 3 . .
y 01(K) 6 o 2t N log A
z , == {(8) {{(s—1) + §} —((8— 1) - O] —7—] (4.4)
e L 6 N+

*) Sur quelques fonctions arithmétiques, (1914), Acta Math. 37.
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Die D. Reihe konvergiert also bestimmt mindestens im Bereiche R(s)

I bekommt man das Restglied in der Form

Fiir s
1) -+ 0(1).

log N
%82 (13— @,

Da aber cine genauere Abschiitzung von G(N. 1) unbekannt ist, so kann
i ir s — 1 getroffen

keine Entscheidung iiber das Verhalten der Reihe fiir s
1 gibt, wiederum (1.17)

werden.
In dem noch verbleibendem Falle 0 « 1 -
und (1,17a) den Bescheid. Es ist
N A T -
N+ Z G;f“ N*¢(s) L(s —1t) + 1 (L: "l)s N1+t 4 h(ll ‘s‘”
1 . ] , e -
- (4 — O(N, —-r))l + O(NZ). (4.5)

+ N2
1?). Mehr kann man

Der osz. Faktor ist gewily absolut kleiner als 1 : (1

3 LT
(N, t) — 1) + =
{, ~l()( ) — 1) [
aber nicht behaupten. Durch dasselbe Verfahren wie bei (3.7) bekommt

tE(l +¢t)— (1l —)

| A.x
14t
C(1 +¢t) &(s —1t) — &(8) &(1 — )} + O(N 2 ) (4.6)

man
Nooy(k)

-

= {(8) {(8 —t) —
sodall die D. Reihe mindestens im Bereiche

1 +

R(s) > &>
konvergiert. Die Bestimmung des wahren Konvergenzgebietes stoBt auf
dieselbe Schwierigkeit wie bei (4.4). Durch (4,5) und (4.,6) ist auch der
Den es geniigd in diesen Formeln s 4 ¢

Fall — 1 <<t < 0 erledigt.
statt s einzusetzen.

5. Die exakte Formel.
Ios sind zwei spezielle exakte Formeln bereits bekannt und zwar die

Formeln von Voroxoil und WarLrisz
| 4 1
1) + JA(N) + 1

i(l(l.') + N(log N

|
i l"){) (47 | Nn)
|
N 2
> k) T., N2 — 4N + Jay(N) + & VZG'('A 14| N).
1 e
.

Die summatorische Funktion Yg,(k) kann aber durch eine dhnliche
1

- H,(4z2) Nn)},
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-

Formel exakt angedriickt werden. wenn / einer ganzen ungeraden Zahl
2% 1 gleich ist. ks ist
B, (2N )=
4zl (2%)!
y L0 1(n) :
+ (— 1)* N» = Lo (4| Nn). 5.1
(— 1y Nx 325 55 L4l N (5.1)

N 7

N
;:0;'»’. i(n) e |)'“}  Yoa.—(N)

2 2.B, die %' BerxoviLuscur Zahl, 1, (x)die (22)" Brsseisene Funktion.
Die Reihe auf der rechten Seite ist divergent und kann nur mit
(esAroscuex Mitteln summiert werden. Zur asymptotischen Abschitzung
kann also (5.1) nicht benutzt werden. Aus diesem CGrunde werde ich den
Beweis von (5.1) nur kurz skizieren.
0. Scurowminen™®) hat die Funktionalgleichung

s ‘ N cos nx T
) .,. '_’1["( ‘,-
4 sin? 45 snh?
2 28
nar (5.2)
n csh —
x
S Z 2wn
1
e x 1

bewiesen. Dabei ist 0 <~ » < 27 und s eine komplexe Zahl mit R(s) 0.
Fiir « > -+ 0 bekommt man

x I 7 l -)-' x 2an
A o 2ANK | - " - s ) . 3 &
22 o,(n) ¢ {- s - - ag(n)e s . (5.3
Z () 28 I2.~r( 8 ) RR 21- () )
Die Gleichung (5.2) kann beliebig oftmal nach @ deriviert werden. Deri-
viert man also 2(x 1)-mal und setzt dann » ~ + 0 ein. so bekommt
man die Funktionalgleichung
o B 1 (— 1)+t = 2an
o n) e—32ans = JL 1)x+1) + N o, ) e« .
2', 2e—1(n) 1 |2 ( ) (2 %(I-. 1(n)
(5.4)

Damit ist die Grundlage zum Beweise von (5.1) gegeben. Was folgt
weiter ist nur ein Rutienwerk. Wird die Summe auf der linken Seite von

(5.3) oder (5.4) als F£(s) bezeichnet, so ist fiir @ 1
1 e ,,'.’:v.rxl.' s d'.
A‘_",-u' f B -s'(_ ) = ”"‘Z',”‘.’x 1(n) (302, 1)) (5.5)

wobei das letzte Glied nur bei ganzzahligem x zugefiigt wird. Auf der
rechten Seite der Gleichung erscheinen die bekannten Integrale (die
Girenzen wie bei (5.5))

*) Sitzungsher. d. K. 8. Gesselsch. d. Wissenseh. 1887,
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1 e2nzr dg 1 1 e27ss (g (2m)>
2me s T 2m 82 (22)!

und das Integral

271 82 +1
Um (5.6) zu berechnen, wird zuerst nach iiblicher Methode bewiesen.
dal} (5.6) dem Residuum der Funktion
Zan
(,'2:7.)'\' . (, ‘INVV
e 41

L=

im Punkte s = 0 gleich ist. Da aber in dem Produkte

e e (n 428 (o) )(. B (_fi)'*- )
' R TR TR PRREETH Y B

der Koeffizient der Lavkesrscary Reihe bei s* durch
(B[, f) CBE
(2)! i | (2 + 1) 20 (2% + 1)(2e +2)
gegeben ist, und die »-te Brsseiscur Funktion durch
| T T2 L2y
r.l '@+ 1) " 20+ D)(r+ 2) |
definiert wird. so bekommt man bei der Wahl ~ = 27z, f = 2an,

r = 2z das in (5,6) aufgeschriebene Resultat. Damit ist nicht nur die
Formel von Warrisz sondern auch (5.1) bewiesen.

Al l ! ~2 4

SchluBfbemerkung.

Die angewandte Methode beruht auf der Identitat (1.2). Infolge-
dessen kann dieselbe Methode immer dann angewendet werden, wenn
die DiricaLerscar Reihe

eine in der ganzen Ebene mit Ausnahme von etwaigen Polen regulire
Funktion darstellt. Solche Funktionen sind z. B.

(Z(s))", (L'(s))" usw.
Das fithrt zu dem Teilerproblem von Piirz und dessen Verallgemeine-
rungen.

Noch allgemeiner kann man erwarten, dall diese Methode auch beim
Studium des Produktes
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. ’I‘ I\ :

D2

s
e

gute Dienste leisten wird.

Zusatz bei der Korrektur.

Wihrend des Druckes ist mir klar geworden, dall die Abschitzung
bei (4,1), (4,4) und infolgedessen auch bei den Wicurr-scnry Formeln
(4,2) und (4,3) wesentlich verschirft werden kann.

Die durch (1,16) definierte oszil. Funktion @(N, {) hat unter der
Voraussetzung, dall (N — 1) und N zu derselben Zahl » gehoren folgende

Eigenschaft.
o1 A=) o
2 i _Z,_("{'.} :2,'/'.4'

ON —11)—O(N,) - {

Das ist eine einfache Folge der Tatsache, dal}

(N —1) = ri(N) — 7|

solange & ein Nichtteiler von N ist. Dagegen ist

1

k-

wenn k/N. Wird jetzt ¢t = 1 und N = n(u) (siehe 3,3) gewahlt. so
bekommt man

’L(A’VI) = '»_.

. - . i [(l; ‘rr | r
O —1)— O =5 4 %

' d!N

e

Bei dieser Wahl ist

d=r 1 1 1 I
S L o(1).
dIN II / 1 ‘ 2 1 l A” k)g '” ‘ ( )

*Jwv+wn,i/:v(u
= k
also
" log n 1

YN —1.1) —O(N. ) | B

O 1.1) w\n_h&'+%mp)
Weiter ist

logr = Slog N 4 o(l). p==log N+ o(logN)

also

(;-MNﬂymgwﬁuﬂJJn\‘wuﬁéll%~t»



18 M. Kossler: Uber ein Teilerproblem.

‘ L . — 2loglog N 1
1 _ _ @ I 1 e . | > O Il .
(4 OW D[ [ O 1| = SRR ()(Ing \)

. . r 1 | Y . .
Mindenstens eine der Zahlen |.'. -— @ ist also nicht kleiner als

- I
log log N 1
——— + 0|+—=]
log N
Zusammenfassend kann man also in voller Ubereinstimmung mit
den Resultaten von Wicerr behaupten, dall zwar immer
|§ —O(N.1)| <}
ist, dal} es aber eine unbergenzte Folge von Zahlen N gibt, fiir welche
! N 1
P A LY
: "= log N log A
ist. Der wahre Konvergenzbezeich der Diricurir. Reihe (4, 4) ist also
durch R(s) > 1 gegeben, wobei jedoch in dem Streifen 1 < R(s) = 2
die Konvergenz nur bedingt ist.
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