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Uber ein Teilerproblem. 
Von Dr. M. K0SSLER, Prag. 

(Vorgelegt in <ler Sitzung am 9. Juni 1943.) 

E i n l e i t u n g . 

Ks sei a,(k) d ie S u m m e d e r / , e n P o t e n z e n de r Te i le r von k u n d <S',(A', s) 
die zugehör igen s u m m a t o r i s e h e n F u n k t i o n e n 

4 a<(k) 
Z fr* ' 

Speziell ist also z. H. f ü r I = 0, a„(k) = <1 (k) die A n z a h l der Tei ler von k 
u n d 

«*•> l - f . 
t» 1 

. I m Fo lgenden wird e ine a s y m p t o t i s c h e F o r m e l (1.17) f ü r diese 
Sü n m e n auf ganz e l e m e n t a r e m Wege bewiesen werden . Die A b s c h ä t z u n g 
d e r S u m m e St(N, s) i m Fal le | I | > 1 und bei b e l i e b i g e m s i s t so genau , 
d a ß m a n d ie Oszi l la t ionen d e s Res tg l i edes n ich t n u r scharf abgrenzen , 
s o n d e r n soga r e ine w a c h s e n d e Folge von Zahlen N angeben k a n n , bei 
welchen d a s Res tg l i ed seine m a x i m a l e u n d seine min ima le G r e n z e be inahe 
e r r e i c h t (s. (3,1) u n d (3.2)). Zu d iesem Zwecke m u ß se lbs tve r s t änd l i ch 
d ie m u l t i p l i k a t i v e S t r u k t u r d e r Zahl X be rücks ich t ig t werden . 

Noch e ine T a t s a c h e sei h e r v o r g e h o b e n . Das oszi l l ierende Restgl ied 
des P r o d u k t e s N" S,(N,«) ist v o n dem W e r t e der k o m p l e x e n Veränder -
l ichen s v o l l k o m m e n u n a b h ä n g i g . 

1. D i e G r u n d f o r m e l . 

Die in dieser Abhandlung benützte elementare Methode stützt sich 
auf folgende Identität*) 

M Í B H Í I { f ( k ) - F ( K ~ I ) ! G \ j ] - H & ) G ( r ) - < M ) 

*) M. KÖ8SI.ER: Kinige Sätze aus <ler elementaren Zahlentheorie. 1942. 
Včstnfk Král. řes. spol. nauk, tř. II, s. ó. 



M . K ö s s l o r : 

I>io F u n k t i o n e n <j(k) u n d /()t) sind beliebige f ü r ganze Zahlen k- I. 
2, . . . , N de f in i e r t e F u n k t i o n e n , wobei jedoch i m m e r /(0) 0 zu setzen 
ist. Wei te r ist 

k-« ( » ) f/(l) flr(2) - . . . I ff(n), / 

I ff < X eine beliebige ganze Zahl, r 

fl I -r 

A' 
• I 

Wenn 

also 

m 
i 

t , ! • g(k) k"' 

G(n) / ' ( I ) 
1« "t" .)> T • • • P 

A(») 
1- 2" rt" 

ins (1.1) eingesetzt wird, so b e k o m m e n wir 

/(*) — / (* — I) 

*k(k) 
4 k" 5 

J'(k) 
k'' • 

I 

w 

V k 
h(I) h(2) 
— ' + - v — ' + . . . + 

I« 1 2" 

_AT 
A 

( F + - + • ? ) 

(1,2 

. /T +... • *::> ) 
Dabei ist h(k) eine beliebige F u n k t i o n . Die l inke Sei te dieser («leiehung 

. . . . . £ 1 ^ ist augenscheinl ich mi t de r S u m m e 2, / r Z , l ' ( d ) ident isch. I n d e r S u m m e 
i (/1-

^h(d) k o m m e n wie üblich n u r d ie Tei ler d der Zahl k vor . Die spezielle 
,i i 
Wahl h(k) k' ba t 

•11. <1 i 
zur Folge. So sind wir zu r (« rundfonne l unserer R e c h n u n g ange langt 

= V - L f - L - l . 1 + | 1 

Z /,« " ¿ i ' " M|« o« ••• r . V T 
k 

1 1 i 
A T (1,3) 



t'ber ein Toilerprolilem. 3 

Die Z a h l e n 8, I s ind g a n z bel iebige k o m p l e x e Zah len . Ich werde je tz t 
diese ( d e i c h u n g d u r c h e ine R e c h n u n g t r a n s f o r m i e r e n , de ren A u s f ü h r u n g 
und wahrsche in l ich a l so a u c h d a s bloße Lesen n e n n e n s w e r t e Ansprüche 
auf die ( Jedu ld des B e t r o f f e n e n m a c h t . Ks ist a lso r a t s a m bei d e m ers ten 
I.lesen d ie fo lgenden Zeilen zu übersch lagen und erst bei de r (Sleichung 
(1.1«) wieder we i t e r zu lesen beg innen . 

I )ie KI I.KII-M vi i. v i i u x s u i K S u m m e n f o r m c l 

» 
i 

~(8—J)n 
1 

" - 1 + 2W 
( ) ( n i (1.4) 

ist f ü r j ede k o m p l e x e Zahl -s mit d e r e inzigen A u s n a h m e « 1 gilt ig. In 
d i e sem Fal le werden die beiden e r s t en Gl ieder d e r r e c h t e n Sei te durch 

erse t z t . 

Ks ist a lso nach (1.4) 
Ii 

1 1 
" A T 
J 

c » ' 

X | 

<) 

Das GAVSS'SCHK S y m b o l [.<] wird jetzt d u r c h die E i n f ü h r u n g de r Res t e 
d e r Zahl ,V bese i t ig t . Es sei 

N 
+ rt, (» < rk < 

k 

k 
(l.fi) 

Also nach d e m b inomischen Sa t ze : 

A I 
T 

—Ii . + 
.\ [ X] ~ X" A ' - ' 

" A T 
I VI k 

1 fr—1 

1 « N"—* A ' ^ 1 A - + ' 

(1.7) 

Ks sei ausd rück l i ch b e t o n t , d a ß die A b s c h ä t z u n g des Res tg l iedes in d e r 
le tz ten Gle i chung a u c h bei dein G r e n z ü b e r g a n g e s ->• I e r h a l t e n ble ibt . 
So b e k o m m e n wir nach (1.5) und (1.7) 

t* k—' 
1 I 

.Y 
A T | - X — 

A ' - » 2 k'rt + O J A F — ' — 1 2 k 
( I . K ) 



4 M. Kömler: 

Wird in dieser Formel s — t = a und s -- a -— r gesetzt, so gellt sie in 
folgende über 

f 1 
f k' 

1 1 

t r 
Q I j y i + t—« n 1 N'—" 0 1 

: ( 8 - F ) I v + 1 + 1 ? v * + — ? P + 

l 

Ks zeigt sieh nun als zweckmäßig die Zahl X in der Form 

N = v(v 1) + x, wo 0 • y. < 2(v + 1) (1.10) 

zu betrachten und die bisher beliebige Zahl /> durch die Wahl o v zu 
bestimmen. Dadurch ist auch die Zahl r bestimmt. 

' [ ^ f i ] " [ r f i ] 
Ks bestehen also nur zwei Möglichkeiten. Entweder ist in (1.10) 

0 • x < v + 1 und dann r v — o 
oder ( I . I I ) 

»'(>• + l ) < L N <(v + i)(i' + 2), 

i' 4- 1 < x < 2(v + 1) und dann r = v + 1 = g + 1. 

Durch die Formel (1.10) wird v und x der Zahl N eindeutig zugeordnet, 
denn 

also 

Der Unterschied 

4N + 1 — 1 V*N + 1 — 1 

v - [ j (|/4A- + 1 — 1)] (1.12) 

l (j/4iV + 1 — l i — v = & 

ist also immer kleiner als 1. Infolgedessen ist 

„ = ¿Vi — (J + 0) + 0(N~l). (1,13) 

Zuerst behandeln wir die erste Möglichkeit (1,11) d. Ii. r = o v. 
Nach (1.4) und (1.13) ist 

»+i 
)• ? = + s(!j + ß) N' — + 0(N 7—1 — 



Über ein Teilerproblem. ."» 

y—! 1 = A'Ht + («— l) (i • 0) N r (>(N '"T). 

¿ ¿ = f(«) L - ^ r i 1 — + 0 ( J V — T ) - C ( « ) Ä(«), (1,14) 

Die in (1,8) und (1,9) vo rkommenden Summen 

i ^ i k ^ i U f W -1 1 

werden durch (1.14) t rans formier t , sodali 

Vi—« r W1-» VI—» + — ,'i I i i 
x-i./ I >-,i i\ i X' - " KS—" 

I 
-.2 * ' = n r i - 0 + V.. " - r + 0(NT I—* V ' ' t( 1—8). 1—8 
, I i j i 

V 2 * - V f ( - ' > + 2 T + T ) i r r ~ " t 0 { N 
I 

1 1 + 7 = 5 ? F M - r + 7 ^ C ( 11 + n + 

, I l-l / 
+ - J l l— — — 4 — A H T " + ()(N t—), 

/(I -I- t — s) 1 + t~ 8 
V«—» ' i yt—> i i+( ' 

V ? p = V - 2 i r = T ) ^ + 0 ( i V i >• 

Weiter ist 

+ C(« — 0 {£(«) — Ä(«)} — K(«) Ä(«)}{C(« /) — Ä ( « >)) 
-C(.V)C(« —/) -K(*).K(8 I) 

t 

- CM C ( - - 0 + } + r + 7 ^ + 

A H Í ' 
• , - N~i * ! 0(Nt~'). 

1 —- 8 

Das alles wird in die Formel (1,3) eingesetzt , welche dadurch in dieser 
Form erscheint 

| = « . _ „ + Í Ü ' + . « . v - • + . « ! z J l x > - . + 

i ' 

+ f + V - r ? - W^T + 

H« I - . l + i -
V — - " ' I / A 2 \ I 



M. Kösfder: 

+ 0 C(< - 1) — ) . (1,15) 

Von den drei Restgliedera O wird selbstverständlich bei fest gegebenen s 
und t nur das größte beibehalten. Diese Formel ist für beliebige komplexe 
Werte von s, t anwendbar. Das Versagen bei den Werten « — 1, t i 1. 
t = ± 2, a = / -f- 1 ist aus demselben Grunde wie bei (1.4) nur scheinbar. 

Die Berechnung wurde bei der Annahme o r v durchgeführt, 
welche nur bei gewissen N erfüllt ist. Nach (1.11) besteht aber noch die 
zweite Möglichkeit y = v, r — v + 1. Wird das angenommen, so ver-
größert sich die Summe auf der rechten Seite von (1.3) um 

i n . j . u / i i l n i 
(>> + 1 )•—« | l ' + 2« + " ' + j" N l ' J (l* + 2« + " ' + V" ](i< + 1)«-'" 

bm\ 

sie 

_N 
v + 1 

i auf 

1,-M Aber in diesem Falle ist nach der Definition der Zahl r r 

- j = » + 1, so daß das oben aufgeschriebene Unterschied 

1 1 ' O(Nh') 
( i ' + l ) « - ' ( r - f l ) « ( r + l ) 2 « - ' 

reduziert, was in dem ersten Restgliede O von (1,15) verschwindet. Die 
Formel (1,15) ist also von der Form der Zahl Ar vollkommen unabhängig. 

Die Abschätzung der noch verbleibenden Summen in (1,15) wird 
erheblich erleichtert, wenn wir uns von nun an auf r ee l l e Werte von I 
beschränken. Es sei aber ausdrücklich gesagt, das die Resultate sich mit 
nur geringfügigen Abänderungen auch auf den komplexen Kall aus-
dehnen lassen. 

Bei reellem / ist nach (l.<>) immer 

N M „ ^ n- Z. 1 

Wir führen deshalb folgende Funktion ein 

Ks ist also nach (1,14) 

| g = 6(N, t) 2 ~ = Ö ( M t) | c ( 0 - t ^ - j ' J + 0(N~ b 

| rkk< = 8(N, — t) ^ k* - 8(N, - I) J c (— t) + / ' , A t L TJ + O(NT). 
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(1,17) 

Durch E inse tzung ins (1,13) gelangen wir so zu der Haup t fo rme l dieser 
A b h a n d l u n g 

tf'i^ - * • « . ) « — 0 + Q - p , C( L l). y , 
K I I H I « 
!- C ( ' H i — 0 ( ^ , 0 } A ' h C( 0 { J 6>(A, /)} 

! A r i - ' { , 1 , (6»UV,0 i ) I ( ' 1 (J /))j • A'(A-./..v), 

wobei 

t i 

I H N , I . S) O ( N h + o | N - >|c( I i) -f JJ 
i 

+ 1) ^ ' 21| 

f 

(1.17a) 

(1,17b) 

Das Restglied für < > 0 ist 
i 

/{{¿\, I. .s) 6>(A'F f. A" '), / i». 
K(N, 2, «) 0(A7 log AT). 

Im Falle I < 0 ist 

R(N,t,a) 0(A14- N~ ' ) , / . ; 2, 
/ť(AT, -2,«) - 0(A 1 log Ar), 

aber immer ist das Restglied eine Funktion von s. Dagegen sind die 
oszillierenden Teile der Summe, das heißt der vierte, fünfte und sechste 
Summand auf der rechten Seite von (1.17) in gar keiner Weise von s 
abhängig. 

Ks entsteht also die Aufgabe das Verhalten der Faktoren l (-)(N. I) 
bei wachsendem N zu untersuchen. Im Falle 7 0 ist schon eine be-
friedigende Abschätzung bekannt. Im Falle / > 1 werden wir ein 
sehr gutes Resultat erzielen. Im Falle 0 < I < 1 kann derzeit nichts 
mehr als die triviale Abschätzung J — O < J erreicht werden. 

2. Der Fa l l t = ü. 

In der Formel (1.17) müßen das zweite und dritte Glied zusammen-
gefaßt und ihr Grenzwert für t-*- 0 berechnet worden. Ks ist 

| i ( i + /)A" ' f ( i — I A H N I 0„ i i 

!-*0 X 

d a C(l + í l = - J + C + 0(ť) 



K M. Kössler: 

ist. Weiter ist 

f (0 ) (} — 6(N, ())) = 0 ( 1 ) , fí(N, 0, a) 0(1), a0(k) - d ( k ) . 
Also 

+ iVl(l — 20(tf ,O) + 0(1). (2.1) 
Der oszillierende von tt unabhängige Faktor 

1 — 2&(N, 0) 

ist einer elementaren Abschätzung unzugänglich. Wenn aber s = 0 
eingesetzt wird, so erkennt man daß 

¿V 
A s ( l — 2&(N, 0)) = ]Td(w) — ^( '»g N + 2C — 1) + 0(1). (2,2) 

i 

Die Abschätzung der Differenz 
x 
2d(w) — A (log Ar + 20 — 1) = A(N) 
i 

wird als „ D i r i c h l e t s Teilerproblem" bezeichnet und die beste bisher 
bekannte Abschätzung stammt von van der Conpin',*) welcher bewies, daß 

á(N) = 0(A>), y < iVV 
Die Abschätzung des Kestgliedes in (2,1) ist also von 8 unabhängig. 
Nähert sich s der Zahl 1, so muß wiederum ein Grenzübergang durch-
geführt werden. Da 

= 1 + °f ~ 2 6 ' i + -

gesetzt werden kann, so bekommt man nach leichter Rec hnung 

A Í n r = N tt ' ° g 2 N + 2 0 l ( )g N + c * — + a (A) + o ( i ) . (2,3) 
1 A 

Mit Hilfe von (2,1) kann die bekannte Tatsache, daß die Konver-
genzabscisse der Dirich. Reihe 

® d(k) — log k — 2C 
+ k> 

mit der Zahl y identisch ist in drei Zeilen bewiesen werden. Es ist für 
jedes s 

*) Verschärfung der Abschätzung beim Teilerproblem, Math. Ann. 87 (1922). 
p. 39—05. 
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. V - I T " . v - : - Í J I S * ( / V „ 

•v 1 2CN 
2CN"Iki 2 V N ' ; 0 ( 1 

| d , t , - _ + { . ( > ) _ 2 ( , M + l(A'l + 

(2,4) 

3. Der Kall | Í | > 1. 

Bei / > 1 ist das größte osz. Glied in (1.17) 

Nl £(/) {] — ö(iV, /)} 

da I > ' Í — > 0. Bei / < — 1 ist das größte o. <!. 

C(— t) { i — 0{N, — 0} 

da 0 > —— > I. Das Problem reduziert sich also auf die Absehätzung 

des o. Faktors 
i - 6i(N, t), 

wenn I > 1 ist. Das kann vollkommen elementar durchgeführt werden. 
Nach (1,1«) ist 

Í I 1 1 \ '' 1 L i ' I 

«NA - p 1 - 2 ^ = 2 

Nach (1,14) ist 

v 1 V 1 

2 F + í : 2 "F 
= J f ( / + 1 ) - | A - T + o / j T - ^ U : | c ( 0 — J ~ r i N + TJJ 

Dabei ist das O für genügend große A' p o s i t i v . Infolgedessen ist 

i- > i - ©(A, <) > | - /1 ± i »V (3,1) 

Der Faktor kann also bei wachsendem AT nur zwischen diesen Grenzen 
oszillieren. Ks entsteht die Frage ob und fü r welche Ar sich der Faktor der 
einer oder der anderen Grenze nähert. Die Antwort ist in folgendem Satze 
enthal ten: 



10 M. Kessler: 

Man kann eine Folge von wachsenden Zahlen ¿Y, ' A'2 . . . < 
AT

/( -- . . . angeben, welche die Eigenschaft 

4 t) \ 0<log' ' N„), 

i 0 ( N „ — \ , l ) J | l - + t>(log' ' A'/(). (3,2) 

besitzen. 
Der Beweis erfordert eine einfache zahlentheoretische Vorbereitung. 

Es sei «(//) das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 1, 2. 3 //. 
und es seien />, < p t < . . . < />, alle Primzahlen die kleiner oder gleich ft 
sind. Ist pH eine'dieser Primzahlen, so muß n(/1) durch solche Potenz 
von px teilbar sein die kleiner oder gleich // ist. Das heißt, daß n(/i) durch 

I I 
pV»«pxi teilbar sein inuli und durch keine höhere Potenz teilbar sein 
kann. Da aber «(/<) durch keine Primzahl die größer als /« ist teilbar sein 
kann, so muß 

riuu' ,<i 

»(/<) n ^ • (••!..•!) 
/ ' • II 

Es ist also 

» * » « - 2 

[lo" //1 ; 

r— I ist gleich 1 .2 .3 usw. ie nach dem u < p ' n, 
•<>g l>] 

\ ¡ 1 i 
//'' < p < /i , /t <' p ' ,u , usw. Infolgedessen 

•°g «(/ ') 2 V + 2 P + 2 1 < J g P + • • • 
¡I- I'

 1 • 

Das ist aber die aus der Theorie der Primzahlen wohl bekannte Funktion 
y(//). so daß die Abschätzung 

log w(/0 = V'(/') =p-\-o(p) (3,5) 

benützt werden kann. 
Jetzt werden wir den Satz (3,2) durch die Wahl N «(/') beweisen. 

Da diese Zahl durch 1, 2, 3. ..., // teilbar ist, so rt = 0 für k = 1 , 2 . . . . , /i. 
' ' n- " i ' i ' ' l 
2 F " 2 F < 2 F 2 F ~ 2 F-
I /' I / I I I l 1 

Nach (1.4) ist also 

| f < - _ I) + O ( ^ ) = c v '). 
Für die Folge der Zahlen A7

/(, // //„. /*„ • 1, /*„ + 2, . . . hei genügend 
großem //„ ist also 
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« ( * , . < > ¿ F - 2 / , ' V - ' > 

Nach (3.5) isl das mit der Abschätzung 

9(Nli, I) 0( log l ' A„) 

identisch, was die ers te Hal t te des Satzes (3.2) darstel l t . Hei der Wal» 

X Np - 1 — I ist f ü r k 1,2, . . . ,/*. rb . also k- I 
k 

v / 1 L \ _ i _ v r * v 1 v i , v 1 

4-f ¿W k" r ¿ il 2,*« Z //' 
i i \ i I*i i i " i 

< • < 0 < l. 
Nach (1,4) ist 

/ I I \ 
2 ( P - f t t ) - « o - c d + D - t n + 

» 2 /'» "')• 2 / ' ')• i T 

I 1 
£(/ - I) 

« 0 

was die zweite Hälfte des Satzes (3.2) darstellt. 
Die Folge der Zahlen N hat folgende Eigenschaft, die aus der Glei-

chung (3.4) abgelesen werden kann 
A'„ X,, -i> wenn /< - / / . /.' 1 . 2 , 3 . . . . (3,8) 
N„ = PN,. -v wenn /' = Pl -

Aus diesen Erwägungen geht auch deutlich hervor, da Ii bei Abschätzun-
gen von (-)(AT,l) bei b e l i e b i g e m / auf die multiplikative St ruktur der 
Zahl X = Pi^'Pt"'... i > R ü c k s i c h t genommen werden muß. 

Die Formel (1.17) hat also im Falle I > 1 folgende Form 

** | - ° 4 l = «•> «• - « + + - r n ^ T •+ 

f C(i) — Ö(N,t)} 4 0 ( A ' T , N'~l). (3,7) 

Nach (3,1) und (3,2) ist die Abschätzung des os. Faktors so genau, daß 
etwaige Verbesserung nur im O-Gliede des Satzes (3,2) erreicht werden 
könnte. Es ist zwar möglich für ganzzahlige und ungerade I die Summen 
S,(X. 0) durch die exakte Formel (5,1) auszudrücken, aber zu Abschät-
zungszwecken ist diese Formel bei jetzigem Stande unserer Kenntnisse 
vollkommen unbrauchbar. 



12 M. Kessler: 

Eine fast unmittelbare Folge von (3,7) ist die Möglichkeit der Be-
stimmung des wahren Kdnvergenzbereiches der Dir. Reihe 

» ot(k) — k' C(1 + I) — C(1 — 0 
Ý k" 

Der Bereich ist durch R(a) > t definiert. Der Beweis wird genau nach dem 
Muster (2.4) durchgeführt. Ks ist für j e d e s s 

x> C(i + o f - p z « = & C(' — t) CO + t) + + 

;
 A*' +<> + 0(W-1)\ 

X' CO 0 i A N ' C(«) — 0 + - V 1 ° + 0(1), + Ä" 1 —8 
also nach (3,7) 

s at(k) — k'C(1 + * ) — £ ( ! — / )  
f Ifc* 

& { £ { * ) £ ( » — 0 - CO i- 0 C(« — <) — C(«)CO 0 } + 

V C O 4 - o + Y C(0 — rn N> l) + ()(irr I 2V«-1). <3.!>) 

Die Reihe (3.S) konvergiert also für R(s) > / und divergiert für Ä(«) > /. 

Durch diese Rechnungen ist aber auch der Fall I < — I erledigt. 
Wenn in (3.7), (3,H). (3,!>) anstat t « die Zahl 8 + / eingesetzt wird, so 
bekommt man, da 

'h(k) 

x - l ' - j p = W > « + O + " + " + ! 

i t 
r CO U - V(N, /)} + 0(N— + x- '), (3,10) 

* c r _ t ( * ) — CO + /) — £ - ' C ( 1 i) 

k 
{C(«)C(<HI) C(*)C0 I ') C ( « - M ) CO - + 

+c«) h - 1 ̂ ViSp - • + n ~ 1 ) -

Der Konvergenzbereich der zu (3,11) gehörigen Dir. Reihe ist also genau 
R(S) > 0. Für R(H) 0 divergiert die Reihe. Dali die Reihe im Bereiche 
0 < R(s) < 1 nur b e d i n g t konvergiert, geht aus folgender Erwägung 
hervor. Wäre die Reihe absolut konvergent, so müßte auch die nur über 
die Primzahlen summierte Reihe 

i — t 



( 'here in Teilerproblein. 

_ a _ t ( p ) — C(l + t) — p~< C(1 I) 
2. ; > 

/ ' 1 

konve rg ie ren . D a a b e r 

1 *_,(/>) — f ( l -t I) / r -«C( 1 /) 

1 — C(1 1) i Cd 0 
p> 1 1,1+1 

uikI die R e i h e 2 wegen f) > 1 konve rg ie r t , w ä h r e n d 2 * 
/» P i> ' ' 

f ü r Ä(#) 5 I d ive rg ie r t , so ist auch d ie . .P r imzah len R e i h e " d ive rgen t . 

4. D e r F a l l / I. 

Der Fall I -f- 1 ist in d e m S inne s ingu la r . d a ß e in G r e n z ü b e r g a n g 
in (1.17) d u r c h g e f ü h r t we rden m u ß . E s ist 

i • i 

lim j t « ) A" — j ~ W ' + i l<»g N ) , 

also 
X ' l T V + ~ ä ) + 

+ AT log N {t—l(-)(N. I)> 4 0(N). (4.1) 

W i r d z. Ii. s 0 g e w ä h l t , so k o m m t d ie Fo rme l v o n S. W i g k b t * ) h e r a u s 

=-- TS + N N U — I W 1 )} + 0(N), (4.2) 
i 

% 

w ä h r e n d die Wah l a 1 n a c h B e r e c h n u n g d e s G r e n z w e r t e s 

l i n , { A ' « c > K ( * 1) . , ( |
 A

 v ) | l<»g A' 

zu d e r zwe i t en W i o b r t s c h b k Fo rme l f ü h r t 

2 a j i ; ) = 7; N - i log N + log N { 1 - I )> + ()( I ). (4.3) 
W e g e n 0 < 6(N, 1) < 1, ist J — U-) < •}. 

Durch ein ähn l i ches \ r e r f a h r e n wie hei (3,t>) geh t aus (4.1) d ie Fo rme l 
h e r v o r 

71 

*) Sur (|iiel(|iios fonctionx mithmeti<(lies, (1914), Acta Math. 37. 



14 M. Kessler: 

Die I). R e i h e k o n v e r g i e r t a l so b e s t i m m t m i n d e s t e n s im Bere iche /?(••«) > 1. 
F ü r s 1 b e k o m m t m a n d a s Restgl ied in d e r F o r m 

6>(iV. 1) f « ( I ) . 

Da aber eine genauere Abschätzung von <-)(X, I) unbekannt ist. so kann 
keine Entscheidung über das Verhalten der Reihe für — 1 getroffen 
werden. 

In dem noch verbleibendem Kalle 0 < t < 1 gibt (wiederum (1.17) 
und (1.17a) den Bescheid. Ks ist 

AT* 2 F > = AR* « • ) C(- - 0 + Ni+t + ^ N + 
\ k" 1 4- f. — s I — « 

+ ^ {R=RI L ) — i ) + F T T ~ ~ ~ / N } + ( 4 R,) 

Der osz. Faktor ist gewiß absolut kleiner als 1 : (1 <*). Mehr kann man 
aber nicht behaupten. Durch dasselbe Verfahren wie bei (3.7) bekommt 
m a n 

* a,(k) — k'C(l + / ) — C(1 I) 
f k' 

{£(«)£(« — 0 — C(1 H- f ) C(» — o — f(«)f(l— t ) } + 0 ( i r r *), (4,6) 

sodaß die I). Reihe mindestens im Bereiche 

/?(«) > 1 J ' 
konvergiert. Die Bestimmung des wahren Konvergenzgebietes stoßt auf 
dieselbe Schwierigkeit wie bei (4.4). Durch (4,5) und (4.<>) ist auch der 
F a l l — 1 < < < 0 erledigt. Den es geniigd in diesen Formeln * -f I 
s tat t 8 einzusetzen. 

5. Die e x a k t e F o r m e l . 

Ks sind zwei spezielle exakte Formeln bereits bekannt und zwar die 
Formeln von V O R O X O I und W A I . F I S Z 

2 d(A') - N(log AT + 2C — 1) + l d ( A ) + | H 
i 

4 V" y {}'1(4rr ]/S'n) - Hx{An\A'»)}, 

2 ai(k) = X* - -J A ;- V,(AT) + A - AT2 ~ ~ I^YX,,). 
i . » I 

x 
Die summatorische Funktion kann aber durch eine ähnliche 



t'ber ein Toilerprolilem. 15 

Formel exakt angedrückt werden, wenn I einer ganzen ungeraden Zahl 
'Ix - - I gleich ist. Ks ist 

> "i* \(n) — 7 - J -7S7TT-
i 4x \ (2x)\ v J r + (— 1 ) K + 1 } + W^-i (A' ) + 

+ (— l ) » : { n ) **\s'»). (-••') 
I /i 

2 , lix die x ' 1 ' B k k x o i I . I . IS< m k Zahl. /^ . ( . r )»l i t - ( 2 > r ) ' ' ' B K S S K I . S I i i k F u n k t i o n . 

Die Heilte auf der rechten Seite ist divergent und kann nur mit 
CKRAUOSCHKX .Mitteln summiert werden. Zur asymptotischen Abschätzung 
kann also (5.1) nicht benutzt werden. Aus diesem (¡runde werde ich den 
Beweis von (5.1) nur kurz skizieren. 

<). S< HI.OMIU H*) hat die Funktionalglcicliung 
ns eos nx | n 

i j. j T 
4 sin2 1 4.* snIi2 

2 2.v 
«.»• (5,2) 

n csh — 2.7 T .s 
y •S + 2,-t« 

f . I 
bewiesen. Dabei ist (l • x < 2.7 und s eine komplexe Zahl mit /{(-i) 0. 
Für .»• -> • u bekommt man 

* I . 7 / 1 \ 2 . 7 * , (n)e « . (5,3) 

Die Gleichung (5,2) kann beliebig oftmal nach .r deriviert werden. Deri-
viert man also 2(x l)-mal und setzt dann x * + (t ein, so bekommt 
man die Funktionalgleichung 

i ( « ) e 

(5.4) 
Damit ist die Grundlage zum Beweise von (5.1) gegeben. Was folgt 

weiter ist nur ein Rutiemverk. Wird die Summe auf der linken Seite von 
(5.3) oder (5,4) als F(x) bezeichnet, so ist für .r I 

2 + iat 
I r r-"r'F(a) d« ^ 

. I = 2, «TA,-I(W) — (JFFSX I(J-)) 
J h• r 

(5.5) 

wobei das letzte Glied nur bei ganzzahligem x zugefügt wird. Auf der 
rechten Seite der Gleichung erscheinen die bekannten Integrale (die 
(¡renzen wie bei (5,5)) 

*) Sitzuiiiisher. d. K. S. (¡rsmlseli. <1. Wissenseil. ISST. 



1(¡ M. Konrier: 

1 re^t'ds 1 etMM d» (2jtx)2' 
2m J i ' 2m J ü*r~r (2*)! 

im«I das Integral 
•¿nu 

I /V2»**.« ~ , /.r\* ,/-
a¡C+i d s - M W * « ) - (->.«) 

Um (;">.<«) zu berechnen, wir«! zuerst nach üblicher Methode bewiesen, 
daß (ö.fi) dem Residuum der Funktion 

LÜXJ- 1 

im Punk t e« (»gleich ist. Da aber in dem Produkte 

der Koeffizient der LACEKNTSCHKX Reihe bei S-X durch 

(<*ß)** Í, W> 
{2y.)\tiiK\ 1!(2* 

(*ß) (*£)» 
(2y.)\ fi*« |" 1! (2* + 1) 2! (2x + l)(2x + 2) 

.1 

gegeben ist, und die r - te BKSSRI.SCHF. Funktion durch 

y Zr I Z2 24 

/,(2z) M 1 + 1 ) + 2! ( v » ) ( i ' * 2 ) , 

definiert wird, so bekommt man bei der Wahl ot = 2nx, ß = 2.-tw, 
r =-- 2x das in (5,fi) aufgeschriebene Resultat. Damit ist nicht nur die 
Formel von WALFISZ sondern auch (">.1) bewiesen. 

Sch I u ß b e m e r k u ng. 

Die angewandte .Methode beruht auf der Identität (1,2). Infolge-
dessen kann dieselbe Methode immer dann angewendet werden, wenn 
die DIKICHLRTSCHE Reihe 

Zh(k) 
2, k* 

eine in der ganzen Ebene mit Ausnahme von etwaigen Polen reguläre 
Funktion darstellt. Solche Funktionen sind z. B. 

(£(«))", (t'(*))" usw. 
Das führ t zu dem Teilerproblem von PILTZ und dessen Verallgemeine-
rungen. 

Noch allgemeiner kann man erwarten, daß diese Methode auch beim 
Studium des Produktes 



Über ein Teilerproblem. 

£ bk . L«-< 
- f f f F - f / t ' f 

<;ute Dienste leisten wird. 

Z u s a t z b e i d e r K o r r e k t u r . 

Während des Druckes ist mir klar geworden, daß die Abschätzung 
bei (4,1), (4,4) und infolgedessen auch bei den WIQKKX-SCHKN Formeln 
(4,2) und (4,3) wesentlich verschärft werden kann. 

Die durch (1,10) definierte oszil. Funktion 0 (A, l) hat unter der 
Voraussetzung, daß ( N — 1) und N zu derselben Zahl r gehören folgende 
Eigenschaft. 

Das ist eine einfache Folge der Tatsache, daß 

rk(N — 1) = rt(N) — ~ 

solange h ein Nichtteiler von N ist. Dagegen ist 

rk(N~ I) - I p 

wenn k/N. Wird jetzt t— 1 und N - - u(/x) (siehe 3,3) gewählt, so 
bekommt man 

| r 1 1 ' I 
e(N~ 11) - e(N.t) - V V -JJ : 2 , • 

I itjx 4 7 k I T * 
Bei dieser Wahl ist 

*''' ' 1 I I 1 
2 t > T + T I- — — log n -\ 0(1). 
,ns " 1 - r 

also 

Weiter ist 

also 

• ( . - . . n - W D Ä g e + o ^ ) , 

log v — } log N + o( I ). /i — log N f o (log N) 



I I 
I 3 

M. Köswler: I ber ein Teilerproblem. 

Mindenstens eine der Zahlen | i — 0 ist also nicht kleiner als 
log log N , I 1 \ 

logAT~ [ logNj-

Z u s a m m e n f a s s e n d k a n n m a n also in voller Übere ins t immung mit 
den Resu l t a ten von Wienau? b e h a u p t e n , d a ß zwar i m m e r 

U— 0(N.l)\ < i 
ist, daß es aber eine unbergenzte Folge von Zahlen N gibt, für welche 

log A \ log NJ 

ist. Der wahre Konvergenzbezeich der DIRICHI.KT. Reihe (4, 4) ist also 
durch E(s) > 1 gegeben, wobei jedoch in dem Streifen 1 < K(s) ^ 2 
die Konvergenz nur bedingt ist. 


		webmaster@dml.cz
	2016-02-18T14:40:01+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




