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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK LI CisLo 32.

Asymptotické rozvoje pro funkce
L(s)al(a,s).
Napsal
M. KOSSLER.

PtedloZeno dne 30. prosince 1941.

Uvod. Necht g jest redlné o < a < 1. Déle budiZ s komplexn{ pro-
ménna. V pllroviné R (s) > 1 jest funkce { (4, s) definovadna fadou

g =Y

a=0 (@ 4+ n)*
Riemann-ova funkce { (s) jest tedy rovna { (1, s).

Pro funkce tyto odvodime v dal$im né&kolik asymptotickych rozvoju.
Zda-li tyto rozvoje majf nebo nemajf vyznam pro teorii funkce { (5) nedo-
vedu dosud posouditi. Proto se v tomto pojedndni omezim na né&kolik drob-
néjsich disledki pro jisté numerické fady. Jsou znimy souéty ndsledujicich
numerickych fad pro kazdé celistvé kladné &islo v

1 1

— P 2v—1 2v
C@) =Y = g B2
_ (— 1) _ E, s¥h
S@uv+1) *20 @n T 1B~ 2R @)
Zde jsou B, = % B, = % By = 412, ... Ysla BERNOULLI-OVA a E, = 1,

E,=1E,=5,E, =61, ... ¢isla EULEROVA. Pokud vim, nepodatfilo se
dosud sedisti fady { (2v 4 1) a S (2 7). Pro soulty téchto fad odvodime
asymptotické a limitni vzorce, které jsou zobecnénim znimé formule STIR-
LING-OVY pro log n! a WALLIS-OVY pro 7/2.

Abych osvétlil, jakou strukturu tyto vzorce majf, uvedu zde dva nej-
jednodussi. Pro usnadnénf sazby uZivdm pfi tom oznaceni

B = (R, 3).
Rozpravy: Tt II. Rot. Ll. Clao 82. 1
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Jak v daliim je dokdzino, hodi se tyto vyrazy s pfisluSnymi korekénimi
¢leny velmi dobfe k numerickému vypoctu. Zaroveii ukazuji, Ze nebude asi
mozno vyjadfiti tyto souéty jako néjaké jednoduché vyrazy obsahujici zni-
md ¢&isla jako na pf. ¢, # a pod. To nikterak nepfekvapuje, protoZe ani EU-
LEROVU konstantu C nepodafilo se dosud tak vyjadfiti. Nezbyvi tedy nic
jiného, nezli poklddati &isla ta za samostatna individua pravé tak jako &isla
e, m, C. To oviem nikterak nevyluuje moZnost vzajemnych vztahi mezi
témito ¢&isly. Jsou totiz znimy na pf. vztahy
¢ =»;—_c(2)-——1—§(3) +r i —

Coml—log g —gs B —1)— 5 = ) —1)—...

To jsou vztahy o nekone¢ném poctu ¢lent. Neni zndm Zadny podobny vztah
o kone¢ném pottu ¢lentl a jest také velmi mélo pravdépodobny.

S 1. Funk&ni rovnice {(s) a jeji transformace.
Pro funkci ¢ (s) plati jak zndmo

e 1 [ z-1dz
(1—21 ) C(S) = 1,—(8)':’/ 6‘_+_1 ........ (1)
pokud R (s) > 0. Za stejného pfedpokladu jest
1 [ s—1 p—ks — 1
1,_(3)! V4 (4 d zZ = Ts’ .......... (2)

pro kazdé komplexni %, jehoZ redlnd Cdst jest kladnd. V integrilu (1) uZiju
identity platné pro kaZdé reilné z '

| )k gmke g ()€

m =€ € + e oo + ( 1) € + ( 1)

Tak vypottu

N

epra _ NN MY ()Y FoamteNigg
=2 ()= Y% +-2,.(s)of_-e,_+_l_

Dosadim-li (1—s) misto s, obdrzim vzorec platny za pfedpokladu R(s) <1

N . ® .- )
(1=2)L(1—s)=J) ()4 : (11)—5) fz : £N++1 26"1 @
A=l 0
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Nyn{ béz{ o vyeisleni integralu (4). Postupuji pfi tom analogicky jako prof.
K. Petr v Poltu integrdlnfm, 2. vyd. str.490. druh4 pozndmka pod ¢arou. Ve
zndmém rozvoji

n 2n+ 1=
e,+—1*42 e e (5)

napisu s¢itance pravé strany ve tvaru

@n+1)n /
2+ 2n 4 1)2a2 ’

= ! —n(_l—y:'.+y,,t—...+(—1)"y.’;"+(—1)"“L“3).

2n+1) 1+y
kde% % jest pevné zvolené celé kladné éfslo a
B 2
= m@nt)

Tato identita plati pro kazdé redlné z. Dosazenim do (5) a pouZitim soultid
S (2 # + 1) uvedenych v \ivodu dostaneme rozvoj

22 E, E,
11 B g tape # ot
+ (— 1) @ g’;?,,,_za~+(—1)k+1r(z) ...... (6)

Pfi tom jest
4 %+ [ 1 1 1 _ l

7 (2) = 72 +8 |1(1+:_22)_32k+,(1_;_ i 2)+5y.+3(1+ rznz)

Tato funkce z jest stile kladnd pro viechna z> 0 a jak se snadnym podtem
pfesvédéime jest to funkce klesajici s rostoucim z. Svého maxima nabyvi
pro z = 0. Nasledkem toho miZeme psiti
_ Enyy
(2 = Gpr oy

kdeZ 6 (z) jest monotonné klesajici funkce z, kterd md maximum 8 (o) =1
a stdle klesd k hodnoté& nula pfi z — + oo.

Dosadime (6) a (6,) do (4), pak pouZijeme vzorce (2) a funkéni rovnice
I' (x + 1) = x I' (x) a také zndmé funkéni rovnice

220z . ... ... (6a)

21" (s) cosnTs
E(1-—s)= ——(271),—“3)-

Tak dosp&jeme ke koneinému vysledku, ktery nazvu transformovani
funkéni rovnice pro ¢ (s)
_2(1—29) I'(s) cos =

2
@7y tl) =
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Ep+1 o (N+l)l _
o N+k+1 he—s
RN, k)=(—T)"+ 2I'(1—s) (2% +2\|2”‘+2 [ el0. e (Z)d(,;)

Posledn{ stitanec obsahujici integril musime poklidati za ¢len zbytkovy,
protoZe obsahuje neznimou funkci 8 (z), o niZ viak vime, Ze jest monotonné
klesajfci s vlastnostmi 6 (o) = 1, 8 (o) = 0. Formule (7) byla odvozena za
téchto pfedpokladd. N a k jsou celd &isla, z nichZ prvni jest véts{ neZ nula
a druhé vétsi nebo rovné nule; dile R (s) < 1. AvSak vzorec (7) podrif plat-
nost pro cclou pilrovinu R(s) < 2 & + 3, protoZe v této pllroviné definuje
R (N, k) reguldrni funkci promé&nné s a ostatni séitanci na pravé strané (7)
jsou dokonce celistvé funkce transcendentni v s. Chceme-li tedy uZiti vorce
(7) pro pevné dané s, musime celé &islo % v druhém soudtu a ve zbytku ob-
saZené voliti tak, aby bylo 2 £ > R (s) -— 3. Za téchto pfedpokladi jest zfej-
mé pii pevném % a s
limR (N, k) =0.

N—®
Numerickou velikost zbytku lze lehko odhadnouti pro kazdé komplexni s.
Nas zde zajim4 hlavné jeho velikost ptireilném s. V tom ptipadé jest inte-
gral mensi nezli stejny integral, v némz 6 (z) jest nahrazeno ¢islem 1 a jest
tedy pro redlné s

E —1 1 \s-3- -
RV, 0 = (— s Bas (5= 6.+ 3 . ()
0<6<1.

Celé ¢islo % v rovnici (7) jest sice libovolné, aviak nemuZeme je zvétSovati
do nekonecéna. Ze vzorce pro S (2 v + 1) v tivodé jest totiZ patrno, Ze
im B2 (2] 4
e (2F)] T =
Nasledkem toho R (N, k) pti pevném N a s a pfi vzristajicim % vzristd do
nekoneéna. Transformovand rovnice (7) jest tedy asymptotickym vyrazem
podobného typu jako na pt. zndmy rozvoj pro

(—1)* B, s1—2*
log I' (s)—(s—_)logs s+—log2n+ E—ﬁﬁ+R(s k)

kde zbytkovy &len R (s, k) méd obdobné vlastnosti jako R (N, k) v (7).
V pojednéni tomto uZijeme rovnice (7) k numerickému vypoctu pro celist-
va lichd s = 2v + 1. Av8ak privé v tomto pfipadé nelze { (2v 4 1) vy-

pocisti pfimym dosazenim, nebot faktor cos 128— na levé strané (7) se anuluje.

Mohli bychom (7) déliti onfm faktorem a pak hledati limitu pravé strany pro
s—+2v 4 1. To by vedlo k derivovdni. Proto jest vyhodnéjsf derivovati
rovnici (7) podle s hned pfedem. Pro dsporu psani ozna¢im
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(s) = 3((17;1)3—) IPieos S, ... .. (8)
Derivace (7) jest pak .
P ()EE) + ()L (s) = Z (— 1)M+1ks-1log k +
k=g
(_1) l —2A-—-1 1
S B e 4] (e )
(—1)¥ Eyv d [s—1\ o, as d

Vzorec tento plati za stejnych ptedpokladii jako (7). Derivace zbytku jest zde
pouze naznacena. Nenf nijak obtiZno vypolisti ji explicite, jako pro zvlastni
pripad jest provedeno v § 3. Podobné se poéitajf i derivace daldf. ProtoZe jich
vsak zde nepouzijeme, vypoustim piisludné vzorce.

§ 2. Funkéni rovmice pro ¢ (a,s) a jeji transformace.

Metoda pouzitd v pfedeSlém odstavci hodf se na rozmanité fady Di-
richletovy, jichZ funkéni rovnice jest zndma. Pro 1zky cfl vytéeny v dvodé
budeme potfebovati jesté transformaci funkéni rovnice pro { (,s) defino-
vanou rovnéZ v vivodé. Postup po(:tu jest zcela obdobny, jako v § 1.

£e.9) = 77 f 291 g—la—1ha ‘ffl ....... (10)

Predpokladim 0< a<1, R (§) > 1.
L e e e SO
1 = co et __1 ’

er —

1 1
£(a,5) = (a+ ) + .. +W(a'7+N—)‘

+ P_(S)_E'[e—(N-i—n): 252

Dosadim (1 —s) misto s a vzorec bude platiti pro R (s) < 0.

+

zdz
et —1°

¢ (@, 1—s) _)_, @+ k)1 4+ — 1,(1 )fe (N-+o)s g—s=1 e'-il dz . . (11)

Jest

z z N 22z
e'——l—1——2—_i_”)_llz'+4n’n2 ’

—z_)lh+l

2 4 8A

R R R +“"'T:W'
a
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Dosadfm postupné za a &isla1.2x, 2.2 x, ... a stitdim. Pti tom uZiju
soudtti pro ¢ (2 v) z Givodu
= =1—5 k1 Dk ok 1 (1) ,okts
i =1 2+2( 1+ ( BT 2 (DA (),
2 ~ 1 By iy

P (z) = n)ﬁH'_"":lmska;.a (1 + T mE) = 22+ 2)

6 (2).. .(12)

A(z) jest monotonné ubyvajici funkce 1edlné proménné z pro z > 0. Mimo
to jest @ (0) =1, # (o) = 0. Dosadim (12) do (11) a provedu integraci po-
mocf (2)

. :
f@1—s =Y @+r-t — o @+ N —Lapmy 4
ka0
+ %2 (—1)* By (;k) (N + )= 4 (—1)* R (N,a, k) . . .(13)
T k=1
RN, 6 B = g 21)3‘;7, = o[ e—Na 2ht1=s §(2) dz

Vzorec tento plati pokud R (s) <2 % + 2 pfi o < a < 1. Je-li viak soucasnd
R (s) > 1 plati (13) i proa = o.

Levou stranu rovnice (13) lze vyjddfiti pro R (s) > 1 pomoci vzorce
Hurwitz-ova (Zeitschrift fiir Math. u. Phys. XXVII. 1882, p. 95.)

217 (S) os S cos 2 nan +sinﬁz sin 2 wan
(2n) n

no 2
Zvlasté pak pro a = 1, dostaneme
2 I'(s) cos ?25 £ (s)
(2 n)*
ﬁ SR JER T Bu( ) N+ (1 RV

s
k=1

e 1—s) = } (14)

n=1

~

Bi+y P e k1o _Bray s 3
VB~ oy oy [T O @ == (2k+2)N=~+2—s'

olHLCL Lo (15)
Z asymptotického rozvoje (13) vypocteme dva rozvoje téhoZ druhu pro oba
souéty na pravé strané (14). Protoze o < 1 — a < 1, dosadim do (13) (1-—a)
misto a a zidrovefi (N—1) misto N. Tak dostanu sedtenim a odec¢tenim

tal—s)+t(1—a, 1 —s) = 4(21:,(;)/ (ns) ;‘/(2atna) _

O

N
=@t W Lk ot (k= ap = — 3 [N +ap=1 + (N — )1
-1
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&
e (N—a)"l+ls§,(_ VB () [N+ @)+ (N—a)-u] +
F(—IPR(N, e, )+ R(N—1,1—a, k] . ... (16)

Pti tom pro horni kladnd znaménka jest f (¥) = cos # a pro dolnf zipornd
f () = sin ». Pro potfebu v paragrafu daldfm vypottu jesté derivaci vzorce
(15) a druhého ze vzorci (16) pfi oznaleni

9 ) = 2(2’“‘;% v =2 e,
¥ ) E00) + 9l E ) = ;k=-llogk~ y Netlog N+ T’ _NIgN |
2—1 * B, ( k) Ne- 2"logN+Z(—l)"B. 4 (; (;k))Ns_—n n
_ F(— 'd; RINE oot 7)

et sm2nan lognsin2rxan
299y T 2;(s)ZgT__-
n=1
N

= a*-tloga + Z[(k +a)-tlog. (k + a) — (k—a)*—tlog (k—a) ] —

k=1

— 3LV + @y~ log (N + &) — (N — @)~ log (V — )| —

n=1

— [V ay1og (V + )~ (N @)log (N—a))+ 5, [(N + @) — (N =a)'] +
]
+ ; (-1)»25;]: (;k__ll ) [(N + a)~*1log (N + a) — (N—a)*~**log (N—a) ]+
k ’
+Y 1, pa(say) 1+ aro— (v — -]+

+ (1 {R(N s H—RN—L1—ak} ... (a8

Pro celistva kladna s pfechdzi vzorec (15) ve zndmé vyvjidfeni soutu
N

E k=1 pomoci Bernoulli-ho polynomu. Vzorec (13) jest novy i pro celd s.
k=1

§ 3. N&kolik ddsledkii odvozenych vzorci.

Vzorce (9), (17) a (18) vedou ihned k vysledkim v tivodé naznadenym.
Zavedu jesté oznacenf uZité uz ve vzorci (18)

w0) () G) (Lt le)s—+ermo)n

XXXII.
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Jest to mnohotlen stupné (n — 1) — ko v s, ktery zfskdme derivovanim

binomického roivoje 1+ x) = 2 (:) x" podle s.
n=0

Ve vzorci (9) jest

vy s d (2(1—2) ' (s) s (1—2) I'(s)
v$) = cos g\ =@y )— BT T@wyy

Dosadime nynf s = 2 v + 1, kdeZ v jest celé &islo > 1.
2o+ 1)=0 ¢ Rv41)=(—1) (2v+t'—1).2v) ! n. (2 7)1,
Tedy
N
PR2v+1)L(2v+1) E (—1)* k*logk + (N + - ) log(N + 7—)Sl(v)+

+(N+ ) S0 + Ra.

Zde jest
.3 1,2
51(”)=(_1)NZ(_1"22»+1( (N+§) ’
k=0
k
E. [20) 1\
Su() = (— 1V Y (— 1P ot (27 (N+§) .. (19)
k=1
Zbyva vypotisti Ry derivovinim R (N, k) ze vzorce (7). ProtoZe pro
s=204+1jest =0, 20 oy,

I(l—s) = 7 I*(=2v)
dostaneme po snadném poétu

Ek+1 1 )2v—2k—2 3

LN ,0< 3 <1 (19a)
) 2 k1
( 2k +2)( j )

Ry = (_ 1)N+Ic

Vzorce privé odvozené se hodi velmi dobfe k numerickému vypoctu £ (2v -+ 1).
Pfi tom nutno upozorniti, Ze logaritmy zde se vyskytujici jsou pfirozené.
Pro kontrolu jsem poéital pfipad v = 1. JiZ pfi volbé £ =3, N =4 a za-
nedbdni zbytku R, vychdzf

i (3) = 0,0304484 .

Podle PETERS-ovych logar. tabulek jest ¢ (3) = 1,20205 69031 6 s opravou
posledni cifry. Délime-li toto &islo &fslem 4 a2, dostaneme souhlas ve viech
shora napsanych sedmi decimalach.

WALLIS-ova formule pro # jest zvlastnim pfipadem vzorce (9) pros = 1.
Abychom se vyhnuli pélu, ktery tam {(s) md, uvaZme, Ze leva strana (9)
jest vlastné derivaci vyrazu (1—2%) ¢ (1 —s). ProtoZe pak { (o) = —%,

(o) = — log 25 dostdvame z (9) pfivolbé 2 =0,s =1, N=2n

XXXII.
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7 _ 1. 1.35...2n—1) Van¥i 9
log|/2 =1
°gV €546 .. 2n) 16 @7 +3)F

a to jest formule Wallis-ova se zbytkem. Pro numericky polet jest oviem
vyhodné&jsf zvoliti & v&tsf, abychom dostali vice korekénich ¢lend.
Nyni pouzijeme vzorce (17) pro s = 2v 4 1. Zde vyjde

¢ 20 + 1) = (— 1)+ Qo)1 2-1 (27)—2, ls R(N, k) =

_ Bk+ll() Ev—Ik—l__/R
T REF12E+2)(2 - N
Celkem jest tedy

¢CRv+ 1Ry +1) = Zk"’logk—-lz—N"'logN + (201 g Voot —

2v+ )
— v1+ 5 N logN + N log N ¢, (v) -|-N % (@) 4+ Ry (—1)*,
; . (@)

pii oznaceni

k
B,
() =) (— 1) N=%*, ¢, (v) =Y (— 1)" N-#,
4 ;’.1 2% 2k 1) Z 2k 2k )
E>v . . . (20a)

Zvolime-li £ = v, jest Ry= O (N-!) a tak ndm vyjde pfi N — o li-
mitni vzorec

PRv+1)LR2v+1)=
_ (2 20) (3, 20). .. (N—1,20) (N, 20)° . exp (ga (v) N¥*+1) 21
N- g = 1 T

(N,2v 4+ 1)+

Pro v =1 jest to vzorec v tivodeé otiSt&ny. Tam jest také vysvétlen vyznam
(R, 29).

Zbyvi jesté vypodisti asymptotické vyrazy pro souéty S (2 2). K tomu
uzijeme (18), kdeZ dosadime a = 1/,, s = 2 v. Vypo&teme

Pp2v) =0,y 2v)=(—1)7x (20 —1)! (2a)-, Z = S(s)
n=]1
Ry = ;5 {R(N.a, ) —R(N—1,1—a, b)) =

@I L2, (o (v =3 =+ 1T)

Abychom zjednodusili vyraz ziskany, dosadime také do druhého z vzorci
(16) za a a s piisluiné hodnoty. Zde vyjde

_ 1 O [(4 + 1yt (dR—1y-1] 1 [(AN 4 1yt
U_P?TI“L;I[_I_ —() ]‘5[(T) —

Rozpravy: Ti 1. Re¢. LI Cislo 82. 2
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ey

+§1(— l)kzg;é(gz:}) [(4N+ l)h b (4N—-1)sv—u]

Ndsobime-li tuto rovnici log !/, a odeéteme od pfedchézejfctho vysledku. Ko-
neény vysledek ndsobime jest& faktorem 42v-1, Tak dostaneme

(—1r@o— (3" s@0 =

_)‘[(4k+ 1)-llog (4% + 1) — (4 k— 1)t log (4 k—1)] +

; AN+ 1)*tlog(4 N+ 1)— @ N—1)-tlog (4 N—1)] —

= [(4N+1)2vlog(41v+ 1) —(AN—1)* log (4 N—1)] +

[AN + 12 — @N—1)2] + S1 () + Sa (0) + (—1)* Ry 421 (22)

16 2
pr1 oznacenl
k I 4N 1 20—2k
51 () = w2 P (—ap 2 (2] [( N ogan 1~
k=1
P 2v—
(4N 1 lg(4N—1)]
k B . ’
Sa0) =47 Y~ 5% (351
kel
) 1 2v—-2k 1 2v—2k
i AN — = e (22
UN +a) v —7 ] (22a)
k>v

Volime-li £ = v, jest Ry = O (N-%) a tak dostaneme pfi N — oo limitn{ vy-
raz pro S(2v). Tato limita jest oti$téna v \ivodé pro zvlastnf hodnotu v = 1.

Ptipomindm jesté, Ze vzorce (9), (17) pfi s = 2 v umoZiiuji vypoclet fad
¢’ (2 v). Uvedu zde jen jako piiklad formuli nejjednodussi

3 ., 1 1

5oz U (@) + j5log2— g (logn + € —1) =
n+—

g 3B @n—1pn- s (2t 2)

M- o (2n—2)2»— 2 nye

Ze vzorcl odvozenych v paragrafech 1 a 2 vyplyvd takovych nume-
rickych vysledki neomezeny pocet. Stai na pf. ve vzorcich (16) a (18) do-
sazovati za & raciondlnf zlomky 1/,, 1/, 2/s 2 pod. Nemélo by viak smyslu hro-
maditi takové specidlni vysledky bez n&jaké pofidajici idee.

Transformované funkéni rovnice, které tvofi podklad celého pojedndni
1ze je&t& podstatné zobecniti. Toto zobecnéni jakoZ i nékteré disledky pro teo-
rii funkce ¢ (s) a tedy i pro teorii prvoisel hodlaim uvefejniti nékdy pozdéji.
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