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Sur les singularités des séries entières situées 
sur le cercle de convergence.*) 

Par 

Miloš Kftsšler. 

( P r é s e n t é le 26 O c t o b r e 1923.) 

Soit donnée la série entière 

f(z)=*£anz», ïtm\an |» = 1. 
fi»0 

En faisant usage de la transformation quadratique 

z = x + ^ 

on peut démontrer le théorème: 
La condition nécessaire et suffisante pour que z = el't soit 

un point singulier de la série (1) est donnée par la relation 
i 

lim\Bn\* = 1, où 

M K « ) ] 

et (â est une constante aussi petit que Von veut, indépendante de n}) 

Nous appelons le coëfficient 

fl r « + 1 n M L 4 -J 

(1) 

(B) 

•) Rozpravy Čes. Akademie roč. XXXII . , čís. 25: „O singularitách řady 
mocninné ležících na kružnici konvergencní.'-

K ó s s l e r : Rend. real. acc. naz. dei lincei, XXXII (5), 1° sem. fésc. 10°. 
p. 52S. 
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contenu dans l'expression Bn le coefficient central et les autres coëfficients 
dans cette expression le groupe du coefficient central. Cela étant, nous 
choisissons, dans l'ensemble des ant une suite 

aHl, a,ls, . . . anq -- \aHq\ (L) 

satisfaisant à la condition 
1 

lim dna I Mf = 1, 9 1 

ce qu'on peut faire toujours d'une infinité de manièrs. Ces suites du 
type (L) jouent un rôle remarquable dans la théorie des séries entières. 
Le groupe du coëfficient central anq est défini par 

anq+s, s = - A2> — A2 + 1, . . . — 1, 1, 2, . . . , 

- ' . - m - M i + o ] -
= ^ Uq X = nq (mod. 3). 

Cela posé, nous pouvons démontrer le théorème spécial: 
Choisissons une sïiite du type (L). A chaque a^ de cette 

suite un groupe de coefficients aHq+9 est associé. 
Si Von peut trouver des angles tpq de manière que 

î 
1« lim \cos(<pnq + tl>q)\*< = 1, 

2 ° COS {(pnq+s~r S<p + l l f q } > 0 , 

pour chaque q et chaque s du groupe respectif, le point z = à* est 
singulier. 

Ce théorème est une généralisation essentiel du théorème de V i v a n t i-
D i e n e s}) 

Faisant usage du théorème (I), on peut en ne changeant que les 
angles <p„, obtenir, qu'un point e c h o i s i à volonté sur la circonférence 
du cercle de convergence, devienne singulier pour f [z). Un cas particulier 
d'un tel changement est le changement du signe de an. A cet effet, choisis-
sons la suite (L) de façon que les nombres Bn , dans lesquels les membres 
de (L) occupent les positions centrales, définissent des groupes des ant 
qui n'aient pas, deux à deux, des éléments communs/*) Cela posé, choisis-

*) V i v a n t i , Riv. di Matem., vol. 3, 1893, pp. 111-114; D i e n e s , Joura. 
de Math. (6) vol. 5, 1909, pp. 327-413. 

3) Il suffit, à cet effet, de choisir la suite (L) de manière, que nq+i > (1 -f e) nq. 
e étant une constante positive aussi petite qu'on veut. 
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sons dans le théorème (I) = 2 it — <pHq et changeons dans chaque 
groupe Bk les angles <pnq+s de manière que la condition 2°) soit rempliè. 
Il est évident qu'on peut laisser simplement <pnq+s inaltéré, si la condition 
2°) est rempliè, ou y ajouter n, si elle ne Test pas. 

En choisisant convenablement une suite des suites (L) on peut, 
par un procédé analogue, atteindre en ne changeant que les angles <p„, 
ou simplement les signes de ant que chaque point d'une suite arbitraire 
ei<Ptt e* p», . . . choisi à volonté devienne singulier pour / (z). Si, en parti-
culier, la suite e* é forme un ensemble dense sur la circonférence 
du cercle de convergence, la circonférence devient la frontière du domaine 
d'existence de la fonction. Cet énoncé donne non seulement une démon-
stration nouvelle, mais encore une généralisation essentielle du théorème 
d e F a t o u - P o l y a,4) car on a ainsi un procédé déterminé pour effectuer 
les changements des signes des an> dans chaque cas particulier. 

Nous pouvons, de même généraliser un théorème de H a d a -
m a r d , 5 ) comme il suit: 

Choisissons un suite du type (L). Si à chaque a„q de cettel 
suite est associé un groupe de coefficients anq+s tels, que 

1 —A, 
2J\anq+s\+ £ \anq+*\ = \anq\.rqt 

" } . . ( I D 
o<rq< 1 ; Um 11 — rq\Nq = 1, 

tf—>oo 
la circonférence du cercle de convergence devient la frontière du 
domaine d'existence de la fonction. 

Voilà une série particulière de cette sorte 

f{z) = Zanz\ 
nm 0 

0 ^ I an | < const. pour chaque n * 2*, 
\an \ > n. const. pour chaque n = 2*, q = 1, 2, 3, . . . 

La démonstration du théorème de M. F a b r y , 6 ) généralisé d'une 
manière analogue sera donnée dans un autre mémoire. 

4) F a t o u , Acta Math. vol. 30, 1906, p. 400; P o l y a - H u r w i t z , Acta 
Math. vol. 40, 1916, pp. 179-183. 

5) H a d a m a r d, Journ. de Math. (4) 8, 1892 p. 
•) F a b r y Ann. Ec. Norm. (3) 13. 1896 pp. 107-114. 


		webmaster@dml.cz
	2016-02-20T14:27:50+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




