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ROCNIK XXXII. TRIDA 1I. CISLO 35.

O singularitich fady mocninné, leZicich na
kruznici konvergenéni.

Napsal
M. Kdssler.

Predlozeno dne 25. fijna 1923.

V Rendiconti real. accad. naz. dei lincei vol. XXXII. (5), 1° sem.
fasc. 19, 2° e 10° (1923)') uveiejnil jsem ve dvou znénich (4) a (B) (viz
K, a K;) nutnou a postalujici podminku, které musi hovéti koeficienty
dané fady mocninné, aby bod lezici na obvodu kruZnice konvergenéni
byl singulirni, po piipadé obyéejny bod funkce fadou definované. Dikaz
té&chto kriterii jest tam pouze stru¢né nazna&cn s podotlenim, Ze tuplny
bude uvetejnén jinde.

To jest prvym cilem této price (odstavec 1. a 2.). Vysledek jest
shrnut v kriteriich (4) a (B). (B) jest asi nejjednodu3si dosud znima
nutni a postatujicf podminka pro to, aby bod dany na kruZnici kon-
vergentni byl singularni po piip. oby&ejny.?)

Opiraje se o tato kriteria, konstruoval jsem v citov. pojednanich
fadu vét udavajicich vztahy mezi koeficienty fady a polohou singularit
na kruZnici konvergen¢ni. V této prici uvidim jiné véty a to obecn¥jsi,
jichZ zn&ni poklidim za definitivni. Jsou to mimo dv& vieobecné po-
znimky za kriteriem (B) zejména véty (C), (I), (II). Priklady u poslednich
dvou uvedené ukazuji, Ze dosud znimé nejobecné&jsf v&ty toho druhu
(véta Vivanti-Dienesova, mezerovi véta Hadamard-ova,
véta Fatou-Polyova)) jsou zcela specidlnimi piipady vé&t tohoto

1) Tato tti pojedndni budu v dalsim citovati jako K,, K, a K,.

) Pro porovnéni bud'tez zde citovina starsi slozitéjsi kriteria: Hadamard,
La série de Taylor etc. Pafiz 1901, p. 20, 22; Prin gsheim, Miinch. Berichte,
1912, p. 19.

% Vivanti, Riv. di Matem,, vol. 3, 1893, pp. 111—114; Dienes, Journ. de Math.
(6) vol. 5, 1909, pp. 327—-413; Fatou, Acta Math., vol. 30, 1903, p. 400; Polya-
Hurwitz, Acta Math,, vol. 40, 1916, pp. 179—183; Hadamard, Journ. de Math. (4)
vol. 8, 1892, pp. 101--186.
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pojednani. PH tom shvdi vytknouti, Ze spoleénym zdrojem viech té&chto
vét jest kriterium (B), kdezto dosud ka?d4 z nich byla odvozovina jinou
methodou. Zmin&ni zobecnéni umoZnéna jsou tedy jednak kriteriem (B)
a za druhé dislednym uvZivanim posloupnosti typu L (viz vzorec (10)),
vybranych z koeficientu dané fady mocninné. Na vyznam t&chto po-
sloupnosti pro theorii fad poteninich budiZ zde zv1ast& upozornéno.

Prostfedky tohoto pojednani jsou umyslné omezeny na zcela ele-
mentarni a proto vyloudeno jest z dvah vie, co souvisi s okruhem me-
zerové vétyv Fabryv-ovyv,) ktery vyZaduje uzivani jistych hlubsich
vlastnosti cclistvych transcendent. Zobecnéni této véty (viz také K, p.
531) bude tvoriti obsah jiné prace.

1. Rada mocninna

1

/@)= z‘oa.. P, lim| @, " =1, e (1)

méi polomér konvergence rovny jedné.
Misto komplexni proménné z zavedme novou x pomoci transformace

2= 43X . (2)

Tak obdrZime zcela formalné

f@)=fx+42) =F@#x) = TA,»,

[%] n—k\ 3\
An = fo( k ) ( 4‘) Ont
Transformace (2) zobrazuje konformné rovinu z na rovinu x ve
viech bodech, v nich%

dz 3
d—x" _— ] + _2_ x * 0-
Jedinou vyjimku tedy tvoi bod rozvétveni x = — }, z= — . Z toho

plyne, Ze vnitinim a obvodovym bodim kruhu |x|< } v roviné x odpo-
vidaji vzédjemn& jednoznaéné body vnitini a obvodové jisté jednoduché
uzaviené ktivky (epicykloidy) v roviné z, uréené transformaci (2). Obvod
této kiivky dén jest vztahem

z=3er 43 ol x<2m ...l (4)

a jest tedy pro n&€ | z| <1 s jedinou vyjimkou bodu z = 1, ktery od-
povidi hodnoté x = } (t. j. y = 0). Geometricky vyznam této okolnosti
jest, Ze epicykloida (4) lezi v rovin& z uvnitf kruZnice | z| = 1 a dotyka
se této z vnitiku v jediném bodé z = 1. Z toho vyplyva dale, Ze, je-li
s malé &slo kladné, vnitini a obvodové body kruZnice |x|< 3 4 &
zobrazi se pomoci (2) na jisty obor roviny z, ktery vybotuje z kruZnice

4) Fabry, Ann. Ec. norm. (3) vol. 13, 1896, pp. 107—114
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| 2] =1 jen v malém okolfi bodu z =1. V tomto okoli jest zobrazeni
to konformni a vzijemné& jednoznaZné. Z toho vieho plynou ihned tyto
soudy. ProtoZe f(z) jest analytickd pro | z| <1, jest F (x) analyticka
uvnitt i na obvodu kruinice | x| = } s jedinou moZnou vyjimkou v bodé
= 3. Je-li dale bod z =1 obyfejnym (singulirnim) bodem funkce f (2),
jest také bod x = } oby&ejnym (singularnim) bodem funkce F (x) a také
obricen. Mi tedy mocninni tada (3) pro F (x) polomér konvergence
rovny §, kdyz bod z =1 jest singularni pro f(z), nebo polomér kon-
vergence v&tsi mer 3, kdyZ z =1 jest oby&ejny bod funkce f(2). To
vyjadfime ve tvaru kriteria (4):
Nutnd a postacujici podminka pro to, aby z = 1 byl {;::Zgﬁ i}

bod funkce f (2), jest ddna vztahem

(4)
<3 i

lmz]A,.] {

Limes sup. v tomto kriteriu nemuze tedy byti v&tdi neZ 3/, A, jest de-
finovano v rovnicich (3).

JiZ z tohoto kriteria vyplyva fada vét (viz K, a K,), kterych zde ne-
budu opakovati. Kriterium toto zjednodusime. Dfive v3ak uvedu &tyti
pomocné véty, které v dalsim nim budou prosp&iny.

a) Jsou-li diny dvé posloupnosti kladnych &isel
a, B n=1,2 3,... ajeli
im a, = a, li_m—ﬁ,,=ﬁ,

pak .
lima,p,<af.

Je-li zvlasté lim a, = @, pak
lim a, B, = ap.
b) Jsou-li diny dv& posloupnosti &isel kompleksnich
Po poo m=1.2,3 ...
a je li pfi tom

1 L

lim|P,|* =P, lim, pa|* =p <P,

pak
L
lim|P, + p,|" = P.
c¢) JestliZe z posloupnosti reilnych ¢&isel a, # =1, 2, 3,... vy-
beteme libovolnym zpisobem jinou posloupnost a,, ¢ =1, 2,..., pak

lim e, < lim a,.
e ) o
]*
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d) Z posloupnosti redlnych &isel a, Ize vidy vybrati nekonedn& mnoha
zplsoby novou posloupnost @, , ¢ =1, 2,. .., kterd m4 limitu a o které
plati

lim e, = lim u,,.
P> 7

Véty a), ¢), d) jsou pHimé a jednoduché diusledky definice limes
superior; proto jich dikazy ponechivim &tendfi. V&ta b) jest znima
pod jménem Pringsheimov o lemma (Miinch. Ber. 1912, p. 80 nebo
Landau: Ergebnisse atd. Berlin, Springer 1916 p. 72).

2. V &isle 4, ve vzorci (3) vyskytuji se vedle koeficientti fady (1)
jesté kladné ciselné konstanty

por = (") (1)

Abychom kriterium (4) mohli zjednodusiti, musime rozhodnouti, jak se
tato ¢isla p (k) méni pfi pevném # a proménlivém £ =0, 1,2, ... [?] .

Z potatku patrné &isla ta stoupaji s rostoucim % K sledovani daldich
zmén poslouzi nim podil

o =1 _ d4hkn—Fk+1)
g (k) = PR  3(n+1—2k(n+2—2k "

Pokud bude podil ten mensi nez jedna, bude také p (k) > p (¢ — 1). Po-
vazujme podil ten g (x) za funkci spojité proménné x. Jeho derivace

4 2x2+2(n+1)(n+2)(n——2'_—1—x)
=3 m+1—2aF(n+2— 2

jest v intervalu < 0, [%] >, ktery ptichdzi v dvahu, stile kladni a

tedy g (¥) s rostoucim x tam vzristi. ProtoZe z politku jest g (x) <1,
tedy snad pro jisté x dosihne g (¥) hodnoty I a pro vétsi x bude pak stile
> 1. Jestlize takovi hrani¢ni hodnota pro x vskutku existuje, musi hovéti
rovnici
g =1,
to jest
1622 —2x8n4+11) +3(n+1) (n 4 2) =0.

Koteny této rovnice jsou

8n+lli4n\ll+ +
Toe=—" " 16

25
16 n

Pro dosti velkd # mohu uZiti binomické tady a obdrzim vyraz

8n+11:};(4n+4)

S T £ "'
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kdez
25
0<B< 33 )
Z téchto dvou kofenu lezi v uvaZovaném intervallu jen
n 7 B
=TT oW
Ptfi tom soucet
n, T _4r+1)+3
1T 16

nemuZe byti &islem celym a pievy3uje nejblize mensi &islo celistvé nej-
méné o 3/,4 (a nejvyde o 1/,s). ProtoZe pak % pro # > 16 jest men$i nez

16, bude nutn¥ celistvé &islo x nejblize mensi nez x

I» 71 _[»+1 ]

=i+l =711

Vyznam tohoto &isla jest nasledujici. Pro #» > 16 &isla p (k) s rostoucim &
nejdiive vzristaji. Nejvétsi hodnoty nabude p (k) pro # = ». Potom 7 (%)
stale ubyva. Ke kritickému % = « piislusi ve vyrazu 4, koeficient fady (1)

a n+l
"n— | ——

4 .
Nazveme ho stfedni koeficient ¢&isla A, a dokdZeme si v&tu pomocnou:
KaZdy koeficient ay fady (1) jest sttednim koeficientemn aspoii v jednom
z &isel 4,,. Vétu tu upotiebime pak v odstavci 3. Vé&ta jest identicka s tvrze-
nim: Ke kazdému celistvému a kladnému N da se nalézti celistvé a kladné

n spliiujici rovnici
n+1 ] B
n— [—74 -1 =N.

JestliZe takové # vubec existuje, pak ma jedenz tvari 4 %,4%k 4+ 1,4 % + 2,
4k + 3. Jellin=14Fk pak musibyti N =4k — [—4—k—4+1 ] = 3 k; aviak

také obracené, je-li N =3 %, hovi rovnici n =44k Jelin=4%k+1, jest
patrné N =3%k+41 a je-li konen& # =4 % + 2 nebo n =4 % + 3, jest
v obou ptipadech N -= 3% 4-2. Protoze pak N ma nutn& jeden z tvaru
3% 3%+ 1, 3% + 2, tedy nale rovnice jest fesitelna celistvym &islem »
tvaru 4%, 42+ 1, 424 2 nebo 4% + 3.

Dosud jsme urdili, které mezi &isly p (k) jest nejvEtsi a ktery jest
relativni vztah mezi sousednimi &isly p (k) a p (¢ — 1). Aviak numericky
vypotet &isla

(3 (n— R
p)=(3) Hn— 2R
§) Jak ukazuje jednoduchy pofet, plati tyto vztahy urlit®é pro » > 16.
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pro velkd # a & neni v ptesné form& vibec dostupny; na Stésti sta&i pro
naSe lely, kdyZ uZijeme Stirlingovy formule pro faktoriily. ObdrZime
po lehkém podtu

(A e
P(k)—('io) {(1—29)“? 2zng(l —2¢) '2(1 e
kdeZ ¢ = % , % —» 0, kdyZ soudasné k —-» (o, #—>» op.

Upotiebime v daldim n-tou odmocninu

(1 —e)t-e
P(k) (40)(1 -_20{1+m}, ........... (5)
lim &, = 0. E<Ce<)—4s5;, £>0.
e

Blize si vsimneme dvou specidlnich ptipada, kdyz totiz

_ 1! 'lnebo = - X
0_4::‘% 0—4__!‘.

[

kdez ¢isla b a p povaZuji za kladné konstanty na # nezivislé. V' prvém
piipadé®) bude

1
” 3 .
ch)' =2-. 1 4+9)), lim3,'=0, -----n--- (6)
(g xh)=5 ) bm @

kdezto v druhém ptipadé obdrzime

1

” m
p(T_—j:pn — (1 48), eeenrrnn... )
-,">.u>0, 6<;:, lim%),,:O,
n—y» o

nebof sougin
(2 O-ere
O
hab)’rvé svého absolutniho maxima 3 pro ¢ =1/, (v intervalu <0, } >).
Tyto vysledky pomohou nim k zjednoduSeni kriteria (4). Zvolme
libovolnou na # nezavislou konstantu u, takie
<<y}
a oznatme si celistvd &isla

[n(}—w)l=mn, [G+u)l=mn;

%) Prvé dva faktory v rovnici (5) jsou spojité funkce velidiny ¢ a nabyvaji
pro ¢ =1/, hodnoty 3¥/,. Nami uvaZované ¢ liSi se v3ak od !/, pti velikém 7 jen
o velidinu + h/n a tedy soudin prvych dvou faktori pravé strany v (5) bude se
lisiti od ¥/, jen o veli¢inu ¥adu 1/m. Toho vyrazem jest rovnice (G).
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Hslo A4, rozetteme pak ve tvar
n]
ny—1 - 2
A, =" k)( By + B - Z e (8)
k-O k=, h- +1
Prostfedni souget ozname B, , prvni C, a tfeti D,. DokaZeme si, Ze
1 R
lim A,|"=1lm|B,|".
Soucet C, a D, maji dhrnem poéet séitanca mensi nez #/2. Kazdy z téch
stitanct skladi se ze dvou faktoru, totiz a,_, a p (k). Nejvétsi mezi &isly
| @,_; | v té&chto souétech oznaéim g, a nejvétsi z faktort p (k) tam se
vyskytujicich f,. Podle vlastnosti té&chto faktora bude to bud p (#, — 1)
nebo p (n, + 1). Pak jest jisté

|C. + D, | <§.g,..f,, a tedy

1

" 11‘ ll i
|C. + D, | <( s f,, ................ (9)

Vzrista-li #, bude pii neproménlivém u stile podle (7)
1
pm—1)"'=01+8)P; pm+1)=0(1+8)7
a tedy
1
Iim f," = V&tii z é&iscl (s,, 0,) <.

Dale jest podle (1)

3
'

1
lim |a,_,|"* =1
) N—k =P >
a tedy k libovolné malému 5 di se nalézti N tak vcliké, Ze pro viechna
n — k> N plati

1
n—k

| Ay i | <1 _E- n

a tedy

1 r—k
ap|"<(l-4g) " <1 =y
Proto také

1
len]" <1+ 9
a tedy, protoZe 7 jest libovoln& malé,

1
limjg,|"< 1.

. jsou pfi tom funkece koastasty p a 1ezivisi na n. Dile jest

XXXV,



Dile jest

lim (%)% =1

Aplikujeme-li nyni na nerovninu (9) tyto vysledky a pomocnou vétu a),
obdrZime

1
lim|C, + D, |" < vétsi z &isel (0;, 0,) < 2.

V Pringsheimové pomocné v&t& b) poloZme nyni
P,=4,, p,=—C,—D,

a predpoklidejme, Ze jest jako v kriteriu (4)
1

limiA, "=3}.
Pak jsou podminky véty b) splnény a plati tedy
1 1
lim A, —C,—D,"=lim|B," =13.

1
" = 3, bude podle véty &) pro P, =B,,
1 1

p,=C, + D, také lim | A,|" = 3. Nerovnina lim | B, |7 >3 jest me-

Je-li obriacené lim B,

moZna, nebof by podle v&ty b) méla za nisledek lim A,, >} coZ od-
1

poruje v&t& (4). Zbyva je¥t& rozhodnouti co nastane, kdyz lim 4, i" <3.
1

Dusledkem podle predeslého nemie byti lim | B, |* > ] a zbyva tedy jen
1

moznost lim | B, |* < 2. V kriteriu (4) miZeme tedy &isla 4, nahraditi
jednodussimi souéty B,, takZe ziskdvame kriterium (B):
obylejny |\

Nutnd a postalujici podminka pro to, aby z = 1 byl { singuldrni |

bod fumkce (1) f (2) jest, ddna vziahem

(, +F |Tl. <';
—k A :
lim| B, B _.l_z;nm |Z(n )(%) a,—y |
!k=[ (]r—ll] ' = (B)

kdeZ p jest libovolnd kladnd konstanta
1§
0<ev<4

na n mezdvisld.
Kriterium pro libovolny obvodovy bod z = é&iv lisi se od predeslého
1en tim, e v ném klademe misto Cisel a,_ lisla an_p . 349,

%) Dilkaz jsme vedli pro g < §; avsak pro g = } prechdzi véta v kriteriuin (4).
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Dodatek pro z = ¢ ® vyplyva z této okolnosti: Ma-li funkce f (§)

singulirni -
oboteing } bod { = 4%, m4 funkce

fl (Z) = / (Z. e"’) = E a”gfi'p .o
. n=0
{Singulérni

obyée]'nf'} bod z =1 a také obricené.

Vé&ta tato jest zcela obecni a proto ve zvlaitnich pifipadech ne-
podiva pohodlného kriteria. O takovych pojednime v odstavci nésledu-
jicim. Zde v3imneme si jistych dvou obecnych dasledkid véty (B).

Necht bod z =1 jest singulirni pro funkci (1). Z ¢isel B, defino-
vanych v kriteriu (B) di se vybrati podle pomocné véty d) posloupnost
B,,q té vlastnosti, ze existuje limita

1
. 3
m |B, " =
g—>= 7 2

Tuto posloupnost mohu vidy vybrati tak, Ze kaZdé &slo B, utvoteno
jest z jinych koeficientd fady (1), to jest, Ze ty% koeficient faé'y (1) neni
obsaZen ve dvou ¢islech B, %) Mohu dokonce dociliti zplisobem v po-
zna'nce naznalenym, Ze nekonen& mnoho koeficientd 4, fady (1) nebude
sticastnéno na tvofeni &isel B, . Pofom Z%ddnou zménou téchio mesiulasiné-
nych koeficienti a, nemohu zrusiti singularitu bodu z = 1. (Pti tom ovSem

mame na mysli jen takové zmény, které nerudi zikladni podminku rov-
1

nice (1) lim | a, " = 1.) Tim vSak neni fedeno, Ze bychom nemohli tak
pozméniti jakost této singularity. Dukaz jest témé&f samoziejmy. Existuje-li
1

totiz uvaZovana limita, pak podle véty ¢) maji ¢isla | B, |" touZ anebo
vétsf limes superior a tedy podle (B) jest bod z = 1 singularni bez ohledu
na nesitastnéné koeficienty. Priklad takového rozdeleni koeficientti na
sti¢astnéné a nesitastnéné nalezne (tenai ve vé&té (I) a v piikladu 2. v od-
stavci tfetim. Dile jest ziejmo, Ze obdobna véta plati i pro singularitu
libovolného bodu z = ¢#* kruZnice konvergenéni.

Druhd poznimka dotykid se fad (1) s redlmymi koeficienty. Mai-li
takova fada na kruZmici konvergen¢ni singulirni bod z = ¢f7, musi miti
podle (B) také singul. bod komplexné sdruZeny z = ¢~*?, nebof | B,| se
substituci ¢—#7 za ¢+$¥ nezméni. Tato v&ta di se snad roziititi na vSechny
singulirni body funkce fadou takovou definované; prosttedky tohoto
pojednani k tomu v3ak nestati. Dile jest zfejmo, Ze vé&tu tuto nelze obra-

% K tomu dojdu na pi. takto: Vyberu posloupnost B,,', kterd ma shora uve-
denou limitu. Z té vynechim viechny ¢leny majici spoletné koeficienty a, s &lenem B, .
Prvnf nevypuitény bude B, - Tak pokraduji déle s timto &lenem. Vznikla posloup-
nost nevynechanych ¢lenti B,,, B, REER hovi pak podminkim.
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titi.’) Podotykam, Ze druhou poznimky jest moZno pfipojiti i k ob&ma

star$im kriterifm, kdeZto prva neplati pro kriterium odvozené z Eulerovy
transformace.

Ptejdeme nyni k aplikacim kriteria (B) na né&které zvlastni piHpady

. 3. Necht jest dina fada (1). Podle pomocné véty d) miZeme z &isel

| a, |T vybrati nekoneéné mnoha zpisoby posloupnosti a,,. ¢=1,2,.. .,

o nichz plati
1

Lim l“:.-.,' g =1 ... . (10)
9-> =
Kazdou takovou posloupnost, o niZ plati rovnice (10), budeme nazyvati
posloupnost typu L.

Jest ztejmo, Ze jedin& cxistence posloupnosti tohoto typu jest pii-
¢inou singularit, leZicich na jednotkové kruZnici.!') Proto obratime k po-
sloupnostem typu L sviij hlavni zietel.

Podle pomocné véty na str. 5—6 kazdy clen takové posloupnosti Ay,
jest sttednim koeficientem v jistém ¢isle By,. Pti tom N, uréeno jest vztahy

4n, — A

n, -A(mod3), N,= "3 ,

q

kdez A jest nejmen3i kladné feSeni napsané shody. Mimo svij stfedni
koeficient obsahuje &islo By, jesté jiné koeficienty fady (1). Ty budeme
nazyvati struéné drufina &isla Wy, Jsou to podle definice ¢isel B, v kri-
teriu (B) koeficienty

Bty S= — Ry — R+ 1L,...— 1, 41,42, +1,
kdez

) L L) b I Y ) K
e (] =[] [

Vsimnéme si nyni bliZe &isla BN,. obsahujiciho pravé koeficient a,, a jeho
druzinu.

s=—2, A
Byg= Z p(s) apserats .

s=2,
Pii tom be:eme v tvahu bod z = ¢/? a symboly p (s) nyni znacime pti-
— U .
slusné faktory tvaru (n B k)( i) v kriteriu (B), z nichZ nejvétsi jest

is
19) Rada f{z) = le — ma jen dv¢ kompl. sdruzené singularity z= 2. i,
z
avdak nemd reilné koeficienty.
11) Nebot kdyby 2idnad posloupnost typu I necxistovala, nemohlo by byti
1

le pomocné véty d) m|a,|" =1, coz by sc pridilo predpokladim.
P y " i¢ilo ptedp:
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? (0). Mimo to vime o nich

0 >p(1)>p(2 >...
PO)>p(—1)>p(—2) >...

Tedy muZeme psiti

=1,
BN, = ¢ dugtiTe  p (0) X & @, s gtrrvg L. (13a)
twm],
kdez o, jest libovolny thel a &, jsou ¢isla kladnd spliiujici vztahy
e <CE 1 <8 >8 >8>, .., =1
Uhel 9, mohu zvoliti tak, Ze souet v mezich 4,, — 1, ve vzorci (13a)
stane se tislem redlnym a kladnym.!?) Pfi této volbé bude

=4
Bug = p(0) 2 & {a,,.s]cos (@S + @ues + ¥
Sm]y

znalim-li a; =| a4 | €70, Pti libovolné volbé cisla , plati tedy
1 1
B[ 22 )™ {

1
—4: :
2_; & | a,,q+,-l cos (s + Pug+s + ¢',)}M .. (14)
Tohoto vzorce upotiebime k tomu, abychom odvodili postalujici pod-
minky pro singularitu bodu z = é®.
Podle vzorce (6) jest totiz3)

1

lim p(0)M =13,
R [Et ]
Rovnice

1
. _"_' Ng
i | 2 5,1 80,1 €05 (5 9 F @ugrs + 90 | =1,

jest tedy podle (14) a pomocné véty a) postacujici k tomu, aby

lim | By, M >3
—>o -

a tedy podle pomocné vétv d)-také postadujici k tomu, aby

1
bm B,| " >3.
n—->»m -

To vSak podle kriteria (B) znati, Ze bod z = &¥ jest singularnim. Vy-
sledek vyslovime jako vétu (C):

1) Soucet ten ma tvar: ¢*vy. kompleksnf éislo na 4, nezavislé = efvq.r. et
Volbou Y,=2x — @ dosihnu cile. Zvolim-li viak 4, jinak, bude redlnd &ast soudtu
mensi nez jeho prostd hodnota.

- : 1
) Podle nynéjdiho znaleni jest totiz p (o) identické s p ([ " :—]) phi
oznadeni uzZivaném ve vzorci (6). .

XXXV,



12

Postalujici podminka pro singularitu bodu z = e'% jest déna} C
vziahem (15) .. (€)

I tato véta jest jesté znalné obecna. Teprve specialisaci jeji do-
jdeme k fadé& v&t udavajicich nové a snadno ptehledné vztahy mezi ko-
eficienty fady (1) a polohou singularit na kruZnici konvergendni. Né&kolik
takovych specialisaci nyni uvedeme.

Stredni ¢len v soudtu (15) jest (pro s = 0)
| @y | COS (s, + W).

Zvolim-li dhly ¢, tak, ze bude

lim [cos (g, — )™ =1,

7—P>®
bude také podle véty a)

q

1

llm ‘ I al'ql COS (q’:‘q + 'pq) “\‘q = lv """"""" (16)
>

nebot a, tvofi posloupnost typu L a tedy

1 1) 7
lim|a, ™ =lim { |a, | }Tv = 1.
q 7->® "g
Stiedni &len souétu (15) sim o sob& splituje tedy rovnici (15). JestliZe
nyni druzina tohoto ¢lenu (t. j. ostatni s¢itanci v (15)) nezméni tento
stav, bude vété (C) vyhovéno. To nastane na pt. za okolnosti, které uve-
deny jsou v nasledujici vété (I):
Z koeficientui #ady (1) vyberme nékterou posloupmost typu L:
a,,q=la,,q] .e97%, g=1,2,...

Ke kaZdému a,, prislusi uréitd druZina koeficientis (viz (12)) a, ..

q

Daji-li se nalézti vhly v,, takie plati (1)

-

Ng _

10) hm { cos (‘an + 'pq) } - %
2) cos{@Pu+s TSP+ P20

pro viechna q a vsechna s (v vvahu pFichdzejici), jest bod z = &'* sin-
guldrnim bodem ¥ady (I).

Dukaz plyne z toho, 2e 1°) mi za nasledek splnéni rovnice (16) a
z podminky 2°) k tomu piipojené pak plyne ihned platnost rovnice (15).
K této v&t& nutno jest podotknouti, Ze posloupnosti typu L existuje ne-
kone¢n& mnoho pro kazdou fadu (1) ; aby bod z = ¢ ¢ byl singulérni, k tomu
stadf, splfiuje-li aspoii jedna z t&h posloupnosti vé&tu (I).
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Piiklad 1. Véta Vivanti-Dienes-oval) zni: Viechny koefici-
enty tady (1) necht majf tvar rév, » > 0, cos ¢ > & > 0, kdeZ & jest kon-
stanta. Pak z = 1 jest singulirnf bod funkce (1). To jest zcela speciilni
pHpad véty (I), jak patrno z nasledujiciho. Zvolme v (I) libovolnou po-
sloupnost L a poloime ¢, = 0, ¢ = 0. Jsou-li splnény podminky véty
V. D., pak plati také

1>cosp,, >d; cos(p, +s) >8>0,

Z prvé nerovniny plyne, Ze ve v&té (I) splnéna jest podminka 1°) a druha
nerovnina jest identicki s podminkou 29).

Z tohoto diikazu jest patrno, Ze v&ta V. D. ptipousti ostiej3i formu-
laci: Podminka cos ¢ > d > 0 nechf jest splnéna jen pro jistou posloup-
nost L, pro ostatni pak koeficienty sta¢i Zidati méné&, totit cos ¢ > 0.
Ruzna jina zol')ecnéni véty V. D. na pf. volbou ¢, =2x — g, pone-
chivam ¢&tenafi.’s)

Priklad 2. Véta I. umozfiuje nim provésti takové zmény v arku
nékterych koeficienti tady (1), Ze p.edem zvoleny bod z = ¢*# na kruz-
nici konvergenéni stane se singulirnim. Zvlastnim piipadem zmén téch
jest pouhd zména znameni pti koeficientech on&ch. Zvolime posloupnost
@n, typu L, takZe k ni ptislusnd tisla By, a tedy i druZiny koeficientu pii
a, neobsahuji Zadni dvé¢ tyZ koeficient fady (1) (viz poznimku &is. 9).
Dale zvolime thly 9, ve vété 1. obsazené ve tvaru

wq =2z — ¢nq-

Podminka 19 ve v&té té jest tedy splnéna. Aby bod dany z = ef* byl
singularnim, zbyva splniti podminku 2° Toho docilime zménou arkd
@, . s takovou, aby nerovnina 2° byla splnéna pro viechna ¢ a v3echna s.
Nejjednodu3si mezi nekone¢né mnoha moznymi zménami toho druhu jest
pak tato: Nechime thel ¢, .. beze zmény, kdyZ nerovnost 29) jest splnéna
a zv&tiime resp. zmenSime dhel ten o z, kdyZ kosinus v nerovniné ob-
saZeny jest zaporny. Tato zména arku o » jest viak identickd se zménou
znameni pti koeficientu a, .. Po zmén& té jest splnéna podminka 2°)
a tedy bod z = ¢¥ jest singularni.

Obdobné& fesi se uloha, kterd kaZe provésti zmé&nu arkd nebo zna-
meni u koeficientd fady (1) tak, aby pfedem dany koneény nebo neko-
nedny (aviak spoletny) polet bodi z = éim, éiw. .. byl skupinou bodu
singularnich pro funkci (1). K tomu cili zvolim posloupnost typu L stejné&
jako pro jediny bod. Vybe u z ni tolik riznych nekoneinych posloup-
nosti, z nichz Zadné dv& nemaji spoleény ¢&len, kolik bodi singularnich
mam utvoriti. V kaZdé takové posloupnosti provedu zmény arkd nebo
znamének pii koeficientech, jako jsme to ulinili pfi jediném bod& a to
tak, aby k posloupnosti té ptifazeny bod stal se singulairmim. Po pro-

19 1L oc,
18) Viz také K, a K,.
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vedeni v3ech téch zmén stanou se viechny Zadané body singulirnimi.
Jestlize ve zvlastnim pifpadé bodi téch jest nekonetn& mnoho a jestlize
pfi tom pokryvaji kruZnici konvergenéni viude husté, stane se kruZnice
ta ptirozenou hranici funkce (1). To pak jest v podstaté obsah véty F a-
tou-Polyovyl' V dosud znamych dikazech této véty neni vSak
ukédzino, jak zména znamének mai se provésti. V odstranéni tohoto ne-
dostatku a v moZnosti nahraditi zménu znamének zménou arki spo¢iva
nase zobecnéni.

Jina aplikace véty (C) pfivede nis k podstatnému zobecn&ni znimé
véty Hadamardovy.') Vyslovme ihned vysledek:

Vyberme mezi koeficienty ¥ady (1) posloupnost typu.L: a,, a,,. ..
Jestli%e o koeficientech druliny kakdého z Cisel a, bude platiti

1 i—y
Zia,.s|+2 a, ., =ia,lj.r
! b i . q,
s=2, 7 =1 7 7 (I1)

kdez

1
0Zr, <1, lm 1 —r|Y=1,

pak kruinice konmvergemini jest prirozemou hramici fumkce (I). J
O levé strané vzorce (15) plati totiZ za podminek vétou vyslovenych
a pti volbé ¢, =2z — o, . 28 jest vEétsi neZ ¢&islo
1 1 1

{ 8,1 — an .7} =]a M. 1—7 ™.

1

Protoze lim ; a, | = 1 jest limes sup. ve vzorci (15) v&tsi nebo rovno 1.
—>w
Prvi moznost by vedla podle (15) k soudu

1
lim B, " >3,
=3 o
coz jest podle v&ty (B) nemoZné. Zbyva tedy jen moZnost druhd, kterd
1) 1. c. V'éta ona zni: Ke kazdé fadé (1) 1ze zvoliti posloupnost &, &, &, ... ¢,
<., kde kazdé e, = 4 1, takZe Ffada
age, +a, L z2ta,62+ ...
mi jednotkovou kruznici za prirozenou hranici.
1) 1. c. Véta ta zni: Potendnri fada (1) necht mi tvar

@®
i) =2Za,, ™ . 0Lm <my <...)
k=l

Pri tom nechf existuje kladna konstanta e, takze
my . > (1 + &) my.

Pak fada ma jednotkovou kruznici za pfirozenou hrarici.
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podle véty (C) dosta&f k tomu, aby kterykoliv bod z = ¢! % (pro libovolné g)
byl singularnim pro tadu (1).

JiZ zcela speciilni volba 7, = 0 vede k vé&té obecnéjdi neZ jest H a-
damardova v tom sméru, Ze ,,mezery’’ v koeficientech tady (1) ne-
musi nasledovati po kaz dé m &lenu od nuly razném. Stadi totiz, kdyz
jsou rovny nule jen koeficienty tvofici druziny posloupnosti L.

Jina volba ¢isla 7,, na pt.

' konst:_

r
L

vede k fadim tvaru (1), v nichZ dokonce Zfddny koeficient nemusi byti
roven nule a pfi nichZ ptece kruZnice konv. jest ptirozenou hranici. PH-
kladem takové fady jest ta, v niz
0<a,|<lkonst. pro n*+2,¢9=1,2,3,...
| as]| S konst. n pro n = 24,

Ctenit se sim snadno ptresvédd{, Ze tato tada spliiuje 2ddané podminky,
kdyZ konstantu g v kriteriu (B) se vyskytujici vhodn& zvolime.
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