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ROCNLK X X X I I . T R I D A I I ciSLO ar,. 

O singularitách rady mocninné, ležících na 
kružnici konvergenční. 

Napsal 

M. KBssIer. 

P ř e d l o ž e n o d n e 2(5. ř í j n a 1923. 

V R e n d i c o n t i reá l . accad . naz . de i l incei vol . X X X I I . (5), 1° sem. 
fasc . 1°, 2° e 10° (1923)') u v e ř e j n i l j s e m v e d v o u zněn ích {A) a (B) (viz 
KÁ a Ka) n u t n o u a pos t aču j í c í p o d m í n k u , k t e r é m u s í h a v ě t i koe f i c i en ty 
d a n é ř a d y mocn inné , a b y b o d ležící n a o b v o d u k ružn ice k o n v e r g e n č n í 
b y l s ingulární , p o p ř í p a d ě o b y č e j n ý b o d f u n k c e ř a d o u de f inované . D ů k a z 
t ě c h t o kr i te r i í j e s t t a m pouze s t r u č n ě n a z n a č e n s p o d o t č e n í m , že ú p l n ý 
b u d e u v e ř e j n ě n j inde . 

T o j e s t p r v ý m cí lem t é t o p r á c e (odstavec 1. a 2.). Výs ledek j e s t 
s h r n u t v k r i t e r i í ch (^4) a (B). (B) j e s t as i ne j j ednodušš í d o s u d z n á m á 
n u t n á a pos t aču j í c í p o d m í n k a p r o to , a b y b o d d a n ý n a k ružn ic i kon -
ve rgenčn í b y l s ingu lá rn í p o př íp . obyče jný . 2 ) 

O p í r a j e se o t a t o k r i t e r i a , k o n s t r u o v a l j s e m v c i tov . p o j e d n á n í c h 
ř a d u v ě t u d á v a j í c í c h v z t a h y m e z i koef ic ien ty ř a d y a po lohou s ingular i t 
n a k ružn i c i konvergenčn í . V t é t o p r á c i u v á d í m j iné v ě t y a t o obecnějš í , 
j i chž zněn í p o k l á d á m z a def in i t ivn í . J s o u t o m i m o d v ě všeobecné po -
z n á m k y z a k r i t e r i e m (B) z e j m é n a v ě t y (C), (I), ( I I ) . P ř í k l a d y u pos ledních 
d v o u u v e d e n é u k a z u j í , že dosud z n á m é ne jobecně j š í v ě t y t o h o d r u h u 
(vě ta V i v a n t i -D i e n e s - o v a , meze rová v ě t a H a d a m a r d - o v a , 
v ě t a F a t o u - P o 1 y o v a) ') j sou zce la spec iá ln ími p ř í p a d y v ě t t o h o t o 

l) Tato tři pojednání budu v dalším citovati jako Kt, A", a Kt. 
•) Pro porovnání buďtež zde citována starší složitější kriteria: H a d a m a r d , 

La série de Taylor etc. PaHž 1901, p. 20, 22; P r i n g s h e i m , Miinch. Berichte, 
1912, p. 19. 

*) Vivanti, Riv. di Matem., vol. 3, 1893, pp. 111 — 114; Dienes, Journ. deMath. 
(6) vol. 5, 1909, pp. 327-413; Fatou, Acta Math., vol. 30, 1903, p. 400; Polya-
Hurwitz, Acta Math., vol. 40, 1916, pp. 179—183; Hadamard, Journ. de Math. (4) 
vol. 8, 1892, pp. 101-186. 

R o t p r a v y : RoF. XXXII. Tf. II. C. 3I>. 1 
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p o j e d n á n i . P ř i t o m s h š í v y t k n o u t i , že společným z d r o j e m všech t ě c h t o 
v ě t j e s t k r i t e r i u m (B), k d e ž t o d o s u d k a ž d á z nich b y l a o d v o z o v á n a j i nou 
m e t h o d o u . Z m í n ě n á zobecnění u m o ž n ě n a j sou t e d y j e d n a k k r i t e r i em (B) 
a z a d r u h é d ů s l e d n ý m u ž í v á n í m pos loupnos t í t y p u L (viz vzorec (10)), 
v y b r a n ý c h z koef ic ien tů d a n é ř a d y mocn inné . N a v ý z n a m t ě c h t o po-
s loupnos t i p r o theor i i ř a d po tenčn ích bud iž zde zv l á š t ě upozorněno . 

P r o s t ř e d k y t o h o t o p o j e d n á n í j sou ú m y s l n ě o m e z e n y n a zcela ele-
m e n t á r n í a p r o t o v y l o u č e n o jes t z ú v a h vše , co souvisí s o k r u h e m me-
zerové v ě t y F a b r y - o v v , 4 ) k t e r ý v y ž a d u j e už íván í j i s tých h lubš ích 
v l a s tnos t í cel is tvých t r anscenden t . Zobecněn í t é t o v ě t y (viz t a k é p . 
531) b u d e tvoř i t i obsah j iné práce. 

1. R a d a mocn inná 
i. 

f ( z ) = £ a,,*», Ittn | a„ = 1, (1) 
n-0 

m á po loměr konvergence r o v n ý j edné . 
Mís to komplexn í p r o m ě n n é z z aveďme novou * pomocí t r a n s f o r m a c e 

Z = X + $ x* (2) 

T a k obdrž íme zcela fo rmá lně 

/ (*) = / (* + $X*) = F (x) = £Anx", 
,i-0 

[ 2 ] / « _ k \ ( 3 \ * 
(3) 

T r a n s f o r m a c e (2) z o b r a z u j e k o n f o r m n ě ro v in u z n a r o v in u x v e 
všech bodech , v nichž 

dz 3 
l i = ' + - 2 - * * o . 

J e d i n o u v ý j i m k u t e d y tvoř í b o d r o z v ě t v e n i x = — | , z = — Z t o h o 
p lyne , že v n i t ř n í m a o b v o d o v ý m b o d ů m k r u h u \x\<\ v r o v i n ě x odpo-
v í d a j í v z á j e m n ě j e d n o z n a č n ě b o d y v n i t ř n í a obvodové j i s té j e d n o d u c h é 
u z a v ř e n é k ř i v k y (epicykloidy) v r o v i n ě z, u r č e n é t r a n s f o r m a c í (2). O b v o d 
t é t o k ř i v k y d á n j e s t v z t a h e m 

z = §e'* + $ e2iX, o<x< 2 * (4) 

a j e s t t e d y p r o ně | z\ < 1 s j e d i n o u v ý j i m k o u b o d u z = 1, k t e r ý od -
p o v í d á h o d n o t ě x = \ (t. j . % = o). G e o m e t r i c k ý v ý z n a m t é t o oko lnos t i 
j e s t , že ep icyk lo ida (4) leží v rov ině z u v n i t ř k ružn i ce | z \ = 1 a d o t ý k á 
se t é t o z v n i t ř k u v j e d i n é m b o d ě z = 1. Z t o h o v y p l ý v á dá le , že, je- l i 
» m a l é číslo k l adné , v n i t ř n í a o b v o d o v é b o d y k ružn ice | x | < 3 + e 
zobraz í se pomocí (2) n a j i s t ý obor r o v i n y z, k t e r ý v y b o č u j e z k r u ž n i c e 

*) Fabry, Ann. Ec. norm. (3) vol. 13, 1896, pp. 107-114 
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| z | = 1 j en v m a l é m okolí b o d u z = 1. V t o m t o okolí j e s t zobrazen í 
t o k o n f o r m n í a v z á j e m n ě j ednoznačné . Z t o h o v š e h o p lynou i h n e d t y t o 
soudy . P ro tože f (z) j e s t a n a l y t i c k á p r o \z\ < 1 , j es t F (x) a n a l y t i c k á 
u v n i t ř i na obvodu k ružn ice | x | = $ s j ed inou m o ž n o u v ý j i m k o u v b o d ě 
x = %. Je- l i dá le b o d z = 1 o b y č e j n ý m (singulárním) b o d e m f u n k c e / (z), 
j e s t t a k é b o d x = $ o b y č e j n ý m (singulárním) b o d e m f u n k c e F (x) a t a k é 
obráceně . Má t e d y m o c n i n n á ř a d a (3) p r o F (x) po loměr konvergence 
r o v n ý $ , k d y ž b o d z = 1 j e s t s ingulární p r o f (z), n e b o po loměr kon -
vergence vě tš í než k d y ž z= 1 j es t o b y č e j n ý b o d f u n k c e / (z). T o 
v y j á d ř í m e v e t v a r u k r i t e r i a (^4): 

Nutná a postačující podmínka pro to, aby z = 1 byl | J 

bod funkce f (z), jest dána vztahem 

lim I A, ř{-i 

(A) 

Limes sup . v t o m t o kr i te r iu n e m ů ž e t e d y b ý t i vě t š í než Am j e s t de-
f i n o v á n o v rovnicích (3). 

J i ž z t o h o t o k r i t e r i a v y p l ý v á ř a d a v ě t (viz a K J , k t e r ý c h zde ne-
b u d u o p a k o v a t i . K r i t e r i u m t o t o z j ednoduš íme . D ř í v e v š a k u v e d u č t y ř i 
pomocné v ě t y , k t e r é v da l š ím n á m b u d o u p rospěšný . 

a) J sou- l i d á n y dvě pos loupnos t i k l a d n ý c h čísel 

«», n = 1, 2, 3 , . . . a je-l i 

Um a„ = a, lim /J„ = (t, 
p a k 

Um aH fin < a 0. 

Je-l i zv láš t ě lim a„ = a, p a k 

Um a„pH = a fi. 

b) Jsou- l i d á n y d v ě pos loupnos t i čísel kompleksn ích 

P„ Pn. « - 1 2, 3, . . . 
a je li p ř i t o m 

t i 
m | Pn |" = P, Um, |- =p<P, 

p a k 

M\Pm + p„\" =P. 

c) Jes t l iže z pos loupnos t i r eá lných čísel on , n = 1, 2, 3, . . . v y -
b e ř e m e l ibovo lným z p ů s o b e m j inou pos loupnos t a^, q = 1, 2, . . ., p a k 

lim a . < lim a„. 

1* 
XXXV. 
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d) Z pos loupnos t i r eá lných čísel a n lze v ž d y v y b r a t i nekonečně m n o h a 
z p ů s o b y novou pos loupnos t a„t, q = 1, 2 , . . k t e r á m á l imi tu a o k t e r é 
p la t í 

lim an = lim u„. 

V ě t y a), c), ď) j sou p ř í m é a j e d n o d u c h é d ů s l e d k y def inice l imes 
s u p e r i o r ; p r o t o j ich d ů k a z y p o n e c h á v á m č t ená ř i . V ě t a 6) j es t z n á m a 
p o d j m é n e m P r i n g s h e i m o v o l e m m a (Münch. Ber . 1912, p . 80 n e b o 
L a n d a u : Ergebnisse a t d . Ber l in , Spr inger 1916 p . 72). 

2. V čísle An v e vzorc i (3) v y s k y t u j í se vedle koef ic ien tů ř a d y (1) 
j e š tě k l a d n é číselné k o n s t a n t y 

" M - l ' X D * 
A b y c h o m k r i t e r i u m (A) mohl i z j ednoduš i t i , m u s í m e rozhodnou ti , j a k se 

t a t o čísla p (k) měn í p ř i p e v n é m n a p roměn l ivém k = 0, 1, 2, . . . " | . 

Z p o č á t k u p a t r n ě čísla t a s t o u p a j í s ros touc ím k. K s ledování dalších 
z m ě n poslouží n á m podí l 

p (k - 1) 4 k (» - k + 1) 
g(A) = p (k) 3 (n + 1 - 2 k) (n + 2 - 2 k) " 

P o k u d b u d e podí l t e n menš í než j e d n a , b u d e t a k é p (k) > p (k — 1). Po -
v a ž u j m e pod í l t e n g (x) z a f u n k c i spojité p r o m ě n n é x. J e h o der ivace 

4 2 * + 2 (« + 1) (n + 2) ( - * ) 

* ^ = T (n + 1 — 2 x)1 (n + 2 - 2 xf 

j e s t v i n t e r v a l u < 0, j^^-J > , k t e r ý př ichází v ú v a h u , s tá le k l a d n á a 

t e d y g (x) s r o s touc ím x t a m v z r ů s t á . P ro tože z p o č á t k u j e s t g (x) < 1, 
t e d y snad p r o j i s té x d o s á h n e g (x) h o d n o t y 1 a p r o vě t š í x b u d e p a k s tá le 
> 1. Jes t l iže t a k o v á h r a n i č n í h o d n o t a p r o * v s k u t k u ex is tu je , m u s í h o v ě t i 
rovnic i 

S (*) = 1. 
t o j e s t 

16 x* - 2 x (8 n + 11) + 3 (« + 1) (» + 2) = 0. 

K o ř e n y t é t o rovnice j sou 
i / 2 25 

_ 8 " + n ± 4 * V 1 + » + Í6V 
X i , t - 16 

P r o dos t i v e l k á n m o h u už i t i b inomické ř a d y a o b d r ž í m v ý r a z 

_ 8 n + l l ± ( 4 n + 4) B 
i 6 - ± » ' 

XXXV. 



5 

kdež 

Z t ě c h t o dvou k o ř e n ů leží v u v a ž o v a n é m in te rva l lu j e n 

_ n 7 _ £ 
* ~ T + 1 6 n ' 

P ř i t o m součet 
, JT 4 (n + 1) + 3 

I T 16 ~ 16 

n e m ů ž e b ý t i č ís lem c e l ý m a p ř e v y š u j e ne jb l íže menš í číslo ce l is tvé n e j -

m é n ě o 3/i« ( a n e j v ý š e o l c / ,6). P r o t o ž e p a k — p r o n > 16 j e s t menš í než 

Vh» b u d e n u t n ě cel is tvé číslo * ne jb l íže menš í než x 

[ Ť ^ H - Í 1 ] « = l t + 
V ý z n a m t o h o t o čísla j e s t nás leduj íc í . P r o n > 16 čísla p (k) s r o s touc ím k 
n e j d ř í v e v z r ů s t a j í . N e j v ě t š í h o d n o t y n a b u d e p (k) p r o k = x. P o t o m P (k) 
s tá le u b ý v á . Ke k r i t i ckému k = x př ís luší ve v ý r a z u A„ koef ic ien t ř a d y (1) 

N a z v e m e h o střední koef ic ien t čísla A„ a d o k á ž e m e si v ě t u p o m o c n o u : 
K a ž d ý koef ic ien t a N ř a d y (1) j e s t s t ř e d n í m koe f i c i en tem aspoň v j e d n o m 
z čísel A n . Vě tu t u u p o t ř e b í m e p a k v o d s t a v c i 3. V ě t a j e s t iden t i cká s tv rze -
n í m : K e k a ž d é m u ce l i s tvému a k l a d n é m u N d á se n a l é z t i cel is tvé a k l a d n é 
n sp lňuj íc í rovnic i 

Jes t l i že t a k o v é » v ů b e c ex i s tu je , p a k m á j e d e n z t v a r ů 4 k, 4 k + 1, 4 k + 2, 

4 k + 3. Je- l i n = i k, p a k m u s í b ý t i N = 4 k - 1 ] = 3 k; a v š a k 

t a k é obráceně , je-l i N = 3 k, h o v í rovnic i n = 4 k. Je - l i n = 4 k + 1, j e s t 
p a t r n ě N = 3 k + 1 a je-li konečně » = 4 £ + 2 n e b o « = 4 ^ + 3, j e s t 
v obou p ř ípadech N - - 3 k + 2 . P ro tože p a k N m á n u t n ě j e d e n z t v a r ů 
3 k, 3A + 1, 3A + 2, t e d y naše rovnice j e s t ř e š i t e lná ce l i s tvým číslem » 
t v a r u 4 k, 4A + 1, 4A + 2 n e b o 4 £ + 3. 

D o s u d j sme určil i , k t e r é mez i čísly p (k) j e s t ne jvě t š í a k t e r ý j e s t 
r e l a t ivn í v z t a h mez i sousedn ími čísly p (k) a p (k — 1). A v š a k n u m e r i c k ý 
v ý p o č e t čís la 

P W ~ \ 4 ) k\ (n - 2 k)T 

') Jak ukazuje jednoduchý počet, plati tyto vztahy určité pro n > 10. 

XXXV. 
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p r o v e l k á n a k nen í v p řesné f o r m ě v ů b e c d o s t u p n ý ; n a š těs t í s tač í p r o 
n a š e úče ly , k d y ž u ž i j e m e S t i r l ingovy fo rmule p r o f a k t o r i á l y . O b d r ž í m e 
p o l e h k é m p o č t u 

' < * > - ( ^ n i ^ v r i š T ^ M i- <•+<>•• 
k 

k d e ž Q = — , 0, k d y ž současně k <x>, n— >• oo-

U p o t ř e b í m e v da l š ím « - tou odmocn inu 

• 

lim &/. = 0. e < (f < i — t; e > 0. 
* ->- OD „ 

Blíže si v š i m n e m e d v o u speciálních p ř í p a d ů , k d y ž tot iž 

1 h 1 
9 = 4 n e b ° 9 = 4 

k d e ž čísla h a ¡i p o v a ž u j i za k l adné k o n s t a n t y n a n nezávislé. p r v é m 
p ř í p a d ě 0 ) b i de 

¿ ( t ± A ) " = 2 " (1 + »• ' ) . ( 6 ) 

k d e ž t o v d r u h é m p ř í p a d ě obdrž íme 

p ( ^ ± p n ) " = o . ( ! + * „ ) , (7) 

^ > ,u > 0, <x < 2 , lim»,, = 0, 
N —V ® 

neboť součin 

/ 3 , 
V 4 „ 1 

3 ( 1 - t » ) 1 - ® 
( 1 - 2 

n a b ý v á svého absolutního m a x i m a § p r o p = V4 (v in t e rva lu < o, .J > ) . 

T y t o v ý s l e d k y p o m o h o u n á m k z j e d n o d u š e n í k r i t e r i a (A). Zvo lme 
l ibovolnou n a n nezávis lou k o n s t a n t u ¡i, t a k ž e 

0 <p<\ 

a o zn a č m e si cel is tvá čísla 

[ « ( 7 - *•)]. = "1. [» ( i + *»)] = " 2 ; 

•) Prvé dva faktory v rovnici (fi) jsou spojité funkce veličiny e a nabývají 
pro Q = '/« hodnoty '/«• Námi uvažované f liší se však od '/« při velikém n jen 
o veličinu ± h/n a tedy součin prvých dvou faktorů pravé strany v (6) bude se 
lišiti od */i jen 0 veličinu řádu 1 In. Toho výrazem jest rovnice ((VI. 

XXXV. 
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číslo A„ rozeč teme p a k v e t v a r 

a . + <•> 
k-0 « / \ 4 / *= , k- ,+i 

P r o s t ř e d n í součet označme B„ , p r v n í C„ a t ř e t í Dir D o k á ž e m e si, že 
i i 

lim A„ | r = Itm | B„ 
Souče t C„ a Dn m a j í ú h r n e m poče t sč í t anců menš í než M/2. K a ž d ý z těch 
sč í t anců sk l ádá se ze dvou f a k t o r ů , to t iž an_k a p (k). Ne jvě t š í mezi čísly 
j a,,-* ; v t ě c h t o součtech označ ím g„ a ne jvě t š í z f a k t o r ů p (k ) t a m se 
v j ' s k y t u j i c i c h /„. Podle v las tnos t í t ě c h t o f a k t o r ů b u d e t o b u d p (nx — 1) 
n e b o p («2 + 1). P a k jes t j i s tě 

Ťí 
\Cn + D„\ < _ . g„ . /„ a t e d y 

I _L i . i . 
I Cn + D n \ " < ^ ) " g n " f „ " (9) 

Vzrůs tá - l i n, b u d e p ř i nep roměn l ivém p s tá le podle (7) 
i 

p K - 1)"'7= Cl (1 + #)<*>; p («2 + 1) = *2 (1 + #?>)7) 

a t e d y 

l im / „ " = Větší z čišel (<r, < • j • 

D á l e j es t pod le (1) 
i 

to» I "«-k | " "* = 1 
v —k — 00 

a t e d y k l ibovolně m a l é m u ij d á se na léz t i N t a k vel iké, že p r o v š e c h n a 
n — k>N p l a t í 

i 
I — I II—k . -I T 
| an_„| < 1 ; n 

a t e d y 
i 

; an_„ \" < (1 H- ri) " < 1 17. 
P r o t o t a k é 

i 

I gn r < 1 + n 

a t e d y , p ro tože t] j es t l ibovolně ma lé , 

lim | gn |" < 1. 

7) ff, a a . jsou při tom funkce konstanty /» a i ezávisí na n. Dále jest 

XXXV. 
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D á l e j e s t 

A p l i k u j e m e - l i n y n í n a n e r o v n i n u (9) t y t o v ý s l e d k y a p o m o c n o u v ě t u a) , 
o b d r ž í m e 

i 
lim | Cn + D„ \" < v ě t š í z čísel , a2) < » . 

V P r i n g s h e í m o v ě p o m o c n é v ě t ě b) po ložme n y n í 

Pn = An, pn = - Cn-D„ 

a p ř e d p o k l á d e j m e , že j e s t j a k o v k r i t e r i u (^4) 

i 
Um i An "= 3. 

P a k j sou p o d m í n k y v ě t y b) s p l n ě n y a p l a t í t e d y 
i 

Uin A„ - C„ - Dn í r = íiin \ Bn !" = | . 
\ 

Je - l i o b r á c e n ě lim B„ ]" = § , b u d e pod le v ě t y b) p r o P„ = B„, 
i _i_ 

p„ = C„ + D„ t a k é lim \ A„ |" = | . N e r o v n í n a lim \ Bn | " > f j e s t nc -
í 

m o ž n á , neboť b y pod le v ě t y b) m ě l a z a n á s l e d e k lim A," > | , což o d 

p ó r u j e v ě t ě (^4). Z b ý v á j e š t ě r o z h o d n o u t í co n a s t a n e , k d y ž lim A„ |" < £ • 

D ů s l e d k e m pod le p ř e d e š l é h o n e m ů ž e b ý t i lim \ Bn > | a z b ý v á t e d y j e n 

m o ž n o s t lim \ Bn | " < j{. V k r i t e r i u {A) m ů ž e m e t e d y č í s la An n a h r a d i t i 
j e d n o d u š š í m i s o u č t y B„, t a k ž e z í s k á v á m e k r i t e r i u m (B): 

Nutná a postačující podmínka pro to, aby z = 1 byl j ^^¿rni 1 

bod funkce (1) f (z) jest, dána vztahem 

* _ > - [ ( - : • ' : ] i v 

i . • 

kdež p jest libovolná kladná konstanta 

1 

na n nezávislá. 
Kriterium pro libovolný obvodový bod z = &f Uší se od předešlého 

jen tím, ie v něm klademe místo čísel čísla a„_* . e~ikf. 

•) Důkaz jsme vedli pro fi < ^ ; avšak pro (»= J přechází věta v kriterium (A). 
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D o d a t e k p r o z = v y p l ý v á z t é t o oko lnos t i : Má-li f u n k c e / ({) 

{ o S ^ ý l b 0 d ř = <!"'máfUnkCe o b y č e j n ý 
« 

fx (z) = j {z . e* v) = Z ane :i,r. zn 

n - 0 

(s ingulární 1 z = \ a. t a k é obráceně , 
o b y č e j n ý j 

V ě t a t a t o j e s t zce la obecná a p r o t o v e zv l á š tn í ch p ř í p a d e c h ne-
p o d á v á p o h o d l n é h o k r i t e r i a . O t a k o v ý c h p o j e d n á m e v o d s t a v c i nás ledu-
j íc ím. Zde v š i m n e m e si j i s t ý c h d v o u o b e c n ý c h d ů s l e d k ů v ě t y (B). 

Nechť b o d z = 1 j e s t s ingu lá rn í p r o f u n k c i (1). Z čísel Bn def ino-
v a n ý c h v k r i t e r iu (B) d á se v y b r a t i pod le p o m o c n é v ě t y d) pos loupnos t 
B„9 t é v las tnos t i , že ex i s tu j e l i m i t a 

i 
lim\B "-» = * . 

T u t o pos loupnos t m o h u v ž d y v y b r a t i t a k , že k a ž d é číslo B„ u t v o ř e n o 
j e s t z j iných koef ic ien tů ř a d y (1), t o j e s t , že t ý ž koef ic ien t ř a d y (1) nen í 
o b s a i e n v e d v o u číslech B„^.9) Mohu dokonce docíl i t i z p ů s o b e m v po-
z n á m c e n a z n a č e n ý m , že n e k o n e č n ě m n o h o koef ic ien tů a N ř a d y (1) n e b u d e 
súčas tněno n a t vo řen í čísel Potom žádnou změnou těchto nesúčastné-
ných koeficientů aN nemohu zrušiti singularitu bodu z = 1. (Př i t o m ovšem 
m á m e n a mysl i j e n t a k o v é z m ě n y , k t e r é neruší z á k l a d n í p o d m í n k u rov-

í 
nice (1) lim | a„ j" = 1.) T í m v š a k nen í řečeno, že b y c h o m nemoh l i t a k 
pozměni t i jakost t é t o s ingula r i ty . D ů k a z j e s t t é m ě ř s a m o z ř e j m ý . Ex is tu je - l i 

to t iž u v a ž o v a n á l imi t a , p a k pod le v ě t y c) m a j í čísla | B„ | " t o u ž a n e b o 
vě tš í l imes super ior a t e d y pod le (B) j e s t b o d z = 1 s ingulárn í bez oh ledu 
n a nesúčas tněné koef ic ien ty . P ř í k l a d t a k o v é h o rozdělení koef ic ien tů n a 
sůčas tněné a ne súčas tněné na lezne č t ená ř v e v ě t ě (I) a v p ř í k l a d u 2. v od-
s t avc i t ř e t ím . D á l e j e s t z ř e j m o , že o b d o b n á v ě t a p l a t í i p r o s ingular i tu 
l ibovolného b o d u z = e1? k ružn ice konvergenčn í . 

D r u h á p o z n á m k a d o t ý k á se ř a d (1) s reálnými koef ic ien ty . Má-li 
t a k o v á ř a d a n a k ružn i c i konvergenčn í s ingulárn í b o d z = e1^, m u s í mí t i 
podle (B) t a k é s ingul . b o d k o m p l e x n ě s d r u ž e n ý z = e~* v, neboť | B„ | se 
subs t i tuc í e~*'f z a e+ir nezmění . T a t o v ě t a d á se s n a d rozšíř i t i n a všechny 
s ingulární b o d y f u n k c e ř a d o u t a k o v o u d e f i n o v a n é ; p r o s t ř e d k y t o h o t o 
p o j e d n á n í k t o m u v š a k nes tač í . Dá le j es t z ř e j m o , že v ě t u t u t o nelze obrá-

•) K tomu dojdu na pr. takto: Vyberu posloupnost která má shora uve-
denou limitu. Z té vynechám všechny členy majici společné koeficienty a^ s členem Bm i . 
První nevypuštěný bude Bmp. Tak pokračuji dále s tímto členem. Vzniklá posloup-
nost nevynechaných členů Bmy Bmp. . . . hoví pak podmínkám. 
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titi.10) P o d o t ý k á m , že d r u h o u p o z n á m k u jes t možno p ř ipo j i t i i k o b ě m a 
s t a r š ím kr i te r i ím, k d e ž t o p r v á nep la t í p r o k r i t e r ium odvozené z Eulerovy 
t r ans fo rmace . 

P ř e j d e m e nyn í k ap l ikac ím kr i t e r i a (B) n a něk te ré zv láš tn í p ř í p a d y 
3. Nechť jes t d á n a ř a d a (1). Pod le pomocné v ě t y i ) m ů ž e m e z čísel 

| a„ |" v y b r a t i nekonečně m n o h a způsoby posloupnost i a„9. q = 1 , 2 , . . . , 
o nichž p la t í 

i 
lim \a,, | i == ] (10) 

í - > 
K a ž d o u t a k o v o u posloupnost , o níž p la t í rovnice (10), b u d e m e nazýva t i 
posloupnost typu L. 

Jes t z ře jmo , že jedině existence pos loupnost i t oho to t y p u jes t př í -
činou s ingular i t , ležících n a j edno tkové kružnici.11) P r o t o ob rá t íme k po-
s loupnos tem t y p u L svů j h l avn í zřete l . 

Podle pomocné v ě t y n a s t r . 5—6 k a ž d ý člen t a k o v é posloupnost i aHq 

j e s t s t ř edn ím koef ic ientem v j i s tém čísle BNq. P ř i t o m Nt u rčeno jes t vz tah} ' 

n, k (mod 3), Nq = ^ , í ? 3 _ * O 1 ) 

kdež A jes t ne jmenš í k l adné řešení napsané shody. Mimo s v ů j s t ředn í 
koefic ient o b s a h u j e číslo BNq ješ tě j iné koef ic ienty ř a d y (1). T y b u d e m e 
n a z ý v a t i s t ručně družina čísla a„{. J sou t o podle definice čísel B„ v kri-
ter iu (JB) koef ic ienty 

s = — ¿2, — A2 + 1, . . . — 1, -f 1, -i- 2, . . . , + 

kdež 

(12) [.v, a - , ) ] - [ ' V J - M . : , ) ] 

Všimněme si n y n í blíže čísla obsahuj íc ího p r á v ě koeficient a„9 a j eho 
d ruž inu . 

B N < L J ~ Ž ' ' p (S) a +se'•''(>•<+* . 

Př i t o m b e : e m e v ú v a h u b o d z = ¿v a s o b o l y p (s) n y n í znač íme př í -

slušné f a k t o r y t v a r u ^ ( 4 ) v kr i te r iu (B), z nichž nej větš í jes t 

e'' 10) Řada / (z) = — niá jen dvě kompl. sdružené singularity z = ± i, 
1 -t z* 

avšak r.emá reálné koeficienty. 
11) Neboť kdyby žádná posloupnost typu L neexistovala, nemohlo by býti 

podle pomocné věty d) Um | an |" = 1, což by sc příčilo předpokladům. 
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P (0). Mimo t o v í m e o nich 

¿ ( 0 ) > ¿ ( 1 ) >P(2) > . . . 

P (0) > p ( - 1) > p ( - 2) > . . . 
T e d y m ů ž e m e p s á t i 

BNq = , . p (0) £! ss a„ , , (13a) 

kdež tl>9 j e s t libovolný úhe l a ss j sou čísla k l adná splňuj íc í v z t a h y 

. . . < e_2 < í _ i < f 0 > «i > «2 > • • = 1-

Úhel tř»? m o h u zvol i t í t a k , že součet v mezích A1( — v e vzorc i (13a) 
s t a n e se číslem r e á l n ý m a k ladným. 1 2 ) P ř i t é t o vo lbě b u d e 

- a , 
Bni\ = P (0) ± «, i a„ , s 1 cos (<p s -f + I + 1>q) (13) 

znač ím- l i aa = | a9 | é^o. P ř i l ibovolné vo lbě čísla i>9 p la t í t e d y 

--- r -i- 1 1 

\ B N , r > P ( 0 ) 2 . " É s I % + s I c o s ( s <p + <p + * ř ) . . ( 1 4 ) 

T o h o t o vzorce u p o t ř e b í m e k t o m u , a b y c h o m odvodi l i postačující pod -
m í n k y p r o s ingular i tu b o d u z = év. 

Podle 
vzorce (6) j e s t totiž1 3) 

i 
lim p (0) = 2 . 

í—V 0D 
Rovnice 

1 
lim \2! es | a +t | cos (s g> + <p + s + | w ' = 1 (15) 

j—>00 j-A, * * 
j e s t t e d y podle (14) a p o m o c n é v ě t y a) pos taču j íc í k t o m u , a b y 

i 
lim | BNi

 Nq > J 
f - > ® 

a t e d y podle pomocné v ě t y d) - t aké pos taču j í c í k t o m u , a b y 
i 

lim B„ ~ > J . 
ii—> « 

T o v š a k podle k r i t e r i a (B) značí , že b o d z = ¿v j e s t s ingu lá rn ím. V ý -
sledek vys lov íme j a k o v ě t u (C): 

•») Součet ten má tvar: íiírq. kompleksní číslo na nezávislé = r . 
Volbou = 2 « — <ř dosáhnu cíle. Zvolím-li však jinak, bude reálná část součtu 
menší než jeho prostá hodnota. 

(V » + 11 \ 
ls) Podle nynějšího značeni jest totiž p (o) identicke s p M — 1 j píi 

označení užívaném ve vzorci (6). 
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Postačující podmínka pro singularitu bodu z = eif jest dána 1 
vztahem (15) j • • w 

I t a t o v ě t a j e s t j e š t ě značně obecná . T e p r v e special isací j e j í do-
jdeme k ř a d ě v ě t udáva j í c í ch nové a s n a d n o p řeh ledné v z t a h y mez i ko-
ef ic ien ty ř a d y (1) a polohou s ingular i t n a k ružn ic i konvergenčn í . Někol ik 
t a k o v ý c h specialisací n y n í uvedeme . 

S t ředn í člen v souč tu (15) j e s t (pro s = 0) 

I % | cos {<p„q -i- Ipq). 

Zvolím-li úh ly t a k , že b u d e 
i 

lim [cos (tp — il>q)]Nq = 1, 

b u d e t a k é podle v ě t y a) 
i 

lim j I % I cos (fp„q + il>q) A í = 1 (16) 
4 - > m | 

neboť alq tvoř í pos loupnos t t y p u L a t e d y 

lim | a„q
 :~K< = lim^ { | a^ | = 1. 

St ředn í člen souč tu (15) s á m o sobě s p l ň u j e t e d y rovnic i (15). Jes t l iže 
n y n í d r u ž i n a t o h o t o členu (t. j . o s t a t n í sč í tanci v (15)) nezměn í t e n t o 
s t a v , b u d e v ě t ě (C) v y h o v ě n o . T o n a s t a n e n a p ř . z a okolnost í , k t e r é u v e -
d e n y j sou v nás leduj íc í v ě t ě ( I ) : 

Z koeficientů řady (1) vyberme některou posloupnost typu L: 

% = I % l • e i V"i> ? = 1 . 2 , . . . 

Ke každému a„q přísluší určitá družina koeficientů (viz (12)) a„{+!. 

Dajírli se nalézti úhly tj>q, takže platí 
i ^ 

1«) lim { cos ( 9 t I ? + *,) = 1, 
2°) cos { 9>„í+s - r s <p + t , } > 0 

Pro všechna q a všechna s (v úvahu přicházející), jest bod z = e*v sin-
gulárním bodem řady (1). 

D ů k a z p l y n e z toho , že 1°) m á z a nás l edek sp lnění rovnice (16) a 
z p o d m í n k y 2°) k t o m u p ř ipo j ené p a k p l y n e i h n e d p l a t n o s t rovn ice (15). 
K t é t o v ě t ě n u t n o j e s t p o d o t k n o u t i , že pos loupnos t í t y p u L e x i s t u j e ne-
konečně m n o h o p r o k a ž d o u ř a d u (1); a b y b o d z = ¿v b y l s ingulárn í , k t o m u 
s tač í , sp lňuje- l i a s p o ň j e d n a z t ěch pos loupnos t í v ě t u (I). 
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Př ik l ad 1. Vě ta V i v a n t i -D i e n e s-o v a M ) zn í : Všechny koefici-
e n t y ř a d y (1) nechť m a j í t v a r r ¿v, r > 0, cos $ > 9 > 0 , kdež ů j e s t kon-
s t a n t a . P a k z = 1 jes t s ingulární b o d f u n k c e (1). T o j es t zcela speciální 
p ř í p a d v ě t y (I), j a k p a t r n o z následuj íc ího. Zvolme v (I) l ibovolnou po-
s loupnost L a položme i>t= 0, <p = 0. Jsou-l i sp lněny p o d m í n k y v ě t y 
V. D. , p a k p la t í t a k é 

1 > cos <p„f > č; cos (tprj+.) > č > 0. 

Z p r v é ne rovn iny p lyne , že ve v ě t ě (I) sp lněna j e s t p o d m í n k a 1°) a d r u h á 
ne rovn ina jes t ident ická s podmínkou 2°). 

Z t oho to d ů k a z u jes t p a t r n o , že v ě t a V. D. př ipouš t í ostřejš í fo rmu-
lac i : P o d m í n k a cos t > d > 0 nechť jes t sp lněna j en p ro j i s tou posloup-
nos t L, p ro os t a tn í p a k koef ic ienty stačí ž á d a t i méně , to t iž cos t/> > 0. 
R ů z n á j iná zobecnění v ě t y V. D. n a př . volbou t q = 2 w — q>nq pone-
c h á v á m čtenáři.1 5) 

P ř ík l ad 2. V ě t a I . u m o ž ň u j e n á m provés t i t akové z m ě n y v arku 
něk t e rých koef ic ientů ř a d y (1), že p . e d e m zvolený bod z = eif n a k ruž-
nici konvergenční s t ane se s ingulárním. Zv láš tn ím p ř ípadem z m ě n těch 
jes t p o u h á z m ě n a znamen í p ř i koeficientech oněch. Zvolíme posloupnost 
fl«í t y p u L, t a k ž e k ní př ís lušná čísla a t e d y i d ruž iny koef ic ientů p ř i 

n e o b s a h u j i ž á d n á dvě t ý ž koeficient ř a d y (1) (viz p o z n á m k u čís. 9). 
Dá le zvolíme ú h l y 4>t v e v ě t ě I . obsažené v e t v a r u 

= 2 * — 9> v 

P o d m í n k a 1°) v e v ě t ě té jes t t e d y sp lněna . A b y bod d a n ý z = e*'? by l 
s ingulárním, z b ý v á splni t i p o d m í n k u 2°. T o h o docílíme změnou a r k ů 
tpn + , t a k o v o u , a b y ne rovn ina 2° b y l a sp lněna p ro v š e c h n a q a v š e c h n a s. 
Ne j jednodušš í mezi nekonečně m n o h a m o ž n ý m i z m ě n a m i toho d r u h u jes t 
p a k t a t o : Necháme úhel q>„í+s beze z m ě n y , k d y ž nerovnos t 2°) jes t sp lněna 
a zvě t š íme resp. zmenš íme úhel t en o n , když kos inus v nerovnině ob-
sažený jes t záporný . T a t o z m ě n a a r k u o n jes t v š a k ident ická se změnou 
z n a m e n í p ř i koef ic ientu «„ f f + s . P o z m ě n ě té jes t splněna p o d m í n k a 2°) 
a t e d y b o d z = éf j es t s ingulární . 

Obdobně řeší se ú loha, k t e r á káže provés t i změnu a r k ů nebo zna-
men í u koef ic ientů ř a d y (1) t a k , a b y p ř e d e m d a n ý konečný nebo neko-
nečný (avšak spočetný) počet b o d ů z = , . . by l skupinou bodů 
s ingulárních p ro f u n k c i (1). K t o m u cíli zvol ím posloupnost t y p u L s t e jně 
j a k o p r o j ed iný bod. Vybe u z ní tolik různých nekonečných posloup-
nost í , z nichž žádné dvě n e m a j í společný člen, kolik b o d ů s ingulárních 
m á m utvoř i t i . V každé t akové posloupnost i p r o v e d u z m ě n y a r k ů nebo 
z n a m é n e k p ř i koeficientech, j a k o j sme to učinili p ř i j ed iném b o d ě a t o 
t a k , a b y k pos loupnost i té p ř i ř azený b o d s ta l se s ingulárním. P o pro-

") 1. c. 
'») Viz také A', a K,. 

XXXV. 



14 

v e d e n i všech těch z m ě n s t a n o u se v š e c h n y ž á d a n é b o d y s ingulá rn ími . 
J e s t l i že v e z v l á š t n í m p ř í p a d ě b o d ů t ěch j e s t nekonečně m n o h o a jes t l iže 
p ř i t o m p o k r ý v a j í k ružn ic i k o n v e r g e n č n í v š u d e h u s t ě , s t ane se k ružn ice 
t a p ř i rozenou h ran ic í f u n k c e (1). T o p a k j e s t v p o d s t a t ě obsah v ě t y F a -
t o u - P o 1 y o v y.16) V d o s u d z n á m ý c h d ů k a z e c h t é t o v ě t y nen í v š a k 
u k á z á n o , jak z m ě n a z n a m é n e k m á se p rovés t i . V ods t r aněn í t o h o t o ne -
d o s t a t k u a v m o ž n o s t i n a h r a d i t i z m ě n u z n a m é n e k změnou a r k ů spočívá 
n a š e zobecněn í . 

J i n á ap l ikace v ě t y (C) p ř i v e d e n á s k p o d s t a t n é m u zobecnění z n á m é 
v ě t y H a d a m a r d o v y . 1 7 ) Vys lovme i h n e d výs l edek : 

Vyberme mezi koeficienty řady (1) posloupnost tyPu.L: «„,, ant,. 
Jestliže o koeficientech družiny každého z čísel a„t bude platiti 

(II) 
£ i «„ + , \ + £ a s = i a j . rq, 

k d e ž 

o < rq < 1, Um ) 1 - rq |w* = 1, 

pak kružnice konvergenční jest přirozenou hranicí funkce (2). 

O levé s t r a n ě vzorce (15) p la t í t o t i ž z a p o d m í n e k v ě t o u vys lovených 
a p ř i v o l b ě 1>q = 2 n — <p„?, že j e s t vě t š í než číslo 

i i i 
NT 

í 

1 

P r o t o ž e lim ; a„ j N l = 1 j e s t l imes s u p . v e vzorc i (15) vě t š í nebo r o v n o 1. 

P r v á m o ž n o s t b y v e d l a pod le (15) k s o u d u 

Uik Bn ">», 
n—^ » 

což j e s t pod le v ě t y (B) nemožné . Z b ý v á t e d y j e n m o ž n o s t d r u h á , k t e r á 

le) 1. c. Věta ona zní: Ke každé řadě (1) lze zvoliti posloupnost f„, t l f « , , . . . «„ , 
. . . , kde každé e„ = ± 1 , takže řada 

"a «o + «i fi * + a2 f» * + • • • 
má jednotkovou kružnici za přirozenou hranici. 

l7) 1. c. Věta ta zní: Potenční řada (1) nechť má tvar 
m 

i (*) = £a ; m A . £ ra, < m., < . . . ) . 
A = 1 

Při tom nechť existuje kladná konstanta e, takže 

Pak řada má jednotkovou kružnici za přirozenou hranici. 

XXXV. 
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podle v ě t y (C) dos tač i k t o m u , a b y kterýkoliv b o d z = e{f (pro l ibovolné <j) 
by l s ingu lá rn ím p r o ř a d u (1). 

J i ž zcela speciální v o l b a rq = 0 v e d e k v ě t ě obecnějš í než j e s t H a -
d a m a r d o v a v t o m s m ě r u , že „ m e z e r y " v koef ic ien tech ř a d y (1) ne-
m u s í ná s l edova t i p o k a ž d é m členu od nu ly r ů z n é m . Stačí to t iž , k d y ž 
jsou r o v n y nule j e n koef ic i en ty tvoř íc í d r u ž i n y pos loupnos t i L. 

J i n á v o l b a čísla rt, n a p ř . 

konst. 

v e d e k ř a d á m t v a r u (1), v n ichž dokonce žádný koef ic ien t n e m u s í b ý t i 
r o v e n nu le a p ř i nichž přece k ružn ice k o n v . j e s t p ř i rozenou hran ic í . P ř í -
k l a d e m t a k o v é r a d y j e s t t a , v n íž 

0 < | fl„ | < konst. p r o n * 2», q = 1, 2, 3, . . . 
| an | > konst. n p r o n = 2». 

Č tená ř se s á m s n a d n o přesvědč í , že t a t o ř a d a s p l ň u j e ž á d a n é p o d m í n k y , 
k d y ž k o n s t a n t u p v k r i t e r iu (B) se v y s k y t u j í c í v h o d n ě zvol íme. 

XXXV. 
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