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ROENIK XXXI. TRIDA 1L ¢IsLo 19.-

Potencni fady s ptirozenou hranici a jejich
pokracovani ve smyslu Borelové.

Napsal
M. Kossler.

(Ptedloz2eno dne 28. dubna 1922))

E. Borel sestrojil arithmeticky vyraz

Aa
F(2) = Z.’l 7 —gife
nro jisté analyticke funkce, které maji piirozenou hranict splyvajici s kon-
vergenéni kruinici ptisludného rozvoje mocninncho.l)

Nebyly viak dosud uvefejnény — pokud jest mi zndmo — mocninné
fady, které by skuteiné& pfipoustély transformaci ve vyraz Boreliv. Se-
strojuji v tomto pojedndni transformacni formuli A4, ktera jest jistym
zobecnénim vyrazu Borclova, nebof piipousti také hromadéni se jinych
singularit nezli poli na ptirozené hranici. Pii tom piedstavuje leva strana
rovnice jednoduchou, av8ak dosti obecnou poten¢ni fadu.

Omezuji se viak pro tentokrate na vySettovani hromadicich se poli
libovolnych iadf a dospivam k obecnym vétam I, II., II1. a IV,, z nichZ
posledni jest nejdilezitéjsi.

Rovnice (9), (10) a (11) piedv a.dejl nejjednodusdi piiklady poten&nich
fad, které maji Borelovo pokratovini vné své ptirozené hranice.

O hromadéni se singularit podstatnych a algebraickych, jakoZ i o né&
kterych obecnéjsich otazkich hodlam pojednati jindy.

x* * *

1. Viechny tvahy tohoto pojednini spotivaji na jisté transformaéni
formuli, vztahujici se ke dvéma libovolnym funkcim analytickym. Defi-
nujme je fadami mocninnymi

) Emil Borel: Legons sur les fonctions monogdnes. PPaifz 1917, G. V.
Prvni myslenky té véci se tykajici obsahuje these Borelova: Sur quelqyes
points de la théorie des fonctions. Patiz 1894.
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[(2)=a,--a,z--a,22+ ... 2 <Ry. . ... (la

g =0b,+ b z+ byz2+ ... |z <Ry, . . . .. (1b)
Zvolme si nyni dv& komplexni konstanty a a v hovici nerovninim
a <1, L | )]

a utvorme analytickou funkci komplexni proménné x, definovanou fadou
-]

F@a)y= 2 f(var)b,»». . . . .. . ... (3
n=0

Dosadime-li do tohoto rozvoje misto f (z) fadu (la), obdrZzime radu
dvojnou

M8

‘m
D R N C))
) =0

F (%) =

(stitd se napted podle %), o ni% dokiZeme, Ze konvergujc absolutné pokud
x <R,
K dikazu utvofme fadu

o
Z oa, kM

k=0
kterd pro z < y < R, jist€ spliiuje napsanou nerovninu, v niz M jest
konstanta na z nezdvisla. ProtoZe pak podle (2) jest

.‘,an _S— :‘.-‘

bude i
4
D R U ¥ )

k=0
pro libovolny index .
JeZto také fada

x
X M. b, a

n=0
konverguje pokud x << R,, bude a fortiori podle (5) konvergovati i
x o«
Z b,x . Tijaga* k| socdl
nal k=0

Jest tedy dovoleno v dvojné fadé (4) zaméniti potadek scitani, aniZ
se zméni hodnota sou¢tu. Tak obdrZzime vzhledem k (1)

- 7
F(x)=h2:'og(xa")a,,y". B 3
Srovnanim s (3) dostivame zakladni vzorec transformaZni

Za.‘o jya®) b, x» = 5 gxa®)a,v*, . . . . . .. (4)

n= Hm=(
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ktery byl odvozen za podminck
¥| <R, Vvi<R, ¢ <L

Vyznam vzorce tohoto pro daldi vySetiovani spotiva v tom, Ze pravd
strana muZe za jistych podminck konvergovati v oboru Sir$im ne% levd
strana. Vzorce pouzijeme v tomto pojednini vidy tak, 7¢ ¢ a v budeme
povaZovati za konstanty, x za komplexni proménnou.

2. Druh¢ omezeni, které si pro tentokrate uklidame, spociva v tom,
Ze zvolime za g (2) funkci bud lomenou racionilnou nebo meromorfni.
Jeji poly setazené podle velikosti absolutnich hodnot

Xo X N, .

necht jsou viechny od nully rdzné; pokladejme je za znamé a rovnéz
tak né€ktery z arithm. vyrazn, které definuji g (2) v celé roviné jako na pr.
Mittag-Lefflerav rozvo) v parcialni zlomky. Funkci f (z) pti tom
nijak v obecnosti neomezujeme.
Za t&hto piedpoklada dokiZeme o analvtické funkei F (x) defino-
vané tadou (3) tyto étvii vétv:
I. Rada (3) ma tyz polom& konvergence jako fada pro g ().
I1. JestliZe .« << 1, piedstavuje prava stranarovnice (A) analy-
tick¢ pokratovani funkce F (x) platné v celé rovingé s vyjimkou spo-
cetné mnoZiny isolovanych bodu (3X)
el ko0 01,2 3.
Tvto body jsou poly funkce F (x).
TTL. Jestlize @ == ¢/ a B jest Cislo souméiitelnd = z, plati totéz
co v piipadé 1L
IV. JestliZe @ — &7 a B jest vhodné volené Cislo nesournéfitelné
s =, jest konvergencni kruZnice rady (3) jeji piirozenou hranici ve
smyslu Weierstrassov & Aviakvesmyslu Borelové pri-
poudti funkce I’ (x) pokragovani v cel¢ roving, které jest sprostfed-
kovdno pravou stranou rovnice (4); pti tom jsou singularity na-
hromadény na kruZnicich, které maji stted v pocatku a prochéazej
body %, %, x, ...
3. Dukaz prvych tii vét jest tak jednoduchy, ze zajist¢ postaci
jcho struéné naznaéenf.
Funkce g (x ") jest omezena v kazdém konecném oboru K roviny x,
ktery neobsahuje ani uvnitt ani na své hranici 24dny z bodu mnoziny 9.
Jest tedy pro viechna x oboru K

gxa") <N,
kdez N jest konelna konstanta. Z toho plyne stejnomérna konvergence
fady (3,) v oboru K; fada tedy definuje funkei proménné¢ v analvtickou
v tomto oboru. . v
lll



ProtoZe pak kaidi kruZnice se sttedem v potitku a s polomérem
men3fm nez R, jest podle (1,) oborem typu K, kdeZto kru¥nice s polo-
mérem R, jim neni, jest konvergen¥ni polomér fady (3,) a tedy i fady (3)
nejméné roven &islu R,.

Véta II. jest pouhym dusledkem stejnomérné konvergence rady (3,)
a té okolnosti, Z¢ body mnoZiny (M) se nikde v kone¥nu nehromadi,
jestliZe @ < 1. To pak mad ten nésledek, e singularity funkce F (x)
jsou identické se singularitami jednotlivych stitancd v rozvoji (3,) spe-
cieln® se singularitami prvého &lenu g (x). Jest tedy pro &' <1 polomé&r
konvergence fady (3) skuteiné roven R,.

9
Jestlize pak & = ¢!/, kdei B = ";f) a p, g jsou celistvd nesou-

d&lna &isla, bude mezi &isly @® jen ¢ od seberliznych «, o2, @, ... 0t~ 1,
Rovnice (3,) dostane tvar
—1
F(v) =24, (v,
A=m0)
kdez A, jsou konstanty zavislé na y. Tim jest dokdzana véta IIIL.
Dukaz v&ty IV. provedeme po'robndji. Zikladni jcho mySlenkyv
shoduji sc v podstaté s diikkazem, ktery podal Borel pro funkci uvedenou
na prvni stran& tohoto clinku, opiraje se o praici Goursat-ovu.?)
Podle piedpokladi o funkci g(z) lezi na konvergendni kruZnici
fady (1,) jen kone¢ny potet poli. Necht jsou to

X=R,. &% k=012 .5, 9, <2m;

jejich tady oznaime vy, 9, ... v, Lze tedy psiti g (2) ve tvaru
s P, (z ,
gla)=2 '()-—r—gl(z).........(ﬁ\.

n=( ‘(Z-'.-— x,.)"u

Pii tom jest P, (z) polynom stupn¥ niZ¥fho neZ v, a g (2) funkce
analytickd a tedy omezend uvniti a na obvod& kruiZnice

2' <R, > R..

RovnéZ vSechna P, (z) jsou v tomto oboru omezena. Analyticky vyraz

t&hto v&t jest vystiZen v nerovninach
Pu (Z)'<P: gl(:)|<sp

kdez P a S jsou konstanty nezivislé na z a ».

Zvolme si nyni &islo g =: 2 = y nesoumé&fitelné s &islem « a se viemi
Cisly spofetné mnoziny?)

2k = (pp— @), P, g=0,1,...5.
=012, ...

?)) E. Borel, L. c. p. 57 -70.

M. Goursat, Bulletin des sc. math, t. XI. et XVII.

3) To jest vidy mo2no, nebof mnozina irraciondlnych &isel jest nespodetna,
kdezto v3echna &isla soum@fitelni se shora uvedenymi tvoH mmnoZinu spoetnou.
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Pak jsou body spoletné mnoZiny (m)
xpe~vf k=01 ...5; n=0,1,92, ...
viechny od sebe riizné a pokryvaji viude husté obvod kruznice R,. Riznost
bodii uvaZovanych vyplyva z toho, Ze rovnice
Xpe—inb ==y e—imb

by méla nasledek

2x(m—n)y= (9, — @) £2=xk
kdez n, m, k jsou &isla celistva. To v8ak jest podle pfedpokladii o f vy-
lou€eno. Hustota uvazované mnoziny jest pak pouhym diisledkem znimého
faktu, Ze mnoZina bodu

my —{my], m=0,1,213 ...

pti irracionilném p pokryva viude hust& interval (0, 1), zna¢ime-li sym-
bolem [x] ncjvétsi celistvé ¢islo obsaZené v «.

Zvolme si nyni z polu funkce g (z) lezicich na kruZnici R, ten anebo
jeden z té&ch, jimz odpovida nejvétsi v. BudiZ to na pf. x,. V mnoZiné€ (m)
budou mu odpovidati body

E, =x,e7im n=:012, ...,

kter¢ pokryvaji kruZnici R, viude husté DokiZeme si vétu:
JestliZe sc blizime k jednomu z t&hto bodli po piimce spojujici jej
s potatkem, vzrustd hodnota |F (x): nad viechny meze. Z toho plyne,
Ze kruZnice R, jest piirozenou hranici funkce F (x) ve smyslu W.
Abychom to dokazali. uvaime, Ze
4, L Q (x) .—i' P,(x n

(x - xojv. (,‘\? - xo)r'_l f=l ("‘ - xu-)r“

kdez Q (x) jest polynom stupn& (v, — 2)ho. MiZeme tedy podle (3,) psat

F= Gom? o QEENGY b+

(x 6“9?_ x )r. (x eijp . x")"'_l
A- Ty (%) + Fy (v) + Fy (x) + F5 (x).

g () = & (%),

Zde znadi

N o P (xe lk) a
F ) = X AS 3R AR S (x) = » j)
() h-ugl (W) apat; Fy (v) k‘:::o nz-:l (¥ $P N — x,)vn

P, (xéth ay v

4 _ X Pu (re ) ay yk . 5
F, (x) _nfo (x Bk — x,)% » Tl :kz.:h (v et? R — g

. 5 3 Pu(xefha,t
IFsx) =2 2
5 (%) kflm-l (‘\7 PLEL - X,
Pri tom jest A jisté dosud neuréené &islo celistvé a tarka pfi Z znai,
Ze vypultén jest stitanec prisluny % = p. Funkce F, (x), F, (x) a F, (%)
jsou analytické a kone¥né v kruznici R, a v jistém okoli bodu x = x, e =45,
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Zkoumejme, jak se méni ostatni vyrazy, kdyZ x se blizi z polatku po
primce k bodu x,e—'8# Patrné

Q(xeif?)apy? Qr-[apy?|
(x e8P — x )=t " T xdBP — x 0l
O, jest nejv&tsi hodnota, které nabyva Q (x), v oboru |x <R,
P b o]
F, (l) < .Z a, _\’k

|x eiB? — x| "y

- sP o
i, < x eiBb . y, e % V.
Jest tedy

F@ — I () =F(x) - Fy@)] >

E
Ao apy?i— (s - 1) P Z|a, v
h

Q) ap b
xetfP oy, el

D
Zvolime-li &islo b tak veliké, 7e
Ay . apy? > (s 1 I)PZ:: a, y* ,
coZ nasledkem absolutni konvergence fady
Za,y

just vidy moZné, bude patrne vyraz uvazovany vzrustati nad vSechnyv
meze, kdyZ x bude probihati shora definovanou pfimkovou drahu. Protoze
pak F, (x), F, (¥) a F, (x) jsou &isla konetna v okoli bodu x = x,e—%#?,
musi |F (x). bliZiti se k . To pak plati pro kazdé celistvé €islo p. Jsou
tedy body x,e—¢#¢, p =0, 1, 2, ... singulirnimi body funkce F (x) a po-
névadZz pokryvaji kruZnici R, vSude husté, jest tato ptirozenou hranici
funkce F (x) s. e. d.

Pii této uvaze jsme mlcky predpokladali, Ze viechna a, jsou od
nully rizna. Neni-li tomu tak, musime pfedpokladati aspofi, %e body
x,e— 8% prisludné k a, od nully raznym, pokryvaji kruZnici R, v3ude
husté. Tim omezujeme do jisté miry obecnost funkce } (z).

4. Zbyva dokazati druhou &ast véty IV. Z duvodu struénosti uéi-
nime tak pro specidlni piipad, kdy v¥echna &isla ¢, jsou souméfitelna s =
a pro uréité zvolené

=2z (V2 -1

Ke konci pak naznatime, jak toto omezeni di se odstraniti.
Sledujme, jak se m&ni funkce danid arithm. vyrazem (3,), kdyz x
probihd body pfimky spojujici pocitek s bodem
2xp, '
x=Rye & ,

kdez p, < ¢, jsou nesoudé&lna celistva tisla.
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-1

Je-li £ bod na této piimce a A bod na kruZnici R,, bude vidy
v
i
znadi-li ¢ obloukovou vzdalenost obou bodu métenou z bodu O obloukem
men$im ne’ =.
Zvolime-li za 4 bod mnoZiny (m), t. j.

|lx —d|{>R,-

A =y e—imin(Vi-n,

bude
peo=2mom N2 —m - L — Z; — (1),
kdeZ nesoudélna cisla p < ¢ jsou stanovena vztahem
A R I (I J
¢ o P lg ¥

E=[m~\2-—m];
jednotka v zavorce (1) se od&itd jen tehdy, kdyZ bez ni by ¢ bylo vétsi
nez w, Nyni lze snadno nalézti dolni mez pro 4. Jest totiz celé &islo
2902m* —{mg -Eq—=p-- (g} >1.
Protoze pak
mg\N2-mg--[mN2—mlq -p--(q <4mgq--2g¢,

bude
_ . P !

N2 —m—E.- ——|

m\ m g (1) >“—’(I"'(3’”+1)
a tedy

X —xemtmalVimh = ygmralti-h g

z R, ¢
TEEm o) T awm o1 (8)

Zde zavisi ¢ a tedy i C na volb& x,. ProtoZe téchto xy jest pouze
(s -+ 1), bude nerovnina pravé napsana platiti pro ka#dé %, kdyZ zvolime
v ni za g nejvétsi z Cisel, kterd piisludi riznym x,.

Podle (6), (7) a (8) jest viak

» (2m +~ )%

Lo (yetm® P.
IS (\e ) < b0 C"h

=S
a tedy podle rovnice (3,)
) s *L b 1 ¥, o
FWI< ag@ +PE 2 @IV o m 152 ap
k=0mal & k=0

Pti tom musi x leZeti na ptimce spojujici poitek s bodem shora
vytéenym na kruZnici R,.

Z toho plyne, Ze fada (3,) jest na kaZdém vnitinim useku této primky
stejnomé&rné konvergentnf a definuje tam tedy spojitou funkci proménné x.
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Doslova t4% v&ta plati o ka¥dé fad& vzniklé op&tovanym derivovinim
fady (3,) tlen za &lenem. ProtoZe pak R, > R,, vidime, %e fada (3,) pted-
stavuje Borelovo ptimkové pokragovanf funkce F (x) dané poten¢ni fadou (3)
za jeji ptirozenou hranici.

Tim jest dok4zina v&ta IV. pro zvladtni formu irracionality p. AvSak
dikaz da se roziifiti i na jiné formy této irracionality tymZ postupem,
jeho? uZil Bor el v citovanych Legons p. 66 (Remarque). Proto upou¥tim
od podrobného provedeni.

5. Uvedu nejjednodussi fady uvaZovaného typu. Volim

1 1 a—+at—p*
T@= | _,pr 8@=_, e=-""y——;a>b
Transformaéni vzorec (4) dava
0 ” e LY
z x LA A (9)

o T—ed ity =y L —ox

Leva strana jest potenéni fada konvergujici v kruhu 2, < 1 a majici

jej za ptirozenou hranici, kdeito prava strana jest vyraz typu Borelova,

jehoZ ,,poly” hromadi se na jednotkové kruZnici.

Kladu-li y =1 a pokladam-li na okamZik x, ¢ za &isla redlni, ob-
drZim separaci &sti redlnych a imaginirnych fadu je¥t& jednodussi

x" °°( b " l—xcosnp (10)
bivarb:/ 1—2xcosnp -+ 22"

- 4
i N
vai—b .foa—bcosnﬂ el
Rada tato ma tytéZ vlastnosti jako (9). Za B mohu voliti na pt. vhel
v Pythagorejském trojihelniku dany vztahem

P+t =r 005ﬁ=%.

kdeZ p < g <7 jsou celistvd nesoudélnd cisla a mohu tedy koéficienty
tady (10) uiiniti raciondlnymi, zvolim-li také @, b racionilng.)
Jiny jednoduchy piiklad vznikne, kladu-li
o
gRR)=1zcotgz=1— 2 4,, 2™,

=1
2:» B,
Am ="@m1"
Tak dostanu fadu
iag Ay, 2
FO =2 e bcossng’ |
ktera ptedstavuje funkci schopnou Borelova pokrafovéni v celé roviné.
»Poly* se hromadi pii tom na kruZnicich se stiedem v potitku a o polo-
mérech =, 2x, 3=, ...
O nékterych daldich pfikladech pojednim spad jindy.

4) Irracionalitu podilu 5 dokazi jinde.
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