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VI1I.

Prispévek k theorii Borelova pokraéovani funkeci.
Napsal Milo§ Kdssler.

Predlozeno dne 12. ¢ervence 1922,

Potenéni rada

o8]
f(e)=>an2" (1)
n=o
nechf konverguje v kruznicei |z | <<1; tato kruznice budiz
pii tom prirozenou hranici funkee podle Weierstrassovy de-
finice.

O jisté skupiné takovych funkei dokazal Borer, Ze jsou
monogenni v oborn C*), ktery obsahuje také nespocetné
mnozstvi boda, piislusicich k obvodu kruznice |z |=1. Pii
tom nerozhodl zasadni otazky, zda kazda funkee tvaru (1)
jest monogenni v tomto smyslu, ¢i zda jsou mozné vyjimky.

V pojednéni tomto podan jest dukaz, ze funkce theta

g

2" neni monogenni v zZadném oboru C, ktery by obsaho-

n 1
val kruzniei |z | <<1 jako svou ¢ast. Dospéjeme totiz pro
tuto funkei k vété nasledujici:

Na obvodé jednotkové kruznice existuje jen spocetné
mnozstvi bodit 2, které maji tuto vlastnost: Funkéni hodno-
ta f(z) ma konecnou limitu, kdyZz z blizi se spojité k z: po
poloméru kruznice konvergenéni. Zbyvajici nespoc¢etné mnozst-
vi bodu obvodovveh té vlastnosti nema.

Tato véta jest jednak odpovédi na zminénou zasadni
otazku o monogenité, zadruhé pak vede k formulaci nasle-
dujictho problemu obecnéjsiho:

Pri prfimkovém pokracovani funkee (1) za hraniei

| 2| =1 pres dany bod této hranice poZadujeme pouze:

*) K. Borel: Lecons sur les fone. monog. Definice funkce mo-
nog. a obori C v kapitole V.
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2 VII. Milos Kossler:

A) konecnost a spojitou zménu funkénich hodnot f(2),
B) existenci, kone¢nost a spojitou zménu hodnot ' (2).

Ptame se, zda existuji funkece typu (1) toho druhu, ze
v zadném bodé kruznice |z]|=1 tyto dva pozadavky
nejsou splnény, kdyz blizime se k obvodu po prislusném
poloméru kruznice konverg. Uvidime, ze takové funkee vskut-
ku se daji sestrojiti.

Rozsifeni pojmu spojitého pokracovani bylo by tedy pro
takové funkce moZno jen opusténim pozadavku A) nebo B).
Opustiti 4) jest nemozné, nebof pozadavek ten definuje spo-
jitost pokracovani. Mohli bychom tedy snad upustiti od B);
avSak pozadavek ten jest podle mého minéni nutnym spojo-
vacim ¢lankem mezi definiei analytick¢ho pokracovani podle
Weierstrassa a kazdou jinou definici pokracovani zobeené-
ného.

7 toho pak vyplyva nasledujici asudek, ktery jest mozno
povazovati za hlavni vysledek této prace:

At rozsifime pojem spojitého pokracovani jakymkoliv
zpusobem, budou vzdy existovati funkee, které se zpusobem
tim pokracovati nedaji v Zzadném bod¢ své kruznice kon-
vergencéni pokud oviem se pridrzime pozadavka 4) a B).

1. Uvazujme funkei komplexni proménné z=axz-iy

© —agniz
0(z)=3e "7,
— Q0
e

Zavedme dale oznaceni £=—c¢

Funkece @ (z) predstavuje pak potencéni Fadu proménné
£, kterda ma kruznici | £ | =1 svou pftirozenou hranici; ji-
nak FeCeno funkece @ (z) jest rozvojem svym definovana
v palroviné z =R (z) >0.

Polozme nyni y =m/n, kdez m, n jsou celistva nesou-
délna éisla; pak bude

—ax ——
=e e n

ury

Blizi-1i se nyni  kladnymi hodnotami k nule, blizi se bod &
T mi

k bodu e " po piimece vychazejici z pocatku a svirajici
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- , Tm ~ ;oo =0
s osou realnou tthel ——=. Ptame se nyni, jak se pri tom

chova @ (z). V tom dovime se ze znamych vzoreu*) upra-
venvceh ovSem podle naseho zptisobu oznacovani

m

. — , M=l ——2]

. - im 1 1 < n s .
lim 6 (z+ —-)= \/7 7303 , m sudé;
X—> 0 + o

— 2n—1 L, 0.6
17y Tt o
- * %n c:O e , M liché.

7 toho jest patrno, ze funkce @ (2) vzrista nad vsechny
meze, kdyz a« blizi se k nulle pokud p¥islugné Gaussovy
soucty jsou od nully razné. Jestlize vsak (Gaussiv soucet
jest roven nulle, coz nastane pro m i n scucasné liché, blizi
se @(z) k nulle a rovnéz vSechny derivace jeji podle z.

Tyto znamé vlastnosti doplnime vysetfenim, jak chova
se @(z), kdyz — 0 a y jest dané ¢islo irracionalné.

Caucny-ova formule transformacéni

1

a)(z):ﬁe)(é—) C
+

plati pro kazdé komplexni z spliiujici podminku e =R (z) >o0.
Tuto formuli lze snadno zevgeobecniti, uvazime-li ze

a c+2kni
e —e ,

0o
~

kdez k jest libovolné kladné mebo zaporné ¢&islo celistvé.
Tedy také
1) 14+2kiz
(0] (?) =0 (~*<—’—z ) .

Uziju-li nyni na pravou stranu této rovnice transformace
(2) dostanu

1\ _ ] =z 2
Q(?)“Yl—f—'zlciz@(]—*-‘zlciz)'

To dosadim do (2) a obdriim

1 2
@(z)—vx—}—zkiz@ (1+2kiz)'
+

*) THoMmAE: Abriss einer Theorie der compl. Funkt. Halle 1873.
Viz téz KrAazER: Thetafunktionen p. 190.
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V tomto pochodu mohu pokracovati. Znaci-li k,, ks,
..... . km celistva ¢isla kladnd nebo zaporna, bude po m
krocich naznaceného procesu proménna Z pii funkei @ na
~pravé strané rovnice dina Fetézcem

1| NS N
[)Ifl+|)kl+ ")lcmi—{_iz'
Retézee tento snadno proménime ve tvar

2 3 m | 1
Z=i 9/‘, +|)Al+|(1 |+‘~--+]g/, +"-—~I,

Tm ™ IZ 4
kdez k,, ko, . . . km znaci libovolna ¢isla celistva kladna
(nebo po pf. rovna nulle) a kazdé z ¢isel az, as . ... am

jest rovno bud + 1 nebo — 1 podle libovolné volby. Znameni
pii poslednim casteéném zlomku musi byti p¥i tom tak zvo-
leno, ze R (Z) > 0.
Zavedeme-li nyni do pocétu déisla
Ao=0, 44_1———-1, Ar:g]ﬂl'[lp-]‘{"CluAu—:J,
Bozl, B-—-IZO, 1':2k1‘B1’_1+a':'Bv.—2,
bude jak z nauky o Fetézeich jest znamo
7 —; ’l:zAmiAm—l
iz2Bm ‘_’r_‘ Bm-1
Pri tom jest
Ar By 41— Ay 1Br= (-‘ 1) 'ﬂ_,*-l Az . . . Ar.
Rovnice (2) piejde tak koneéné ve tvar

1
6 (2) = ¢
- \/BmZiiBml'O(Z)’

ktery ve své podstaté neni nic jiného, nezli znamy vzoree
pro linearni transformaeci funkce theta. Byl zde odvozen jen
proto, abychom co nejstru¢néji definovali TFetézec, ktery
v dal8im upotiebime.
Uréime nyni realnou a imaginarnou cast Cisla
=X+4:i7Y,

kdyz za z poloZime ¢+ iy a provedeme separaci.
Obdrzime snadno
X_——x[’{“AmBm—l—-FAm—le] !

™ (Bm¥yF Bm-1)*+ Bmn?x? (3&)
e BnAm 2+ ) Fy (Am Bm—1+ Am—1 Bm)+Am——1 Bm-1

(Bmy F Bm—1)? 4+ Bm? x*
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Pri tom plati vSude bud jen hotejsi nebo jen dolejsi zna-
meni. Volbu provedeme tak, aby X bylo kladné. Uvazime-li
viak, ze x jest kladné, musime rozeznavati dva pripady v ce-
lém dalSim poctu

I. Am Bm A!'“Am—-le:(‘“Clz) ("(13) Ce (—'(an):—l,
II. 4m ]fm-—]‘-A:11~»1an:(_"(lg) (—'a:;) PR (—(lm):"{’*l.

V pripadé 1. musime voliti znameni hotejsi, v pripadé
[I. pak dolejsi.

Shrneme tedy podminky platnosti vzoree (3) nasledovné:

Cisla ki, ks, . . . . km jsou libovolna kladna ¢isla celistva,
z nichz néktera nebo vSechna mohou bvti rovna nulle. Jich
pocet m jest rovnéz libovolny.

Cisla as, a3, . . ., an jsou libovolné volené kladné nebo
zaporné jednotky.

Ve vzorei (83) volim bud horni nebo doini znameni,
podle toho, plati-li podminka 1. nebo TI.

Takto upraveného vzorce (3) uzijeme k vySetfeni, jak
chova se ®@(Z), kdyz X—> 0 a Y jest rovno predem danému
¢islu irracionalnému j.

Ma-li byti Y=y bude v pripadu I. podle druhého
z vzoreu (3a) po snadné tpravé

9 2_B2m:1 Am . ]__
[” TV TR ][B =
__]))m—l [Am _}_44.m—-1_2 ] [ _.Bmvl]
_Bm Bm Bm——l Ak o ]fm,
PP tom jsou x>0, y ¢isla libovolna vazana pouze pravé
napsanou rovnici. Polozme

__Bm—l
Y=g, —h, . . . . . .. (40)

kdez h jest dosud neurcené ¢islo. Dosazenim do predeslé rov-
nice obdrzime lehkym poctem

2= h _
Bm [‘— Am + Y Bm ]
V piipadu 11. kladu opét ¥ =y v druhém z vzoret (3a)
a vypoctu

oo . (41).

B Am
[mz—l—yz_ Bzr_n_—'-]. Bm _7]:

_‘Bm—l ) Bm— rAm 44171—1_
Bm [y+ Bm HBm T B 27]'
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Bm——l

Volbou Y= B,

- h
" Bm[A4n—y Bn]

Zvolime-li tedy x, y timto zpusobem, bude ve vzorel
(3) Y=y. Pfi tom jest & libovolné ¢islo vazané jen tou pod-
minkou, aby « bylo kladné.

K dalsimu poé¢tu potfebujeme nékolika pomocenych vét,
tykajicich se rozvoje irracionalného cisla v jisty retézee polo-
pravidelny. Tyto véty odvodime v odstavei nasledujicim.

2. Budiz y libovolné, kladné ¢islo irracionalné mensi nez
jedna. Pak lze vizdy nalézti celistvé kladné éislo % =1 a
irracionalné ¢islo j, kladné a mensi nez jedna, takze plati
rovnice

+ I dostanu zde . . (411)

—h® . . . . (4u)

';];':2k1 :{:}’1.

Pii tom jsou ki, y» a znaménko piitomto jednoznac-
n¢é urcéeny cCislem y. Toto tvrzeni jest piimym dusledkem
té okolnosti, Ze 1/y jest ¢islo vétsi neZ jedna, kterd tedy lezi
mezi jistym sudym a lichym éislem celistvym. Toto sudé
éislo jest pravé 2%,. Vyznam y, jest samoziejmy. 7 téhoz
duvodu mohu klasti

b =2k e a obecné
)/
1 —
——2]61'ij’1f' 1/-——1, 2,3,
Y r—1

Tak ziskame pro irracionalné ¢islo y jednoznac¢né urceny
retézec polopravidelny a nekonec¢ny

r=pat et )

kdez av=+1, kr=1.
Retézec ten zfejme konverguje a jest roven y.
Jeho hodnota nemiize presahnouti jedn é, kteréito ve-
likosti dosahne pro :
—l=e=a=a=....
1:k1:k2:k3: 5 0°0 G
7 toho jest dale patrno, Ze pro irracionalné y nemuze
existovati takové celistvé N, aby pro vSechna »>N bylo
splnéno
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ar—=—1; kl':1,
nebof v pripadu tom predstavuje fetézec &islo racionalnd.
Toto poznani muzeme vysloviti také ve tvaru véty nasledujiei,
ktera nam bude prospésna.
V Fetézei (5) pro irracionalné ¢islo y jest nekonecény
pocet zlomka tvaru
+ 1]

4:1!
|2 L k»>=>1 nebo .

Volme jeden mezi témito vyznaénymi zlomky a zavedme
oznaceni

1 l a ar—| , arl
‘2/1) + t +{2/{rl'-—-1 +\()\1' ‘
a r41 | N
2]“+|7k;+1 -+ . . >2kr—1.

Pak bude podle znamych pravidel o fetézeich
A a (Av—2Br1— Ar—1 B 9)
: B o Bra(Br1ds 'J{_ ar B 1'7—72) ....
Sledajme dale jmenovatele sblizenych zlomku. Jest
B1=0; Bo=1; Biy=2k 3 Bo=2k B,+as.1;
Br=2k» Br— + ar Br—2.
7 téchto rovnie soudime, Ze
B> B,; B;>B,, a obecnc
Br>B, 1.2k —By i 3B r—1, kd\/'i kv >>1 a
Br»>Bv-1.2k —Br—1=By—, kdyzi kr=1.
7 toho soudime, Ze posloupnost By, B., ... jest stale vzru-
stajicl a to nad vSechny meze.
Vrafme se opét k vyznaénému indexu ». Pak jest, jak
jsme Jiz zjistili

0r>2k—1 a tedy
1)))'-—161"'{“@1 Br—2a>Br (Zkz“l) R —
=P le(c)/w‘“Z) 231—4,
pokud kv >1.
Jestlize vSak k=1, bude nutné a»=1 (pro vyznacény
index) a tedy
D y—10r + ar B p—g = B r—1.1 + B»2>B v—I1.
Pro v&echnyv vyznacéné indexy bez rozdilu jest tedy
nutné
B v—1dy + ar Bros>DB» 1 . . . . . (7)
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Dosadime-1i tento vysledek do rovnice (6) a uvazime-li, ze
ar(Av2Br1—Avr—1Br2)="(—a)(—a) ... (—a ) =1
podle toho zda se jedna o piipad I. nebo II., budeme miti
v pripadé 1.

Arﬁl 1 -
0< B,.4|+?’<B2,._| (“)
v piipadé 11.
Al’——l 1 =
b= (?/ Br-l) B?,—1 ((H)
V obou tedy
| 1
FoGo=E~t - ®

Posledni tii vzorce jsou témi pomoenymi vétami, o nichz
jsme se zminili na konei odstavee 1. Vrafme se nyni k to-
muto odstavei a pokracujme v tivahach tam prerusenych.

3. Uzijme vzorce (3) s tim rozdilem, Ze v ném poloZime
m=—vr—1, a ¢isla ky, ks, .« . - km3 as, a3, ....am nevolime
jiz libovolné, nybrz uréime je ve shodé s Fetézcem (5) pro
irracionalitu y. P¥i tom necht » jest index vyznacny.

Uvazujme nejdiive v pripadu I. Podle druhého vzorce
(41) bude prvy clen na pravé strané této rovnice kladny,
jestlize vzhledem k (71) uéinime & kladnym. Tuto volbu
hledme provésti tak, oby 2* bylo co nejvétiim. To nastane
patrné, jeslize zvolime

1

h——- QBm[}/[gm"‘Am] )
Tak bude podle (41 ), (71) a 8)
1 1
ZBm.[;’Bm_An1]>§, ’ ) ' ’ (91)
. ]3m—1 . 1
'?/_ Bm 2Bm[7.Bm_”r1m] '
Dosadime-li tyto hodnoty do (3a) s hofenimi znaménky
(piipad I.) dostaneme

X:;/——-—

P

Am
Bm
Tim jest zaroven provedena kontrola poc¢tu, nebot X >0
podle (71) a Y rovna se vskutku hodnoté irracionalné y.

V piripadu II. obdrzime z druhého vzorce (411) volbou

h= 1
2 Bm [Am“’“}' Bm] ’

s Y=y. . . . . . (101)

S
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oz jest podle (711) hodnota kladna,

— 1 1
= % B [Am— B >2, ... (9m)
1 Bm—l

y: ZBm[Am—me] B Bm ’
Vzorce (8a) s dolenimi znaménky daji pak
X:%”f‘-—';': Y:;/ e .. (10[[)
Pri tom jest opét X >0 podle (711).
Abychom mohli uZiti vzorce (3), musime jesté uréiti
hodnotu

/ .
\‘BmZ‘l-l-Bm—l v piipadé I. a éislo
+

\/Bm2¢~3m—1 v pripadé I1.
+
V piipadu I. dosadime do z=x iy ze vzorct (91).
Tak dostaneme

Bmz’b_|'Bm—1~ ! +Z 1

1 7 Bn— Am Sl
1 B ' B
a tedy ‘er.’b""Bm—l | e n e
, V2 |Bm(y Bn— Am)|
podle (8).
Podobné v p¥ipadu II., uzijeme-li (91m),
. =1 1
BmZ’L Bm——l—— 2 Am—}/Bm c o o (1111)
e - _Bu|_ 1| Bn
a ted“ I Bm.c? Bm—l l V2 Am__me \?'
Vzoree (3) v piipadé I. nabude tedy tvaru
6)(a;+iJ Vl—z V;/Bm—Am. (7'———+z7)
¢ili
. __421_ y ) l+?z . 9.
()(; Bm+zy V 5 vme O(x+zz/). . (121)
Podle nerovniny (111) bude tedy
L — 1
]@(;f—%l-*i"iy)l > |e@tiyp|. Bn.2 *, . . (131)

kdez ¢isla z, ¥ jsou urcena vzorei (91 ).
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Funkece © (x -+ iy) nema, jak znamo, v pualroviné >0
zadnyveh nullovych bodua. Z toho plyne, Ze v pualroviné Jc>;
neklesne prosta hodnota této funkee pod jistou koneénou mez
M af y jest jakékoliv. Protoze podle vzoret (91) pro viechny

vyznaéné indexy m typu I. hodnota x neklesné pod —%,bude—

pro vsechny tyto indexy platiti nerovnina

@(;/~‘§——"mi+i;/) >2*_% M.Biw . . . (i41)
V pripadé 11. na"l&de rovnice (3) tvaru

@(‘é’n"l —;+7;;,):\/1;i mi——y—}—g—;@(x%—iy) . (120

a z toho podle (111r) nerovnina

[1”1 .
ofiz v
ktera z téhoz davodu jako pii (131) piejde v tvar
= 44.]11 . )

o5 —y+iy
(Bm 7+l' |

KdyZ v nerovniné (141) nebo (1411) index m vzrasta,
vzrasta také Bm nad v8echny hodnoty, kdezto M se neméni.
Dale uvazme, Ze se vzrustajicimu m hodnota

S
>|o@+iy) .2 *B*n, .. {30)

1 L
>2 *M.B*» . . . (l411)

A . :
,— " v piipadé 1. a hodnota
Bm
A w1 - L. ..
ﬁ*;/ v pripadé I1. blizi se k nulle éisly kladnymi.
Arm

Vysledek celého poétu shrneme takto :

Budiz y libovolné ¢islo irracionalné mensi nez 1. Vy-
jadfime ho ve tvaru fetézce (5). Mezi sbliZzenymi zlomky to-
hoto Fetézce Am/Bm vybéfeme nekonecnou posloupnost tako-
vych, které hovi nerovniné

1
>1,
Bm | Am -7 Bm !
coz podle uvali niedehazejicich jest vidy mozné.
Ucinime-li nyni

(= |, — Am.
A\m———‘/ Bm 9

@ (Xm‘*‘lj/)

bude o funkel
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platiti jedna z nerovin (141) nebo (141r). To pak ma ten
vyznam, ze prostd hodnota praveé oznacené funkece vzrasta
nad v8echny meze, kdyz Nm blizi se k nulle posloupnosti
shora vytéenou. Totéz plati pfirozené o prostych hodnotach
funkce
~) (Xm - 27) o

Primym dasledkem této véty jest pak vyrok:

Jestlize y jest ¢isloirracionalné mensi nez
1 a jestlize X bliZi se spojité k nulle kladnymi
hodnotami pak @(N=*iy) neblizi se k zadné ko-
nec¢né limité.

4. Na zacatku odstavee 1. zavedli jsme oznaceni $=e~"%
Tim prejde funkee @(2) v obycejnou Fadu potenéni
F@)=1+2 "+&2+24 ... F4..0) ... (15)
s jednotkovou kruzniei |(| = 1 jako pfFirozenou hranieci.

V piedchazejicich odstaveich zjistili jsme, jak chova se tato
funkece, jestlize { blizi se k onvodu kruznice konvergenéni po
nékterém z poloméru této kruznice. Funkéni hodnota blizi se
pii tom ke kone¢né limité jen pri téch polomérech, které
sviraji s realnou osou tihel = m/n, kdeZ ob¢ celistva ¢isla m,
n jsou licha.

7 toho plyne ihned tento poznatek :

Funkece f(£) definovana rovniei(15) neni mono-
genni podle BorerLa v Zadném oboru C,%) ktery
by ptresahoval jednotkovou kruznici.

Takovy obor C vznikne totiz tim zpisobem, Ze ze spo-
jité ¢asti roviny {, kterazto édst piesahuje jednotkovou kruz-
nici, vylou¢éime spocetné mnozstvi kruhtt vzajemné se nepro-
tinajicich. Zbytek jmenované ¢&asti roviny tvoii obor C.
Funkee monogenni v oboru C jest pak spojita v oboru tom
a ma derivaci v kazdém vnitfnim bodé toho oboru, to jest
v kazdém bodé, ktery neptislusi k hranieim oboru.

Kdyby takovy obor C §irsi nezli kruh |{ | = 1 pro funket
f(©) existoval, musily by stfedy vyloudenych kruht lezeti
bud vné jednotkové kruzZnice, nebo na jejim obvodu, nebot
cely vnitfek konverg. kruZnice patfi k oboru monogenity.
7 posice vyloucenych kruhu a z té okolnosti, Ze se neproti-
naji (ani nedotykaji) by viak plynulo, Ze nespocetné mnozstvi
Winici takového oboru viz BOrEeL I c.
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obvodovych bodit kruznice || =1 patii k oboru C a to tak,
ze kazdy polomér kruznice |¢| =1 sméfujici k takovému
bodu neprotina Zadny vylouceny kruh, ani se ho nedotyka.
Potom by v8ak funéni hodnota f({) musila se bliziti ke
koneéné hodnoté, kdyz blizime se k obvodu kruznice
| 1 =1 po kterémkoliv z onoho nespocéetného mnozstvi
polomért.

To vsak jest ve sporu s tim, co jsme v piedeslych od-
staveich seznali.

Obor, v némz jest funkece 7 () monogenni podle BorgLa,
nepresahuje tedy obor, vnémz jest analytickou podle WeiERr-
STRASSA. ‘

Jest jisto, Ze uvazovana funkce neni jedinoun toho druhu.
Velmi pravdépodobné lze ocekavati obdobné vlastnosti u
mnohyveh funkei modulovych a automorfnich, které maji
funkéni rovnice obdobné rovniei (2).

5. Pristupme nyni k obecnéj$imu problemu, formulova-
nému v avodé.

Funce f () neni tedy momnogenni, dokonce ani nepfi-
pousti primkového pokracovani az na obvod konvergencni
kruznice po nespocéetném mnozstvi polomért. Avsak vime,
7ze takové pokracovani jest mozno po onom spocetném
mnozstvi poloméru, které sviraji s realnou osou uhly
= @k+1a/(21+1). V prislusnyeh bodech konvergencni
kruznice spliiuje naSe funkee podminky A4) a B), jak jsme je
v tivodu formulovali. Funkéni hodnota blizi se tam k nulle
a rovnez hodnota je)i derivace. Lize vskutku sestrojiti arith-
meticky vyraz F ({), ktery méa vyznam vné i uvnitf kruz-
nice jednotkové, uvnit¥ shoduje se s funkei f({) a pii tom
predstavuje spojitou funkei proménné (, kdyZ sledujeme
jeho priabéh podle zminéného jiZ spocetného mnoZstvi polo-
méra i skrze obvod kruZnice || =1; rovnéz koneéné de-
rivace tam existuji a méni se spojité. O tom vSak se zde
dale s§ifiti nebudeme, aby prace pfilis nevzrostla. Pokusime
se spiSe o pravy. opak, to jest o jakési »ucpani« i toho spo-
¢etného mnozstvi bod@t na kruznici || =1, ve kteryvch
piimkové pokracovani jesté jest snad mozno.

Serfadme tyto body libovolnym zpiisobem a ozna¢me je
ay wsy ag, . . . . Zvolme si dale posloupnost kladnyeh cisel
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Cy, Cy, Cs, .. ., ktera ma tu vlastnost, ze Fada
CQ ol
E(/n
n=1

konverguje. Utvorme dale funkei komplexni proménné

gO=3CVT=w . . . . . . (16)

n

Pfi tom volme za odmocninu onu vétev dvojznacné funkee,
kterd pro =0 se redukuje na

o (E arc Gn
i\’/lanl - €
+
Funkece g (0 konverguje stejnomérné uvnité jednotkové kruz-
nice, coz vyplyva z té okolnosti, ze tam jest
[V:"Cm ‘<\2

g (2) jest tedy analyticka funkee v oné kruZnici. Jest tedy
1 jeji derivace funkei téze vlastnosti a plati

R U \ N ¢
70=5 Ex’g—an

n=1
Lze snadno nahlédnouti tyto dvé vlastnosti funkee ¢ () :
1. At blizime se k obvodu kruznice |(|=1 po kte-

rémkoliv poloméru, vidy funkéni hodnoty ¢ () blizi se ke
konecné limité, ktera nepiesahuje svou absol. hodnotou ¢islo
V2 SC,
n=1

2. Kdyz blizime se po poloméru k nékterému z bodu
{= an, prosta hodnota derivace g¢’({) vzrustd nad vSechny
meze.

Dukaz 1. jest téméi samoziejmy a pokud se dikazu
véty 2. tyce, dd se provésti touz methodou, ktera jest vy-
loZzena n. pf. v citované knize BorerLovi v kapit. 1. pii vy-
razech tvaru

= An
Z2—oan
Vsimnéme si nyni funkee definované souétem 7 (£) + g (&)

Kdy#zblizime se k bodu kruznice £ =1 po poloméru, ktery svira.
s osou realnou tihel nesouméritelny s = pak f({) nema.
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limity a ¢g(;) ma ji. Tedy soulet nema limity. Jestlize
uhel onen jest wm/n, kdez jedno z celych ¢isel m, n jest
sudé a druhé liché, plati totéz co pro thel nesouméfitelny.
Jestlize konec¢né obé ¢isla m, n jsou lichd, pak soucet sice
ma limitu av8ak jeho derivace f’ () -+ ¢’ () limity nema.
Tim jest Tesen i druhy problém v tvodu naznaceny a
dokazana platnost véty, kterou tivod jest ukoncen.

A remark on the Borels theorie of monogeneous functions.
(Abstract of the precedent article.)
The thetafunction

@® 9
Flz2) —1+423 g

n=1
has following known properties.
17T p

If we put z=re ¢ , where p, ¢ are integral numbers

without common factor and if » -1, then
f(z) = 0 (p,q both odd) or f(z)— = (p,q no both odd).

The principal result of the precedent investigation is
the theorem:

If z=re’™”, where y is any irracional number and if
r—> 1, then f(z) cannot have a limit.

Two immediate consequences of this are:

1. The cirele of convergence |z | <<1 is the region (O)
of Borels monogeneity of the thetafunction.

2. We denote by «, ay, ... the set of all different
i p .

numbers e ¢ , where p, g are both odd and by = ¢, a
n=1

convergent series of positive constants. Then defines the
equation . :
F(Z):f(2)+2 Cn\/’a —z
n=1 @
a function, which have following remarkable property:
Is g in 2=7r€” any fix number and if »—>1, then
F(2) and F’(2) cannot have simultaneously finite limits.
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