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Sulla điflfeľ nziabilità del tri đro di Fr n t. 

Memoria đi EDUARD CECH (a Praga) 

A Giovanni Sansone nel suo 7 0 w o compleanno 

Suuto. - Lo studio della dІfferenziaЫlità del punto corrente, della tangente e del piano oscu* 
latore di una curva regolare dello spaзio euclideo cћe ľautore puЬЫicò altrove vien qui 
esteso a tutti gli spigoli del triedro di Frenet* 

Nello spazio ordinario consideriamo dapprima una curva G riferita ad 
un param tro t fisso. C ( d il parametro t) sia r golar nel nso ch valgano 
formol đi FBENET 

(1) f=Љe„ 

< 3> *-**• t = --"*+**• ҡ = ~к"" 
con Kt funzioni continu dгverse da zero per ogni valore di t; dov X ò il 
punto mobil di G d e{ sono tre vettori ortonormali. Poniamo 

(3) elKi = rt, ( i = l , 2, 3) 

ove c\f>0 indica la continuità di f{t),c\f>s (8 = 1, 2, 3,...) indica ľ si-
st nza continuità d lla derivata s-ma di f(t); per un ent geometrico G 
sЧndica con cl G ü minimo valore di cl G\, G\ percorrenđo le coordinate 
non omogenee di G. Indichiamo con Җ gli pigoli del triedro di FBENET che 
sono l r tte d t rminate dal punto -X e dai vettori unità eţ-; F{ ia il piano 
perpendicolar a d ^ ch pa sa per X II nostro scopo è di sprimer i num ri 

(4) cìX, cl EІ, CÌFІ (< = 1, 2, 3) 

mediant i numerî (3); il caso banal r0 = rx = r2 = cю può esclud rsi. II 
probl ma è stato parzialmente risoluto n lla mia M moria Ľétermination du 
type différentiel ďune courbe de V espace à deux, trois ou quatre dimensions, 
« Cz cho lovak Journal of Math matic », 7 (82), 1957, 599-631 (qui citato Dét.) 
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dove per5 non ho esaminato che i numeri cl X, cli?!, cl FB; si osservi che 
Ex ó la tangente e F3 il piano osculatore a G nel punto X Ricordiamo 
[Dét. (3.2)] che 

cl ex = cl e2 = cl e3 = rx + 1 per rx = r 2, 

(5) cl <?! = r2 + 2, cl c2 = cl e3 = r2 + 1 per rx> r 2, 

cl ^ = cl e2 = rx + 1, cl e3 = rx + 2 per rx < r 2 . 

Ponendo 

(6) X = aj-e-. + x2e2 + #3e3 

si deduce dalle (1) e (2) che 

w = K0 + * . * . , ^ = - JSias. + R2tf8, -g-

Ponendo poi 

(8) [Xex] = — <r2e8 + xze2, [Xe2] = — #361 + #^3 ? l-^s] = oc2ex — a ^ 

si deduce dalle (2) e (7) che 

^ ] = JSyXflJ, ^ = Koes - JKiTZeJ + K2[Xe3], 

(9) 
^ ] = - K o e 2 - K 2 [ X e J . 

Si vede facilmente che per i = 1, 2, 3 

(10) cl ê( = min (cl [XeJ, cl e{), 

(11) cl SF< = min (cl eif clXi); 

inoltre la (1) dà 

(12) cl X = min (r0, cl ex) + 1. 

Esaminiarao successivamente le tre possibilità registrate in (5), comin-
ciando col caso rx = r2 che dà cl e( = rx + 1 {i = 1, 2, 3). Secondo la (12) si 
ha cl X = rx + 2 per r0 >̂ rx + 1, cl X = r0 + 1 per r0 < r. Sia r0 > n + 1, 
allora cl xt = cl (X*e{) > r x + 1 sicchè la (11) dà cl gFi = #1 + 1 e la (8) dà 
cl [Ze,:] > #! + 1 sicchè cl &{ = rx + 1 secondo la (10). Se rQ = rx, concludiamo 
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dall (10) e (11) che C І Ӯ І = c l ŕ ť = Г! + 1. Sia infin r0<r; allora l (7) 
mostrano ch cl xx = r 0 + 1, c l a ? 2 > r 0 + 2, c l í £ 3 > r o + 2 cosicchè la (11) díi 
cl gFx = r0 + 1 ra ntre dalle (8) seyu che cl [Xe2] = cl [Ze3] = r0 + 1 e la (10) 
dà cl <£2 = cl &.ţ = r 0 + 1. Dalla (9X) si đeduce ch cl [Xex] > r 0 + 2 eđ allora 
la (10) dä cl &x = r 0 + 2. Eesta a đeterminare cl Wj (j = 2, 3) per r 0 < rx-
Dalle (7) si deduc facilraente che cl Xj > r 0 + 2 ; com c le , > r 0 + 2, si ha 
c l ^ > r 0 + 2 seconđo la (11). Se r 0 = r x — 1 , le (5) danno cl Єj = r 0 + 2 
donde c lð = r0 + 2. Sia dunque cl r 0 < r x — 2. Allora si đeduc facilra nte 
dalle (7) che cl x0 = r 0 + 1, cl x2 = r 0 + 2 e cl xa > r 0 + 3, ma cl æ3 = r0 + 3 
nel caso r0 < rx — 3 ; essendo cl e2 = cl e3 = rx + 1, si vede đalla (11) che 
cl W2 = r 0 + 2, cl aг3 = r 0 + 3. 

Esaminiarao ora il secondo caso (5) cioò rx>r2} eћe dà cl ex = r2 + 2, 
cl e2 = cl e3 = r2 + 1. Secondo la (12) si ha cl X = r2 + 3 per r0 > rл + 2, 
c l Z = r 0 + l per r 0 < r 2 + l . Per r 0 > r 2 + l i veđe đalle (7) ch e l # x > r 2 + 2, 
o\x2 = e\x.Ą = r 2 + 1, đonde secondo la (11) cUTx = r 2 + 2, cl W2 =» cl 2F3 = r 2 + 1 
e seconđo le (8) e (11) cl &2 = cl &z—r2 + 1 ; inoltre la (9a) dà cl [Xex]>r2 + 2 
sicchè cl &x = r2 + 2. Per r0 = r si ha cl #x = r2 + 1 secondo (7X) e le (11) 
dànno c l ž F i ^ c l ^ F з ^ c ł g F з ^ ^ + l ; inoltre c l [ X e i ] > r 2 + 1 dond c l [ Z e x ] > r 2 + 2 
secondo (9X) sicchè cl áx = r2 + 2, cl &2 = cl <S3 = ^2 + 1. Se si ha r0 <r2) la 
(7X) dä cl xx = r0 + 1. Nel caso r0 = r2 — 1 le (7) dànno cl x2 > r2 + 1 = cl #„ , 
donde cl gFx = cl gF2 = cl SF3 = r2 + 1; inoltre si ha cl [Xe2\ = cl [Ze3] = r2 dalle 
(8) e c l [ Z e x ] = r 2 + l dalla (9X) sicchò cl<Sx = r 2 + l , cl ê2 = cl <ê3 = r. Per 
r0<r2 — 2 si ottiene cl 052 -= ro + 2, cl 05.. > r0 + 3 ( = r0 + 3 per r0<r2 — 3 
sicchè cl вч = r 0 + 1, cl W2 = r 0 + 2, el ŽFa = r 0 + 3 dall (11) ; inoltre) 
cl [Xe2] = cl [Xe9] = r 0 + 1 econđo le (8) e cl [Xeг] = r 0 + 2 seconđo la (9X) 
sicchè cl t == r0 + 2, cl £2 = r0 + 1, cl &г = r 0 + 1. 

Resta il caso r x < r 2 in cui cl ex = cl e2 = r x + 1, cl e3 = r x + 2. Secondo 
(12) si ha cl X = r x + 2 per r 0 > r x + 1, cl Z = r 0 + 1 p r r 0 < r. P e r r 0 > r x 

si ha cl æx > rx + 1 = cl ex, cl x2 > rx + 1 = cl e2, cl xs > rx + 2 = cl e3, donde 
cl gFx = cl W2 = rx + 1, ci SF3 = rx + 2 ; inoltre cl [Xe,] > rx + 1 = cl e, (j — 1, 2) 
dalle (8) e c l [ X e 3 ] > r x + 2 = c le 3 dalla (93), đonde cl êx = cl á2 = rx + 1, 
cl êz = rx + 2. P r r 0 = r x — 1 si veđe dalle (5) che elæx = rx , c l ж 2 > r x + l 
c l ^ 3 > r x + 2 e secondo (11) si ottiene cl Wi = r, cl gF2 = r + 1, cl gF3 = ^ + 2 ; 
inoltre cl [Xej] = r x (j = 2, 3) dalle (8) e cl [Xex] > r x + 1 = cl e x, donde 
cl áx = rx + 1, cl ê2 = cl á, = rx . Per r0 < rx — 2 si trova cl xx — r0 + 1, 
c l # 2 = r 0 + 2, clír3 = r0 + 3, đonde clžFx = r 0 + l, c l F 2 = - r 0 + 2, cliF3 = r 0 + 3 ; 
inoltre le (8) dànno cl [Zex] = r0 + 2, cl [Xe2] = cl [Xe2] = r0 + 1, sicchè 
cl &x = r0 + 2, cl <52 = cl êг = r 0 + 1. 

Posto 

r = min (r 0, r x , r2) 

si è arrivato al quadro 
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CІK0 cZK,. cгK2 cřZ CÍ^i clêt CІ &3 clWi CІWг clWa 

r r r r + 1 r + 1 r + ì r + ì r + 1 r+\ r+ 1 

>r+ 1 r r r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + í r+ 1 r + 1 

r 

r 

> r + l r r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r 

r r > r + l r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 

r > r + l r + 1 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 r + 2 

r > r + l >r + 2 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 r + 3 

>r+l r > r + l r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 

r + 1 > r + 1 r r + 2 r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 

> r + 2 > r + l r r + 3 r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 

In tale quadro le sole colonne nuove [v. Dét. (3.8)] son quelle che dànno 
cl &2, cl <£3, cl Wi, cl SF2 • 

Finora la curva G si supponeva riferita ad un parametro regolare t 
qualunque. Passiamo a considerare i parametri notevoli 

s = jK0{t)dt (arco della curva (7), 

ax = JRx{t)dt (arco delP indicatrice sferica delle tangenti a 0), 

a2=zjK2{t)dt (arco dell* indicatrice sferica delle binormali a G) ed 
introduciamo la flessione 

Һ = к0 

e la torsione 

fCo ——' 
K2 

Ko 

della curva O. Abbiamo visto (Dét. § 4) che per r = 0, 1, 2,... vi sono sei 
casi possibili. 
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Caso A(r): cl kx(ox) = cl k2 (<J,) = cl ̂ - J = r. 

Caso B(r): cl ̂ (a^ = r, cl fc2(ax) > r + 1. 

Caso Gt(r): ol Jr-Ja-J = r, o l ^ j = r + l . 

Caso C2(r): cl k2(a±) = r, cl fc^) =•= r + 1. 

Caso Dx(r): o l ^ a j s r , c l | ^ > r + 2. 

Caso 2)2(r): cl &2(aa) = r, cl ft^a-.) > r + 2. 

Applicando il quadro (13) si arriva successivamente nei seguenti casi al 
seguente risultato. 

Caso A(r) clX cł&x cł&г Cl&s cřð clïïг CІÏÏt 

ł = s r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 

ł = ox r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 

t = o2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 

Caso B(r) CZX CÍ^i cł&г cł&s C Í ^ . 

r + 1 

CІïïг CІÏÏs 

ł a » r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 

C Í ^ . 

r + 1 r + 1 r + 2 

í = â  r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 

ť = o8 r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 

Caso Cг(r) cгx cł &x cł&% 
CІ&л CłÏÏ! CłÏÏг CłÏÏг 

t = 8 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 

t = бг r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 r + 2 

t = a2 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 r + 3 
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Caso C2(r) clX Clêx CІ ê2 CІ&з CŻiҒi cíSF2 CІWг 

t = s r + 3 r + 2 

r + 2 

r+ 1 r+ 1 r + 2 r + 1 r+ 1 

t — ox r + 2 

r + 2 

r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 

t = o2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 

Caso Dt(r) cřZ cř <Sj. CІ&2 CŻá 3 CÍ І Ғ I cř gғ2 Cl-<Ғa 

t = s r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 
1 

r + 1 

t = Oi r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 r + 3 

< = o 2 r + 1 r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 2 r + 3 

Caso DĄr) cíX CÍ <?! clS2 Cl- <?3 clWi. cZSF2 c/gғ3 

t = s r + 3 r + 2 r + 1 r + 1 r + 2 

r + 2 

r + 1 r + 1 

t = ox r + 3 r + 2 r + 1 r + 1 

r + 2 

r + 2 r + 1 r + 1 

í = 02 r+ 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 
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