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Sulla differenziabilithd del triedro di Frenet.

Memoria di Epuarp Cecu (a Praga)

A Giovanni Sansone nel suo 70mo compleanno

Sunto. - Lo studio della differenziabilita del punto corrente, della tangente e del ptano oscu-
latore di una curva regolare dello spazio euclideo che V autore pubblico altrove vien qui
esteso a tutti gli spigoli del triedro di Frenet.

Nello spazio ordinario consideriamo dapprima una curva C riferita ad
un parametro ¢ fisso. C (ed il parametro #) sia regolare nel senso che valgano
formole di FRENET

ax
(1) A = Ko,

de
af = — K¢,

de, _

d
(2) at = Ke,, “h =

at =" K.e, + Kae,,
con K, funzioni continue diverse da zero per ogni valore di ¢{; dove X & il
punto mobile di C ed e; sono tre vettori ortonormali. Poniamo

(3) clK;=r, t=1, 2 3)

ove ¢l f>0 indica la continuitd di fif),clf>s (s =1, 2, 3,...) indica 1’ esi-
stenza e continuitd della derivata s-ma di f(f); per un ente geometrico @
¢’indica con ¢l G il minimo valore di ¢l &;, G, percorrendo le coordinate
non omogenee di @G. Indichiamo con E; gli spigoli del triedro di FRENET che
sono le rette determinate dal punto X e dai vettori unitd e;; F; sia il piano
perpendicolare ad'E; che passa per X. Il nostro scopo & di esprimere i numeri

4) olX, ©clE, clF, (=1, 2 3

mediante i numeri (3); il caso banale 7, =7, =17, =co pud escludersi. Il
problema & stato parzialmente risoluto nella mia Memoria Délermination du
type différentiel d’ une courbe de U espace & deux, trois ou quatre dimensions,
« Czechoslovak Journal of Mathematics », 7 (82), 1957, 599-631 (qui citato Dét.)
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dove perd non ho esaminato che i numeri el X, cl E;, el Fy; si osservi che
I, & la tangente e F, il piano osculatore a C nel punto X. Ricordiamo
[Dét. (3.2)] che

cle,=cle,=cles=r,+1 per r =r,,
(5) cle, =7,4+2, cle,=cles=1r,4 1 per 7,> 1,

cle,=cle,=r,+ 1, clea=r,+2 per r <r,.
Ponendo
(6) X = x,e, + xs0, -+ X404
si deduce dalle (1) e (2) che

dx dx , dr
BTI = Ko + Klwz, 'dtz = — K1w1 + Az%'g, Fts - — szz .

(7)
Ponendo poi

(8) [Xe) = — wses + X2,  [Xe)] = — s, 4 @105, [ Xes] = xe;, — 210,

si deduce dalle (2) e (7) che

d[Xe,] d[Xe,)

-—-—-———-——dt = KI[XQZ]) - dt - = Koes - Kl[Xez] + Kz[Xeg]‘
©) d[Xe
d m_s] = — Kie, — Ki[Xey).

Si vede facilmente che per i=1, 2, 3

(10) cl 6, = min (cl [Xe,], cle,),
(11) el = min (cle¢;, clx));
inoltre la (1) da

(12) cl X = min (r,, cley) + 1.

Esaminiamo successivamente le tre possibilitd registrate in (5), comin-
ciando col caso r;, =1, che da cle;=r, +1 (i =1, 2, 3). Secondo la (12) si
ha el X=7r,4+2 per ro,2nr+1, clX=r,4+1 per r,<r. Sia r,>r, 41,
allora clx, =cl(X.e;)>r, 4+ 1 sicchd la (11) dd clF,=a;, + 1 e la (8) da
cl [Xe;] >, 4 1 sicché ¢l 6, =17, + 1 secondo la (10). Se r, = r,, concludiamo
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dalle (10) e -(11) che el &, =cl & =7, 4 1. Sia infine r, <r; allora le (7)
mostrano che clay, =r + 1, ela, > 7, + 2, cla, > 7, + 2 cosicchd la (11) da
cl F =1, -+ 1 mentre dalle (8) segue che cl[Xe,] =cl[Xe]=7, 41 o la (10)
da el é;, =clé, =r,+4 1. Dalla (9,) si deduce che cl[Xe,]>7,+4 2 ed allora
la (10) da cl &, =1, 4 2. Resta a determinare cl&; (j =2, 3) per r, < r,-
Dalle (7) si deduce facilmente che clx;>r, 4 2; come cle; >r, + 2, si ha
cl & >r, 42 secondo la (11). Se r, =r,—1, le (5) danno cle; =17, + 2,
donde cl &, =r,+4 2. Sia dunque clr,<r; — 2. Allora si deduce facilmente
dalle (7) che clwo =7, 41, cla,=r,+2 e clw,>r,+3, macle, =r,+3
nel caso r,<{r, —3; cssendo cle,=cle, =7, + 1, si vede dalla (11) che
clF=r 4+ 2, cl&F, =r, + 3.

Esaminiamo ora il secondo caso () ciod r, > r,, che da cle, = #, 4 2,
cle;=cle, =r, 4+ 1. Secondo la (12) si ha el X =7+ 3 per r,>1,+42,
cl X =r,4+1 per r,<r.+ 1. Per r,>r,-4 1 si vede dalle (7) che clux, >r, 4 2,
cla, =clx,=r,+ 1, donde secondo la (11) clF, =7, +2, clF,=cl F,=r, + 1
e secondo le (8) e (11) cl &, =cl &, =, + 1: inoltre la (9,) da cl [Xe,| =7, + 2
sicch® ¢1é, =r,+ 2. Per r, =# si ha cluw, =r, 4+ 1 secondo (7,) e le (11)
danno cl & =cl &, =cl&F, =r,+ 1; inoltre cl[Xe,]>r, -+ 1 donde cl[Xe,| >, + 2
secondo (9;) sicch® ¢l 8, =r,+ 2, clé, =clé, =7, + 1. Se si ha r,<r,, la
(7,) da elx; =7, 4 1. Nel caso 1o =7, — 1 le (7) danno cla,; >r, 4+ 1 =clux,,
donde clF =cl &, =cl F, =r, 4 1; inoltre si ha cl [Xe,! = cl[Xe,] = r, dalle
(8) e cl[Xe,) =7, 41 dalla (9;) sicchd clé, =7r,+ 1, cl§, =clb, =r. Per
ro<r,—2 si ottiene cla, =1+ 2, clw,>r,+3 (=r,+ 3 per r, <7, —3
sicché clF, =r, + 1, clFo=r +2, clF, =r,+ 3 dalle (11); inoltre)
cl[Xe,) =cl[Xe,| =17, 4+ 1 secondo le (8) e cl[Xe,]=1r,4+ 2 secondo la (9,
sicchd ¢l 6, =7, 4+ 2, cl b, =7, + 1, el §, =r, 4+ 1.

Resta il caso 7, <7, in cui cle,=cle,=7r 41, cle, =r, + 2. Secondo
(12) si ha el X =0 4 2 per ro 21, 41, el X=7r,+1 per r,<r. Per ro>r,
si ha elxy>r,+1=cle, clay,>r +1=cle,, cla, >r, +2=cle,, donde
cdFi=clFo=r,4+ 1, clF, =r, + 2; inoltre cl [Xe;] >r, +1=-cle, (j =1, 2)
dalle (8) e cl[Xe])>r +2=cle, dalla (9,), donde clé, =clé,=r 41,
clé,=r, 4+ 2. Per r,=r, —1 si vede dalle (5) che cla, =1y, cla, >r, + 1
clxz,>r, + 2 e secondo (11) si ottiene cl F, =7, clF,=r + 1, el F, =r + 2;
inoltre cl{XeJ=1r, (j=2, 3) dalle (8 e cl[Xe]>r 4 1=cle, donde
clég=r,+1, clé=clé, =r,. Per r,<ri—2 si trova cla, =1+ 1,
clx, =7r,+2, cle,=r,+ 3, donde cl F =141, cl F;=1r,42, el F,=17,43;
inoltre le (8) danno cl[Xe, =1, 2, cl[Xe)]=cl[Xe,]=1r,41, sicchd
cléy=r,4+2 clé;=clb,=r, + 1.

Posto

r = min (ry, "1, 73)

si & arrivato al quadro
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K, | clK, K, ch:! clb, | clby | clby | clF, | clF, | clFs
r r r r+1ir+1r+1r+1r+1r+1r+1
>r+1 r r r+2lr4+1|r4llr4+lir41ljr41ir41
r >r+1 r r4+1ljr+2r4+1|jr+1lr4+1jr41|lr41
r r >r+1 r+1‘r+1 r4+1lr4+lir4+1jr4+1jr4+2
r 2r+1| r+1 jr4l|jr4+2(r+1|r+1llir41jr4+2|r42
r 2r+1 | 2r42|r+1jr+2(r4+1|r4+1jr+1jr+4+2(r4+3
>r 41 r Sr+tlr+2lr+1r+1|r+2)r+1{r+1|r+2
r4+1 | >r41 r ‘r+2 r+2-r+1r+1r+2 r+1|r41
>r+2 | 2r+1 r r+3lr+2(r4+tlir41lir42ir41ir41

In tale quadro le sole colonne nuove [v. Dét. (3.8)] son quelle che danno

cl ég, 015’3, CISF]_, cl 872.

Finora la curva C si supponeva riferita ad un parametro regolare ¢

qualunque. Passiamo a considerare i parametri notevoli

s=fKo(t)dt (arco della curva O),

oy =[K,(t]dt (arco dell’ indicatrice sferica delle tangenti a C),

cngKg(t)dt (arco dell’ indicatrice sferica delle binormali a C) ed

introduciamo la flessione

_ K,
kl == E
e la torsione
K,
k, = E

della curva C. Abbiamo visto (Dét. § 4) che per r=0, 1, 2,.

casi possibili.

.. Vi sono sei
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Gaso A(r): el k(e) = ol ku ) = 1’2‘}2}
cl k(o) =1, clky(o)) > 7 + 1.

Caso B(r):
Caso Cy(r):
Caso Cyfr):
Caso Dy(r):

Caso Dyfr):

LACATE

cl ky(ay) =1, clk( ) = r+4 1.

cl kyfo) =17, clky(oy) ==r + 1.

ky(cy)

cl ky(o) =1, cl3—— o) =

=>r+4 2

clky(a)=r, clky(o) 2> r + 2.

Applicando il quadro (13) si arriva successivamente nei seguenti casi al
seguente risultato.

Caso A(r) X cl &, cl &, cl & & | o, | clF,
l=s r4+2 | r+1 | r4+1|r4+1|r+1 |r+4+1|rf1
t=o, r4+1lr4+2|r4+1|r41|r4+1 | r41|r4+1
l=ua, r+1 | r4+1r4+1jr41|or4+1|r4+1|r4+2

Caso Br) cl X cl &, cl &, cl 6, cl &, cl &, cl &,
l=s r+2 | r4+1 | r4+1]|r+4+2 *r+1 r+41 r+2A
t=o, r4+1lr4+2 | r+1{r4+1 | r4+1|r41 | r41
t=o, r+2 | r+1{r41lr4+2|r41|r4+1 | r42

Caso Ci(r) cl X cl 6, clé; | clé cF, | clF, | clF,
tl=3s :r+2 r+1|r+1r4+1|r41 _r+1 r-41
t=o¢, r+1 r+2 | r+1|r+4+1 |r41 | r4+2 | r4+2
tiﬁc, r4+1|r4+2 | r4+1|r4+1|r4+1|r+4+2 | r43
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Caso C,(r) cl X ¢l 8, cl &, ¢l 6, cl &, cl &, cl Fs
l=s r+3 :—1-2 r4+1|r+1 :r+2 r4+1|r+1
t=o, r- 2 ';—}-2" r+1|r+1 | r4+2|r4+1|r41
I =0, r+1|r+1 | r41}r4+1|rd+1|r4+1|r4+2

Caso Dy(r) X cl &, cl &, cl & ¢l &, cl &, cl &,
t=s r4+2 | r+1 77‘-}—1 r+1|r+1|r+41 1'+1“
t=o0, r+1|r+2 | r4+1|r4+1|r4+1|r4+2|r43

—At__cz r+1 | r+2|r+1}|r+1|r4+1 | r+2 | r+3

Caso D,(r) X cl &, cl &, cl & dF, | clF, | cl&F,
] T+3 r4+2 | rd+llr4+1 | r+2 | r41 | r41
l=o r+3 | r+2 | r+1|r4+1 | r4+2 | r+1|r41
t=a, r+1 r-}—wl_“ r—l»I r+1 r4+1|r4+1|r+1
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