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PORMAZIONL PROIFTTIVE DL GONGR ST
CONNESSE

Nello spazio S3 consideriamo una retta

(1) g = [A13A2]

dipendente da due parametri uw , v, sicché g genera una con-

gruenza éﬂ'che supponiamo non parabalica, Facciamo uso siste-
matico di un riferimento mobile

tale che valga la (1) e che le trasformate di Laplace della

& ai partenza (che possono esser degemeri) giano generate
dalle rette

(3) gy = [A1 Aﬂ 8y = [Ae A;] .
Conviene inoltre supporre
(4) [A1A2A3A4] = 1,

sicehd il riferimeénto (2) dipende, oltre dai parametri princi-

pali u,v da altri 5 parametri secondari che saranno specializ-

zati solo occasionalmente quando occorre. Posto come al solito

(5) d A = Wi A+ WAt w13A3+ wi4A4(i=1,2,3,4>

ed inoltre, per cdnvenisnza,

(6) 6013 = w." a)24 = 0)29
la (4) implica

(7) Wyqt Wopt W33+ Wy, = 0

e le condizioni (3) sono espresse analiticamente dalle
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(8) w,, =0, W
(9) [w.‘a (,02] =0, [w21 wﬂ =0,

9i ha inoltre
(10) [w1 “, #0
giacch® la retta (1) dipende in modo essehziale da due parame-

tri. Differenziando esteriormente le (8) si arriva alle equa-

Eba4 &)ﬂ =0 , E?43 Cﬂé] =0

le quall insieme colle (9} si permettono 4i porre

(1) wpm0y Wy W= dp wys oy

zioni

Wy3” Bq wy
Le (5) diventang quindi

G A= Gghytey wphat wydy,

Qhy =, @hgt Wyohot ok,
(12) .

A3 = w31.;.-1+ w32A2+ “’33}‘3*92 w1A4,

- A
dh, = W A+ O AF (51 wohyt WA,
Insieme col riferimento purntuale (2) conviene considerare anche

il riferimento duale con .piani base
(13) E1’ E2' E3) 34/
dove

(1) Bp= [aa0,], Bp-faaa ]y Bi= [A808), E4=-E§.1A2AJ :

Alle (12) corrispondono le equazioni duali

dE.+ w, B

n u - i - =
1t W Bt %, WE+ O E+ @B, =0

(15)

B T W = D =
ABpt &g @yt Wppfpt st wypfy = O
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dE3+ W,E,+ w33E3+[31 W,E,=0
a8+ W5+ [52 W, Byt @, ,5,=0

occorre anche notare le equazioni relative al riferimento riga-
%o associato allo (2), che si ricavano facilmente dalle {12) e

5010
dEHAg.—. (@, + @) [A1A2] + 0, [A1A4] - &, [Azﬁa,
JIWWE (,332[1111;2}4-( QO+ 6333)[.5.11&3-*- By [A1A4] "o 4 ‘:A.Qg.
a [‘HAA;\ =@ [A1A2] + B w, [‘HA;"( @yptGhyy) 8] @2‘“‘4}”"1‘
i ) yuwy, gty
d [AZA-;J =- 0, LA1A2] +ol, @, LA1A3] (0,4 033%[;\.21&3] o YAN
(16) .[AZAA] -0, ESAAJ,
[ Ao Wy [agag) et oy [ah ]+ By @, lAzAJ g+ ) i)
[t Jmm 0 Byt + @y AR E‘zAaJ“"az [A2A4:’ W35+,
0[A3A4] .
Importanza fondamentale per il seguito hanno anche le equaezioni

che si ottengono differenziando esteriormente le (11)
[z wq] * [aat 1+ oy (200ppm 00 4- 0 ) wz] =0
Bt o, (204~ w)0- wy3) “’1} + [“’41 “’2] =0,
(10 - oy ] LR A RN T “’2] =01
[¢(32+p2(m11-2 @yt W, ,) wJ - [w32a02] =0.
Di spesso uso sono anche le

00 o] foeage]. e - [erree)

La congruenza studiata éE pud essere decompqsta in due modi di-
versi in una famiglia aﬂ di sviluppabili che di#stinguiamo come

prima ¢ seconda famiglia, la prima essendo data dzll'equazione
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differenziale uu1=0 e la seconda dalla J_=0. Alla prima fa-

2
miglia d4i sviluppabili corrisponde il primo fuoco.A1 ed il pri-

mo piano focale E alla seconda invece 1l gecondo fuoco A,
[

3’

ed il secondo piano focale E,. La distingione fra la prima e

4.
seconda famiglia di sviluppabiliy fra il primo e secondo fuoco,

fra il primo e secondo pianc focale sara denominata orientazio-

he della congruenzea Qf . Occorre motare che al cembiamento di

orientazione corrisponde la sostituzione

Ay By Ay k) By By By By w, o X, B 92\

(19) z T
Ao By By B3 By By By By Wy Xpoly §5 g -
Notiamo anche che la dualitd (se non si cambia l'orientaziono)

pud essere espressa dalla sostituzione

-~ N

[y Ry A3k, By By By D, wywyoqdy by B
(20)

Ey g Hy By Ak Ay Ay~ =0, By By olyodp
Nel nostro trattamento si fard poco esplicito uso dei parametri
u,v, la cul scelta non ha dunque per noi molta importanza. No-
tiamo perd che nei problemi che ci interessano & ben naturale
far uso di parametri u,v sviluppabili, tali cioé che le svilup-
pabili della congruenzacio siano date da v=cost. e da u=cost.
Se laé{ ® orientata, possiamo supporre che v=cost. per la pri-

ma famiglia di sviluppabili dimodoche

(21) [w1 dw;J 0 |w,a u) =o.

Abbiamo gid notato che il riferimento (2) non dipende
solo dai parametri principali u,v, ma anche da 5 parametri se-
condari, Seguendo E,Cartan, indichiamo con g il simbolo di dif-~
ferenziazione estesa solo al parametri secondari dimodoché

=1 ) =0 e ] ' Sy= o i .
501( 8 ) LDZ( d )=0 e poniamo Q)ij(v ) "Eij sicche, secondo
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(1), (8), (11) e (17)

€14 €53 = O €11 €ppt €33 €44 =0

€12= 921 =%43 =0, 832= €49 = 0.

ora dalle (17) si ricava

(22)

Sdi =(eﬂ -degy eqa\di P Doy v (- Loy v ey ) X1
(23 | |
831 == (Q'n *953“2@%)91 ) 5?1, = "(eﬂ + Qaﬁ"ge?ﬂ)f!.

e dalle (18)

(24) Swi.-.[e‘u-e.“)wi , ng = (sz - Q“‘)WL

Ne consegue che le forme differenziali

3 3
d 0, za,B, DL cu, B, 24
(25) = ¢ = ) Feafi b Blesfy

legate dall'identita

* .
(26) P-f =EF9‘.

sono invarianti proiettivi differenziali della congruenza &

e che inverianti sono pure le equazioni

; oF , 2 2
(27)  Bywi om0 ) ol *55‘ oo

L'insieme delle forme differcnziali (25) e delle equazioni dif-

ferenziali (27) sia detto elemento lineare proiettivo della

congruenza éf . Noi non avremo occasione d'!'introdurre qui altri
invarianti proiettivi dellaiéf ; notiamo solo che il classico
invariante di Waelsbhdi una congruenza e identico al rapporto
%f’: W - Dalla (19) si ricava che al cambiamento d'orienta-

zione corrisponde la sostituzione

> -
. 1

* - |
0 ¥ 5 R
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invece la (20) mostra che alla dualitd corrisponde la sostitu-

zione

X A
(29) ‘f; ¢ h %j

Alla forma {§ daremo il nome forma puntuale della congruenza

;f , alla Lf* quello d forma planare; le F1 e F2 chiameremo

rispettivamente la prima e la seconda forma focale. La consi-

derazione della forma puntuale e planare equivale in sostanza
a quella dei classici "invarianti" di Laplace-Darboux. Un signi-
ficatc geometrico semplice della forma puntuale e planare fu
fato da A.Terracini in 1927. Zsso consegue facilmente dalle (12);
infatti si vede subito che negligendo gli infinitesimi d'ordine

superiore si ha

s = -0 ohos (A +dA ) 2_O—A2+d2w1A1

sosicché il birapporto della quaterna di punti

(A +d A1) A1+o(1w

Ay By (A% d A,) (At @ A

-0? )y =
w1_0 2 ub_o
¢ uguale alla forma puntuale Lp e dualmente quello della qua-

terna di piani

(E3+d E %U (E4+d E

Eyr By =0? #eo =0
¢ uguale alla forma planare(P*. Pare che le forme focali compa-
iano solo in qualche mia recente conferenza. Non ho cercato la
loro interpretazione geometrica; pil importante mi pare d'indi-
care il significato geometrico di trasformazioni che lasciano
inalterata la F1 0 F2, il che sara fatto nel seguito, spegandosi
cosl anche le denominazioni.

Benche& le espressioni o(.], Xy 161’
rianti, le (23) mostrano che il loro annullamento ha un signifi-

5 non siano inva-

cato geometrico.

Negligendo l'orientazione vi sono dieci tipi di congruenze non
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paraboliche: Tipo I: 0('1~ 012 ~ ?1 -552 #0 di congruenze con due
superficie focali non sviluppabili, Tipo II: cx%- ? 1-? 2¥0=<X »
oppure dz' $ . ?2#0 =/ 4 4i congruenze con una’ superficie
focale non sviluppabile ed una curve darettrice non rettili-
nea. Tipo IIX: 0(1' o(2~ P1¥ij3 o Oppure 9/1 ' 5 ﬁzyéO: 'F.]
duale al tipo II, Tipo ITI: o(1.§52;éo, o(2= p1=o oppure
0(2"531;40 0(1= ¢2=O di congrueflze con una superficie focale
non sviluppabile ed una retta direttrice. Tipo IV:
of, - 352;!0} A,= 55 4=0 oppure 0(1 ? 4#0 ,q/2= J(B2=O di congruenze
con una superficie focale sviluppabile ed una curva direttrice
non rettilinea, Tipo V: 91' ?2#0, e¥q= C(2=0 di congruenze

. : » . \
con due curve direttrici non rettilinee. Tipo V : X X 2%0,
6 = = : i i . = = =
1= Ve 0 duale al tipo V. Tipo VI: ﬁ2¥0’ 0/1 0{2 F 4=0
oppure (31;40, ol1= <>(2= §52=o di congruenze con una refcta diret-
trice ed una curva direttrice non rettilinea. Tipo le:
; d = ? :'.? = d = = C= 2
a%#b, 1 1 5 0 oppure 1#0, CYZ ‘? ] o 0 duale al
tipo VI, Tipo VII: (,<1= °/2= ?1= GZ=O di congruenze lineari
non paraboliche, '

Se 0(1 2#0,; il primo fuoco A genera una superficie

(A.‘) non sviluppabile, detta prima sl.perficie focale, e si ve-
de facilmenté che la prima delle (27) d&a le asintotiche 4i

(A1). Similmente per 0(2‘_?)1#0 il secondo fuoco A2
seconda superficie focale (A2) che & non sviluppabile ele cui

asintotiche son date dalle semonda delle (27). Si badi che il

genera la

piano tangente alla prima superficie focale (A1) ¢ il secondo
piano focale E4 e similmente per (Az).

E!' ben noto che le rette di S poésono essere rapprescn-

3

tate coi punj:i di una ipersuperficie quadrica M di S_. Indichia

p)
mo con g l{immagine su M della retta g. Le immagini g di tutte
le rette g della congruenzaog formano una superficie { conte~-

nuta in I, La prima delle (16) mostra che il piano tangente a
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(30) [K.!Az], EI‘;ID, rAzA'B]
T.e (16) mostrano inoltre che lo spazio Q 2-tangente a el

punto g & determingto dai punti (30) insieme coi punti

o0 [ ) G < [
In generale, se ciod o, of # @ SE’ ossia LP # , 1o

spazio ’1 ha dimensione 5, c01n01de quindi col tutto 85 Se
invece of 1vo( o= 551 9 5 ossia

(32) ;\0“" SN

la dimensione diﬁ ¢ minore di 5. Se.g"l(j7 ¢ una congruenga li-
neare(del tipo VII), tale dimensione & uguale a 3, lo spazio
&L & fisso ed SE & una superficie quadrica, com'e ben noto.
Escluso il tipo VII, se vale la (32) la dimensione di O @
uguale a 4, o) ¢ dunque l'lmmaglne di un cmihplesso lineare Sl
di rette di 83, detto complesso lineare osculatore a p‘e (nella

retta g considerata)s Da (32) ¢ verificata per tutte le congruen

ze dei tipi III, IV, VI e VI e non & verificata per nessuna
congruenza del tipi II, II y V e V . Le congruenze dei tipi
ITI, VI e VI posseggono una retta direttrice d, il complesso
Ll & speciale e consiste delle rette incidenti a d; per le
congruenze del tipo IV, il complesso Ll non & speciale, Le con-
gruenze del tipo I soddisfacenti la (32) formano una sottoclas-.
se ben nota di congruenze del tipo I, la classe delle congruenze
W definibile dalla proprietd che le rette di ¥ determinano

una corrispondenza asintotica fra le due superficie focalij il

complesso lineare osculatore fL non & spexiale, E' chiaro .vhe
scelto comunque nello spazio 83 un complesso lineare fissod2

(speciale o non speciale), allora ogni congruenza «% contenuta
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in L goddisfa la (32) e il complessp lineare gsculatore rela-
tivo ad ogni retta g di af coingide con QP Viceversa, se una
congruenzax soddisfa la (32) e se il suo complesso lineare
osculatore. Sb & fisso (indipendente dalla retta g dix ), al=-
lora la congruenza x ¢ contenuta in L . Cid accade per
tutte le congruenze dei tipi III, VI e v (contenute in un
complesso lineare fisso speciale), perd fra le congruenze W e
le congruenze del tipo IV soddisfacenti la (32) quelle che
son contenute in un complesso lineare fisso (necessariamente
non speciale) formano solo un caso particolare.

Ora consideriamo, insieme colla congruenzaog , un'altra
congruenza a}f. y pure non parabolica, contenuta in S! (la posi-

) 3
zione relativa degli spazi 83, Ss non importa per i problemi che
ci interessano). Per &' introduciamo notazioni affatto analo-
ghe a qﬁelle introdotte per a?f s indicando con apici le espreg

. . . ( ‘ \ » o
sioni relative ad .‘é’ « Sard pure conveniente di porre

J
sicchd p.es. [V.(7)— e (8)]
(34) Ty Yl 1T+ Ty =0

Consideriamo una trasformazione T (retta —» retta) fra o\f) ed
«?é ). In queste conferenge ci limiteremo allo studio di cor-
rispondenze sviluppabili nel senso di portare le rigate svilup-

pabili contenu‘l:é in of nelle sviluppabili d4i a\to ’ . S1 pud

quindi supporre che per gualungque retta g di f , le due rette

geg'= 'l‘g corrispondono agli stessi valori d4i u,v, i parame-
tri ujv essendo sviluppabili per ambedue le congruenze, I1 ri-

ferimento



(36) Ay A3 Ay 4]

si pud allora, coeme si'vede facilmente, assoggettare alla con~
'
dizione W,=0J,, 6.02= 6)2 ossia

(37) ?‘3 0 ! elzq =0 .

Notiamo esplicitamente le equazioni
(38) ) seley  wicdw,, @oeBw , w,ep
i, H*, BTy, 5:,‘5”, i rwt,;:@:wz
4

che corrispondono alle (11). Differenziando esteriormente le

(37) si ottiene

P

(39) [224‘?33 wil=0 ,  [%-% wz] =0,

Scelte comungue le u,v, un'ompgrafia H(SS-erSS) si diri
tangente, rispettivamente osculatrige/alla trasformazione T
(nella retta g di &f corrispondente ai valori scelti d4i u,v),
se H realizza un contatto analitico del primo, rispettivamente
secondo ordine,fra le duq congruenze (nel senso dellg geome-

tria rigata, cioé nell'S_ rappresentativo H realizza contatto

5
analitico puntuale del primo, rispettivamente secondo ordine
fra ke superficie Jf , £ ). Condizioni analitiche per un'omo-
grafia tangente H sono (scegliendo convenientemente il fattore

scalare)

(40) H[AAA;J:[‘A; Fl',:] ) J—{A[Aﬁ,_] :d[ﬂ;ﬂ‘z] +?'[A;Aﬂ ;

per un'omografia osculatrice bisogna aggiungere la condizione

wlteriore
wn Hat[AR) = 4[4, 8]+ 25d[AA] + (OAA]

Facendo uso della prima delle (16) e ricordando le (37), pos-



siamq dare alla condizione (46) la forma

2) H [Ad]=[N) H A=l pd p] HAA= (R A

dove

(43) D = N g Thgeus - (?11*21.2) -

Vediamo che omografie tangenti H esistono per ogni T sviluppa-

bile (invece non esisterebbero se T non fosse sviluppabile) e

sono
H A,‘ = J’-’A%
ni
H AZ = j’ Aé
(44) H A =

3= PO Ay A pas

,
HA, =6 (A3 QA+ Al

1

dove ?#O, l1’ :\2, P1? )‘2 possono sgegliersi a piacere
sicché per dati ¥alori di u,v si hanno o« omografié tangenti
H. Notiamo che il cambiamento del segno di 53 ha solo wn signi-

ficato formale giacché la sostituzione
(45) P oM A H M
-p A A

non cambid che il fattore scalare di H. L'espressione di H in

coordinate di piani &

HE, =? (E;-ﬂ.1' Eé)-/u,ZEAff,
§ )

BB, = Gy ABp- T
(46) g
H E3 = f n3
— ]
HE =§ E,
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e in coordinate di retta

B [Zr”‘a] = E‘H'Aél
B o) £ lag) + g (i)
H [4,4,] - [A'A'] + ), [A'A']
(47) H [4,0 ] E2Aé} "\ EA1A2]
2 [ty = £ Rl e [4)
. [AA] [A3A4] Gy Ry- )‘1)‘2)@1‘“‘5}
<Ayl E"Aa] f/‘zE""AJ f)‘1 E‘eAd

E' chiaro che camb.}ando l'orientazione di sl deve cambiare

anche quella di ff s per tale cambia’amerito d'orientazione si ha,

oltre (19) e l'analoga relativa a , ancora la

(48) § Ai Ay Ve

?A 3‘1 ll Vs B2

Te dualitd & espressa dalla (20) insieme colla

Pk ’\1 M4 /’f*\
(49) ( f“ -\ - Ny W ar S ast )

‘La nozione dell'omografia tangente non dipende dall'orientazione
ed & autoduale. Dalle (16) segue

d* (A, NE (‘lq+%z‘ ""di*‘*’:z ¥ Wy Wyt ey “’:) LA Ayl

—— e = S——————t

o (olcu tiw 4yt Oogg + Gy wy ) [Aea,) @‘*’4‘ W11"2 %3' wy) Dfﬂ 5}1‘
50

“‘(53“’%. -y i) [A4hs) *(‘*a@-"i’ oy ) [A“l Afr}*‘za-’s“z [hshi]

ol S
e relazione analoga si ha anche per . . Osservando (43) e (47)

si ottiene
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Ha? [A A =d A+ 2 O DALRYD +) [AY AS] -

(T Ty~ 200wy TR A JH(T5,- T, - 20 oo Yooy [AIR ]
{(*% Pg)wt - (By- P ) wi -2 ?}"2‘*’1%.} (A A5)+

- f"*ﬁz)wz (- et -2 gty en} [y A

(51)

Le (39) permettono di porre
(52) Ty~ Ty ‘}1""4; Tn~ Ty = -}z“’i‘

I1 confronto di (50) con (41) prova che H 3 un‘omografia oscula-

trice se e solo se

(53) ak;=f‘2dx13 0‘;,"5’2&:,., ﬂ:’ f’z ﬂ1 ) ﬁz _,_)’-Z p’“)

(34) 2= 51 7 2 Al:fz g pa=00 2 0

Una trasformazione T (necessariamente sviluppabile) della congruen
za f si dice deformazione proiettiva, se per ogni scelta di
parametri wu,v esiste un'omografia osculatrice. Abbiamo quindi
provato che condizione necessaria e sufficiente per deformazione
proiettiva di una congruenza non parabolica & l'esistenza di un
f’# O tale che valgano le (53). Segue che il tipo (v.pag.6)
di una congruenza non cambia bper deformazioni proiettive. Se
$'£ sono congruenze lineari (tipo VII), le (53) sono identica-
mente gsoddisfatte sicche ogni trasformazione sv:.luppabile:f" :f
¢ allora una deformazione proiettiva, e date le u,v, vi & ancora
nell'omografia osculatrice un parametro arbitrario 5’2 #0. Per tup
ti gli altri tipi si ha invece che le equazioni (53) (supposte
risolubili) determinano univocamente 5’2 sicche, date le u,v
l'omografia osculatrice & unigca, Si vede che nel caso dei tipi
VI e VI* di nuovo ogni trasform!azione sviluppabile L ;f' 2

deformazione proiettiva, il che non & pil vero per gli altri tipi.
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Notiamo ancora che, secondo (44) e (54), 1'omografia osoulatrice,
che indichiamo con Ho,-é data da

Hohy = P A

H°A2 = g"Aé
2 SACREA
S VIS FAPTY

dove f soddisfa le (53).

Torniamo al caso generale di una trasformazione sviluppabi-
le qualsiasi e indichiamo con H una qualunque omografia tangente.
Se o(1 #0 ;40('1, allora per &), =0 il punto A, descrive una curva
01 ed il punto A; descrive una curva C%. Si vede subito che le
due curve H 01 e C,; hanmo nel punto comune A; contatto geometri-
cg del primo ordine e lo stesso piano osculatorey sicché si pud
calcolare l1l'invariante di contatto (v.p.es. Fubini-Cech, Introduc-
tion & la géométrie projective différentielle des surfaces p.32)

che indichiamo coj j1. Avendosi
- f - | ' .
H ha = ? ﬂj ) Hd Ad L4 f(ﬂﬁ A"l "‘f &‘wi &2,MN,2(NJ,#T“)A,M;¢»1A; (wmfv!(,.q?l

gi ottiene

3'11.22{«_-

(56) dy /

)
similmente se Okg #0 # dz, per u)2=0 il punto A, descrive una
curva 02 e i1 punto Aé descrive una curva Cé e l'omografia H

realizza contatto geometrico del primo ordine di C, e Cé con

2
invariante di contatto

(57) I ?20\1

1
Dualmente: se ﬁ 1#0 # ﬁ 17 allora H realizza contatto geometrico
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del primo ordine fra le curve duali descritte per .-CJ.1=O dal

pianl E'3 ° E.'3 e 1'invariante di tale eontatto &

(58) By

31 'g'f -{34 }
ﬁzifO;‘ [3;_, allora H realizza contatto geometrico del. prima
ordine fra le curve duali descritte per @ _=0 dai piani E

e
2 4
E! 4 e llinvariante di tale contatto &

Y
(59) 4o = %&
2

E* notevole che gli inverianti di contatto che abbiago indotto
dipendono solo da f" e non da )\, ’ 11 v P e Ora H
1 3 1 1 -
trasforma la punteggiata [A1A2] nella punteggiata LA1 A2) me
diante una proiettivitd I :
N

(60) Thizohy,  Tha gAY

ed il fascio di piani d'asse [A S nel fascio di piani d'asse

’A'A' | mediante una proiettivitd “

3

(61) * _ A 1 # . ;)
F” Eg"'? E}’ ) E;,- gE‘.
La proiettivita 7 porta il primo fuoco A1 nel primo fuoco A!
il secondo fuoco A, nel secondo fuoco A!; la proiettivita ) T

2 2?
porta il primo piano focale E3 nel primo piano focale EB’ il

1!

secondo piano focale E4 nel secondo piano focale E"1 Sceltof '
le due proiettivitd % , 7™ son ben determinate; viceversa la
scelta dell'una delle due proiettivitd W, P* determina fz e
quindi anche l'altra. E' facile di descrivere geometricamente
la relazione fra le T , 3* . Scegliendo 5,3’ son date le
proiettivitd 77, 9y ed in conseguenza possiamo estendere la
trasformazione T ( 2 — ‘2) , retta —7 retta) da una parte

in una trasformazione puntuale S,~—?S}, che indicheremo con T( %)

3 3
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¥*
e dalltaltra in una trasformazione planare S;-—?SS (essendo

S; . 33‘ 2li spazl Amnali rispeito ad J 37 g;_). che indicheresio
con T( W ). Si ha

(62) TIMlche xaha)=pxi Ry, Ay,

(63) T(w*) (X Ey+ %y B, )= f“ xq Byt %y t'.f,.

Ponendo le u,v uguali a funzioni di un parametro t scelto co-
munque purchd [a.vidt] #0 # ]:wlol E] 4 si ottiene una rigata
sghemba Béontenuta in &£ oui corrisponde in , una rigata
sghemba R', Ora le (12) danno

CAy ) Ay d (A 2o A0} (M by, Xeeon Ryt ‘*’iA‘-J
sicchd secondo (14} il piano tangente a R nel punte
A=x, At x, Ay
¥ E

Similmente il piano tangente a R nel punto,

WX = ex Apr §70 %, Ay

EA'ﬂ A‘z;?-’(l Gy A.B"'? ixzwﬂ. N‘Jg

TV #
che coincide col piano ¥ A s Cid che da la descrizione geo-
metrica richiesta della relazione fra.le dme proiettivitd 37 , .

Consideriamo in brevitd le asintotiche curve delle rigate

R,R', Dalle (12)si deduce



[agr2yr dz("1A1*x2A2}‘ =
= (2 w1 dx ¥ Gy W+ X9 ,dg%‘-ﬁg ‘*’z} EAt Py 3\3) +

,\,( Rw,,ﬂ‘ e+ g Rergh X g v Gy, » Oy + Xy, oy wit Py WA A, Ao.],

+x dod1+x

1 1

sicché llequazione differenziale delle asintotiche della rigata
R &

2 wyewy (2202424 dweg X (‘*“’:*pz‘*’%)‘":“% (‘z“!? * Pg wi )+
(64)

f’ldxa(wsﬁ‘w’ ~cogduwy t G~ g P33~ i sy Y= 0

Similmente 1 ‘'gquazione differenziale delle asintotiche della riga
ta R' ¢

Loy, (x.,dx,-x,dia)-fzx} (i Pt ey g 5, b »Ff,u: Yo+
+x 1":{% oo ey oy (’-‘%‘” vy W Tl BT, Jayun s 0

Sottraendo si ricava
(659 1 Ugiapco+ B T O VNI N iy P
d
1-9(4_'7(,_ (2 —_92'"‘" 't'”"' Tal* T&;‘T“')wiwl =0

In queste conferenze non discuterd l'equazione (65) per trasfor—
mazioni sviluppabili generali, limitandomi a considerare pil
tardi il caso di deformazioni proiettive.

Per mancanza di tempo mi limiterd nel seguito a considerare
solo il caso di corrispondenze sviluppabili fra due congruenze’
non parabeliche del tipo I:
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(66) Aidy o Py # 0 Faydy B B2,

xpossiede dunque due supt:rficie focali non sviluppabili (A1 )y
(A2) e similmente anche .

La condizione (53) della deformazione proiettiva & una con=-
dizione tripla, Ora le congruenza Ei;'dipende da due funzioni ar-
bitrarie di due veriabili e la stessa generalitd ha anche & ;
perch? una corrispondenza sviluppabile fra ﬁg, gﬂj date non
dipende dhe da (dwe) funzioni di una variabile, si vede che la
T piu grande dipende dg guattgo fungioni arbitrarie di due
variabili. Si pud quingi aspettars che una generica ég & proietti
vamente jndgformabile, vale & dire che ogni sua deformazione
pgiostiva & una trasformazione gmografica L — %i? s © che
le congruenze éf; nroiettivamente deformabili dipendono da una
funzione arbitraria di due variabili. Che proprio & cosi, consta
+d gid E.Cartan nel 1924 nella sua comunicazione al Congresso di
Strassburgo, che contiene i primi risultati positivi nella teoria
piuttosto complicata della deformazione proiettiva di congruenze
rettilinee., Si pud anche aspetbtare che una delle due superficie
focali, sia (A1), pud scegliersi ad arbitrio e che le congruenze
<f proiettivamente deformabili con una superficie focale (4,)
data dipendono da un certo numero di funzioni arbitrarie di una
variabile. Ma una dimostrazione rigorosa e la precisazione neces-
baria non fu data che recentemente da Bam=Zelikovic nel seminario
dell'universitd di Mosca condotto dal Prof. Finikox (v.S.P;Finikov
Teorija kongruencij, 1950, p.497/9, 506); le congruenze $ pro-
iettivamente deformabili a superficie focale (A1) data dipendono
da sette funzioni arbitrarie di una variabile.,

Io trovai indipendentemente qualche anno fa lo stesso
risultato mediante calcoli un po'! lunghi che perd promettono
risultati ulteriori pil generali,

E' naturale la domanda sulla caratterizzazione geometrica
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delle trasformazioni sviluppabili T che soddisfano solo una
delle quattro condizioni (53). A tale uopo si osservi che in
virti della supposizione (66) son definiti e diversi da zero
tutti e quattro invarianti di contatto J 1,32, 3?,3; e l'arbitra~
rietd delle scelta di f” #0 permette di prescrivere ad arbitrio

il valore, purcht diverso da zero, di uno di essi. Ora j1=1 &

la condizione perch® H realizzi per w1=o contatto analitico |
(del primo ordine) A -)A,‘, 32-1 ¢ la condizione perchd H realiz=-
zi perw =0 contgtto analitico A —PA! 29 31-1 e la condlzlone
perchd H reeCLizz:L per &Jy=0 contatto anal:.t:.co A, =7 45 32-1

& la condizione perché H realizzi per @

E4—9Ei. Ma dalle (12) e (14) scgue

1-O contatto analitico

HA= fA;)J-HA,I: J\(PA;H(‘)AH(}ndw‘-l-s;:u;:go@wz) Ay

e similmente per A2,E3,E4. Dunque (senza le limitazioni €, =0
0 w2=0):

j2=1, ’;2=O ¢ la condizione perche A2 - Aé

31-1 v g =0 H realizzi contatto E3 -'?E."}

32—1, )L1—0 analitico del primo E 4 ...-7Iz."1
ordine

S5i ottiene cosl il s:u.gnlfa.cato) geometrico di tali trasfox
mazioni sviluppabili &*—?Q che lasciano inalterata une del-
le quattro forme differenziali (25): Vediamo in primo luogo che
(f = CP' (uguaglianza delle forme puntuali) se e solo se per
qualunque scelta di u,v esiste un'omografia }1(83—?83) che realig
za contatto analitico del primo ordine tanto per A1 -)A.; quanto
per A2~7Aé (8i verifica facilmente che una tale H 8 necessa-
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riemente tangente per T, vale a dire che essa realizza anche con
) W tAd ) ] *: *I -—
tatto analitico [A1A23--7 LA1A2]) e che dualmente Lf (P (ugua
glianza delle forme phanari) se e solo se per qualunque W,V
esiste un'omografia H (83 —-‘785) che realizza contatto analitico

del primo ordine tanto per E3 -—-7E3 gquanto per E4-—~7Ei . Tutto

cid & evidentemente conseguenza della calkabberizzgzione geome-
trica data dal Terracini (v.pag.6) della forma (]9 (& della
forma duale tf’) e non d& quindi niente essenzialmente nuovo. B!

invece nuovo che-F1=F,i (uguagiianza delle prime forme focali) se

e solo se per qualunque u,v esiste un'omografia H(SB——'ySi) che
réalizza contatto analitico del primo ordine simultaneamente per

' - ; ' . s o —T!
Ay—»Aj}, per B, —7E} e per A4 -e[A;Aé], similmente F,=F}

(uguaglianza delle secondo forme focali) se e solo se per qualun~
que u,v esiste un'omografia H(S3-)S§) che realizza contatto ana=
litico del primo ordine simultaneamente per A2 -)Aé s Der

E4 -? E/i e per [A1A21 ~—7 [A1' Aé] . Dunque la condizione ff':‘fi

, € 4, la condizione 30"‘= Cf"}‘ solo
3 e E4, la cpndizione F1=F,i solo il primo fuoco

A1 ed il primo piano focale E3, la condiziome F2=Fé solo il secon

do fuoco Az ed il secondo piano focale E4. Son quindi ormei chia~

epiguarda solo i fuochi A

i plani focali E

re le ragioni per le denominazioni forma puntuale C? y forma

1 e erd & naturale

chiamare deformazioni puntuali le trasformazioni sviluppabili

planare Cf* , Drima e seconda forma focale F

T che conservano cf » deformazioni planari quelle che conser-

vano (f" , deformazioni focali di prima e di seconda specie

quelle che conservano F1, riep. F.. E' pure opportuno di chiama-

re deformazioni asintotiche di prfma. specie le trasformazioni.svi
luppabili che determinano una corrispondenzg asintotica fra le
prime superficie focali (A1) e (A1’) e deformazioni asintotiche
di seconda apecie quelle che determinano una corrispondenzaasin

totica fra le seoonde superficie focali (Az) e (Aé). Butte queste
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sono insomma 6 specie particolari di trasformazioni sviluppabili

T e le deformagioni proiettive son quelle che appartengono simule-
taneamente a tutte le sei specie; viceversa [sot’co la condizione
(66)] le trasformazioni svillippabili che appartengono a tre
qualungue fra le sei specie appartengono necessariamente alle
altre tre e son quindi deformazioni proiettive. E' chiaro che

per qualungue delle sei specid di deformazioni che abbiam introdol
te la prima congruenza f (del tipo I) pud scegliersi ad arbitrio
¢ la seconda %' (pure del tipo I) dipende poi de una funzione
arbitraria di due variabili,

Siccome una congruenza % non parabolica dipende da due
fénzioni arbitrarie di due variabili, non si Possono scegliere
arbitrariamente tre delle quattro forme (25) (11 che determineredb
be, facendo uso dell'identitd (26), anche la quarta), ma pud aspet
tarsi che gue relazioni fra le quattro forme (25) possono pree
scriversi e omainw’ - 04 gi con:f.‘erma' col calecolo che segue, Si
vede facilmente che & sempre possibile di scegliere il riferimen

40 (2) in modo she si abbia
(67) w,zduj' Wy = c[u,,

allora

'd.u‘
froasadedy,  fefipdedy, fesh S5
Cerchiamo le congruenze a8 (del %ipo I) tali che

() $@iag) BBy, sy v)zo V@AY iy, u,v7)=0

dove P (34_, El » By sWeV), Y (é, ' 21 ’ 'ga , 1,v) son date
funzioni di cinque variabili sottoposte alla condizione che il
tango della matrice
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2%,
oY oY
a %d a gl a g'b

X

23

? ¥,

/)
e
ﬂ

)
ad

:

¢ ugyale & @ anche peer = “Y =0, Dobbiamo integrare il siste=
ma 4i Pfaff (8)+(1T)+(0T) sotto la cemaietone (bB] da cul si riw
caveno per differenziazione due equazioni della forma

f,d @ R A B PR A e R dshed w20,
l&s)
{’d Gy ﬁ.zd (B, Py R 50 (o yPo)s R A d.weh sd =0,

dowe '!Ll ’ &9_ son funzieni conosciute di 5 vgriabili d1 ok 29
A 4 pz, of 1 531, u,v tali che il ranga della matrice

3\
( h, h, by |
\\‘ lc1 k2 k3 j
¢ uguale a 2 anche se valgono le (68), La differenziazione este-~

riore del nostro sistema di Pfaff dd le relazioni

(70) @Jﬂ- w,, Av]:.o, Eusz“d.ug =0

e le relazioni (17)’ in cui le quantité. d." d 0! P1, kz
e i laro differenziali sono legati dalle (68) e (69). Ponendo

Da‘-‘- “'m*‘di("-@u‘“’l& ‘D‘E" "\"‘2"“9 (wap_"“’h),

Djh: d_ﬁi'ﬁa (‘*"Ju,"‘*’l! ), DPf' ‘a"}f /bl (w’ u- w“))

le equazioni (69) assumone la forma
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sty Dtz t g Dty Jo By (B Dy kP M, Dbutfy DayJb B dusb - d v=0,
Doyt y, )+ ﬁz‘ﬁ‘noﬁi"ﬁt DB, J+Ry (aDBj+py Dbk dusks d 120,

e le (17) la forma

Lompeonl Pagoy}= 0, [Dage] 4w ] =D,

oy o) mﬁ(ﬁa (Coyreuy) "’:]‘O/ [.Dﬁz'ﬂ&(‘uz;'wu) ws)-feos, w;]'-‘-o

Siccoge il detexminante

Jw, o o - &, 0 0
O oy - 0 o O
wg ©O 0 0 L R -
0 wy O 0 R o &, 4 )
0 w, O Aoy Bofirtyn
0 0] 0 0y ﬁz By ’kz }t

A Rk e fod- el 1 lrfshoRo )P e+ ek bk bt

non & uguale a zero identicamente in 0J1, gaz,'il sistema di

Pfaff considerato & In involuzione con soluzioni dipendenti da
sei funzioni arbitrarie di unae variabile.

Gli inverianti di comtatto J,, J,s 2, j‘; dipendono dal-

la scelta di f; y a le loro combinazioni

(71) J4dp0 3437+ 3,05

ne sono indipendenti ed il nostro risultato si pud enunciare
dicendo che, data la congruenza.gﬂ , 8e per ogni sua retta g son
prescritte due relazioni fra le (71) (in modo che pud dipende-

re dalla retta g), allora le trasformazioni sviluppabili T sode-
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disfacenti le reclazioni prescritte esistono e dipendono da sei
funzioni arbitrarie di una variabile.

Vi apno casi particolari notevoli del ‘teorema generale
gttenvto. Se domandiamo che vsista un valore di .fﬁ*che spddisfi
tre relazioni scelte fra le (53), otteniamo tali deformazioni
puntuali o planari della congruenza % che determinano una
trasformazione asintotica di una superficie focale; il teorema
generale ci insegna che, data ﬁﬂ ad arbitrio, le deformazioni
richieste dipendono da sei funzioni di una variabile., Possiamo
anche domandare che esista un valore di jﬂ'soddiafacente due
fra le (53), ed un altro valore di ‘fl soddisfacente le rimanene
ti due, Si ottengono cosl tre tipi particolari di trasformazioni
gviluppabili: (1) tali che sono simultanemmmnte deformazioni
puntuali e planari; (2) tali che sono deformazioni foeali simul~
tancamente di prima e di seconda specie; (3) tali che determina-
no una trasformazione asintotica di ciascuna delle due superficie
focali, Di nuavo, scelta ‘ﬁe ad arbitrio, le deformazioni ri=-
chieste dipendono da sei funeioni di una variabile.

Ritornando allo studio di una trasformazione sviluppabile
T arbitrarie, scegliesmo ‘fa 0, ¢i0d che & lo stesso, scegliamo
le proiettivita JJ(60). Essendo H=H( Jy ) un'omografia tangentc
(44) appartenente al valore scelto di §ﬁ , csaminiamola in con=-
nessione colla trasformazione puntuale T( 7 } introdotta a

pag.15. All'uopo osserviamo che, secondo (12) ¢ (44),
PR+ Ko HqAss s Az),
dlom, Kyr g%, Ry )z Ha Ocahyr 20,4
(72) "if"‘i (%t*'tﬂ-)swﬂ*xz (?'T‘E‘—g;‘; iy~ /‘za’z)g R+
Wi o Forf o 1 S+ Tar ko) JAS.

Dalle (72) si deduce facilmente che se il punto
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(73) X=xA + XA
descrive nello spazio 83 una linca qualunque C, cui corrisponde

nallo gpazio 33 lae linea C' doscritta dal punto

(74) X[..; k= 27 A+ 9.1_9(1_4';{ }

allora nel punto X' corrispondente ai valori iniziali di u,v le
tangenti alle due curve C' e HC gtanno in un piano che passa
per la retta g' = [A{ A;\ e questa ¢ una proprietd caratteristi-
ca di quelle omografie tangenti che appartengono al valore scel=-
to di f‘ . Domandiamoci quand'® cheral punto X' si ha contatto
analitico delle due linee C' e HC. La condizione @

§%4 3'5@?&”‘!‘ Mo Yy (5 phe s - pycon) .
%y by ot sy 0 ) ¢t (‘4';2*‘131-) 1R)
ossia
5""2 e 4“’4*?7}::? “1'(“’1)' ?Jx;(SW'wl ] )~
(75) ds | \
-4 g (2_-?—-4« 't,,~‘13’_-,1, "Ji*';\zwg)"' 0

Se si sceglie M,= ,*-2=O e se si determinano le )\1, ').2 dall'e~
quazione

d | '
(76) 3‘;‘*' Ty~ Tag~ A= Ay o, =0,
la (75) assume la forma [:v: (56) e (57)]

(77) (a‘- 4.)d,wg%§_*(32~1)d\2(~44 '}'L?i‘-O

Oi ottiene cosl un'omografia tangente ben determinata dalla
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scelta ai § , che indichiamo con K('TF ). Si ha dunque

(W) &= § A, () A § AL,

(78) -
K )ay= P (a4 Ay A1) K(TNa= ?’(A,;j YLy

con }g , al soddisfacenti la (76). Proprietd geometriche carat-
teristiche dell'omografia K( 9T ) sono le seguenti: Per quelle
iinee C, per cui CJ) =0 si ha nel punto (74) contatto analitico
del primo ordine fra le curve C' e K(T) C o (se 3 Jp=1) seppre
oppure (se & 3'2;!1) e @ solo se C passa. per A, (se ciod x2=1);

per quelle linee C, per cui &4 =0, si ha nel pmto (74) contat-
to analitico del primo ordine fra le curve C!' e X(“TV )C o (se @
;]1=1) sempre oppure (se 2 31;!1) ge e solo se C passa per A, (se

ciod x1=1). Nel caso j 1;]2=1 di una deformazione puntuale vi &
un'unica scelta di f; per cui J,=j,=1y 1l'omografia K ()
corrispondente sia detta puntuslmente associata alla deformazio-

ne puntuale T e si indichi con K . ILa trasfomazione. puntuale
T( ™) corr:.epondente al bvalore scelto di f (ricordiamo che
f da ’ dz = S’ oy, ) & 1'inviluppo delle w0 omografie
K .
0 . % N
La scelta di §° detemmina anche le proiettivita T (61)
che generano la trasformazione planare T( ‘ﬂ*) (Sg --?83'5. Si hane
no formole duali alle (72):

¢ Eyep Ey= H g0 %, E0),

A(f'ili E;‘f f?i" E;}): H A {14 E.g*" 2 Elg) -
~fralg o e (o ucs)) 5=
..{oxﬂ (f-ip’,-y/bl ozt P w3)+f1.2(‘%§:+ 2%+AQCVZ)} E}' .

(99)

»
All'omografia K( ) & duale l'omografia K( ' ):
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o -
K (71%) Ay= phy, K(n") Agzp A,

(80)
KM Ay p (A fe), ke A= (2 B))

*
con A, ) 3: soddisfacenti la relazione

60 2% 4% e X - K ey=o,

all'equazione (77) & duale la

(82) ( éf—-d) }ﬁ,wi x - ( jf*ﬂ) P’ i, =0

Nel caso 31 32 1 di una deformaz:.one planare vi ¢ un'unica
gscelta di 5‘2 per cui 3‘1" = 32 s la K('ﬂ*) corrispondente

si dira plagparmente associata alla deformazione planare T e
s'indicherd con K':. La trasformazione planare T(TT’) corrispon
dente al valore mcelto dd ?Z (per cui p; = f:ﬁ! ’ ﬁ= Sfiﬁ )
& 1'inviluppo delle 002 omografie K“g ‘

Le due omografie E( T ), K('Tf ) carrispondenti allo

stesso valore di f" sono in generale diverse l'una dall‘'altra,

Esge coincidono se e solo se
(83) Jg 7t To~ Ty Tp~Tay =0

Si calcola facilmente che, perch® la (83) sia completamente
integrabile, occorre e basta

! ]

ossia

(84) (P_ ,fat - (F”' ?l-}.
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Se g ® una congruenza W, vale la (84) se ¢ solo se anche la
QBJ ¢ W, Se (83) & completamente integrabila, essa non deter-
mina -fﬁ ohe a meno di una costante; la prolettivitd T su una
retta g di ﬁg’pub sceglierei ad arbitrio (purchd porti i fuochi
A,,A, Tispettivemente nei fuochi Af, Aé); la (83) determina poi
univocamente tutte le proiettivita 7yf .

Con cid lasciamo le comsiderazioni frammentarie sulle
trasformazioni sviluppabili generali per volgerci allo studio
delle deformazioni proiettive, Pcr ragioni di brevitd, continuia
mo a limitarci al caso (66) di congruenze del tipo I, E' chiaro
che il riferimento (36) pud essere specializzato in modo che
1'omografia osculatrice (55) abbia l!'espressione analitica sem=-

plice

(85) H°A1_=A;, HOA2=Aé, HOA =A3, H0A4=A'

3 4

Si ha allora [}.(52),(53),(54), d'una parte

} }
di=ady, Ayzdy, Py=Pi, Bi= Py

ossia
= To= = 46
e d'altra
(87) T~ Ty=0, Ty~ Ty =0

Differenziando esteriormente otteniamo dalle (86)
CT3q e~ [Ty 0 )=0,
5;9. (Ta~ e Jr [T ) =0,

(60) ETMWJ - Pd 2:'331‘712“2:“‘ 0,
& [T -T2+ [, -CUQ,] = 0
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e dalle (87)
(89) [11104]20, (T eue]=0

Le (88) permettono di porre
(90) Tos~ Ty = Coeu-Cyen

Bgserviamo che

(91) Lo (i'iz"" Tﬂﬂ: 0,
gosicche
(92) Cqws ~Crwy ¥ d ¢

¢ wn differenziale esatto.

Una deformazione proiettiva & simultapeamente deformazio-
ne puntuale e planare; possiamoe quindi considerare, oltre 1'omo-
grafia osculetrice Ho , anche l'omografia puntualmente associata
Ko e l'omografia -planarmente associata Kz . Le espressioni ana-
litiche i K_ e K:" si ottengono da (76),(78),(80) e (81) po-
nendo 5’ =1 e sono

03 Kohy= Ay Kotg=hy ) KahgAroks ) KAZAG AL,

(94) KQA h“ K AQ— AQ’ KOAo NS?C‘]_ f\.g' K:A(':Ng*cz A'Q“

Le tre omografie H o? K R K* coincidono sulla punteggiata @11&3'
ma le tre immagini d:L un pu.nto di S3 situato fuori [A Ag sono
in generale mutualmente diverse. Sk coincidono (due e quindi .

tutte) le tre omografie HO,KO,If: y la deformazione proiettiva
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T 3 singolare, La ocondizione analitica per una deformazione pro-
lettiva singolare & c,=c,=0-vssia

(95) 7’;1- T3, =0

Se T non ® singolare, pud darsi nondimeno che anche fuori d4i
[§1A£] esistono punti, le cui immagini nelle tre omografie

Ho Kb, Kz? coincidono; la T si dice allora gemipingolare e tali
punti riempiono necessariamente uno dei due piani foecali., ILa
condizione analitica per una deformazione semisingolare & 02=0
ossia

(96) ETﬂ - sz wj] =0

se coincidono le tre immagini dei punti situati nel primo pianc

foceale E3, e c1=0 ossia

(97) fTﬁ- 2‘22 0)1-]3 o

gse coincidono quelle dei punti situati nel secondo piano focale
E4.

Si ottengono proprbetd geometriche caratteristiche del
caso singolare, e semisingolare esaminamndo le trasformazioni
puntuali A1~9Ai e AéuaAé fra superficie focali che nascono dalla
trasformmazione rigata T. Osserviamo prima di tutto che dalle
(88) e (90) ®i ricava

(98) ?323)?1 Cq Cy+aky 4 ) )= olyCy wyﬁ,m Wy

Ora da (87), (90) e (98) segue
Ay=Hohy d A, = Hod Ay,
(99)
dqﬂg’z Hod*A, +2 T aA'f*('gf1““§+2"1‘1w3wz’4ifzwi)hzé+ () A !
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'2= HoAZ, dA‘g-"- HOO‘A”
(100) |
ot A= H, a2 42y, A Ayt (g €503 +.2 oo G B, o} JAL) B

Nel caso della deformazione proiettiva T singolare 1l'omo-~
grafia Ho osculatrice per T & osculatrice anche per le corri-
spondenze puntuali A1——~)A{, Ay ALy sicch® la deformazione
proiet'tiva singolare di una corgruenza non parabolica 58 detere
mina una deformazione proiettiva di ambedue superficie focali.
Viceversa, se la deformazione proiettiva T della congruenzagg
determina une deformazione proiettiva di almeno una superficie
focale di 56’ y allora.T ¢ necessariamente singolare. Eccettuato
il caso singolare, l'omografia H o ¢ soltanto tangente alle cor-
rispondenze puntuali A1~?A; e A2—9Aé e su ciascuna delle due
superficie focali vi sono due direzioni caratteristiche nsel
senso che H_ & osculatrice rispetto a A,—¥ A! per quelle curve
tracciate su (A1) [su(Az)] che toccano in Ay (in A2) una

direzione caratteristica, Le direzioni caratteristiche su (A1)

30100
Y . 2
(101) plciw.l -LidjciC&)g'Cx)g"‘ dacg“‘z =0
e su (Az)
(102) —olp C ot + Lol €, Cy € +he, od =0
2 9%y 2ty ™1t THC Wy =

Ricordando che le direzioni (27) sono asintotiche sulle shper-
ficie focali, si riconosce subito che su ognuna delle due su-
perficie focali le direzioni caratteristiche son coniugate, Si
vede pure che nel caso semisingolare (96) su (A1) le due dire-
zioni GJy=0 e GJy =0 son caratteristichej mentre su (4,) le
direzioni Wy =0 e (s =0 separano armonicamente le direzioni

caratteristiche; similmente si dica pel caso semisingolare (97).
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E' ben noto che le deformazioni proiettive singolari di
cohgruenze non paraboliche dipendono da sei fungzioni arbitrerie
di una variabile ; a pag. si vedrd che questo risultato si

pud Jignandare comg cago particolare del teorema generale enun-
oigteo a pag.2i. Per determinare la generalitd delle deformazio=-
ni proigttive sémisingoleri, besta esaminare 31 caso {96). Si
vede facilmente che una scelta conveniente del sistega di xife-
rimento (2) permette di supporre w4 = 6‘ =c1=1, mentre czf—o.
8i deve allore esaminare il sistema di Bfaff

W= 6,20, Wy 3wy, Coyaslly , g2 Ay Wy ) u%eszw“

(103)?467&‘7%""14?7'1::?&; 2 Yz = - Tuza Uy~ Tus 50,

T-Tson ) TyIwy) Ty =0y
La differenziaziaone esteriore fornisge le relazioni
[Wa:.wﬂf[“)u -4 0&,_+w¢.<,w,'] =0,
[‘"u “’1]- [‘*’sa.*“’n‘ Qg wy ] =0,
:aﬂ,.*dz (éwu‘wu‘“';)\)wi] + [quwz =0 )
:‘lh*}ip‘u*iwn *“’“H)‘*’i]‘[“’szwz =9,
:?3:1 Ws] =0, [’f:‘.z Wz] = 0) [‘“ﬁ - 33 W;] - O)

[j‘z Qlﬁ-f wit““]‘[esl ~dungy 10y« ey -ty Wz] = 0,

[usz._~w4,wi]- 1% auyy + Wy - -cy “‘1] =9.

I1 sistema (103)  @n involuzione ed arrviamo al risulta-
to ghe le deformazjoni proiettive semigir_xgolafj,- di congruenze .

non parabolishe egistono e dipendono da nove funzioni arbitrarie
di una variabile.
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Essenio T una deformazione proiettiva arbitraria della
congruenza non parabolicaola , consideriamo la trasformazione
puntuale B{T ) 133 —_ -Si) dove ThA =K, TUA,=A} d'accordo
con (85). Avendosi attualmente o/y =.;./:L ) oy = a(é., F’i =PL
’9,_: S’az' v P =1, la (65) assume, tenendo conto di (87), la

forma semplice

Ricordando il significato della (65) otteniamo in primo luogo
il risultato noto che se T & singolare, la corrispondenza puntua
le T(qr ) & totalmentc asintotica nel senso che per una qualuns
que rigata sghemba R contenuta in,t’ s la corrispondenza R —yp R!
subordinata a T( M ) & asintotica. Se invece la deformazione

proiettiva T non & né singolare né semisingolare, allora &i vede

che

(104) ¢c = cost.

[v. (92)] ¢ una decomposizione di of in una famiglia 031 di ri-

gate sghembe che chiamiamo decomposizione asintotica di o'{” (re-
lativa alla deformazione proiettiva T) p@rchd tutte le superficie

rigate della decomposizione son trasformate asintoticamente dal-

la (9 ), il che non & pil vero per le altre rigate sghembe
contenute in aL‘o .

Se T & singolare, la decomposizione asintotica di 58 di-
venta indeterminata, Se invece T & semisingolare, allora (104)
2 una decomposizione di of in oo | rigate sviluppabili che
continuiamo a chiamare decomposizione asintotica, ma l'interpre-
tazione geometrica data sopra non vale pil ed occorre cercarne
un*altra. All‘'uopo ricordiamo il concetto della deformazione
proiettiva di una superficie G~ . Se D(& -9¢') & una tale de~

formazione e se A & un punto scelto comunque su & , allora per
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definizione esiatono omografie H oscwlatrici (in infinita oo1)
che realizzano contatto analitico del secondo oxdine fra @ e &,
in altre parole, tali che le immagini di punti di & awfinita-
menie vicini ad A rispettivamente per D e per H differiscono
l'una dgll'eltra solo per gquantitd infinitesime del terzo ordi-
ne, Ora se & . non & sviluppabile, allora le H posseggono anche
la proprietd dwale P che dice che le immagini di piani tangen-
$i a & nei punti infinitamente vieini ad A rispettivamente

rer D e per H differiscono l'una dall'altra solo per quantita
infinitesime del terzo ordine. Se invece & & sviluppabdile,
allora la proprietd P non vale in generale per nessuna delle

oo1 omografie Hy ma se (in un punto generico A di @ ) la pro~
prietd P vale per una delle 031 H, essa vale per tutte, Sia
adeaso T( & — 2! } una defoxrmazione proiettiva qualunque

o sia R una rigata sviluppebile contenuta in &£ » Allora la
trasformazione di R subordinata alla trasformazione puntuale
T(9T ) di S3 ® sempre una deformazione proiettiva, ma essa
possiede la proprietd P se e solo se R fa parte della decompo-
sizione asintotica dii&? s T & allord semisingolare, (Se T

¢ singolare, la proprietd P vale per ambedue i sistemi di svi-
luppabili contenute in cﬂ? Yo

, Ia decomposizione (104) di:R? si pud anche interpretare
gsenza far uso delle asintotiche di rigate contenute in af .
Basta considerare la decomposizione corrispondente di una delle
due superficie focali, sia (A1), in curve. Infatti si ve-
de subito che la tangente, in un punto qualungue A, dai (A1), al=-
la curva di decomposizione che vi passa, & la coniugata armo-
nica di [h1A2] rispetto alla coppia (101) di tangenti caratteri-
stiche di (A1)-

Abbiamo gia oscasionalmente considerato, insieme collo
¥*
spazio 83, anche lo spazio duale S3 i cui punti sono i piani

di 83. Una retta g di 83 consideriamo come un'insieme di puntij;
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ad ogni retta g di S3 corrisponde allora uma rettes ben determing
ta g* ai S§ che chiamjamo dualigzzazione della retta g; g*' &

quindi il fascio di piani di 83 passanti per g. vate una congruen
za a( di '83, pe sostituiamo ogni retta g di 36’ per la sus
dualizzazione g* , otteniamo una congruenzaaf* di S;‘ « Il pas-
séggio g — g* considerato come relazione biumivoca fra x’ ed
f 4 sis detto dualizzazione della congmenzaoe . La dualizza-
zione di una congruenza 9’0 ¢ un caso particolare notevole di
trasformazione sviluppabile. Per studiarla, possiamo porre

(105) A} = E,, A}=-E +=E,

4’ A§=-E1 [) A

39
dopodiche ‘
l ! ) ! - ] ' -

(106) o =%y =T =T = 9,
1 ) I _ i
Wiy 2=W3 ) Gy =-Wy ) Wiy TS Wey -,y )
Gu=tua=0 , 2y -%, =0.
Ci limiteremo al caso particolarmente interessamte di- congruenze
W la cul dualizzazione & una deformazione proiettiva. Si hg

olq o = P 1} 5 @ il riferimento (2) pud specializzarsi in mo-
do da avere

(107) o4 =‘S’ﬁ ; %-‘J”z
ossia

(108) Wy =g ;) Wy = Vi
Ormai si ha

(109) 2}9’ :2'211 = Q‘L’3 = ?‘3,_‘ - O/

ciod son soddisfatte le (86) e (97), siechd l'omografia oscula=-
trice relativa alla dualizzazione ha la forma semplice (85) ov-
vero, visto (105), 1la forma

HAz=E,, HA=-E, , HE=-E

=B, 7By HASE

42 0



LI L R fomn

Ho ¢ dunque la polari+ti rigpetto 1 saomplessc lipears. paculato-

ro J2, :

(1102 [A1A3] "E‘z"‘ﬂ :

Dalle (106) si ha @;.z- Ty = Wy = Wyt Wy - “Wey s sicchd
la dualizzazione della congruenze W, pensata come una deforma-
zione proiettiva, & singolare se wy = Wy, + W33 = 4, =0 ed ¥

semisingolare se / Wyg= Wy, + HMyg— W, - wi] =0 oppure | ay,, -

- Wyt wyg = Wiy @y ]=0. Ora dalle (16) si ha

(111) 01([“1-93]'[’)‘2’%]>= (Wm*‘vn)ﬂifﬂ +
wlovsg vy ) AAS) = (wiam ) [ Al

e differenziando esteriormente le (108) si ottiene

°K1ZW4¢ - Qugq + W3- Wiy wi]-[cuqc + Wy, wij =0,

Risulte che nel caso oy, = g + W3y =W =0 si ha anche
W T W31 =0 ed il complesso :.Q:n & fisso. Quindi la dualizzazio-
ne di una congruenza W 08 non pud essere una deformazione proiet
tiva singolare che se of sta in un complesso lineare '-QJ, fissos
la deformazione & allora una semplice omografia.

La specializzazione (107), che dice che il complesso linea=
re osculatore Qo ha la forma {(110), pud completarsi colla

epesialibzzazione

Qei 'f")gi. =0 , ')/2' '+J2,1 =0 }

che dice che le asintotiche sulle superficie focali son date
dall'equazione
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(112) w:- wi = O

Si trews facilmente ghe una nuova specializzazione permette di
posi e .,1‘ =1 sicché insomma

una spacislizzazione ulteriore da ancoera

(114) )

gy Wy~ gy ey T O

Differenziando etaeriormente le (113) s‘ottengons le (17) dove
adesso

(115) o =d, ay=-d, f=4, Pee- 1,
picchd sd pud porre

‘1«:1.,(’1‘01 2

wyy -y 2 A8 - Sy

i TR (¥, )“’1 +(24-t l Qe ,

w“ = *(&1.*‘".)(4!4 '-(?1"['1) 50‘?. N

(117)

Dalle (116) e (117) si ottiene per differehziazione esteriore
(118) [“’u“"t] - [%1“’:] ~ 3 [e ‘Vt] =0,

(dz, sy wi | +[cl1¢+w,,,_ w,] =0,
(119) A~

(120) [dl"wi‘} +[a”iw{} f{i“l‘z-aﬁ) [Gu’w;] =0 )

o [l [dtes] 328k o] =0,
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(122) [d ‘z,;wc.:.wi} *ZA - “’H“’z.]*(zz: **f-fl'i'- l‘:)[“’a wy |=0,

Il riferimento mobile (2) relativo ad una congruenza W ¢ ormai
completamente specializzato (non vi sono pid parametri seconda-
ri) bensl solo irrazionakmente; al.pesto.di. (2) -si.pud.ancora

nettere
L L
é 6‘,
(123) 81'A1 ,SzAz, T‘ As, R Atr)
dove
el _ o+
(124) =8 =12

Giova notare le formole

(125) [o{ w;.\ T -2 [wi ouzj / {-AW&]:?J@j WL]

ed osservare che
(126) _Eyl(éiw, -t-‘“zwz)] = 0,

che ciod t;' w 1+t2w2 ¢ un differenziale esatto: L'equazione
t1w1+t2w 2=0 definisce la decomposizione apintotica di 0\6 ree=
lativa alla dualizzazione. E! t1=1:2=0 per congruenze appartenen-
ti ad un complesso lineare fisso.

Condizione perchd la dualizzazione di 0\6 sia semisingolare

(ma non singolare) & che sia

(127) t, =0#t,

oppure t2#0=1;1, le due possibilitd differendo solo nell'orienta=-
zione di OZ’ . Sia dunque (127). Allora le (120) e (121) dinno

(128) At +t (32w, ﬂ,_wa) = 0

donde risulta per differenziagzione esteriore
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(129) 3 E) 7 (ui] +[:ﬂ%2wa —infzz{wiwﬂ =0

Il sistema di Pfaff (8)+(113)+(116)+(117)+(128) ha nell'ipotesi
(127) condizroei d'integrabilitd (118)+(119)+(122)+{129), nelle
quali compiano oltre e, , w, quattro forme dz,,dz,; W 31° C~42
con determinante

O w, oy 3wy
O 0)2. wi ws‘

0.)1 wy -y @,

= ‘g“’f“’z * 0.

“wy Wy g 0

Quindi le congruenze W con dualizzazioni semisingolari (ma non

singolari) dipendono da guattro fungzioni arbitrarie di una veris-
bile.

Una classe notevolissima di congruenze W si ottiene suppo-
nendo che la decomposizione asintotica relativa alla dualigzazig
ne corrisponde ad una famiglia d'asintotiche delle superficie

focali, DPer brevitd chiamiamo congruenze W con dualizzazione

agintotica le congruenze testd introdotte. La decomposizione

+wW . =0 o da&)1- w2=o e 8l ha

asintotica & espressa o da w 2

nel primo caso

(130) t, =%

e nel secondo

(131) t,=-1%

con 'b1#0; 1 due casi non differiscono che formaimente l'uno dal=-
ltaltro,

Nell'ipotesi (130) (con t17-40) si #educe dalle (120) e (121)
che
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{(132) zy = 2,
.ed inoltre
(133) ld t, (~1+w2] =0

I1 sistema di Pfaff (8)+(113)+(116)+(117) ha nelle ipotesi
(130) e (132), se t1#b, le condizioni d'integrabilitd (1418)+(118)+
+(122)4+(123) nelle quali compaiono oltre W,y @, quattro forme

dzg,dt1, 0J31, 0042 con determinante
O Wi'f‘wL Oui rty 0
0 Q 0 gt &g
= (woyreoy) 0
Cu w o /
(’Ui i -
~ Uy, “ ~ &g ©

siccheé le congruenze W con dualizzazione asintotica dipendono da
quattro funzioni arbitrarie di una variabile., Si bprova facil-

mente che gli elementi lineari proiettivi delle congruenze W con

dualizzazione asintotica dipendono da tre funzioni arbvitrarie

di una variabile sicché ogni congruenza W con dualizzazione asin-

totica ammette deformazioni dipendenti da una funzione arbitra-

ria di una variabile., Si dimostra pure che, se la congruenza del

317 (4)42 sono univo-

camente determinate dall'elemento lineare proie tivo, mentre la

tipo esaminato non & R, allora le forme W

quantitd t, resta arbitraria eccetto che essa deve essere costan

1
te lungo le asintotiche C~ﬁ+ CAla;O. Per la congruenze R a dua-

lizzazione & possibile indicare formole esplicite:
w, = fd, - ::ﬁc.{,u,
f _ A
=) b T fq = s
e
Wy :ﬁ- du—-.f(zdu. +df\f)}

-~
£
floas
|
K
1
|
|
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dove £#0 e g sono funzioni arbitraris dells spla W+v & o ¢ una
costante arbitraria.

Le congruenze W con dualizzazione asintotica appaino, come
stt visto testd, nella ricerca importante di congruenze che am-
mettono "molte" deformate proiettive, Perd noi qui non prosegui-
remo tale ricerca., Un altro problema importante di cui perd non
ho ancora finito lo studio & quello delle congruenze che ammetto-
no un gruppo continuo di deformazioni proiettive in s&, Mi limi-
to qui ad indicare che per congruenze del tipo I tale gruppo ha
ai pil due parametri e che, se & coéi, l'elemento lineare proiet-
tivo ha (in parametri sviluppabili .u ,v convenientemente scel-
ti) una delle tre forme

—du A
_C % (a ¢ A - 0 drr?
Pe et 0 dud, B= e R B 5
3 3
-‘...C_{'-»—» dud,‘r (?( cl d F-‘ C& d(& g e(' ZJ._”L
\P (“*V) ’ ‘f (u+t])5‘du v J ‘1-(uur)5 d‘\f ! zz(u.-nr)s olu.
costanti,

con ¢ C C C
1! 2! 3 ? 4

Passiamo alla considerazione di congruenze paraboliche, Qui

mi limito ad um breve alenco di risultati relativi alla loro de-
formazione proiettiva. Come nel caso non parabolico, c¢'d anche qui
il caso di deformazioni proiettive singolari e semisingolari, e
si trasporta al caso parabolico anche la nozione di decomposizio~
ne asintotica di una congruensza ae relativa ad una sua deforma-
zione proiettiva.

Le congruenze paraboliche possono esser divisi in quatteo
tipi.

Tipo I di ceangruenze paraboliche fe con una superficie

focale & . La 0" non & sviluppabile ed .§€ consigte di una fa-
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miglia 4j tengenti asintotiche di ¢~

Tipo II di congruenze. .o con una curva.direttrice D non
rettilinea; o‘f consiste di oo Iasci di rette i cui ceamtrl stan
ho nei punti di D ed il piano del fascio & tangente, ma non
osculatore, a D,

Tipo III di congruenze af con una curva direttrice D con
rettilinea nd piana; Qe consiste di a>1 fasci di rette i cui
centri stanno nei punti di D ed i cui piantd sono osculatori a D,

Tipo IV d4i congruenze.}f con una retta direttrice D; A?
consiste di 001 fasci di rette tali che D appartiene a ciascuno
di essi,

Seoa? 3 una congruenza parabolica del tipo I, sia

JBdLLBﬁ-yﬂitra
S dudv

1l'elemento lineare proiettivo della superficie focale & ,

gicché (4, v sono parametri asintotici di 6" . Supponiamo pure
chetif consista delle tangenti alle asintotiche v=cost. di ¢ ;
tali agintotiche guindi ndn sono rettilinee, sicchd la forma
elementare del Bompiani

pd<

(135) .

¢ diversa da zero, Le deformazioni proiettive di de sono identi-

s

che a gquelle trasformazioni di &e che sono generate dalle
trasformazioni asintotiche C di G  tali che la forma differen~

ziale (135) resta invariante; le C son quindi quelle che nel

1928 chiamai gemideformazioni asintotiche. Risulta che ogni;g
parabolica del tipo I & proiettivamente deformabile e che le de-
formazioni proiettive dicz? dipendono da cinque ffunzioni arbi-
trarie di una variabile, Le deformazioni proiettive singolari

)

di &2 son quelle per cui C & una deformazione proiettiva di ¢

del tipo Ro’ la &f essendo la congruenza Ro corrispondente, Ri=-
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sulta che le congruenze Qf proiettivamenta defermabili in modo
gingolare dipendomo da cinque funzioni arbitrarie di una varia-
bile., Si pud provare che le congmuenze de proiettivamente defor
mabili in modo semisingolare dipendono da otto funzioni arbitra-
rie di una variabile,

Quanto alle congruenze dei tipi;II,III,IV (con una qurva
diretbtrice D) mi limito qui.alle oeservazioni seguenti. Anche
queste congruenze son tutte proiettivamente deformabili; c'e
perd contro il caso del tipo I la differenza fondamentale che
le omografie osculatrici H non sono pil univocamente determina~-
ti dalla scelta di una retta g di 66 ¢« Particolarmente inte-
regsantl sono i casi dove H pud scegliersi in modo che dipende
solo dal punto d'incontro di g con D, sicchd® la stessa H serve
per tutte le rette d'un fascio contenuto in ée . Si arriva cosl
a dei risultati troppo speciali per meritare di esser trattati
in queste conferenze. Cid hondimeno essli sono importanti, perche
8i tratta di proprietds tutt'altro che banali di striscie og di
elementi di contatto (punto + piano) le quali, ne sono sicuro,
troveranno applicazioni interessanti nella geometria proiettiva
di curve tracciate su una superficie di S3 che & un campo di
ricerche poco sviluppato finorsa,

qﬁudo queste conferenze con tre osservazioni relative
alle ricerche qui non accennate.

Non ho considerato qui che una congruenza,‘@ isolata; vi
sono perd risultati interessanti riguardanti la trasformazione
sviluppabile simultanesdi due congruenze trasformate di Laplace
l'una dell'altra,

Per classifioare le deformazioni proiettive ho fatto uso

esclusivo della decomposizione asintotica. Esiste perd una clas=-
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gificazione affatto diversa basata sulla rappresentezione
de;le congruenze mediante superficie sulla quadrica di SS che
tratterd altrove,

Hi sono limitato qui a congruenze in 8 3! negligendo com-
vletemente il wvasts campo 4l gencenlirsesbend jperspaziali.
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