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v
Epuarp Cecu

DEFORMAZIONI DI CONGRUENZE DI RETTE

(Conferenza tenuta il 1° febbraio 1955)

In questa conferenza si considereranno deformazioni proiet-
tive di congruenze di rette in §,, introdotte da K. CARTAN
nel 1920, ed altre classi nuove di deformazioni di congruenze
che ne sono delle generalizzazioni. Il punto di partenza per
CARTAN era il concetto di deformazioni proiettive di superficie,
introdotto da FUBINI nel 1916, e prima di passare al tema pro-
prio della conferenza, mi pare opportuno di considerare rapi-
damente le deformazioni del FUBINI.

Consideriamo una corrispondenza puntuale C fra una super-
ficie o dello spazio 8, ed una superficie o' di S;'; non importa
se 83 =238, o no. Per brevita supponiamo che le 4, ¢’ non
siano rigate. Per ogni coppia x, #' di punti corrispondentisi
in O, un’omografia H (8,-»8,’) si dira ’

[1] tangente [2] osculatrice

a O in « se Hr=a" e se ci ¢ nel punto ' un contatto ana-
litico del

[1] primo ordine (almeno) . [2] secondo ordine (almeno)
fra le due superficie Ho e o'. Le omografie tangenti esistono

per ogni O, mentre invece omografie osculatrici non esistono
che per corrispondenze C- speciali, dette deformazioni proiettive
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della superficie o, Escludiamo il caso banale ove la C stessa
gia una trasformazione omografica ¢— o'

Geometricamente & chiaro che ogni deformazione proiettiva
di una superficie ¢ & una trasformazione astntotica, che ciod le
curve asintotiche di ¢ vanno in asintotiche di o’. B quindi
opportuno di riferire le superficie considerate a parametri
asintotici. Se w, v sono parametri asintotici di o, € ben noto
che le coordinate omogenee del punto =z (u,v) di o soddi-

sfano equazioni della forma

0% o

ox
il il ]
[1] 02 o oxr
. C
VT 05 T

dove per superficie non rigate si ha fys><0. Per il punto 2’
di ¢’ si hanno equazioni analaghe con coefficienti o, ..., g’. Se
la corrispondenza C & espressa dall’uguaglianza di w, v in punti
corrispondenti, condizione necessaria e sufficiente per la defor-
mazione proiettiva & l'invarianza della forma differenziale

) ﬁdu“ + pdvd
2] : 2dudv

(elemento lineare proiettivo di o introdotto dal Fusini) che
non dipende né dalla scelta dei parametri asintotici , v né
dal fattore delle coordinate omogenee di x. E chiaro che l'in-
varianza della [2] equivale a quella di due forme differenziali
di struttura pilt semplice

pin v
(3] _ “dv du *

E spontanea la domanda del significato geometrico di
quelle C per cui una sola delle [3], p. es. la prima, sia inva-

riante. Nel 1928 osservai che, per una trasformazione asinto-
du?

tica O, linvarianza di esprime che c¢’¢ in z’ contatto

geometrico del 2° ordine fra le asintotiche dv =0 delle super-
ficie Ho e o', H essendo un’omografia tangente a C in « (la
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scelta di H non importa). Chiamai tali ¢ semideformazioni
asintotiche di ¢ (relative alle asintotiche dv = 0; quelle relative

alle asintotiche du = 0 essendo caratterizzate dall’invarianza
. ydv?
di X2 .

du

Siccome una superficie ¢ dipende da una funzione arbitraria

di due variabili, & naturale di aspettare che data f(u,v)=0
2

- . . du
ad arbitrio, esistono le o con prima forma elementare g Fy
v

dipendendo da un certo numero di funzioni arbitrarie di una
variabile. Il ecalcolo conferma tale aspettativa ed ogni ¢ ammette
. semideformazioni asintotiche relative a dv =0 che dipendono
da 5 funzioni arbitrarie di una variabile (e similmente per
quelle relative a du = 0). '

I piani di §; sono punti dello spazio duale 8,*; i piani
tangenti a ¢ formano una superficie di S;* e similmente la o
di 8;' da una superficie o'* dello 8,'* duale a 8,’. L’clemento
lineare proiettivo di o &

’

pdau® + pdvd
T 2dudv

~ Risulta che ogni deformazione proiettiva c—o’ ¢ simulta-
neamente nna deformazione proiettiva o*— ¢’*. Pill precisamente
le stesse H osculatrici a 6— o' sono osculatrici anche a o%— o’*,
Per ogni «# di o si hanno co! tali H.

Essendo C una deformazione proiettiva o— o', ne sia H
un’omografia osculatrice. Per un punto generico # di ¢ passa
un’asintotica, sia y;, dv =0, ed una y, du =0. Nel punto
corrispondente @’ di ¢’ si ha sempre contatto geometrico del
3° ordine p. e. di Hy, e Oy, ed anche di Hy, e Oy, Se, per
qualche scelta di H, c¢’¢ un contatto analitico del 3° ordine
p. e. di Hy, e Cy, lo stesso accade per ogni scelta di H e
8i dice che la deformazione proiettiva € & del tipo E, rispetto
alle asintotiche dv = 0.. (Escludendo il caso banale che C stessa
sia una trasformazione asintotica, C non pud essere del tipo R,
simultaneamente rispetto alle dv =0 ed alle du = 0). In tale
caso, la congruenza parabolica delle tangenti asintotiche dv=0
della superficie ¢ si dird associata alla deformazione proiettiva.
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Se la deformazione proiettiva € non & del tipo R,, si dice
che & del tipo R. Sulla superficie o esiste allora una rete
coniugata, che dird associata a C. Se t; e t, sono le tangenti
alle curve della rete in un punto generico x di o, allora le due
congruenze generate da f, e i, si diranno pure associate a C.
Se H & un’omografia osculatrice a 0 in # e se y ¢ una curva
di ¢ passante per 2, condizione necessaria e sufticiente per il
contatto geometrico del 3° ordine fra Hy e Cy nel punto
#' = Ox di o & che la tangente a y in x o sia asintotica o sia
una della ¢, e t,. Vi sono due particolari omografie osculatrici
H, e H, (Hy> H,) tali che il ‘contatto del 3° ordine fra H,y
e Oy in o' & analitico se y tocca ¢; e similmente pér quello
fra Hyy e Cy se y tocea t,. -

Adunque ¢’® una sola congruenza associata ad una defor-
mazione proiettiva del tipo R, che & parabolica e di cui ¢ &
Punica falda focale, mentre invece ci sono due congruenze
non paraboliche associate ad una deformazione proiettiva del
tipo R che sono trasformate di LAPLACE l'una dell’altra ed
hanno ¢ come una falda focale. Ambedue tali congruenze
sono W. Inversamente, se ¢ e la falda focale comune a due
congruenze W transformate di LAPLACE l’una dell’altra, vi
sono oo! deformazioni proiettive di ¢ a ecui tali congruenze
sono associate. Simultaneamente con o, anche la seconda falda
focale di ciascuna delle due congruenze subisce una deforma-
zione proiettiva, se questa falda non degenera in una linea,
necessariamente retta.

Passiamo infine alla considerazione di una corrispondenza T
(retta -~ retta) fra una congruenza L di S; ed una congruenza
L' di 8,’. Per ogni coppia di rette g e ¢’ corrispondentisi
in 7, un’omografia H (S; — S;') si dira ‘

[1] tangente, [2] osculatrice

a T in g se Hg=¢g e se vi & nella retta ¢’ un contatto
analitico
[1]  del primo ordine (almeno) ,

(2] .del secondo ordine (almeno)

fra le due congruenze HL e L’. Qui il contatto s’intende nel
senso rigato (in coordinate di retta o, cid che'é lo stesso, rap-
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" presentando le due congruenze mediante superficie sulla qua-
drica di S§;).

Abbiamo visto che ogni corrispondenza fra due surpeficie
possiede omografie tangenti. Invece una corrispondenza fra
due congruenze non possiede omografie tangenti che nel caso
che sulle due congruenze si corrispondono le sviluppabili, e
solo tali corrispondenze sono considerate nel seguito. Come
nel caso delle superficie, chiameremo 7' deformazione proietiiva
nel caso che esistono omografia osculatrici. Escludiamo il caso
banale ove 7T stessa sia omografica.

Mi limiterd in questa conferenza al caso di congruenze
non paraboliche con due famiglie co! di sviluppabili. Una tale
congruenza L sia riferita a parametri », v tali che le svilup-
pabili siano date da dv=0 e du =0. Se x, ¥y sono i due fuo-
chi, ¢ (y) corrispondendo a sviluppabili dv = 0 (du = 0), si hanno
equazioni della forma

o 0
= anr + amy,, 5% = b + byy ,
o2 9y

[4] P e E P o 7 Z 4 pe s T’
0%y oy oy
R Q%+ g ¥ + q3 — £ + 4s Tl

ed &

xy 3% O
(Jy o 5&);&0

I piani focali sono

_ 9y ’ aw
£(n) corrispondendo a sviluppabili dv = 0 (du = 0). Diremo z(y)
il primo (secondo) fuoco, £(7) il primo (secondo) piano focale.
Ci limiteremo nel seguito al caso
(5] AbiPags 0,

ove i fuochi @, y descrivono superficie focali non sviluppabili
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(@), (y); il primo (secondo) piano focale &(7n) & il piano tan- -
gente alla seconda (prima) falda focale (¥), [(z)].

Per la congruenza L' introduciamo notazioni analoghe con
apici (2’ primo fuoco, ¥’ secondo fuoco, coefficienti a,’,a,',b,’y..., Ly’).
- La corrispondenza 7T sia espressa dall’mguaglianza di %, v nelle
rette corrispondenti,

g=(2y), ¢ =@y,

A differenza dal caso delle superficie, dalla deformazione
proiettive di congruenze le omografie osculatrici H = H (u, v)
sono univocamente determinate. Analogamente all’elemento line-
are [2] A. TERRACINI introdusse nel 1933 l’elemento lineare
proiettivo di una congruenza che &, nelle notazioni [4],

(6] (agdu® + p,dv?) (gsdu?® + bldvz)
ddudv

lequazione a,du? + p,dv? = 0 (ggdu® + b,dv? = 0) da le asintotiche
della prima (seconda) falda focale. L’elemento lineare proiet-
tivo [6] & invariante per deformazione proiettiva. Inversamente,
ge [6] e invariante per la corrispondenza T, due casi sono
possibili: o I' stessa & deformazione proiettiva oppure 7' diviene
deformazione proiettiva sostituendo una delle L, L’ con una
congruenza duale (correlativa).

Similmente come la [2] del FuBINI si pud sostituire con le
forme piu semplici [3] del Bompiani, la forma [6] del TERRA-
CINI si pud sostituire con quattro forme differenziali pitt semplici

(7] . ¢ = azb,dudv ,
[8] ?7* = Z)4qadudv ,
[9] fi = ayq, W
b dv
[10] - fo = byp, W

legate dall’identité
[11]
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I’elemento lineare prciettivo [6] & identico a
1
1 Pr e +hth).

Le forme [7]-[10] son indipendenti dalla scelta dei parametri
%, v (supposti sempre tali che le sviluppabili siano date da
dv =0 e du =0) e da quella dei fattori delle coordinate omo-
genee di # e y; sotto la nostra supposizione [56] le forme [7]-
[10] sono diverse da zero. Queste forme sono invarianti per
deformazioni proiettive e l’invarianza di tutte quattro [che,
secondo . [11], ¢ conseguenza dell’invarianza di tre scelte comun-
que fra di esse] & sufficiente perché T sia una deformazione
proiettiva. Se i parametri #, v (e quindi anche i fuochi z, ¥)
si scambiano fra di loro, le ¢, ¢* rimangono inalterate e f,, f,
si scambiano. Invece sostituendo L con una congruenza corre-
lativa, non cambiano le f;, f, e si scambiano le ¢, ¢*.

La forma ¢ sia detta forma puntuale della congruenza L.
Secondo [4] si ha

) 02 ox or
[12_' —-auﬁv =y + a4 .(")Tt + ay 5; ’
2y oy
[]3] W ﬂo + ﬁl a,u + ﬂ2 (?/U 9
dove
oa dloga dloga
a0=—5v—1——-a1 6§ 2+(I;2b1——~alb2, (l]=’—-a7“-2 bz, (12=al,
b dlo dlogh
ﬂo—‘—‘ﬁ—bz aiﬁ1+a2b1~alb2, Br="0s, Bo= &5 L +a,,
cogicehé il coefficiente di [7]
da 0
ashy = ag + a0, — 8_7:, = fo+ BB — 6}9]

¢ il secondo invariante di LAPLACE - DARBOUX della [12] e,
simultaneamente, il primo invariante di L.-D. della [13]. TER-
RACINI indicd nel 1927 un significato geometrico semplice della @;
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essa & la parte principale del birapporto

(x,y,w+3:—'%: du , y+§idv).
ou

La forma ¢* sia detta forma planare della congruenza L;
il suo significato & duale a quello della forma puntuale ¢. Le
forme f, e f, sono nuove; esse siano dette forme focali della L;
f, & prima forma focale (relativa al primo fuoco «), f, & seconda
forma focale.

La trasformazione 7 (L — L’) conservante le sviluppabili
gia detta:

deformazione puntuale, se la forma puntuale ¢ é invariante;

deformazione planare, se la forma planare ¢ & invariante;

deformazione focale di prima (seconda) specie se la pnmw
(seconda) forma focale f, (f;) & invariante;

deformazione asintotica di prima (seconda) specie se T
induce una trasformazione asintotica della prima (seconda) falda
focale, o analiticamente, se I’equazione di MONGE

a,du? + pdv? =0 (gzdu? + bydv? = 0)

& invariante.

Il significato geometrico di deformazmm agintotichie & chiaro.
Pasgiamo alla descrizione geometrica delle deformazioni pun-
tuali. Essendo 7 una deformazione puntuale, risulta dall’inter-
pretazione geometrica della forma ¢ data dal TERRACINI che
per ogni w, v esiste una proiettivitd = = 7z (u, v) fra le punteg-
giate g == (zy) e g’ = (x'y’) che porta i punti (geometrici)-

x, y,:c+ du, y+%—%d@'

ordinatamente in punti

ox’ . oy’
Ty, + —— du r4 9L
bR | 6“ ’ 1/ + 6@}

analiticamente si hg

7 (0% +ty) = e’ + oMty
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dove

. . .
ay = p*ay’, by = 0%, ;

le due espressioni di ¢ coincidono in virti dell’invarianza della
forma [7]. Ora le oo? proiettivitdh s prese insieme formano
una corrispondenza puntuale C(8; — 8;°) che & inviluppo di oo?
omografie K = K (u, v) nel senso che, se il punto

z= 1@ + t,y

descrive una curva arbitraria py di S; si ha per ogni punto =z
di y nel punto corrispondente

2 = Qtlm’ ’+‘ Q_lt2 y,

contatto analitico fra le due curve Cy e K (u,v)y, i valori di
w, v corrispondendo alla secelta di 2. Inversamente, ogni corri-
spondenza puntuale non omografica 8; — §;' che & inviluppo
di o0? omografie nasce mediante oo? proiettivith = da una
corrispondenza 7' fra due congruenze L, L' conservante le svi-
luppabili e se L (e poi anche L’) ha due falde focali distinte,
che sono superficie non sviluppabili, si & nel caso di una delle
nostre deformazioni puntuali. Le omografie K sian dette omio-
grafie puntuali (della deformazione puntuale); ogni proiettivitd =
fa parte della K corrispondente agli stessi valori di w, v.

11 significato geometrico delle deformazioni planari & corre-
lativo a quello delle deformazioni puntuali. Al posto delle pro-
iettivita = fra le punteggiate g e¢ g’ si hanno adesso proietti-
vitd n* fra i fasei di piani di sostegno g e ¢’, analiticamente
determinate da

7* (4E + tyn) = ot & + oy,
dove
q; = 0%qy’ o’py =p, .

Le due espressioni di o coincidono in virti dell’invarianza
della forma [8]. Al posto delle omografie puntuali si hanno
adesso omografie planari K¥* = K* (u,v).

Per descrivere geometricamente le deformazioni focali, con-
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sideriamo nello spazio §; la prima falda focale di L come
superficie luogo (%) generata dal primo fuoco z e la seconda
falda focale (£) come superficie inviluppo generata dal primo
piano focale & cui corrisponde in §;’ la superficie luogo (') e
la superficie inviluppo (&). La trasformazione T' (retta — retta)
induce una trasformazione M (punto — punto) di (z) in (2’) ed
una trasformazione M* (piano -- piano) di (£) in (£); alla coppia
generica di rette ge g’ = Tg corrisponde la coppia di punti =
e ' = Mx e la coppia di piani & e & = M*E Cio posto, T @&
una deformazione focale di prima specie se e solo se per ogni
retta ¢ esiste un’omografia P (8, — 8;') tale che Pg=g¢', Pr= o',
Pt=¢ e che si abbia contatto analitico del primo ordine
simultaneamente

delle superficie luogo P(x) e M (x) = (') nel punto ',
delle superficie inviluppo P (&) e M (&) =(&) nel piano &
e delle congruenize PL e TL = L' nella retta g';

il primo contatto s’intende calcolato in coordinate di punto,
il secondo in coordinate di piano e il terzo in coordinate di
retta. L’omografia P non & univocamente determinata. Scam-
biando le due falde focali, si ottiene il significato geometrico
delle deformazioni focali di seconda specie.

Per brevita indichiamo con

P .una deformazione puntuale,

IT una deformazione planare,

F, (F,) una deformazione focale di prima (seconda) specie,

4,(4,;) una deformazione asintotica di prima (seconda)
specie di una congruenza L. Per ciascuno dei sei tipi la con-
gruenza L puo scegliersi ad arbitrio e la trasformata L’ dipende
poi ancora da una funzione arbitraria di due variabili (mentre
la congruenza generale dipende da due tali funzioni).

Passiamo alla considerazione delle deformazioni doppie,

appartenenti cioé simultaneamente a due fra i sei tipi. Qui
bisogna osservare che una deformazione che appartiene a due
fra i tre tipi-

(14) P,F,, A, o P, F,, A, oppure II, F;, A, od infine IT, F,, A,,

appartiene necessariamente anche al terzo. Inoltre non sono
essenzialmente diversi fra loro per es. i tipi doppi P4, e PA,



che non differiscono che per la denominazione dei fuochi, né
per es. i tipi doppi PA, e II4, che sono mutuamente correla-
tivi. Rimangono cosi solo quattro tipi doppi essenzialmente
distinti fra loro

PIl, P4,, A,A,, F.F, .

Per ciascun tipo doppio, la congruenza L pud scegliersi ad
arbitrio e la trasformata L’ dipende poi ancora da quattro fun.
zioni arbitrarie di una variabile.

Una deformazione proiettiva apppartiene simultaneamente
a tutti i sei tipi considerati. D’altra parte ogni 7' di cui si sa
che essa appartiene ad una terna scelta fra i sei tipi diversa-
mente dalle terne [14] & necessariamente una deformazione
proiettiva. Risulta che nel campo delle trasformazioni di con-
gruenze che conservano le sviluppabili le deformazioni proiet-
tive son delle specializzazioni triple; cio & d’accordo col fatto
ben noto che le congruenze proiettivamente deformabili dipen-
dono da una funzione arbitraria di due variabili.

Le deformazioni proiettive sono un caso speciale delle defor-
mazioni PII. Essendo T una deformazione PII della congru-
enza L, abbiamo per ogni coppia %, v I'omografia puntuale I
e Pomografia planare K*. Allora T & deformazione proiettiva
se, e solo se, le due omografie K e K* coincidono sulla retta
g = (#y). Supponiamo che sia cosi e-indichiamo con z la pro-
iettivitd fra le punteggiate ¢ e g’ = (¢’y’) subordinata a K ed
a K'. La proiettivith = & subordinata anche all’omografia
osculatrice H. Per un punto 2z di S, non situato sulla retta g
i tre punti

[15] Kz, K*2, Hz

son generalmente divers! fra loro, ma se due fra essi coinci-
dono, lo stesso accade per il terzo. _

La deformazione proiettiva 7 della congruenza L induce
una trasformazione asintotica J/, della prima falda focale (x)
ed una trasformazione asintotica 3/, della seconda falda focale ().
T si dice deformazione proiettiva singolare della congruenza L
se le due trasformazioni M, e M, son deformazioni proiettive.
Le due deformazioni proiettive M, e M, son necessariamente
del tipo R e la congruenza L ¢ associata ad ambedue nel senso

5
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descritto sopra. Se una delle M, e M, & deformazione proiet-
tiva, lo stesso vale per I'altra e la 7 & singolare. Inversamente
partiamo dalla deformazione proiettiva M, del tipo R di una
guperficie non sviluppabile () e sia. L una delle due congru-
enze associate a M;; la trasformazione M, di () induce una
trasformazione della L. che & una deformazione proiettiva
singolare. '

Per una deformazione proiettiva 7' della congruenza L la
coincidenza delle tre omografie K, K*, H & condizione neces-
saria e sufficiente perché la T sia singolare. Chiamiamo T
semisingolare gse, T non essendo singolare, esistono perd anche
fuori della retta g dei punti ¢ per cui le tre immagini [15]
sono coincidenti. Il luogo di tali punti ¢ necessariamente uno
dei due piani focali. Le congruenze proiettivamente deformabili
in modo semisingolare dipendono da nove funzioni arbitrarie
di una variabile.

Se T ¢ deformazione proiettiva arbitraria di una congru-
enza L, consideriamo su ogni retta ¢ di L’ la trasformazione
proiettiva m di g che & comune alle tre omografie K, K* e H.
Le o02? proiettivith = prese insieme determinano una trasfor-
mazione puntuale C dello S; a cui la 7' & subordinata. Se
la T & sgingolare, allora la C trasforma asintoticamente ogni
rigata sghemba contenuta in L. Se la T & semisingolare,
la C non trasforma asintoticamente nessuma rigata sghemba
contenuta in L. Se infine la 7 non & né singolare né semisin-
golare, allora per ogni retta di L passa una sola rigata sghemba
contenuta in L e trasformata asintoticamente mediante la C.
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