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EDUARD CECH 

DEFORMAZIONI DI CONGRUENZE DI RETTE 

(Conferenza tenuta il 1° febbraio 1955) 

In questa conf renza si considereranno deformazioni proiet-
tive di congruenze di rette in #3, introdotte da E. CARTAN 

nel 1920, ed altre ciassi nuove di deformazioni di congruenz 
che ne sono delle gèneгalizzazioni. II punto di partenza per 
CARTAN era il concetto di deformazioni proiettiv di superficie, 
introdotto da FÜBINI nel 1916, e prima di passare al tema pro-
prio della conferenza, mi pare opportшю di considerare rapi-
damente le deformazionr deł FÜBINL 

Consideriamo una corrispondenza puntuale 0 fra una super-
ficie o dello spazio # 3 ed una superficie o di $3 '; non importa 
se £ 3 = $ 3 ' o no. Per brevità supponíamo che le o, ď non 
siano rigate. Per ogni coppia xy x' di punti corrispondentisi 
in Cђ un'omografia H(Sг~+Sг') si dirà 

[1] tangente [2] osculatrice 

a G in x se Hx == x' e se ci è nel punto x' un contatto ana-
litico del 

[1] primo ordine (almeno) [2] secondo ordine (almeno) 

fra le due superficie Ho e o\ Le omografie tangentí esistono 
per ogni Cn mentre invece omografie osculatrici non ésistono 
che per corrispondenze 0 specîali, dette deformazioni proietłive 
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dełla superficie ø, Escludiamo il caso banale ov la G stessa 
sia una trasformazione omografiea o—»o\ 

Geometricamente è chiaro che ogni deformazion proi ttiva 
di una superficie o è una trasformazione asintotica, che cioè łe 
curve asintotiche di o vanno in asintotich di o\ È quindi 
opportuno di riferire le superfici considerate a parametri 
asintotici, Se u, v sono parametri asintotici di o, è ben noto 
che le coordinate omogene del punto x^x(щv) di o soddi-
sfano equazioni della forma 

õ2x x a x' 
м=aTu+ßT+px 

[i] 
82x 8x , . 8x , 

- 8^-^8Ч+ðT + qX' 

dove per superficie non rigate si ha ßy 9^ 0. Per il punto x' 
di o* si hanno equazioni analaghe con coefflcienti ď,..., g\ S 
ła corrispond nza C è spressa dalľuguaglianza di u9 v in punti 
corrispondenti, condizion necessaria e sufflciente per la defor-
mazione proi ttiva è ľinvarianza della forma differenziale 

. ß d u Z -ь ydø* 
1 J Ыudv 

(elemento lineare proiettivo di ø introdotto dal Fuвшi) che 
non dipend nè dalla scelta dei parametri asintotici u, v nè 
dał fattor delle coordinate omogene di x. ÌD chiaro che ľin-
varianza d lla [2] equival a quella di due forme differenziali 
di struttura più semplic 

г ч ßdu% ydv2 

dv ђ du 

ÎЗ spontanea la domanda deł significato geom trico di 
quelle C per cui una sola delle [3], p. es. ła prima, sia inva-
riante. Nel 1928 osservai ch , p r una trasformazion asinto-

ßduг 

tica G, ľinvarianza di — — sprime che c'è in x' contatto 

g ometrico d l 2° ordin fra l asintotiche dv = 0 delle super-
ficie Лo 0% H ess ndo un'omografia tang nt a G in x (la 
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scełta đi H non importa). Chiamai tali G semideformazioni 

asintotiehe di o írelative âłle asintotiche dv « 0* quelle r lative 

alle asintotiche du» 0 essendo caratterizzat dalľinvarianza 
.. үdv*ҳ 

di - í — 

Siccom una superfici o dipende da una funzione arbitraria 
di due variabili, è naturale di aspettare che data ß(u, v)^0 

du* 
ad arbitrio, esistono le o con prima forma ełementare ß — 

dv J 

dipendendo da un certo numerò di funzioni arbitrari dì una 
variabile. II całcolo conf rma tale aspettativa ed ogni o ammett 
semideformazioni asintotiche relative a dv = 0 che dipendono 
da 5 funzìoni arbitrarie di una variabil (e similmente per 
quell relative a du =- 0)* 

I piani di $3 sono punti dello spazio duale #3*; i piani 
tang nti a o formano una superficie di #3* e simüment la o' 
di #3' dà una superficie o'* dello #3'* duale a #3'. Ľelemento 
lineare proiettivo di o è 

_ ßdu* + ?dv* 
2duãv 

Eisulta che ogni deformazione proiettiva o~+o' è simùłta* 
neamente una deformazione proiettiva o*-~±o'*. Piй precisamente 
le stesse H osculatrici a o~> o' sono osculatrici anche a o*~* o'*# 

Per ogni x di o si hanno oo1 tali Я . 
Essendo G una deformazione proiettiva o~+o'f n sia H 

un'omografia osculatrice, Per un punto generico % di o passa 
шťasintotiea, sia ylf dv = 0, ed una y2, <fø = 0. Nel punto 
corrispondente x' di o si ha sempre contatto geometrico deł 
3° ordine p. e. di Hyг e Gyг ed anche di Hy2 e Gy2. Se, per 
qualche scelta di ff, c'è un contatto analitico del 3° orđine 
p. . di Hyx e Cylf lo stesso accade per ogni scelta di H 
si dice che la deformazione proiettiva G è del tipo ІŽ0 risp tto 
all asintotich efø = 0.* (Escludenđo il caso banal ch C stessa 
sia una trasformazione asintotica, G non può essere del tipo R0 

simułtaneamente rispetto alle dv = 0 ed all du = 0). In tale 
easo, la congruenza parabolica delle tangenti asintotiche áг>=0 
dełla sup rficie o si dirà associata alla deformazione proíettiva. 
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Se la deformazione proiettiva G non è del tipo JS0, si dice 
che è del tipo B. Sulla superficie o esiste allora una rete 
coniugata, che dirô associata a G. Se tx e t2 sono le tangenti 
aile curve délia rete in un punto generico x di a, allora le due 
congruenze generate da tx e t2 si diranno pure associate a C+ 
Se H è un'omografia osculatrice a G in x e se y è una cnrva 
di o passante per x, condizione necessaria e sufficiente per il 
contatto geometrico del 3° ordine fra Hy e Cy nel punto 
x' = Cx di o è che la tangente a y in x o sia asintotica o sia 
una délia tx e *2- Vi sono due particolari omografie osculatrici 
Hx e H2 (HXy£H2) tali che il 'contatto del 3° ordine fra Hxy 
e Cy in x' è analitico se y tocca t1 e similmente pèr quello 
fra H2y e Gy se y tocca t2. < 

Àdunque c'è una sola congruenza associata ad una defor­
mazione proiettiva del tipo JS0, che è parabolica e di cui o è 
l'unica falda focale, mentre invece ci sono due congruenze 
non paraboliche associate ad una deformazione proiettiva del 
tipo R che sono trasformate di LAPLACE l'una delPaltra ed 
hanno o come una falda focale. Ambedue tali congruenze 
sono W. Inversamente, se a è la falda focale comune a due 
congruenze W transformate di LAPLACE Puna delPaltra, vi 
sono oo1 deformazioni proiettive di a a cui tali congruenze 
sono associate. Simultaneamente con a, anche la seconda falda 
focale di ciascuna délie due congruenze subisce una deforma­
zione proiettiva, se questa falda non dégénéra in una linea, 
necessariamente retta. 

Passiamo influe alla considerazione di una corrispondenza T 
(retta --> retta) fra una congruenza L di #3 ed una congruenza 
V di #3', Per ogni coppia di rette g e g' corrispondentisi 
in T, un'omografia H(SZ—*S3') si dira 

[1] tangente, [2] osculatrice 

a T in j se H g = g' e se vi è nella retta g' un contatto 
analitico 

[1] del primo ordine (almeno) , 

[2] del secondo ordine (almeno) 

fra le due congruenze HL e £ \ Qui il contatto s'intende nel 
senso rigato (in coordinate di retta o, ciô che è lo stesso, rap-
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presentando le due eongruenze mediante superflcìe sulla qua* 
drica di #5). 

Abbiamo visto che ogni corrispondenza fra due surpeflcie 
possiede omografle tangenti. Invec una corrispondenza fra 
du còngruenze non possiede omografle tangenti che nel caso 
che sulle due congruenze si corrispondono le sviluppabili, e 
solo tałi corrispondenze sono considerat nel seguito. Come 
nel caso delle superflcie, chiameremo T ăeformazione proiettiva 
nel caso che esistono omografla osculatrici. Escludiamo il caso 
banale ove T stessa sia omografica. 

Mi limiterò in questa conferenza al caso di congruenz 
non paraboliche con due famiglie oo1 di sviluppabiü. Una tale 
congruenza L sia riferita a parametri щ v tali ch le svilup-
pabili siano date da dv =- 0 e du = 0. Se x, y sono i due fuo-
cł x(y) corrispondendo a sviluppabili dv » 0 (đu — 0), si hanno 
equazioni della forma 

8x y , -
— - axx + a2y,, тj| « Ьxx + b2y , 

rлi ß2æ , t êx t Єy 
[4] w-w + v*y + v*Tv + p*Ű' 

д2y , Єy Єy 

W^*i* + ЬУ + Яш£+Ь &> 

ed è 

ex 8y\ _, A xy — ~ U^ 0. 9 8v du 

I piani focali sono 

ôv ' 

š(tj) corrispondendo a sviluppabili dv « 0 (du= 0). Diremo #(#) 
il primo (secondo) fuoco, £(t]) il primo (secondo) piano focale. 
Oi limiteremo nel seguito al caso 

ove i fuochi a?, y descrivono superficie focali non sviluppabili 
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(x)j (y)-f il primo (secondo) piano focale S (y) è il piano tan­
gente alla seconda (prima) falda focale (y), [(#)]. 

Per la congruenza U introduciamo notazioni analoghe con 
apici (W primo fuoco, y' secondo fuoco, coefficient a / ^ ^ ' r - * ^ / ) * 
La corrispondenza T sia espressa dalPuguaglianza di u, v nelle 
rette corrispondenti 

g « (xy), 0' - (&y). 

A differenza dal caso délie superficie, dalla deformazione 
proiettive di congruenze le omografie osculatrici JET *=- H (u9 v) 
sono univocamente determinate. Analogamente alPelemento line-
are [2] A. TERRACINI introdusse nel 1933 Pelemento lineare 
proiettivo di una congruenza che è, nelle notazioni [4], 

(a2du2 + p^dv1) (q3du2 + bxdv2) m 
1 J édudv ; 

Pequazione a2du2 + p^dv2 =-= 0 (qzdu2 + bxdv2 « 0) dà le asintotiche 
délia prima (seconda) falda focale. L'elemento lineare proiet­
tivo [6] è invariante per deformazione proiettiva. Inversamente, 
se [6] è invariante per la corrispondenza T, due casi sono 
possibili: o T stessa è deformazione proiettiva oppure T diviene 
deformazione proiettiva sostituendo una délie L, U con una 
congruenza duale (correlativa). 

Similmente corne la [2] del FUBINI si puô sostituire con le 
forme più semplici [3] del BOMPIANI, la forma [6] del TERRA­

CINI si puô sostituire con quattro forme differenziali più semplici 

[7] <p « a2bxdudv , 

t 8 ] V* « P&dudv , 

dv > 

[10] U - blP, *L3 

du 9 

legate dalPidentità 

[11] <p<p* ^ f , 
*U2 -
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L'elemento lineare proiettivo [6] è identico a 

| ( H ? H / i + U) • 

Le forme [7] -[10] son indipendenti dalla scelta dei parametri 
u, v (supposti sempre taU che le sviluppabili siano date da 
dv =- 0 e du == 0) e da quella dei fattori delle coordinate omo-
genee di x e y) sotto la nostra supposizione [5] le forme [7]-
[10] sono diverse da zero. Queste forme sono invarianti per 
deformazioni proiettive e Pinvarianza di tutte quattro [che, 
secondo [11], è conseguenza dell'invarianza di tre scelte eomun-
que fra di esse] è sufflciente perché T sia una deformazione 
proiettiva. Se i parametri u, v (e quindi anche i fuochi xf y) 
si scambiano fra di loro, le % <p* rimangono inalterate e fv f2 

si scambiano. Invece sostituendo L con una congruenza corre-
lativa, non cambiano le fv f2 e si scambiano le <p9 <p*. 

La forma <p sia detta forma puntuale della congruenza L» 
Secondo [4] si ha 

| 12 = (XfiX + a, - r a « T - , 
1 J dudv ° du 2 aV ' 

n^ i 3*y "A , / a .R dy-LR diJ 

[13] toai = Pa + Pl ^ + / ? 2 ^' 
dove 

dax dloga2 , , Sloga2 , 

D 8b2 , d log^ , * . , , dlogb* 

&-^-b*-£r+ *&-****> A-*k, ^ = - ^ - + a -

cosicchè il coefflciente di [7] 

a A = ac + axa2 — — « 0O + ft£2 — — 

è il secondo invariante di LAPLACE - DARBOUX della [12] ®> 
simultaneamente, il primo invariante di L.-D. della [13]. TER-
RACINI indicô nel 1927 un significato geometrico semplice della <P\ 
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essa è la parte principale del birapporto 

вx , дy -. 
x,y,x + -du, У + ^dv 

La forma <p* sia detta forma planare della congruenza L\ 
il suo significato è duale a quello della forma puntuale <p. Le 
forme fx e /2 sono nuove; esse siano dette forme focali della L\ 
fг è prima forma focale (relativa al primo fuoco x), f2 è seconda 
forma focale. 

La trasformazione T (L —• Ľ) conservante le sviluppabili 
sia detta: 

•*> 

deformazione puntuale, se la forma puntüal <pè invariante; 
deformazione planareђ se la forma planar <p è invariante; 
deformazгone foeale di prima (seconda) specie se ła prima 

(seconda) forma focale fг (f2) è invariante; 
deformazione asintotica di prima (seconda) specie se T 

induce una trasformazione asintotica della prima (seconda) falda 
focale- o analiticamente, se ľequazione di MONGE 

a2du2 -f Pądv*1 = 0 (qзđu2 4- Ьгdv2 -= 0) 

è invariante. 
II signifìcato geometrico di deformazioni asintotiche è chiaro. 

Passiamo alła descrizione geometrica delle deformażioni pun-
tuali. Essendo T una deformazion puntuale, risulta dalľinter^ 
pretazione geometrica della forma <p data dal TERRACINI che 
per ogni щ v esiste una proiettività n — n(щ v) fra le punteg-
giate g « (xy) e g' -= (x'y') che porta i punti (geometrici) 

, S x 7 8y _ 

*,У,x + Tudu, У + fvdv • 

ordinatamente in punti 

x 'У',*'+Ô£du, Г + ^dv; 
8u ' " ' dv 

analiticamente si ha 

n (M> + hy) _. Qtxx' + Q~%y, 
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dove 

a2 - QЧ2' , 6/ - Q X ; 

le due spressioni di Q coincidono in virtù delľinvarianza della 
forma [7]. Ora le oo2 proiettività л pres insieme formano 
una corrispondenza puntuale CҶ#3—• 8Z') che è inviluppo di oo2 

omografie K^K(щv) nel senso che, se il punto 

z = tгx + tгy 

descrive una curva arbitraria y di #3> si ha per ogni punto z 
di y nel punto corrisponđente 

Z* « Qtx0ť + Q~Ч2y' 

contatto anaiitico fгa le due curve Cy e K(щv)y} i valori di 
щv corrispondendo alla scelta di z. Inversamente, ogni corri-
spondenza puntuale non omografica Š8 —• Sz' che è inviluppo 
di oo2 omografie nasce mediante oo2 proiettività л da una 
corrispondenza T fra due congruenze L, Ľ conservante le svi-
luppabili e se L (e poi anche Ľ) ha due falde focali distinte, 
che sono superficie non sviluppabili, si è nel caso di una dell 
nostre deformazioni puntuali. Le omografie K sian dette omo-
grafie pџntuali (della deformazione puntuale); ogni proîettività л 
fa parte della K corrispondente agli stessi valori di щ v. 

II significato geometrico delle deřormazioni planari è corre-
lativo a quello delle deformazioni puntuali. Al posto delle pro-
iettività л fra le punteggiate g e g' si hanno adesso proietti-
vità л* fra i fasci di piani di sostegno g e g\ analiticamente 
determinate da 

л* (tгІ + t2t]) - atxt + <rЧ%ii', 

dove 

q2 - o2q3', a 2 p 4 - p4' . 

Le due espressioni di o coincidono in virtù delľinvarianza 
della forma [8]. Al posto delle omografie puntuali si hanno 
adesso omografie planarг K* == K* (u, v). 

Per descrivere geometricamente le deformazioni focali, con-
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sideriamo nello spazio $ 3 la prima falda focale đi L come 
superflcie luogo (æ) gen rata dal primo fuoco æ la seconda 
falda focal (£) com superflci inviluppo generata dal primo 
piano focale I cui corrisponde in # 3 ' la superflci luogo (æ') e 
la superflci inviluppo (£'). La trasformazion T (retta ~* retta) 
induc una trasformazion M (punto —• punto) di (x) in (æł) ed 
una trasformazione J í* (piano ~* piano) di (f) in (£'); alla coppia 
gen rica di rette g e g' = Tg corrisponde la coppia di punti æ 

æ' » Ж# la coppia đi piani f e £' = Jř*£. Ciò posto, T è 
una deformazion focale di prima specie s solo se per ogni 
retta g esiste шromografìa P ($3 —• Ä3') tale che Pø= ø', Pæ~= æ\ 
P£»f' e che si abbia contatto analitico del primo ordine 
simultaneamente 

delle superflci iuogo P (æ) Jf (Æ) =-= (æŕ) nel punto a?', 
dell superflcie ìnviluppo P(f) e M (£)*=(£') ввl piano £' 
e dell congruenze PJD e TL*= Ľ юella retta #'; 

il primo contatto sҶntend calcolato in coordinate di punto, 
ü secondo in coordinate di piano e il terzo ín coordinate di 
retta. Ľomografla P non è univocamente d terminata. Scam-
biando l du fald focali, si ottiene il signiflcato geometrico 
d ll d formazioni focali di seconda specie. 

Per brevità indichiamo con 

P una deformazione puntuale, 
tf una deformazion planare, 
Fг (F2) una deformazion focal di prima (seconda) specie, 
Aг(A2) una deformazione asintotica di prima (seconda) 

speci di una congruenza L. Per ciascuno dei sei tipi la con-
gruenza L può scegliersi ad arbitrio e la trasformata Ľ dipende 
poi ancora da una funzione arbitraria di du variabili (m ntre 
la congruenza generale dipende da due tali funzioni). 

Passiamo alla considerazione dell deformazioni doppie, 
appartenenti cioè simultaneamente a due fra ì sei tipi. Qui 
bisogna osservare che una deformazione che àppartiene a due 
fra i tre tipi 

[14] P, Fv A% o P,F2,Aг oppure П9FuЛг od inflne tf, F2,A%Ì 

appartien necessariamente anche al terzo. Inołtre non sono 
essenzialm nte diversi fra loro per es. î tipi doppi PAг e PA2 
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che non differiscono che per la đenominazion dei fuochi, nè 
per es. i tipi doppi PA} e ПA} ch sono mutuament correla-
tivi. Eimangono così solo quattro tipi doppi essenzialmente 
distinti fra loro 

PП} PAtJ AxAг} FXF2 . 

Per ciascun tipo doppio, la congruenza L può scegliersi ad 
arbitrio e ła trasformata Ľ dipende poi ancora da quattro fun-
zioni arbitrarie di una variabil . 

üna đeformazion proiettiva apppartiene simultaneamente 
a tutti i sei tipi considerati. D^altra parte ogni T di cui si sa 
che essa appartiene ad una terna scelta fra i sei tipi diversa-
mente dalle terne [lá] è necessariamente una deformazione 
proiettiva. Eisulta che nel campo dełl trasformazioni di eon-
gruenze che conservano le sviluppabili le deformazioni proiet-
tive son d lle specializzazioni triple; ciò è ďaceorđo col fatto 
ben noto che le congruenze proiettivamente deformabili dípen-
dono da una funzione arbitraria di due variabili. 

L deformazioni proiettive sono un caso speciale delle defor-
mazioni PП. Essendo T una deformazione PП della congru-
enza L9 abbiamo per ogni coppia щ v ľomografia puntuale K 
e ľomografia planar K*. Allora T è deformazione proiettiva 
se, e solo se, łe due omografie K e K* coincidono sułla retta 
g = (xy). Supponiamo che sia cosi e indichiamo con я la pro* 
iettività fra le punteggiate g g' = (x'y') subordinata a K ed 
a K'. La proiettività n è subordinata anche ałľomografia 
osculatrice Я . Per un punto z di $,, non situato sułła retta g 
i tre punti 

[15] Kz} K*z} llz 

son generalmente diversí fra loro, ma se due fra essi eoincь 
dono, lo stesso accade per ií terzo. 

La deformazione proiettiva T đelła congruenza L induce 
una trasformazione asintotica Mг dełła prima faída focale (%) 
ed una trasformazìone asintotica Mг della seconda fałda focałe (y)* 
T si dic ãeformazione proiettiva singolare della congrueuza L 
se l due trasformazioni Mг e Іf2 son deformazionî proiettíve. 
Le due deformazioni proiettive Mx e Jf2 son necessariamente 
del tipo R e la congruenza L è assoeiata ad ambedue nel senso 
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d scritto sopra. S una delle Mx e Ж2 è deformazione proiet-
tiva, lo stesso vale per ľaltra e la T è singolare. Inversamente 
partiamo dalla deformazione proiettiva Mг del tipo R di una 
superficie non sviluppabile (oo) e sia L una delle due congru-
enze associate a ifx; la trasformazione Mг di (x) induce una 
trasformazione della L che è una deformazione proiettiva 
singolare. 

Per una deformazione proiettiva T della congruenza L la 
coinciđenza dell tre omografie JSГ, /£*, H è condizione neces-
saria e sufflciente perchè la T sia singolare. Chiamiamo T 
semгsгngolare se, T non essendo singołare, esistono però anche 
fuori della retta g dei punti z per cui le tre iшmagшî [15] 
sono coincidenti. II luogo di tali punti è necessariamente uno 
dei due piani focali. Le congruenze proiettivamente deformabili 
in modo semisingolare dipendono da nove funzioni arbitrarie 
di una variabile. 

Se T è deformazion proiettiva arbitraria di una congru-
enza Lђ consideriamo su ogni retta g di Ľ la trasformazione 
proiettiva л ăi g che è comune alle tre omografie K, JЙL* e H. 
Le oo2 proiettività n prese insieme determinano una trasfor-
mazione puntuale G dello ^3 a c u i la Г è subordinata. Se 
la Г è singolare, allora la G trasforma asintoticamente ogni 
rigata sghemba contenuta in L, Se la T è semisingolare, 
la G non trasforma asintoticamente nessuna rigata sghemba 
contenuta in L. Se infine la T non è nè singolare nè semisin-
golare, allora per ogni retta di L passa una sola rigata sghemba 
contenuta in L e trasformata asintoticamente mediante la G. 
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