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SUR LES NOMBRES DE BETTI LOCAUX!

Par Epuarp Cecu

(Received November 23, 1933)

Soit I® un espace topologique arbitraire; soit ¢ un point donné de R; soit
k=10,1,2, ... . Au Chap. I, je définis le ki*me nombre de Betti local de R au
point a, désigné par Bi(a, R). La signification du nombre Bo(a, R) est trés
simple (v. n°3). Si k = 1 et si I'espace R est un polyédre, le nombre 8:(a, R)
coincide, comme on pourrait le démontrer sans peine, avec le nombre maximum
des (kK — 1)-cycles en a lin. indépendants, au sens de M. E. R. van Kampen.?

Au Chap. II, je prouve deux théorémes d’addition pour les nombres de Betti
locaux. Ces théorémes pourraient étre sans peine généralisés.

Au Chap. III, je donne une nouvelle forme aux axiomes de ma théorie des
variétés, exposée récemment dans ce Journal.! Dans la nouvelle forme, ces
axiomes reposent sur la notion des nombres de Betti locaux et sur celle de la
connexité locale d’ordre supérieur que j’étudie dans un autre Mémoire (cité au
n°4). En se basant sur les nouveaux axiomes, on pourrait un peu simplifier
quelques démonstrations dans Variétés.

Soit R un espace topologique arbitraire; soit S un sous-ensemble fermé de R;
soit @ un point donné de S; soit k = 0,1, 2,3, --. . Au Chap. IV, je définis
ce qu'on pourrait appeler le ki*me nombre de Betti extérieur de S au point a,
désigné par aiz(a, B — S). Si 'espace R est régulier et localement connexe,
I'ensemble S coupe I'espace I au point a localement en ao(R — S) 4 1 régions
(v. n°25); autrement dit S détermine en @ une ‘‘lokale Zerschneidung’ de R
d’ordre ao(lX — S) 4+ 1 au sens de M. K. Zarankiewicz.*

Au Chap. V, je donne une localisation du théoréme de dualité: Si S est un
sous-ensemble fermé de Uespace euclidien R, @ n dimensions,® on a en chaque point

1 J’al exposé quelques résultats de ce Mémoire dans une conférence que j’ai faite le
5 juillet 1933 dans le Math. Kolloquium de M. Menger.

Aprés avoir terminé ce travail j’ai pris connaissance de deux notes de M. P. Alexandroff:
Sur les propriétés locales des ensembles fermés (C. R. Paris 198, p. 227, 15 janvier 1934) et
Les groupes de Betlt en un point (ibidem, p. 315, 22 janvier 1934) qui semblent avoir beaucoup
de points de contact avec mes recherches.

(Note de la rédaction: Un mémoire étendu de M. P. Alexandroff sur ces questions
paraitra dans le numéro d’octobre des Annals of Mathematics.)

2 Die kombinatorische Topologie und die Dualitilssdlze, den Haag 1929, p. 26.

8 Théorie générale des variétés el de leurs théorémes de dualité, Annals of Math., t. 34, 1933,
p. 621-730. Cité: Variétés.

4 Uber die lokale Zerschneidung der Ebene, Monatshefte f. Math. u. Phys., t. 39, 1932,
p. 371

5 Le théoréme est méme démontré pour des espaces plus généraux que R,.
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adeS: B(a,S) = a,la, R — S),0=p=n—1,9=n—p—1. Enparticu-
lier ordre de coupure locale est un invariant topologique (local) de S.

Sott S un sous-ensemble fermé de R, _.; soit @ un point de S. Si a est un
point intérieur de S, on a B,_i(a, S) = 1; si a est un point frontiére de S, on a
B.—1(a, S) = 0 (Cf. n°7, 6° et 7°). Done, st Uon immerge S dans un R,, a est
un pont de coupure locale st et seulement st ¢’est un point intéricur de S, et Uordre
de coupure locale est alors égal a dewzx.

Un cas particulier (R = R,, &k = n — 1) du théoréme du n°5 est: Soient A
et B deux sous-ensembles fermés de R,; soit a un point de AB; Supposons que a soit
un point intérieur de A - B, mais un poinl frontiere de A et de B. Alors AB coupe
R, localement en a.

Un cas particulier (R = R,, k = n — 1) du théoréeme du n°6 est: Soient A
et B deux sous-ensembles fermés de R,; soil a un point de AB. St AB coupe R,
localement en a, tandis que ne A nt B ne coupe R, localement en a, alors a est un
point intérieur de A + B.

Un cas particulier (X = Ry, £ = 0) du théoréme du n°5 est: Soient A et B
deux sows-ensembles fermés du plan; sort a wn point de AB.  Sini A ni B ne coupent
localement le plan en a, tandis que A 4- B coupe localement le plan en a, alors ou bien
a est un point 1solé de AB (et alors A + B coupe le plan localement en a en deux
régions), ou bicn chaque entourage de a contienl wne infinité de composanles de AB.

Un cas particulier (R = Rs, & = 0) du théoréme du n°5 est: Soient A et B
deux sous-continus du plan; sott a un point de AB. St a est un point isolé de AB,
alors A 4+ B coupe le plan localement en a. St chaque entourage de a contient une
infineté de composantes de AB, alors a est un point de coupure locale du plan d’ordre
infint pour A 4 B.

Les deux derniers théorémes constituent dans un certain sens une localisation
des deux théorémes classiques de Janiszewski® Une localisation enticrement
différente de ces théorémes de Janiszewsks se trouve au Mdémoire cité au n°4.

Je suppose dans tous ce Mémoire que les coefficients des eyceles et des homo-
logies appartiennent & 0, ot N signifie ou bien 'ensemble de tous les nonmibres
rationnels ou bien P'ensemble de tous les entiers réduits mod p, p étant un
nombre premier donné d’avance.

Pour les domaines N iei considérés, les théorémes locaux de dualité constitu-
ent une généralisation du allgemeiner dimensionstheoretischer Rechtfertiyungssatz
de M. P. Alexandrofl'.?

Quant a la théorie de 'homologie, je m'appuie sur mon Mémoire Théorie géné-
rale de Uhomologie dans wn espace quelconque,’ cité: Homologie.  Comme dans
Variétés (p. 622, 1), j'éerit C”(p. ex.) au lieu de {C”(W)} (Homologie, 11, 20).
Done €7 est I'ensemble de tous les C”(11), 1l parcourant les réseaux” dans K.

6 Sur les coupures locales failes par les continus, Prace mat.-fiz., t. 29, 1913, pp. 11-63.

7 Dimenstonstheorie, Math, Annalen, t. 106, pp. 161-238 (v. p. 208).

8 Fund. Math., t. 19, 1932, pp. 149-183.

9 La famille fondamentale de résecaux (Homologie, 11, 1) est dans tout ce Mémoire celle
de tous les réseaux ouverts (Homologie, 111, 2).
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au

Soit Il un réseau; soit C°(11) = E rUs(ri e B, U; e 1) un (0, U)-cycle. Je pose

i=1
@o

JeeQ)l = E 7. Si C° est un (0, R)-cycle absolu, le nombre J{C°(1)] est,
=1

comme on le voit sans peine, indépendant du réseau 11; je désigne ce nombre

par J(C°).

I.

1. Soit I2 un espace topologique (Homologie, 111, 1). Soit S un sous-ensemble
fermé de . Soit ¢ un point donné de S. Soit £ = 0, 1,2, ... . Les lettres
U, V, W désignent des entourages'® de a dans K.

Soit U D V. Soit Bx(V, U; S) 'ensemble de tous les (k, R)-cycles mod
(S — U) dans S; deux éléments C* et D* de B.(V, U; S) seront considérés comme
égaux si et seulement si C* ~ D mod (S — V) dans S. L’ensemble B(V, U;S)
est un module (Homologie, I,1). Désignons par 8x(V, U; S) le rang (Homologie,
I, 3) de ce module si ce rang est fini; dans le cas contraire posons 8. (V, U ; S) = .

Pour W < V C U on a évidemment 8,(W, U; S) = B(V, U; S).

Il en résulte que, 'entourage U de a étant donné, le nombre 8,(V, U; S) a une
valeur fixe (indépendante de V') pour tous les voisinages V' C U de a suffisam-
ment petits; désignons par Bi(a, U; S) cette valeur fixe.

Pour W C V C U on a évidemment 8,(W, V; S) = g.(W, U; S). On en
déduit sans peine que Bi(a, V; S) = Bila, U; S) pour V C U. Par suite trois
cas sont & distinguer:

1°. 1l existe un nombre fini m (= 0, 1, 2, .. .) tel que Bx(a, U; S) = m pour
tous les entourages U de a suffisamment petits; dans ce cas on pose Bi(a, S) = m.

2°. Le nombre Bi(a, U; 8S) est fini pour tous les entourages U de a, mais si
m est un nombre fini arbitrairement donné, on a Bi(a, U; S) > m pour tous les
entourages U de a suffisamment petits; dans ce cas on pose 8.(a, S) = w.

3°. On a Bi(a, U; §) = « pour tous les entourages U de a suffisamment
petits; dans ce cas on pose Bi(a, S) = «=.

2. De Homologie, 111, 3-11 on déduit sans peine que le nombre Bi(a, S) ne
dépend nullement de I'espace R, mais seulement du nombre %, du point a et
(localement) de l'espace S.

3. St Vespace R est régulier au point a,"! le nombre Bo(a, S) a toujours une des
trots valeurs 0, 1, «: On a Bo(a, S) = 0 si et seulement s'il existe un entourage U
de a tel que chaque composante de S a un point commun avec R — U. On a

10 Entourage d’un point ou d’un sous-ensemble cst un ensemble ouvert contenant le
point ou le sous-ensemble considéré.

11 Cela signifie, comme on sait, que chaque entourage U de a contient un entourage V
de a tel que V < U.
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Bola, S) = 1 si et seulement si a est un poinl 1solé de Uespace S. On a Bofa, S) = =
st et seulement st, pour chaque entourage U de a, une infinité de composantes de S
sont contenues dans SU.

DfMONSTRATION. Si a est un point isolé de S, on a évidemment Bo(a, S) = 1,
car Bo(V,U; S) = 1si U est tel que SU = (a). ¥’il existe un entourage U de
a tel que chaque composante de S rencontre R — U, d’aprés Homologue, 111,
16 on a Bo(W, V; 8) = 0si V C U, d’ou Bo(a, S) = 0. Ces deux cas étant
exclus, pour chaque entourage U de a ’ensemble US contient une infinité de
composantes de S et donc aussi une infinité de quasicomposantes de S.
I’espace R étant régulier au point a, il existe un entourage V de a tel que
V € U. L’ensemble VS contient une infinité de quasicomposantes de S;
chaque telle quasicomposante est évidemment essentielle mod (S — U) au sens
de Homologze, 111, 15, d’ott Bo(V, U; S) = « d’apreés Homologie, 111, 17. Done
.60(0’7 S) = .

II.

4. LemMme. Soit R un espace complétement normal (Homologie, 111, 19).
Sotent ¢ et x deux sous-ensembles fermés de R. Soit 11 un réseau donné dans R.
Il existe un affinement B de 11 tel que, st une (p, B)-chaine est conienue dans ¢ et
dans x (Homologie, 11, 5), elle est aussi contenue dans ¢x.

La démonstration se trouve au n°12 de mon Mémoire Sur la connexité locale
d’ordre supérieur (A paraitre dans Compositio Mathematica).

5. Soit R un espace complétemept normal. Soit B = A + B, A et B étant des
sous-ensembles fermés de R. Soitk = 0,1,2, ... . Soit a ¢ AB. Soit 811
(a,A) = Brula, B) = 0. Alors Bi(a, AB) = Bi1(a, R).

DiMoNSTRATION. On voit sans peine qu’il suffit de prouver que, U étant
un entourage donné de a, linégalité Brii(a, U; R) 2m (= 0,1, 2, ... )
entraine que Bi(a, U; AB) = m. Soit done B141(a, U; R) = met soit VC U
un entourage de a. IKvidemment, il suffit d’en déduire que 8(V, U; AB) = m.

Puisque Br1(a, A) = 0, on a Br1(a, V; A) = 0. Done il existe un entourage
W, V de a tel que Bry1(Iy, V; A) = 0 pour chaque entourage L, C W, de a.
Pareillement on voit qu’il existe un entourage W, C V de a tel que
Bii1(W1, V; B) = 0 pour chaque entourage W, C Wyde a. Posons W = W, W,
de maniére que Br. (W, V; A) = Bi(W, V; B) = 0.

Puisque Brii(a, U; R) = m, on a Brpa(W, U; R) = m. Done il existe des
(k + 1, R)-cycles C**" mod (R — U) (1 < i < m) tels que 'homologie

E 7 CEY ~ O0mod (R — W) (r; ¢ N) entratne que rn, = ... = r,, = 0.
i=1

Done il existe un réseau 11; tel que I'homologie E r CEPNAL) ~ 0 mod
1=1

(R — W) entralne que r, = .- =1, = 0.
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Soit Ue un affinement de U, normal (HHomologie, 11, 15 et 16) rel. aux cycles

mod (B — V) dans B. Déterminons un affinement 1, de U, d’aprés 4, en y
posant ¢ = B, x = R — V. Soit 11, un affinement de 113 normal rel. aux cycles
mod (A — V) dans A. Déterminons un affinement U; de 1, d’aprés 4, en y

posant ¢ = A4, x = R — V. Soit Us un affinement de 1l; normal rel. aux cycles
mod (AB — V) dans AB. Déterminons un affinement 11; de Us d’aprés 4, en
v posant ¢ = AB, x = R — U ainsi qu'un affinement 1y de U; de nouveau
d’aprés 4, mais en y posant ¢ = A, x = B. Soit 7 = Pr. (s 1), ---
ey = Pr. (us, 1{)1 T3 = T2 W32 - - -
lomme A + B = R, on peut poser CEP1(1) = CE7M () — C*5t(U)

(L4 m), ot CEIN(W) € 4, CELM () € B, Soit (1) cette partie de
la (k, Us)-chaine FCET'(1) (1()11,f les simplexes sont = 0 mod (B — U).
Comme (' (1) — 0 mod (B — U), on a FC ' (1) = FC () mod
(R — U); done T'E(1) est aussi cette partie de la chaine FC'L' (1) dont les
simplexes sont 5 0 mod (£ — /). Comme C57' (1) € A, ona I'(l) € A
Comme C53'(lg) C B, on a I'"(lls) € B. Daprés la définition de Us il en
résulte que (1) € AB, dou FIE(l) € AB. Comme I'f(lly) = FC5!
(Ug) mod (B — U),ona FI'(lls) C R — U. Donc Frg;I'5(ls) © AB, Fry
M) € R — U, dott Frg; () € AB — U d’aprés la définition de Us.
Done mg 1'(11s) est un (k, Us)-eyele mod (AB — U) dans AB. D’aprés la
définition de s, ms (1) est un (k, Us)-cycle essentiel mod (4B — U)
dans AB.

11 ne reste qu’a démontrer que les (k, 1;)-eycles w5 () (1 < 4 < m) ne
sont liés par aucune homologic mod (AB — V) dans A B, car alors (I[{Tomologie,
L1, 28) Bu(V, U; AB) = m, c.g.f.d.

m

)

Soit done ? 7w IE(Us) ~ 0 mod (AB — V ) dans AB (r; € 9); on doit
e 1
prouver que r; = --- = r, = 0. I’homologie qui vient d’étre derite signifie
qu'il existe une (K 4+ 1, U;5)-chaine D¥1(11;) dans 4 B telle que

m m

(l) 1"1)};"1(115) = Tgs 2 Ty I‘]:(ug) mod (/11; — V) Or Z Iy C'fi‘(“;) —r

T=1 =1

Vy\ “(s) mod (R — U). Donela (k + 1, U;)-chaine my; E re CEFL (L) —
b=1 i=1
DF1(15) est située dans 4 et sa frontiere est située dans (2 — 17).

D’aprés la définition de s, on a done Frry; 2 r CETY () — FDH(UG) C©

i=1
A -- V. Donc m 2 CETY (W) — w50 DEFY(UG) est un (K 4 1, Wy)-cycle
i=1

mod (A — V) dans A. D’aprés la définition de U4, g L_/ s CETM (W) —

=1

w53 DFH(Us) est un (K 4- 1, 1;)-cyele essentiel mod (A — V') dans A et par suite
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(2) 7a z r CETY (W) — msr DF1(Ws) est un (B 4+ 1, Uy)-cycle essentiel
i=1
mod (A4 — V) dans A. De plus >, i C5'(W) — D) 7 Th(lly) mod

i=1 i=1
(R — U). On voit done, en tenant compte aussi de (1), que la (K 4+ 1, U;)-

2y
chalne mg; Z/ CHE (W) — s DFI(11) est située dans B et que sa fron-

i=1

tiére est située dans (R — V). D’aprés la définition de s, on a done Frg

m m

D0 CH) = Prgy D) © B — V. Done me ) r CH(L) —
i=1 i=1

mee DFY(U5) est un (K + 1, Us)-cyele mod (B — V) dans B. D’apres la
définition de 11,

(8) ma O, 7 5 — mo D) est un (b + 1, W)-eycle essentiel
i=1
mod (8 — V) dans B.
Comme B,1(W, V; A) = 0, il résulte de (2) (en vertu de Homologie, 11, 28)

que g E e CETE (W) — msDF (1) ~ 0 mod (A — W) dans A, Comme By,
i=1

(‘/VJ r: ]}) = 07 il résulte de (3) que ey 2 ri (M,{z ! (115) — 7T51[)k'+1(115) ~ 0 mod
=1

(B — W) dans B. Done il existe des (k + 2, 11))-chaines E{"* (1) € A et

ESTE() < B telles que

m

EF2(1) — g ‘2 e O () — 7 DE(WL) mod (A — W),

1=1

EEVE(U) — e 3‘ LCEET(Ug) — oy DF(U) mod (B — W).

Lil

m

Done Ki™*() — EiT*(L) — ms 2 rCEP ) mod (R — W), dou

=1
m

T8 E v CETN AR ~ 0 mod (R — W), Or, C57" étant un (K + 1, R)-cyele

1=1
mod (R — U),ona gy CE (W) ~ CHF1(AL) mod (R — U) C (R — W). Done
E rCEPY L) ~ 0mod (R — W), D’aprés la définition de Uy, il en résulte

1=1

quer, = .- = r, = 0, c.q.f.d.
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6. Soit R un espace complétement normal. Soit R = A + B, A et B élant
des sous-cnsembles fermés de R. Soit a e AB. Soit k = 0,1, 2, ... . Sout
Bila, A) = Bila, B) = 0. Alors Bi(a, AB) = Bruila, R).

DfmonsTrATION.  On voit sans peine qu’il suffit de prouver que, U étant un
entourage donné de a, il existe un entourage V C U de a tel que l'inégalité
Bila, U; AB) =z m (= 0,1, 2, ...) entraine que B,1(a, V; R) = m. Soit done
Bi(a, U; AB) =z m. Comme Bi(a, A) = Bila, B) = 0,on a

Bi(a, U; A) = Bila, U; B) = 0.
Donc on peut choisir entourage V' < U de a de maniére que
Br(V,U;A) =Bx(V,U;B) =0

Il s’agit de prouver que, W étant un entourage de a contenu dans V, on a
Ben(W, V; R) = m.

Puisque Br(a, U; AB) = m, on a B.(W, U; AB) = m. Donc il existe des
(k, R)-cycles T% mod (AB — U) dans AB (1 £ 7 £ m) tels que ’homologie

2 r; % ~0mod (AB — W) dans AB (r; e R) entratne que r, = ... = 7, = 0.

1=1
m

Donc il existe un réseau 1, tel que 'homologie 2 rTE() ~ Omod (AB — W)
i=1

dans AB entraine que r, = ... = r, = 0. Déterminons d’aprés 4 d’abord un
affinement 1, de U, et ensuite un affinement U; de U, en y posant dans le
premier cas ¢ = AB, x = R — W et dans le second ¢ = A, x = B. Soit
U, un affinement de 13 normal rel. aux cycles mod (R — V) dans R. Soit
ma1 = Pr. (Uy, Us), m3e = Pr. (Us, U2), maz = Pr. (Uy, Us), me2 = maamys, -+ .
Puisque les T'%(1 < ¢ < m) sont des (k, R)-cycles mod (AB — U) dans AB, ce
sont aussi des (k, R)-cycles mod (A — U)dans A. Or B(V,U; A) = 0, de
maniére que T'¥ ~ 0mod (A — V) dans A. Pareillement I'* ~ 0 mod (B — V)
dans B, car Bx(V, U; B) = 0. Donc il existe des (¢ 4 1, ll4)-chaines
CET () € A et CA51(1,) C B telles que

1) ¢ ) — () mod (A — V), Cky' (1) — ¥ () mod (B — V).
Posons C*¥*1(11,) = C*T1 (1) — CEEP(UL).  Alors C5F1 (1) — 0mod (R — V)
de sorte que, d’aprés la définition de Uy, me3 C5T1 (1) est un (K + 1, Us)-cycle
essentiel mod (B — V).

Il ne reste qu’a démontrer que les 45 C%"'(11,)(1 < 7 £ m) ne sont liés par
aucune homologie mod (B — W), car alors (v. Homologie, II, 28) on a
Bena(W, V; R) = m, c.q.fd.

Soit done w4 >, 7 C5T (W) ~ 0 mod (B — W)(r: € %); il $'agit d’en déduire

i=1
quer; = --- = r, = 0. IL’homologie qui vient d’étre écrite signifie qu'il existe
une (k 4+ 2, U;3)-chaine D¥2(11;) telle que

@) D(ly) — mi D, CEH(U) mod (B — W),

=1
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Puisque R = A + B, on peut poser D*2(ll;) = DY () — D (Us), ol
D§PE() <€ A, DETE(1,) <€ B. Il résulte de (1) et (2) que

() mi 2, nCEN (L) — FDE (W) = 7 D, nChE (W) — FDE (L)
=1 =1

mod (R — W). Désignons par E**1(11;) cette partie d’'un (et donc aussi de

I'autre) membre de (3) dont les simplexes sont 0 mod (R — W). Alors

E(U;) € A, E¥1 (1) < B, ot E¥1(1l;) € AB d’aprés la définition de Us.

En outre

m

FDE () = mg D) riCETH(WL) — E*4(l;)  mod (R — W),
i=1

m

d’olt 73 Z r CETN (L) — EF(U3) — 0 mod (R — W). En tenant compte de
1=1

m

(1), on en déduit que FE*'(1l;) — my 2 nTE(0y) © R — W. Donc la
(k, Uz)-chaine T

(4) Frp EF(y) — 7y Z r: T%(1y) est située dans (R — W). Puisque
Ex(1;) € AB, T4, Ag,lla chaine (4) est aussi située dans AB. D’aprés
la définition de U., la chaine (4) est donc située dans 4B — W. Donc

m

s BFH(1) — 7o 2 nTEAL) mod (AB — W), d'oit

i=1

m

ma E¥ (1) — 7y 2 re T5 (W) mod (4B — W).
i=1
Donc 4 E 7 T5(,) ~ 0 mod (AB — W) dans AB. Or, I'* étant un
1=1

(k, R)-cycle mod (AB — U) dans AB, ona my I(1,) ~ I'%(W,) mod (AB — )

dans AB. Comme W C U, il en résulte que E r TE () ~0mod (4B — W)
i=1

dans AB. DD’aprésla définition de 11y, on en déduit que ry = - - - = r,, = 0, c.q.f.d.

I1I1.

7. Soitn =1,2,3, ... . Soit B un espace topologique. Soit SC R. Nous
dirons que X est une variété a n dimensions mod S d'ordre 0, ou une V3(S), si
les axiomes suivants sont vérifiés:

1°. R est un espace bicompact.t?

12 Cela signifie: 1° a et b étant deux points distincts de R, il existe des ensembles
ouverts U et V tels que a e U, b e V, UV = 0; 2° de chaque famille d’ensembles ouverts
recouvrant R on peut extraire une famille finie recouvrant R.
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2°, Chaque sous-ensemble ouvert de R est un F, dans R.

3°. L’ensemble S est fermé dans I2.

4°. dim R — S = n.

5°. R est localement connexe d’ordre n rel.  d R d chaque point x ¢ R — S.1

6°. Pourx e R — SonaB.r, R) = 1.

7°. A élant un sous-cnsemble fermé de R, on a B.(x, A) = 0 pour chaque
reA. R—-— A — A\'.

8. Soit SC T =TCR. SiRestune Vi(S), R est évidemment aussi une
Ve(T).

9. Soit R un cspace topologique; soit 8 C R, R est une V5(S) si et sculement s'il
satisfait aux axiomes Ay Aoy Asy Ay, B, Dy, Doy E énoncés dans Variétés, nos.
1,2,3, 7,9, 11, 12, 13.

DfimonstraTION. Les axiomes A,, As, 43, Ay, B disent la méme chose que
les axiomes 1° — 5°.  On doit done déduire d’abord la validité de D,, D,, et E
en supposant 1° — 7° ce qui sera fait aux n° 9.11 (pour D), 9.12 (pour D) et
9.13 (pour FE), et ensuite la validité de 6° et 7° en supposant A, A,, A;, A,
B, Dy, D2, E, ce qui sera fait aux n°® 9.21 (pour 6°) et 9.22 (pour 7°).

9.11 Soit I''un (n — 1, R)-cycle du type i» dans A (Variétés, 10). Soit H le
porteur de I'homologie 1" ~ 0 (Variétés 10.3) de maniére que H = H C R — 8.
On doit prouver (Variétés, 11) que 'ensemble H — A4 est ouvert. Supposons le
contraire. 1l existe donc un point ¢ e (H — A) K — HCH-E — H — S.
D’aprés 'axiome 7° on a B,(a, H) = 0. Or soit C le cycle relatif correspondant
a I'! d’aprés Variétés 10.1. Done C* est un (n, IR)-cycle mod 4 dans H et
FC~(11) ~ T''(11) dans A pour chaque réseau 1. Soit U un entourage de a
si petit que UA = 0 Purisque B.(a, H) = 0, on a B.(a, U; H) = 0. Done il
existe un entourage V' C U de atel que 8,.(V, U; H) =0. OrACH — U, de
sorte que C* est un (n, K)-cyclemod (H — U)dans H. Commeg, (1, U;H) =0,
on aC" ~0mod (H — V) dans H. Done il existe pour chaque réseau 1 une
(n 4+ 1, W)-chaine M**'(11) C H et une (n, W)-chaine D*(11) C H — V telles
que M*1(11) — (1) — D*(11) —» 0, d’ou FD*(11) ~ I'1(11) dans 4. Or ceci
signifie qu’il existe pour chaque 11 une (n, 1)-chaine E*(11) C A telle que
D (1) — E*(11) — (1), dou "' ~0dans (H — U) + A C H. D’aprés
la définition de il en résulte que @ e H — U, ce qui est une contradiction.

9.12. Soit @ ¢ K — S.  On doit prouver (Variétés, 12) que le point a est situé
a lintérieur d'un (n — 1, R)-cycle du type t.. Soit P. un sommet du réseau
gén. Po (Variétés, 9.2) contenant le point a. D’aprés l'axiome 6° on 2
B.(a, R) = 1 d’ol, comme on le voit sans peine, 8.(a, Ps) = 1. Donec il existe
un entourage U C P.de atel que 8,(a, U; P;) = 1. Donc il existe un entourage
V < U de a tel que 8,(W, U; P.) = 1 pour chaque entourage W C V de a.

13 Cela signifie (v. le n°18 du Mémoire ¢ité au n®4): Chaque entourage P de x contient
un entourage @ de z tel que I'™ ~ 0 dans P pour chaque (n, R)-cyele absolu '™ dans Q.
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En particulier 8.(V, U; Py) = 1 de sorte qu’il existe un(n, R)-cycle C* mod
(P, — U) dans P; qui n’est pas ~ 0 mod (P, — V) dans P., tandis que chaque
(n, R)-cycle mod (P, — 17) dans Py est ~ rC"(r ¢ ®) mod (P: — V) dans P, et
par suite aussi mod (P. — W) dans P, pour chaque entourage W C V de a.
Comme B,(W, U; P,) = 1, il en résulte que C* n’est ~ 0 mod (P, — W) dans
P pour aucun choix de W C 1. Pour chaque réseau 11 soit I''(11) = FC(N).
Cr étant un (n, R)-cycle mod (P: — U) dans Py, on voit sans peine que I'"! est
un (n — 1, R)-cycle absolu dans (P, — U). Evidemment I'*! ~ 0 dans P,; donc
(Variétés, 10) T*test un (n — 1, R)-cyele du type (» dans A = P, — U. Soit
H le porteur de I'homologie T'*' ~ 0. On doit prouver que a e H — A. Or
™' ~ 0 dans P, de sorte que (Variétés 10.3)H C P,.  Supposons par impos-
sible que le point @ n’appartienne pas & /I — 4. Alors il existe un entourage
WcCVdeatlque WH =0, ot HC P, — W, Or ' ~0dans H d’apres
la définition de /{, de sorte que pour chaque réseau 1l il existe une (n, 11)-chaine
Dr() < H telle que FD*(11) ~ T '(1) dans 4 = P, — U, d’ou
F[C*(1) — D*()] ~ 0 dans P, — U. Donec il existe une (n, 11)-chaine
Er(1) € P, — U telle que C*(11) — D*(11) — E*(11) — 0. D’aprés Homologie,
I1, 21 on peut s'arranger de facon que {C*(11) — D*(11) — E (1)} soit un
(n, R)-cycle dans Pa. Or Ps e Py, de sorte que C*(11) — D*(11) — E*(11) ~ 0
dans P, d'aprés Variétés, 9.1-9.3. Done il existe pour chaque 11 une (n 4 1,
)-chaine M 1(11) C P, telle que C*(11) = FM~'(11) + D~) + E~1). Or
DY HCP,— W,E"(0)C P, — UC P, — W, de sorte que (' ~ 0 mod
(P, — W) dans Ps, ce qui est une contradiction.

9.13. Soit @ € B — N; z0it ¢ un entourage de a. D’aprés I'axiome 6° on a
B.(a, R) = 1 et par suite aussi B,(a, @) = 1. Donc il existe un entourage Q, C Q
de a tel que B.(a, Q:; Q) = 1 pour chaque entourage Q. C Q; de a. On peut
supposer que ; fasse partie d'un sommet du réseau gén. Bo (Variétés, 9.3).
Soit Q. un entourage de a contenu dans Q.  Comme B,(a, Q:; Q) = 1, il existe
un entourage @ de a tel que 8,(Qs, Q2: Q) = 1.

Soient I'}™', Py~ Vdeux (n — 1, R)-cyeles absolus dans (Q, — Q.) qui soient
~ 0 dans Q,. 11 suffit de prouver (Variétés, 13) qu’il existe deux nombres
r1, 72 € N, dont un au moins = 0, tels que /T 4 757 ~ 0 dans (Q — Q).
Soient C7, C les eyeles relatifs correspondant a T}, Ty d’apres Variétés, 10.1.
Ce sont donc des (n, R)-cycles mod (Q, — Q) dans @, tels que FC(11) ~ T'771(11)
dans (@ — Qo) pour 7 = 1, 2 et pour chaque réseau 11. ‘Les (7} étant des
(n, R)-cycles mod (@, — @.) dans @y, 'équation B.(Qs, Qq; @) = 1 entraine qu'il
existe deux nombres ry, 72 € N, dont un au moins = 0, tels que (T + (' ~ 0
mod (@ — @) dans Q. Done il existe pour chaque réscau 1l une (1« 4 1, 11)-chaine
M1 (1) € @Q et une (x, W)-chaine D*(11) C @ — Qs telles que

M) = rCTAY + 7,C3(10) — D) = 0.

Or FC(1)) ~ I'"'(11) dans @ — Q. C @ — (), de sorte qu'il existe deux
(n, W)-chaines E7(11) € Q — Qs (i = 1,2,) telles que FC7 (1) = T77H(N) + FET (W),
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d'ou n, 7' + rI's7H(U) = FID*() — nET(U) — r,E3(W)], done rI'T™ +
raI2™ ~ 0 dans Q — Qs, c.q.f.d.

9.21. Soit a € # — S. On doit prouver que 8.(a, B) = 1. Si l'on avait
8a(a, ) > 1, il existerait un entourage U de « tel que B.(V, U; R) > 1 pour
chaque entourage ¥V C U de a. Or c'est impossible d’aprés Variétés, 14.1.
Donc il suffit de prouver que B.(a, ) = 1.

D’aprés Paxiome D, il existe un (n — 1, R)-cyele I'"t du type ¢ dans 4 tel
que le point a appartient a Uintérieur de I'"".  Soit /{ le porteur de I'homologie
I'"1 ~ 0 de sorte que a ¢e H — A. D’aprés l'axiome D;, 'ensemble /1 — A4
est un entourage de a. Ividemment 8.(a, R) = B.(¢, H). 1l suffit donc de
prouver que B.(a, H) = 1. Supposons au contraire que B.(a, H) = 0, d’ou
3n(a, H — A; H) = 0. Donc il existe un entourage V" C H{ — A4 de a tel que
8.(V, H — A; H) = 0. Soit C" le cycle relatif correspondant & I'*~! d’aprés
Variétés, 10.1. Done C™ est un (n, R)-cycle mod 4 dans / tel que FC*(U) ~
I'"1(U) dans A pour chaque réseau 1. Comme B3,(V, H — A; H) = 0, on a
C* ~0mod (H— V)dans I{. Donc il existe pour chaque Ul une (n + 1, U)-
chafne M™"(1l) C H et une (n, W)-chaine D*(0) € H — V telles que
M) — C*(1) — D) — 0. Or FC*(U) ~ I'*'(11) dans 4 de sorte qu'il
existe une (n, )-chaine E»(ll) C A4 telle que I'*'(11) = F[C*(11) — E~()].
Donce D*(1) + E~(U) — I'*'(0), d’ott I'"' ~ 0 dans 4 + (H — U), done
H = A 4 (H — U) d’aprés la définition de H, d’ot la contradiction a ¢ .4 +
(H - U).

9.22. Soit A un sous-ensemble fermé de Ret soitaed - — 4 — 8. On doit
prouver que (3.(a, A) = 0. Supposons au contraire que Bn(a, 4) = 1. Ilen
résulte que B.(a, U; A) = 1 pour chaque entourage U de a suffisamment petit.
D’aprés Variétés 12.1 on peut choisir cet entourage U” de maniére qu'il existe
un (n — 1, R)-cycle absolu A*! dans U — U tel que A*! ~ 0 dans U, mais
non pas A" ~ 0 dans un vrai sous-ensemble fermé de U. D’aprés Variétés,
14.1 il existe un entourage 1" C U de a tel qu’a chaque couple C*, D" de (n, R)-
cycles mod (R — U) on puisse attacher deux nombres 7, s ¢ R (r = 0 ou s = 0)
de maniére que rC* 4+ sD* ~ 0 mod (B — V). On peut supposer que
VCR-—S. Soit (Variétés, 1.2) W un entourage de a tel que W C V.
Comme B, (a, U; A) = 1,ona B, (W,U;A) = 1. CommeaeR — 4, il existe
un ensemble ouvert Q > 0 tel que AQ = 0, Q C V. Soit ® la famille de tous
les réseaux U d’ordre mod S = n (Variétés, 7.2) et tels que 1°u e U, uS = 0
entraine que u C R — V;2°u e U, u — V # 0 entraine que u(Q + W) =0, 3°
u e U, ud # 0 entraine que uQ = 0. On voit sans peine (v. Variétés, 7.4) que
la famille ® est compléte (rel. & la famille fondamentale de tous les réseaux
ouverts; v. Homologie, 11, 30 et 111, 2). Comme B, (W, U; A) = 1, il existe un
(n, R)-cycle C* mod (A — U) dans A qui n’est pas ~ 0 mod (A — W) dans A.
Comme A™! ~ ( dans U, il existe pour chaque réseau 1l une (n, ll)-chaine
Dr(1) € U telle que FD*(U) ~ A*1(11) dans U — U. D’aprés Homologie,
II, 21 on peut s’arranger de fagon que D* = {D*(11)} soit un (n, R)-cycle mod
(U — U)dans U. Donc C*et D" sont deux (n, R)-cycles mod (R — U) de
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maniére qu’il existe deux nembres r, s ¢ N (r = 0 ou s = 0) tels que rC™ 4 sD* ~ 0
mod (£ — V). Done il existe pour chaque réscau U une (n + 1, 1)-chaine
M) et une (n, W)-chaine E»(11) C R — 1V telles que #M»1(11) = rC»(11)
+ sD*(1) — EM(1). Soit U e d. L’ordre mod S de U étant < n, chaque
simplexe de M+ (11) contient un sommet u tel que uS % 0, dotu C R — V;
il en résulte que M"+1(1) C R — V. Donc rC*(11) + sD*(1) C R — V pour
chaque 11 e ®.

Soit d’abord s = 0, d’olt » # 0 et par suite C*(ll) C R — V pour Ul € &.
Comme C*(11) C A et comme aucun sommet de 11 e & ne peut rencontrer
simultanément Wet B — V,ona C"(ll) C A — W pour 1 e . La famille ®
étant compléte, on arrive & la contradiction que C* ~ 0 mod (4 — W) dans A.

Passons au cas s 2 0. Pour Ul € ® on a C*(11) C A4, »C»(11) + sD*(1) C
R — V,s £ 0, d’autre part un sommet de 1l ne peut rencontrer simultanément
ni A etQ,ni R — Vet Il en résulte que pour Il ¢ ® aucun sommet d'un
simplexe de D"(11) ne peut rencontrer Q. Comme D*(11) C U, on a D*(11) C
U — Qpour L ed. Or FD"(1) ~ A1) dans U — U € U — Q de maniére
que A*L(11) ~ 0 dans (U — Q) pour 1l e ®. La famille ® étant compléte, on
arrive A la contradiction que A* ' ~ 0 dans (U — Q).

10. Soit Rune V7§ (S). On dit que R est orientable mod S s’il existe un
(n, R)-cycle G» mod S tel que, pour 4 = A C R, R — (A 4+ 8) # 0, G*n’est ~
mod S & aucun (n, R)-cycle mod S dans (A 4+ S). Un tel cycle G* s’appelle
alors un (n, R)-cycle principal mod S. Orienter R mod S signifie que ’on choisit
un (n, R)-cycle principal mod S bien déterminé.

11. G estun (n, R)-cycle principal mod S si et seulement si pour A = A C R,
R — (A + 8) # 0 on n'ajamais G* ~ 0 mod (A4 4 S).

DeEmonsTrATION. 1. Supposons que G* ~ 0 mod (A 4+ S). On doit prou-
ver que G* ~ H™ mod S, H" étant un (n, R)-cycle mod S dans (4 + S). Or
pour chaque réseau 11 il existe une (n + 1, 11)-chaine M*+'(11) et une (n, 1)-
chaine H/*(1) € A + S telles que M**(11) — G*(11) — H*»(11) mod S, d’ou
H*»(1) — 0 mod S, car G*(11) — 0 mod S. D’aprés Homologie, 11, 21 on peut
s’arranger de facon que H* = {H*(11)} soit un (n, R)-cycle mod S dans (4 + S).
Evidemment G* ~ H™ mod S.

II. Supposons que G* ~ H* mod S, H" étant un (n, R)-cycle mod S dans
(4 4 8). Alors évidemment G* ~ 0 mod (4 + S).

12. Soit SC T = T < R. Fvidemment, si R est une V3(S) orientable mod
S, R est aussi une V§(T) orientable mod T'.

13. Soit R une V3(S). R est orientable mod S si et seulement si Uaxiome F
(Variétés, 16) est satisfait.

DiimonsTrATION. I. Supposons que Paxiome F soit vérifié. Nous avons
construit un (n, R)-cycle principal mod S dans Variétés 17-17.5.
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Soit G* un (n, R)-cycle principal mod S. Pour chaque x ¢ B — S, soit
(v. Variétés, 15) 0z(x) la famille de tous les (n — 1, R)-cycles du type s dans 4,
A étant assujetti & la condition de ne pas contenir .  On doit (Variétés, 15 et
16) attacher & chaque a e R — S, I'*™ € §:(a) un nombre w(a, ') ¢ N selon
les conditions suivantes: 1°0(a, I'"!) = 0 si et seulement si le porteur de
I’homologie T'*"! ~ 0 ne contient pas le point a, 2° pour I'*"! € 65(a), r € N on
doit avoir w(a, r 1) = 7 w(a, I 1);3° pour I't"", I's7%, '} 4 T3 € 0a(a)
on doit avoir w(a, T77" 4+ I't™!) = w(a, IT™") + w(a, I'v™"),4°a e R — S
et ™1 € 6x(a) étant donnds, il doit exister un entourage V de ¢ tel que x e V
entraine que I'"™' € 6;(x) et que w(x, I'"!) = w(a, I'1).

Soit done @ € R — S et soit I'"! ~ 6,(¢) un (n — 1, R)-cycle du type t. dans
A. Soit I le porteur de 'homologie I'*"! ~ 0. Lorsque a ¢ B — I, soit
w(a, ') = 0. Supposons donc que ¢ e [{. Soit C* le (n, R)-cycle mod A
dans I déduit de I'*"! d’aprés Variétés, 10.1. D’aprés Variétés, 11, Pensemble
H — A est un entourage de a. Kvidemment C» et G* sont deux (n, R)-cycles

mod R — (H — A) dans R. D’aprés Variétés, 14.1 il existe un entourage
VCH — Adeaetdeuxnombresr, s e (r # 0ou s # 0) tels que rC* 4 sG* ~0
mod (R — V). D’aprés 11 on a r £ 0. Posons w(a, I''™) = — s/r.

On vérifie sans peine que les propriétés 1° — 4° sont vérifides.

14. Soit R un V§(S). Soita e R — S. Il existe un entourage V CC R — S de
a tel que R — S est orientable mod (R — V).

DimonsTtraTION. D’aprés 8,6° on a B.(a, ) = 1. Donc il existe un
entourage U C R — Sdeatel que B,.(a, U; R) = 1. Doncil existe un entourage
V C U deatel que 8.(V, U; R) = 1. Done il existe un (n, I2)-cycle G* mod
(R — U) qui n’est pas ~ 0 mod (R — V). Soit W un ensemble ouvert tel
que 0 = W C V. Soit b e W. On voit sans peine que

1 = Bub, U; R) = B.(W, U; R) = B.(V, U; R) =1,

d’ou B, (W, U; R) = 1. On en déduit sans peine en premier lieu qu’il existe un
(n, R)-cycele C* mod (R — U) qui n'est pas ~ 0 mod (R — W) et en second
lieu qu’il existe un nombre 7 € N tel que G* ~ rC* mod (& — W) et donc aussi
mod (R — V). Puisque (7" n’est pas ~ 0 mod (R — V),onar # 0. Donc
G" n’est ~ 0 mod (X — W) pour aucun choix de ’ensemble W ouvert et tel
que 0 = W C V. D’aprés 11 G* est un (n, R)-cycle principal mod (£ — V).

15. Soit R wne V§(S). Pour 0 = k = n — 1 nous allons considérer les deux
azxiomes suivants:

Ik R est localement connexe d’ordre k rel.  a R d chaque point x e R — S.

11k, Pour x e R — S on a Bi(z, R) = 0.
On dit que R est une variélé d n dimensions d’ordre p (1 < p = n) mod S, ou
une V7(S), si c’est une V{(S) vérifiant les axiomes I*¥ et II* pour
n—p=k=n-—1
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16. Soit SCT =TCR,1Z p<n. SiRest une V3(S), R est évidernment
ausst une V3(T).

17. Soit 0 = p = q £ n. Evidemment une V7 (S) est ausst une V35(S).

18. Soit 0 = k = n — 1. Les deux axiomes 1% et 11* sont équivalents aux
axiomes G* (Variétés, 21) et I1*' (Variétés 27; pour k = 0 Paxiome /11 doit
signifier que U'ensemble 2 — S est dense en soi).

DfmonsTrAaTION. Laxiome IF est identique a4 Vaxiome G*.  Soit d’abord
k = 0. On doit prouver que si 'ensemble & — S est localement connexe (au
sens classique), Paxiome H° est équivalent & Paxiome /1=, Or ¢’est une consé-
quence immédiate du théoréme du n®3.

Passons au cas 1 < k =< n - 1. 1l suffit de déduire d’abord Paxiome /7! de
I'axiome [1*, ce qui sera fait au n°18.1, et ensuite 'axiome II* des axiomes G*
et [{¥7! ce qui sera fait au n°18.2.

18.1. Supposons la validité de 1% Soit @ € & — S et soit P un entourage
donné de a.  On a B.(a, R) = 0, o0 B.(a, P) = 0. Soient P, et I, deux en-
tourages de a tels que I, C I, C . Puisque B.(¢, P)'= 0, ona 8i(a, Ps; P) = 0.
Done il existe un entourage Py C Py de atel que (P, Py P) = 0. Soit 1!
un (k — 1, R)-cycle absolu dans (P, — P); soit ! ~ 0 dans P,. 11 suffit
(Variétés 21) d’en déduire que ' ~ 0 dans (P — Py).

Comme 1 ~ 0 dans Py, il existe pour chaque réseau 11 une (k, 1)-chaine
Cr(11) < Py telle que FCE) ~ 1511 dans Py — PP, D’apres Homologie, 11, 21
on peut s’arranger de facon que (% = {C*(W1)} soit un (k, R)-cyele mod (P, — Py)
dans P, Comme P, C P, B.(Ps, Py; P) = 0, ona C* ~ 0 mod (P — I’;) dans P.
Donc il existe pour chaque réseau 1 une (k 4 i, W)-chaine M+ (11) < P et une
(k, W-chaine D) < P — Py telles que M*H (1) -~ C+(1) — DE) — 0.
Comme FC*11) ~ ') dans (P, — %), il existe une (k, 1)-chaine
EF) < Py — Py © P — P; telle que CF(1) — 51 — (). Done
DEQL) — EF) — 1E1(A), dott T ~ 0 dans (P — Py), e.q.f.d.

18.2. Supposons la validité des axiomes GFet /141, Soita e R — S, On doit
prouver que 3,.(a, #) = 0. D’aprés axiome (%, chaque entourage I” suffisam-
ment petit de a posséde la propriété suivantes: chaque (k, I)-cyele absolu dans
P est ~ 0 dans . 11 suffit de prouver que Bi(a, P; B) = 0 pour chaque
tel entourage . Soit I’y un entourage de P tel que P, © . D’aprés Vaxiome
%1 chaque entourage Py suffisamment petit de a posséde la propriété sui-
vante: Sil* est un (b — 1, R)-eyele absolu dans (P, — ) et si %71 ~ 0 dans
Py, ona I ~ 0 dans (P — Py). 1l suffit de prouver que g,(Ps, P; R) = 0
pour chaque tel entourage Py Soit Ckun (k, R)-cyele mod (R — ). On doit
prouver que C* ~ 0 mod (R — P3).

Seit @ la famille compléte de réseaux qui se déduit de la famille N définie

11 On doit remarquer que, si R est une V§(S), R vérifie toujours Uaxiome H-Y ce qui
résulte p. ex. de Variétés, 12.2.
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dans Homologie, 1V, 2 en y remplacant R,, Rs, Rs, a, ai, as, as, resp. par Py,
R —P, P, —P,R—~P, 0, R— P, 0. Pour chaque 1l ¢ ® on peut poser
(v. Homologie, 1V, 6, ot on remplace n par k — 1) C*(11) = C*¥(1)) — C5(), on
Ctf) P, Cs() C R — P,. Posons FC¥(11) = I'*1(11). Les I'""'(11) définis-
sent, (H{omologie, IV, 12) un (k — 1, R)-cycle absolu T'*~! dans (P; — P;) tel que
¢ () — 1% 1(1) pour chaque W € ®, d’ott I*! ~ 0 dans P,. Onadone I'*1~ 0
dans (P — P3). Donc il existe pour chaque 11 € ® une (k, 11)-chaine D*(11) dans
(P — Py) telle que D¥(11) —> I*1(11), d’ott C¥ () — D¥(11) — 0. Soit U € ; la
famille ® étant compléte, il existe un affinement B e ® de 11 normal rel. aux
cycles absolus dans P; soit 7 = Pr(®%, ). Ona

Ci® cCcP,CP,DHV)C P — P;C P, CHB) — D¥YB) — 0.

Done #C¥(B) — #D¥VB) est un (k, W)-cycle absolu essentiel dans P, d’ou
7C¥(B) — #D*(BV) ~ 0. Donc il existe une (k¢ + 1, 11)-chaine M*+(11) telle
que M) — 7C¥(B) — »D*(B). Comme C*P) = C¥(B) — C5(V), on a

M) — 7CHB) + 7CE(B) — =DHB).

Oor C5B)C R — PLC' R — Py, D5(V) C P — Py, C R — P;. Par suite
7C*(B) ~ 0 mod (R — P3). D’autre part #C*(QB) ~ C*(I1) mod (B — P) C
R — P;. Donc C*(11) ~ 0 mod (& — Pj3) pour chaque 11 ¢ ®. La famille
étant compléte, on a C* ~ 0 mod (R — P;). c.q.f.d.

19. En tenant compte de 14, on déduit de 9, 13 et 18 d’aprés Variétés, 65 et
66 les théorémes suivants.

19.1. Soit 0 = p = n ; 1. Une V3(S) vérifie les axiomes 1¥(n°15) pour
0sk=np

19.2. Soit 0 = p = n/2 — 1. Une V,(S) vérifie les axiomes 11¥(n°15) powr
0=k=p-1

19.3. Sout '1_1%3 = p = n UneV3(S) est unc V3, (S).

J

20. Soient M; et M. deux modules (Homologie, 1, 1). 1D’aprés M. Pontra-
gin,'s) nous dirons que M; et M, sont duels (primitifs) si on a défini le produit
a, B € R pour a € M; et B € M, jouissant des propriétés suivantes: 1° (e + a2)8
= a8 + axB pour oy € My, az € My, B € Ms; 2° a(B1 + B2) = afi + af: pour
aeMy,BieM,Bse My; 3° (ra)B = a(rB) = r(aB) pour 7 e N, a e My, B e My;
4° si a e Myetsian = 0pourchaque ne My,onaa=0;5sife Msetsiff =0
pour chaque £ e M;, ona g = 0.

20.1. Soient M, et M, deux modules duels. Soient ay, asz, - - , an des éléments
de M, en nombre fini tels que E ria; = 0 (r; e N) entratnequer, = -+ =r, = 0.
i=1

15 Math. Annalen, t. 105, 1931, pp. 165-205. V. Variétés, 61.
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Il existe des éléments By, B2, - - , Bu de My tels que a;fj = 6;; pour 1 < ¢ = m,
1 = j £ m, é; étant le symbole de Kronecker: 6; = 1, §; = 0 pour i # j.
DmonsTraTION. 1. Soit d’abord m = 1. On a a1 e M, oy # 0. D’aprés
20, 4° il existe un élément 5 e My tel que aynp = r 5 0. Posons B = 1/r 7.
Alors a1 = 1 d’aprés 20,3°.
II. Soit m = 2 et supposons que le théoréme soit vrai pour m — 1. Done il
existe des éléments 81, - - -, B,_, de M, tels quea; B3 = d;pourl = 7= m — 1,

m—1

1=7j=m—1. Soita,B; =rn(l =i=m-—1). Comme a,, — E riog # 0,
1=1

m—1

N . . 1, / ’
d’apres I il existe un élément 8,, de M, tel que (o, — E riai)B,, = 1. Posons

=1
B, = si(1 £ 7= m — 1) 11 suffit de poser
m—1 m—1
Bi=Bi—riBnd i D sB(LSiZm—1), =8~ >, 56
j=1 i=1

pour que l'on ait o;B; = 6; (1 =7 = m, 1 £ j < m).

21. Rappelons encore le théoréme de dualité sous la forme dont nous allons
nous servir au Chap. V (Variétés, 64):

Soit0 = p =n. Soitt =min (p,n — p). Soil R une V' (S) orientable mod S.
Le p*™e groupe de Betti &,, de Uespace R mod S est duel aw (n — p)éme groupe de
Beltti bicompact Dn—p, de Vespace R — 8.

Les éléments de &, sont les (p, R)-cycles mod S, deux tels eycles C» et D?
étant considérés comme égaux si et seulement si C? ~ D? mod S. Les élé-
ments de ., sont les (n — p, R)-cycles absolus situés dans un sous-ensemble
bicompact arbitraire de R — S, deux tels cycles I'? et A* 7 étant considérés
comme égaux si et seulement §'il existe un sous-ensemble hicompact 4 de
R — S tel que I'"? ~ A" 7 dans A.

IN'A

22. Soit R un espace topologique. Soit B un sous-ensemble ouvert de R.
Soit C* un (k, I2)-cycle absolu (k = 0,1, 2, ... ). Nous disons que C* est
situé d Uintéricur de B §’il existe un ensemble F C B fermé dans R et tel que
C* C F; nous disons que C* ~ 0 d U'intéricur de B s’il existe un ensemble F fermé
dans R et tel que C*¥ ~ 0 dans F.

23. Soit I un espace topologique. Soit A un sous-ensemble fermé de I.
Soit @ un point donné de A. Soit k = 0, 1, 2, ... . Les lettres U, V, W
désignent des entourages de a dans R.

Soit U D V. Soit Ax(V, U; R — A) Vensemble de tous les (k, R)-cycles
absolus T'* situés a lintéricur de V. — A; pour k£ = 0 il faut supposer encore
que J(I'*) = 0. Deux éléments I'* et A* de A (V, U; R — A) seront considérés
comme égaux si et seulement si I'* ~ A* & Uintérieur de U — A. IL’ensemble
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WV, U; B — A) est un module.  Désignons par ax(1, U; B — A) le rang de ce
module si ce rang est fini; dans le cas contraire posons ai(V, U; R — A) = «.

Pour W V C U on a évidemment ap(W, U; R — A) < ax(V, U; R — A).
Il en résulte que, Pentourage U de a étant donné, le nombre «,(V, U; R — A) a
une valeur fixe (indépendante de V') pour tous les voisinages V C U de a suffi-
samment petits; désignons par ai(a, U; R — A) cette valeur fixe.

Pour W C V C U on a évidemment ar(W, V; R — A) = ax(W, U; R — A).
On en déduit sans peine que a(a, V; R — A) = ai(a, U; R — A) pour V C U,
Par suite trois cas sont & distinguer:

1°. Il existe un nombre finim (= 0,1, 2, - .- ) tel que ap(a, U; R — A) = m
pour tous les entourages U de a suffisamment petits; dans ce cas on pose
apla, R — A) = m.

2°. Le nombre ai(a, U; R — A) est fini pour les entourages U de a, mais si
m est un nombre fini arbitrairement donné, on a ax(a, U; R — A) > m pour tous
les entourages U de a suffsamment petits; dans ce eas on pose ai(a, R — A) = w.

3° On a ai(a, U; R — A) = = pour tous les entourages 7 de a suffisamment
petits; dans ce cas on pose ai(a, R — A) = «.

\

24. Iim général, le nombre a,(a, R — A) n’est pas complétement déterminé
par Vespace (IR — A) 4+ (a), il faut connaltre aussi Uespace 2. Or on veit sans
peine (v. [{omologic, 111, 3—-11) que, I'espace (R — 4) + (a) et son point @ étant
donnés, pour connaitre le nombre a,(a, & — A) il suffit de savoir encore de
chaque sous-ensemble de # — A §'il est ou non fermé dans . En particulier
si 'espace I2 est bicompact, le nombre «,(a, & — A) nedépend que de Uespace
(R — A) + (a) (localement) et de son point a; car un sous-ensemble de R — A
est alors fermé dans I si et seulement §’il est bicompact. Il suffit méme que
Pespace R soit localement bicompact au point o, ¢’est-a-dire qu’il existe un
entourage U de a tel que ensemble soit bicompact.

25. Les énoneds suivants sont faciles & vérifier:'s

Léquation ap(a, R — A) = m (= 0, 1,2, -.. ) signifie que, st U est un entour-
age de a suflisamment petil, le point a appartient @ la fronticre de (m -+ 1) consti-
tuants' de U — A, tandis que a n’appartient pas a la fronticre de la somme de
tous les awtres conslituants de U — A. St Uespace I2 est régulier et localement
connexe, U'équation ao(a, R — A) = m signifie qu'rl existe des entourages U de a
arbitrairement petits tels que Uensemble U — A ait m 4+ 1 composanles tandis que,
pour chaque entowrage U de a suflisamment petit, Uensemble U — A a plus que m
composantes.

L’équation ag(a, R — A) = w signifie: 1° si U est un entourage de ¢ suffisamment

15 T,e cas banal ott A4 contient tout un entourage de a dans R y est tacitement exclu.

17 Un constituant d’un sous-ensemble M de R esi un sous-ensemble de M maximé (saturé)
rel. a la propriété que chaque couple de ses points se laisse unir par un sous-ensemble de M
connexe et fermé dans I
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petit, le point a appartient d la fronticre d’un nombre fini de constituants de U — A,
landis que a n’appartient pas d la frontiére de la somme de tous les aulres constit-
uants de a, 2° m étanl un nombre fini arbitrairement donné, le point a appartient a
la fronticre de plus que m constituants de Uensemble U — A pour chaque entourage
de a svffisamment petit.  S7 Uespace R est régulier et localement connexe, Iéquation
a(a, R — A) = w signifie: 1° il existe des entouwrages U de a arbitrairement pelits
tels que Uensemble U — A ait wn nombre fini de composantes; 2° m étant un nombre
Jing arbitrairement donné, Uensemble U — A a plus que m composantes pour chaque
entovrage U de a suffisamment pelit.

V.
26. Soit R une V§(S). Soit A un sous-cusemble feinié de R, Soit a e A — S.
Alors an(a, R — A) < B.i(a, A).

DitmonsTRATION. Le théoréme est banal si @ e A — R — A, car alors
agla, B — A) = 0. Supposons done que a ¢ £ — A. On voit sans peine qu’il
suffit de démontrer I'énoneé suivant: Soit m = 1,2, 3, - .- ; soit U un entourage

de a suffisamment petit; soit ap(a, U; B — A) = m; alors B,.4(a, U; A) = m.

Soit UV € R — S un entourage de a si petit que (v. 14) K soit orientable mod
(R —=U). Soitag(a,U; R — A) =Zm. Ondoit prouver que B, (V, U;4) =2m
pour chaque entourage V' C U de a.

ID’aprés 7, 6° on a B,(a, R) = 1, d’ou B,(¢, V; R) = 1. Done il existe un en-
tourage W C V de a tel que 8,(W, V; R) = 1. Comme a e R — A, on a
W — A4 = 0.

Comme an(a, U; R — A) = m,ona a(W, U; R — A) = m. Donec il existe
des (0, R)-cyeles absolus I'Y(1 < ¢ £ m) situés & Vintérieur de W — A tels que

m

N\ . .
J(I'}) = 0 et tels que Phomologie }_/ 1Y~ 04 Vintérieur de U — A(r; e M)
=1
entraine que r, = -.. = 1, = 0. D’apres 21 (v. aussi 20.1), ott on pose p = n
et ol on remplace S par A + (R — U) (v. 8 et 12), il existe des (n, R)-cycles
Er(1 <7< m)mod A 4+ (R — U) tels que E%T'Y = 6; pour 1 £ 7 = m,

1 =<j=<m Soit G*un (n, R)-cycle principal mod (R — U).
Supposons que rG" E BT ~0mod A 4 (R — W) e, r;eN). Ilen

(=1

C , O . .
résulte (Variétés, 56, 4°) que (rG” + Z R EY. DY =0pourl <7< m. Oron

1=1
m

aGn Y =0, car J(I'Y) = 0. (V. Variétés, 19.1,4° et 57.)  Done E BT =0
i=1
pourl =j< mdour, = .. =r, =0, done rG* ~0mod A + (B — W).
Comme W — A4 = 0, le eycle (G n'est pas ~ O mod A 4+ (R — W) (v. 11).
Done r = 0.
Nous venons de prouver que les G, EY, --- , K ne sont liés par aucune
homologie mod A 4+ (R — W). Donec il existe un réseau 11, tel que 'homologie

|
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rG*(W) + E B () ~0mod A + (R — W)(r e, r; e N) entraine que
i=1

r=r7r = --- = r, = 0;daprés 11 on peut supposer que G*(11;) n’est pas ~ 0
mod (B — W). Soit U, un affinement de 11; normal rel. aux eycles mod
(B — V). Soit U; un affinement de 11> normal rel. aux cycles mod (4 — U)
dans A. Déterminons un affinement U, de U; d’aprés 4, en y posant ¢ = 4,
x =R — U. Soitmy, = Pr. (Us, W), -+, 7y = 7oy 739, +++ .

Les E7% étant des (n, R)-cycles mod A + (R — U), il existe des (n — 1, 14)-
chaines C7™'(,) <€ 4 et DT'(11,) C R — U telles que L7 (1) — C’f"(lh) +

D' (). Done FCT'(W4) = — FDY'(M) € R — U. D’autre part
FC77'(ly) © A. Donc FC'(y ) C A4 — U d’apres la définition de U,. En
vertu de la définition de Uy, les 7,7 (11,)(1 £ 7 < m) sont done des (n — 1, 1l,)-

cycles essentiels mod (4 — U) dan% A. Reste a prouver que les 7,C7~ (114) ne
sont liés par aucune homologie mod (4 — V) dans A, car alors (v. Homologte,
I1, 28) on a B.a(V, U; A) = m, c.q.f.d.

Soit, done my, E 7, C7H(Uy) ~0mod (4 — V) dans A (r; e N); on doit prouver
i=1

que 1, = --- = 7, = 0. L’homologie qui vient d’étre écrite signifie qu’il

existe une (n, Us)-chaine N*(Us) C A et une (n — 1, Us)-chaine T (U,) C

A — V telles que N*(Uy) — gy 2 7, C7Y (W) 4 T (). Comme E7%{1,) —
1=1
(W) + DY), on a

i D, 1 B — N'(W) = my ) 7, DY) — T(U,) C R — V.
i=1 i=1
En vertu de la définition de 11, on en déduit que =y, 2 r, E7(U,) — mey N*(U,)
i=1
est un (n, U,)-cycle essentiel mod (B — V). Or nous savons d’une part que
G"(U,) n’est pas ~ 0 mod (R — W), d’autre part que 3,(W,V; R) = 1. Onen
déduit qu’il existe un nombre r ¢ N tel que
rG(W,) + my D, 1 BT — my N'(1,) ~ 0 mod (B — W),
i=1

ce qui entralne que

m

rGY(W) + my D) 1 ERW) ~ 0 mod A + (R — W),
i=1

Or r E7(U) ~E*(1) mod 4 + (R —-V)C 4 + (R — W). Donc rG"(ll;) +

Z r, ET() ~0mod A + (B — W). D’aprés la définition de U, il en résulte
1=1

quer, = .. = 'I?,, = 0, C.q.f.d.
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27. Soit 0 =p=n—-2. Soit q=n—p —1. Soil t = min (p + 1, q).
Soit R une V73(S). Soit A un sous-ensemble fermé de B. Soita e R — S. Sozt
Bpiila, B) = 0.5 Alors a,(a, R — A) = B,(a, A).

DfmonsTRATION. On voit sans peine qu’il suffit de démontrer ’énoncé
suivant: Soit m = 1, 2, ... ; soit U un entourage de a suffisamment petit, soit
ala, U; R — A) = m;alors B,(a, U; R — A) = m.

Soit U C R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod
(R —U). Boitay(a,U; R — A) =2 m. On doit prouver que 8,(V,U; A) = m
pour chaque entourage V C U de a.

Puisque B,11(a, R) = 0, on a B,.1(a, V; k) = 0. Donc il existe un entourage
W c V de atel que B,.:(W, V; R) = 0. Comme ayla, U; R — A) = m, on
a oW, U; R — A) = m. Donc il existe des (g, R)-cycles absolus

i1 £ ¢ £ m) situés & lintérieur de W — A et tels que I'homologie
2 r; T ~ 0 & lintéricur de 4 (r; ¢ N) entraine que 1 = .. =r, = 0.
1=1

D’apres 21 (v. aussi 20.1), ott on remplace p parp + let Spar 4 + (R — U)
(v. 12 et 16) il existe des (p + 1, R)-cycles E2*'(1 < 7 < m) mod 4 +
(R —Utelsque E21' TI'? =6, 1 £¢<m 1= 3= m).
Soit D) ri B2 ~0mod A 4 (R — W) (r; e R). Alors D, 7 B} 19~ 0
i=1 i=1
(Variétés, 56, 4°), dottry = r3 = «+. = r,, = 0. Done les E7*, ...  EI*

“m

ne sont liés par aucune homologie mod A -+ (R — W). Doneil exiate un réseau

U, tel que I’homologie 3\ ri E2PT () ~ 0mod A + (R — W) entraine que

1= 1
rp= ... =1, = 0. Soit Wl; un affinement de U; normal rel. aux cycles mod
(R =V).

Soit 115 un affinement de 1l: normal rel. aux cyeles mod (4 — U) dans 4.
Déterminons un affinement 11, de U; d’aprés 4, en y posant o = A, x = & — U.
Soit w93 = Pr. (Us, W), --- , 751 = mor-ma2, -+~

Les E?'* étant des (p + 1, R)-cycles mod A + (R — U), il existe des
(p, U4)-chaines CZ(Uy) C A et I)’;(H YC R — U telles que E2T (11,) — C%(1,)
+ D?(1,). Done FC2(W,) — FD% () C R — U. D’autre part FC7(U,) C A.
Done FC2(U,) C A — U d’apreés la définition de Uy, En vertu de la définition
de U3, les g2 C2(Uy) (1 < 7 < m) sont done des (p, Us)-cycles essentiels mod
(4 — U) dans A. Reste i prouver que les 742 C%7(1l,) ne sont liés par aucune
homologie mod (A — V) dans A, car alors (v. Homologie, 11, 28) on a

m

B, (V,U;A) =2 m, cqf.d. Soit done me 2 7; C7 (1) ~0mod (4 — V) dans
i=1
A@r; € N); on doit prouver que 7, = --. = r, = 0. L’homologie qui vient

n - 1 2 ’
BSip = 5 cette hypothése est une conséquence des—préeédentes en vertu de 19.2.
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d’étre éerite signifie qu'il existe une (p 4 1, U.)-chaine Nr+1(lly) C A et vne

m

(p, Wo)-chaine T7(1l) © A4 — V telles que N7+(lle) — w2 rs CH(1L) —

i=1
Tr(ly). Comme K2 (1) — C7(1L) 4+ D?(1,), on a
. E e B2 — Not (1) — e \2 7 D21 — Tr(l) C R — V.
i=1 i=1

m

Fn vertu de la définition de U, on en déduit que =y 2 re B2 —
7=1

mo NPH(L) est un (p + 1, Ug)-cycle essentiel mod (R — 17). Or on a

Bp (W, V; R) = 0. Done 7y E e BT () — ma Ne(Ue) ~ 0 mod

=1
m

(R — W), dott 7y E BT ) ~0mod A 4+ (R — W), Orx, E2N) ~

i—1
m

BV mod 4 (R — V) A (R — W), Done > v BYH (W) ~ 0
=1

mod A 4+ (R — W). D’apres la définition de U, il en résulte que », = .. =

7 = 0, c.q.f.d.

28. Soit R une V§(S).  Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soil a e A — 8.
Soit B, 1(a, R) = 0. Alors ap(a, R — A) = B, (a, A).

DitmonsTrATION.  Le théoréme est banal si @ e A — R — .1, car alors
Bui(a, A) = Boi(a, ) = 0. Supposons donc que a ¢ & — A. On voit sans
peine qu’il suffit de démontrer I'énoncé suivant: soit m = 1,2, 3, ... ; soit U

un entourage de a suffisamment petit; soit 3,1 (a, U; A) = m; alors il existe un
entourage V C U de a tel que ap(a, V; R — A) = m.

Soit U C R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod
(R — U). Soit G*un (n, R)-cycle principal mod (R — U). Soit 8,_.(a, U; A4)

= m. Comme 8,.(a, R) = 0, on a B,.4(a, U; R) = 0; donc il existe un
entourage V. C U de a tel que B,..(}V, U; ) = 0. On doit prouver que
a(W, V; R — A) = m pour chaque entourage W < 17 de a. Comme

aelR — A,ona W — A # 0.

Puisque Bu_i(a, U; A) = m, on a B,«(W, U; A) = m. Donc il existe des
(n — 1, R)-cycles C77' (1 < i =< m) mod (4 — U) dans 4 tels que homologie
E e 778 ~ 0 mod (A — W) dans A(r; € N) entratne que ry = -+ = r,, = 0.

=1
m

Soit 11, un réseau tel que I'homologie E ri CP7L(U) ~ 0mod (A — W) dans
=1

A entraine que r, = ... = 7, = 0. Déterminons un affinement 1. de I,

d’aprés 4, eny posant ¢ = A, x = R — W. Puisque W — 4 # 0, on peut
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supposer (v. 11) que G*(U.) n'est pas ~ 0 mod 4 + (B — W). Soit U; un
affinement de U, normal rel. aux cycles mod A + (B — V). Soit 7y = Pr.
(Ws, W), w32 = Pr. (Mg, W), mo1 = a1 - mgo. Les 771 étant des (n — 1, R)-
cycles mod (R — U),ona C?' ~0mod (R — V), car B, (V, U; R) = 0.
Done il existe des (n, 13)-chatnes E7(11;) et des (n — 1, Wy)-chaines D' (11;)
C R — Vitelles que E7(1;) — C7 (1) — DY '), Daprés la définition
de 13, il en résulte que les w3 E7(113) sont des (n, ll)-eyeles essentiels mod
A4+ (R - V).

Si Pon a rG7(112) + a0 E re K1) ~0mod A 4+ (R — W0 e, ri eN),

=1

il existe des lls-chaines M1(11,), N7 (1) C A et N5(1l) C R — W telles que

M () — rG () + w3 E r B — Ni(l) — N3 — 0.

i=1
Comrae E7(11) — 77 (1,) — DYH(A), il en résulte que
m ) O () = m ) r DY) — PG + PN + FN3(),
i=1 i=1

d’ott on déduit que la chaine

m

(1) FNY(U.) — ma E re 71 (11,) est située dans (R — W), La chaine

i=1
(1) étant aussi située dans 4, il résulte de la définition de 1. qu’elle est située
dans (A — W). Donec 73 E rC () ~ 0mod (A — W) dans A, d’on

=1
m

31 E ECTHAL) ~ 0mod (4 — W) dans A, Or 75 C77H () ~ CH(U)

i=1
) . q ’ o A \_\ Loon—1,
mod (A4 — U) dans 1. Comme U D W, il en résulte que 2 rC () ~ 0
i=1
mod (A — W) dans 4, dott r, = ... = r,, = 0, d’aprés Ja définition de 1.

Done »C*(1ly) ~ 0 mod A + (R — W), ce qui entraine que r = 0.

Nous venons de prouver que les

(2) G*(Ny), mae KT (y), - -+, wge I0(11;) ne sont liés par aucune homologie
mod A 4+ (R — W). Or les (2) sont des (n, Wy)-cyeles essentiels mod A4 +
(R — V7). Soient

3) G EY, .. Erdes (n, R)-cyeles mod A4 4 (R — 1) attachés aux (2)
selons ITomologie, 11, 28.  Tvidemment les (3) ne sont liés par aucune homo-
logie mod A + (X — W). D’aprés 21 (v. aussi 20.1), olt on pose p = n et ol
on remplace S par A 4+ (R — W) (v. 8 et 12), il existe des (0, R)-cycles
I'72(0 < 7 < m) situés & Vintérieur de W — A et tels que

MY =1,GT =00 =i<m),E} =38;1=i<ml1=j=m).



700 EDUARD CECH

Comme G"T'? = 0 (1 = ¢ < m), on voit sans peine (v. Variétés, 19.1, 4° et 57)

que J(I'Y) =0pourl <7< m. Soit ? r; T ~0alintérieurde V — A (r; e N).
i=1
Comme £ (1 £ j £ m) estun (n, R)-cyclemod 4 4 (R — V), il résulte de Vari-

étés, 56, 4° que I} 2 'y =0,dotr;=-.. =r,=0. DonclesT'?(1=:{=m)
=1

sont des (0, I2)-cycles absolus située & U'intérieur de W — A, ils ne sont liés par

aucune homologie i Uintérieur de W — A, et on a J(I'}) = 0 (1 = 7 £ m).

Done ao(W, V; R — A) = m, c.q.f.d.

29. Soit0 Ep=n-—-2. Soetq=n—p —1. Soitt = min (p + 1, q).
Soit R une V73(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit ae A — S. Soit
Bo(a, R) = 0.2 Alors a,(a, R — A) = B,(a, A).

DiimonsTrATION.  On voit sans peine qu’il suffit de démontrer I’énoncé sui-
vant: Soit m = 1, 2, 3, ... ; soit U un entourage de a suffisamment petit;
soit B,(a, U; A) = m; alors il existe un entourage V C U de a tel que a,(a,
ViR — A) 2 m.

Soit U C R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod
(R — U). SoitBy(a, U;A) =2 m. Comme B,(a, R) = 0,0naB,(a, U; R) = 0;
donc il existe un entourage V C U de a tel que 8,(V, U; R) = 0. On doit
prouver que a.(W, V; R — A) = m pour chaque entourage W C V de a.

Puisque B,(a, U; A) = m on a B,(W, U; A) = m. Donc il existe des
(p, R)-cycles C?(1 = 7 £ m) mod (A — U) dans A tels que "homologie

2 r;C? ~0mod (A — W)dans A(r; e R) entrainequer; = ... =r,, = 0. Soit

=1

W1, un réseau tel que ’homologie 2 r; C% (W) ~0mod (4 — W) dans A entraine
=1

quer, = --- = ry = 0. Déterminons un affinement U, de U, d’aprés 4, en y

posant ¢ = A, x = B — W. Soit ll,un affinement de 11, normal rel. aux cycles
mod A —+ (I{ — V) Soit w9 = Pr. (112, ul); m32 = Pr. (n';, 112), m31 = T2y T32.

Les C% étant des (p, R)-cycles mod (R — U), on a C} ~ 0 mod (R — V),
car 8,(V, U; R) = 0. Done il existe des (p + 1, Us)-chaines B2 (11;) et des
(p, Us)-chaines D2(1;) < R — V telles que E7F' () -» C7(1) — D2(Uy).
D’aprés la définition de s, il en résulte que les g EZ'(U;) sont des
(p + 1, Up)-cycles essentiels mod 4 4 (R — V).

Si on a 73 2 BTN () ~ 0 mod A + (R — W)(r; e R), il existe des

i=1
Us-chaines M7+2(1,), N?H (1) € 4 et N3* ' (ll;) € R — W telles que
Mr#2(lly) — s D BTV (W) — NEPH(L) — N3 (1) — 0.
i=1

1 8i p £ n/2, cette hypothdse est une conséquence des précedentes en vertu de 19.2.
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Comme E2"!(1;) — C2(1l5) — D(1ly), il en résulte que

mon 2, 1 CI(Ms) = 7 D, 1 DA(U) 4 FNTH (W) + FNEH (W),

=1 1=1

d’olt on déduit que la chaine

(1) FN?P'(Up) — 7 2 7; C7(U;) est située dans (B — W). La chaine (1)
=1

étant aussi située dans 4, il résulte de la définition de U, qu’elle est située

dans (4 — W). Done m >, 1C5(W;) ~ 0 mod (4 — W) dans 4, d'od

=1
m

ma D 7 C7(U) ~0mod (4 — W)dansA.  Ormy C2(1l) ~ C%(W) mod (4 — U)
i=1

dans A. Comme U D W, il en résulte que z 7, CE(U) ~ 0mod (A — W)

=1

dans 4, d’our, = ... = r, = 0 d’aprés la définition de U,.
Nous venons de prouver que les
(2) we B2 (U5) --- , w3 ERT'(;) ne sont liés par aucune homologie

mod A 4+ (R — W). Or les (2) sont des (p 4+ 1, Us)-cycles essentiels
mod A + (R — V). Soient

(3) E?* ... EX*' des (p + 1, R)-cycles mod A + (R — V) attachés aux
(2) selon Homologie, 11, 28. Evidemment les (3) ne sont liés par aucune homo-
logie mod A + (R — W). D’aprés 21 (v. aussi 20.1), olt on remplace p par
p+letSpard + (R — W) (v. 12 et 16), il existe des (g, R)-cycles absolus
I'? (1 =7 =< m) situés & intérieur de (W — A) et tels que EY'I'? = 6,
(1Si<m1=j<m). Soit Y, nT?~ 02 lintérieur de V — A(r; e ).

=1

Comme E7"'(1 £ j < m) est un (p + 1, R)-cycle mod 4 + (R — V), il résulte

de Variétés, 56, 4° que E7*! E 1% =0, dotr,=--- =7, = 0. Done
=1

les '? (1 £ 7 < m) sont des (q, R) absolus situés & Uintérieur de W — A et ne

liés par aucune homologie 4 'intérieur de V- — A. Done a(W, V; R — 4) = m,

c.q.f.d.

BrNo, CZECHOSLOVAKIA.
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