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UZITI TEORIE HOMOLOGIE NA TEORII SOUVISLOSTI. L.

(AVEC UN RESUME EN FRANQAIS.)

I. Metrické prostory.

1. Pii dteni tohoto ¢ldnku je nutnd znalost prvé &isti (I.) éldnku
Mnoéstvi ireducibilné souvisla mezi n body (Cas. pro pést. mat. a fys.,
LXT, 1932, str. 109—114; citovdno M), dale ¢ldnkd Prispévek k feorii
dimense (tamtéz, LXII, 1933, str. 277—291; citovéno D) a Uvod do
teorie homologie (tyto Spisy, 1933, & 184; citovano H).

2, Necht ¢ je funkee, jejiz obor (v. H, str. 6, pozn.*)) je prostor
R (v.M1). Necht také ¢ (R) (v. H, str. 6, pozn.**)) je prostor. Je-li
S c ¢ (R), pak ¢_;(S) je mnozstvi téch ze R, pro né% ¢ (z)e S.
Funkce ¢ nazyva se spojitd, kdyz ¢_, (S) jest usaviené v R, kdykoli §
jest uzaviené ve @ (R). Slovo uzaviené lze ziejm& (obakrite!) nahraditi
slovem oteviené.

3. Funkce ¢ v oboru R nazyva se prostd (schlicht), kdyz ¢ (z) =
= ¢ (y) implikuje = y. Pak kazdému £ e ¢ (R) pat¥i jedno a jen
jedno ze R, ¢ (xr) =§&; klademe x = ¢_, (§). Pak ¢_; je prostd funkce
v oboru ¢ (R).

4. Prostory R a R* jsou z¥ejmé homeomorfni (v. M 3), kdyZ a jen
kdy% existuje prostd funkce ¢ v oboru R takovi, %e ¢ (R)= R* a Ze
@ i @_; jsou spojité.

5. Necht R je libovolné mnozstvi. Necht kazdému piru ae R, be R
jsou piifazena redlnd &sla g, (a, b), ¢;(a,b) s vlastnostmi M 51, 52, 5-3.
Povazujeme-li ¢, resp. @, za vzddlenost, je R metrickym prostorem,
ktery oznaéime R, resp. R,. KdyZ identické zobrazeni R na R je homeo-
morfii mezi B, a R,, pravime, Ze @, a @, jsou ekvivalentni metriky
prostoru R.

6. Necht R je metricky prostor. Necht {x.} je posloupnost bodd
z R; necht ze R. Pravime, e « je limitou posloupnosti {,} a piSeme
lim #,==, kdyz kazdémud > O lze prifaditi m tak, Ze » > m impli-
kuje ¢ (x,, ) < d. Plati pak véty!:

6'1. Kdys lim z, ==z, lim z, =y, jest =y.

6:2. Kdys posloupnost {y.} jest vybrdna z posloupnosti {z.}, (t. j.
Y=,y Yg=Fiye ey 8y < t2<...)akdys lim z, =2, jest lim y, = =.

Existuje-li & =lim ,, pravime, e {x,} je konvergentns v R. Je-li
S cR, z,¢8, pak {x,} je konvergentni v S, kdyZ a jen kdyz ze S.

1 Z nedostatku mista vynechivim (nebo jenom naznaluji) v kap. I a II né-
které jednoduché dikazy, které tendi sdm snadno sestavi resp. doplnf.
1#



7. Necht R je metricky prostor. Necht Sc R. Mnosstvi S jest uza-
viené v R, kdys a jen kdyi kaidd posloupnost {x,,} c S konvergentni
v R je konvergentni v S.

8. Necht R, S jsou metrické prostory. Necht ¢ je funkce v oboru
RB; necht ¢ (Ry=28. Funkce @ je spojitd, kdyé a jen kdys {z,}cR,
lim z, =z implikuje lim ¢ (,) = @ ().

9. Nechf opét jako v 5 jsou ¢, a g, dvé metriky v R. Limitu
vzhledem ke vzdélenosti ¢, (t. j. limitu v prostoru R,, v. 5) oznadime
lim, limitu vzhledem ke vzddlenosti g, (t.j. limitu v prostoru Rj) ozna-
¢ime Lim. Pak plati véta:

91. o a} @ jsou ekvivalentni metriky, kdys a jen kdys| relace
lim z, =2, Lim z, =2 implikuji jedna druhou.

II. Kompaktni metrické prostory.

1. Metricky prostor E nazyvs se kompakini, kdyz z kazdé posloup-
nosti {gv,.}c R lze vybrati posloupnost konvergentni v R.

Cést S prostoru R nazveme kompaktni, kdyz S jako prostor je
kompaktni, tedy kdyz z kazdé posloupnosti {z,}c S lze vybrati posloup-
nost konvergentni v S.

Néktefi autofi nazjvaji S < R kompaktni tehdy, kdyz z kaZdé posloupnosti
{xn} c 8 lze vybrati posloupnost konvergentni v R. Snadno se dokize, %e v tomto
smyslu kompaktni jest § ¢ R tehdy a jen tehdy, kdyZ S (v. M 4) je v nafem smyslu
kompaktni.

2. Necht R je metricky prostor; necht Sc R. Necht S je kompakini.
Pak S jest uzaviené v R.

8. Nechi R je metricky kompakini prostor; necht Sc R. S jest uza-
viené v R, kdy? a jen kdys S je kompakini.

4. Nechi R je metricky prostor. R je kompakini, kdys a jen kdys
md ndsledugici viastnost: Je-li {A.} posloupnost neprdzdmjch v R uza-
vienych mmosstvi a jo-li A, > A.y, pro viecka n, jest I A,30.

n=1

Diukaz I Necht R mi udanou vlastnost. Necht {2.} ¢ R. Necht
z {@.} nelze vybrati konvergentni posloupnost. Lehko se vidi, Ze pak
mnozstvi A, boddt Zn, Zs41,.. . jsou uzaviens v R, takze existuje z e ﬁA,,.

n=1

Pak lze zifejmé z {z,} vybrati {y.} tak, Ze pro viecka = jest y, =z,
tedy lim y, ==, coZ je spor. ’

IL. Necht R je kompaktni. Zvolme z,e 4, a z {x,} vyberme kon-
vergentni {y,}. Necht lim y,— . Lehko vidime, Ze sell Ape

n=1
5. Necht R je metricky kompakini prostor. Necht d > 0. Lze udati
koneény pocet bodic z R tak, Ze kaidy bod z R md od nékterého z wich
vzddlenost mensi nez O.
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Dukaz. V opaéném piipadé lze rekurentné urditi z,e R tak,
%e pro m < % jest @ (¥m #.) > 0. Pak z {x,} nelze vybrati konvergentni
posloupnost.

6. Nechf R je metricky prostor. Pravime, Ze R je separabilni, kdyz
budto B =0 nebo existuje posloupnost {z,} c R takové, Ze, kdykoli
zeR, lze z {x,} vybrati {y.} tak, ze lim y, =u.

7. Necht R je metricky kompakini prostor. Pak R je separabilni.

Dikaz. Necht R 0. Podle 5 lze z R vybrati posloupnost

Gi1y « - +y Qar 5 G215 -« -y gr5 A1y - ooy OB3r 5 Oayy - - - 1
takovou, %e pii daném indexu 4 (=1,2,3,...) a p¥i daném bod$
zeR lze udati index j (1 <J <) tak, Ze ¢ (w, ai;) < % Pak pi#i daném
zeR lze z (1) vybrati {y,}, lim y, ==.

8. Necht R =0 je metricky prostor. R je separabilni, kdyé a jen
kdyz md ndsledugici vlastnost: Z kaidého systému v B oteviengjch mnoéstvi
pokrgvagictho R (v. D1) lze vybrati poslowpnost {U,} pokryvajici R.

Dtakaz I. Necht R m4 udanou vlastnost. Pro m—=—1,2,3,...

necht ®,, je systém vSech kouli (v. D7) K (x, %),kdexprobihé cely R.

Pak (D 8) ®,, je systém v R otevienych mnozstvi. Tedy existuje posloup-
nost {#n.} ¢ R (n=1,2,3 ...) takové, ze posloupnost {K (x,,m, %)}
(n=1,2,3, ...) pokryvi R. Dvojnou posloupnost {&m.} (m=1,2,3,...t
n=1,2,3,...) uspofddejme podle néjakého zdkona v posloupnost
{y} (n=1,2,3, ...). Kdykoli ze R, lze z {y,} vybrati {z,}, lim 2, =a.

II. Necht existuje posloupnost {z.} c R takové, ze, kdykoli z e R,
lze z {x,} vybrati {y,}, im y,=a2. Prom=1,2,8,...;2=1,2,3,...

necht X,,=K (x,,, %) (v.D7). Dvojnou posloupnost {Km,,} (m=1,2,3,...;

n=1,2,3,...) uspofddejme podle n&jakého zdékona v jednoduchou po-
. sloupnost {H,}.

Necht @ je systém v B otevienych mnozstvi pokryvajici R.

Kazdému z e R piitadme U,e @,z e U,. Podle D 6 existuje m(=1,2,3,...)

takové, ze K (x, ;i—) c U,. Existuje posloupnost 4; < i, < ... takovs, Ze
lim #;,, = . Existuje n takové, Ze ¢ (z,;,) <W' Snadno se dokéze,

%e z e Ki ,m c U,. Jinak Fedeno, kazdému z e R lze piifaditi index % ()
a U,e® tak, ze e Hyy) c U,. Z {H,} lze vybrati posloupnost {H',}
tak, Ze H, ndlesi do |{H'.}, kdyZ a jen kdyz existuje bod ze R,
k(@)=mn. Pro n=1,2,3,... existuje bod z,eR takovy, ze H', =
= Hy,) c U,,. Posloupnost {U,,} je vybrina z & a pokryvé R.

9. Necht R je metricky prostor. R je kompakini, kdyi a jen kdys



6

md ndsledugici viastnost: Z kaédého systému ® v R oteviengjch mmosstvi
pokryvagiciho R lze vybrati sit v R (v. H III 2).

Dukaz Necht RF4=0. I. Necht R m4 udanou vlastnost. Necht
4, jsou uzaviend v R; necht 4,30, 4,> 4,,,. Mnozstvi R — 4,
jsou oteviend v R. Jeli IT4,—=0, pak R — A4, pokryvaji R, takze

n=1

existuje m takové, ze R — = (R—A4,)=R— i} A, =R — A4,, tedy

n=1 n=1
Ap =0, coz je spor. Tedy II 4,4 0. Tedy R je kompaktni podle 4.
n=1

II. Necht 'R je kompaktni. Necht & je systém v R otevienych
mnozstvi pokryvajici B. Podle 7 a 8 lze z & vybrati posloupnost {U,}

pokryvajici R. Mdme dokézati, %e existuje m takové, Ze S U, =R.
n=1

Pf'edpoklédejme opak. Polozme 4, =R — = U,. Podle 4 je il An %0,

n=1 m=1

tedy ZZU:i:R t. j. ZU % R, coz je spor.

m=1n=1
10. Necht R je metrwk g kompakini prostor. Necht & je systém v R
otevienych mmoistvi pokryvajici R. Pak existuje ¢ >0 takové, se kazdému
zeR lze pritaditi Ue® tak, se ye R, ¢ (zy) < d implikuje ye U.
Dikaz Predpoklidejme opak. Pak pro n=1,2,3, ... existuje
bod z, s nédsledujici vlastnosti: Kdyz z,e Ue &, existuje ye R — U,

1
0 (Znmy) < W Z {x.} lze vybrati konvergentni {z; }. Necht lim z; = z.

Necht ze Ue &. Existuje (v.D62a7) 0 >0, K(z,20) c U. Existujen takové,
Ze 4, < d, 0 (2, 2;,) < d. Pak w; e U. Tedy existuje yeR — U,
0 @i y) < 9. Aviak ¢ (z,9)< 0 (%, m,) + 0 (2, y) <29, tedy
yeK (z, 20)c U, coz je spor.

11, Necht R je metricky kompakini prostor. Pak existuje posloupnost
{8} siti v R takovd, se: 1° pro kaédé n sit B... je zjemnéni (v. HIIL 4)
sité Bn; 2° kazdé siti U lze prifaditi n takové, Ze B, je gjemnéni sité .

Dikaz Pro n=1,2,3, ... necht &, je systém viech kouli
(D7) o stftedu xe R a poloméru —712— Podle 9 lze z &, vybrati sit B,.

Sestrojme ‘rekurentné posloupnost {8,} siti v R takto: 1° 8; = B;
20 jsou-li jiz sestrojeny sitdé 8;, Ba, ..., Bn pak sit 8,,+1 je zjemnéni
obou sitf Br a B,y (to lze podle H III 4:1). Necht U je libovolns sit
v R. Podle 10 existuje d > 0 takové, Zze kazdému e R lze pfifaditi

U,ell tak, Ze ye R, ¢ (2, y) < 0 implikuje y e U,. Zvolme n > % Méme

ukizati, %e sit 3, je zjemnéni sité 11. Jeito B, je zjemnéni sité B, stadi
nkdzati, ze B, je zjemnéni sité 1. Necht V je libovolny vrehol sité B,,
méme ukizati, e existuje vrchol U sité 11 takovy, ze Vc U. Jeito B,
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je vybrina z &, exlstuJe bod z e R takovy, ze V= K( ) (v.D D).
Kdyz ye V, jest o (z,9) < — <6 tedy ye U,; tedy V c U,.

12, Necht R je topologlcky prostor. Okolim* bodu a e R nazjyvime
kazdé v R oteviené mnozstvi U takové, ze ae U. Okolim® mnozstvi
A c R nazyvime ka%dé v R oteviené mnozstvi U takové, ze A c U.

13. Necht R je metricky kompakini prostor. Necht {A,} je posloupmost
v R usavienych mnodstvi takovd, se A, > An., pro vsecka n. Necht
A=1II A,. Necht U jest okoli mnosstvi A. Pgik existuje m takové, Ze

n=1
4, c U pro viecka n > m.

Dikaz. Predpoklidejme opak. Pak existujiindexy i, < ig < i3<. . .

takové, ze 4; — U:l:O pro viecka xn. Necht B, — 4;, — U= 4;, (R — U).

Podle 4 Jest O:I:HB,,_(IIA ) — U. Jeito A, 5, Anyyy in < niyy je
HA _HA.,,_A Tedy A U0, coz je spor.

n=1

14. Necht R je metricky separabilni prostor. Necht ® je neprdzdnd

tFida v B uzaviewych mmosstvi. Necht A, e B, A, > An.y, implikuje
ﬁlA,, e D. Pak existuje A e D takové, 5¢ Be b, B c A implikuje B — A.

To je t. zv. Brouwerova redukini véta.

Dikaz. Predpoklddejme opak. Pak jest R 4= 0, a kdyZ pro Ae ®
znamens ¥(4) t¥idu viech Be®, Bc A, B A4, je F(4)F 0 pro
kazdé A4e .

Necht m =1,2,3,.... Podle 8 existuje posloupnost {Zm.}(n=
1,2,8,...)c R takov4, Ze posloupnost {K (#m., m~*)} (n=1,2,3,...;
v. D 7) pokryvé R. Dvojnou posloupnost {K (#m., m—1)} (m =1,2,3,...;
n=1,2,3,...) uspofddejme podle n&jakého zdkona v jednoduchou po-
sloupnost {H.}.

Necht A e®, Be ¥(4). Pak A — B 40, takZze muzZeme zvoliti
bod ze A — B. Jeito xe R — B a jezto R — B jest oteviené v R, podle
D 6 existuje d > O takové, ze K (z,2J) c R — B. Zvolme p (=1,2,3,...)
tak, Ze p—! < d. Existuje ¢(=1,2/3,...) takové, Ze zeK (7,,p "),
b o 0@ @) <p~h Jeli yeK (2, p7"), jest o (@ y) <o (@ ) +
+ 0 (9 Zpy) < 2p~1 < 29, tedy yelR — B. Tedy B.K (2, p~ 1) =0,
kdezto e 4 . K (2, p~1,), tedy 4. K (@, p—) F 0.

Tedy pfi daném A4 e ® katdému Be? (4) lze piifaditi index 4
takovy, ze AH;= 0= BH; Jeito v kazdém neprizdném mnozstvi
piirozenyeh &isel vyskytuje se nejmenii prvek, lze tedy kazdému 4 e &
piifaditi ¢ (4)e¥ (4) a index f(4)=1,2,3,... tak, Ze A.Hy4F
F 0= (4). Hyay aviak 1< i < f(4), Be¥ (4), A H; =0 implikuje
B H; 0.

1 Kde je toho pro urditost tisha, mluvime o okoli v prostoru R.




Zvolme nyni 4, e ® libovoln& a polozme 4, ; = ¢ (A,), 4 = f(4)-
Pak jest A,e®, Api1CAny, A Hy F0= A, H;, aviak 1< i<y,
Be ¥(A,), A, H; & 0 implikuje B H; 4= 0. Kdyz m > n, jest Anc Anyy,
4, ,H, =0, tedy A, H;,—=0, aviak 4,H; 0. Tedy ¢, 34, pro
n 3= m.

Necht 4 = H A,. Jeito A, e P, A,>A,yy, jest A e P. Necht

=1
Be®(4); jezto A c 4,, je Be¥ (A,) pro viecka n. Jeito Be® (4),
existuje index ¢ takovy, ze AH;==0—= BH,. Jeito i, 3= in pro n = m
existuje index # takovy, Ze ¢ < i,. Pak jest Be¥ (4,), 1<i< iy,
A.H;> AH;+0, tedy BH; 30, coz je spor.

15. Nech? a, b jsou redind céisla; necht a < b. Necht R jest inter-
val a<x<b. ProxeR, yeR necht ¢ (v,y) =|x— y|. Pak R je kom-
paktni metricky prostor.

16. Necht R je metricky kompakini prostor. Necht S je metricky
prostor. Necht f je spojitd funkce v oboru R; necht f(R)=_S. Pak S
je kompaktni.

IIIl. Kombinatoricky souéin dvou prostorii.

1. Necht R a § jsou jakdkoli mnozstvi. Mnozstvi viech uspo¥d-
danych part (a,b), kde ae R, be S, nazyvéme kombinatorickym souci-
nem mnozstvi R a S a znadime je R X S. Znak R X S musime tedy
dobfe rozlifovati od znaku RS nebo R .S pro mnozstvi prvki spoled-
nych obéma mnozstvim R a S.

2. Necht RaS jsou metrické prostory. Pak lze v B X S szavésti
takovou metriku, e im (%, yn) = (#,y) (. e R, xe R, y,e S, yeS) tehdy
a jen tehdy, kdys soucasné lim z, —z, lim y, = y.

Nez pfistoupime k dikazu, dohodnéme se, Ze kdykoli Ra S jsou
metrické prostory, jejich kombinatorickym soudinem R X S vidy bu-
deme rozuméti mnozstvi B X S opatfené metrikou majici vyslovenou
vlastnost. Pro kterou z takovych metrik se rozhodneme, je pro topo-
logicky prostor R X S lhostejné, nebot viecky tyto metriky podle I 91
jsou ekvivalentni.

Dikaz Necht g;, ¢ jsou dané metriky resp. v R a v S. Z4-
danou metriku v R X S poskytuje kterskoli z formuli

0 [(x) y)) (E: ﬂ)J — Iax. [01 (x) §): 902 (?/, 77)]7
¢ [(x) ) (§7 7})] =01 (x) §) + 02 (:1/7 1)),
¢ [@9), &)= Vo1 &) + oz (3 M]*

3. Nechit R a S jsou metrické prostory. Necht mmnodstvi U jest
oteviené v R; mecht mnosstvi V jest oteviené v S. Pak mmnodstvi U XV
Jjest oteviené v R X S.

4. Necit B a S jsou metrické prostory. Necht (a, b) € R XX S. Necht
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Z jest okoli bodu (a,b) v prostoru R X S. Pak existuje okoli U bodu a
v prostoru R a okoli V bodu b v prostoru S takovd, se U X Vc Z.

5. Necht R a S jsou metrické kompaktni prostory. Pak B X S je
metricky kompakini prostor.

6. Necht R a S jsou metrické prostory. Necht 11 je jsift v R,
necht B je sit v S. Oznadme U X B mnozstvi véech UX V, kde U
probihé vrcholy sité U a V probihd vrcholy sité B. Podle 3 1 X B je
sit v B X S.

7. Necht R a S jsou metrické |kompakini prostory. Necht 8 je sit
v B X S. Pak existuje sit W v B a sit B v S takové, e U X B je zjem-
néni sité 3.

Dikaz. Necht a je 'dany bod z R. Kazdému be S lze piifaditi
Zg e 3 tak, Ze (a,b)eZy. Jeito mnoistvi Z, jest oteviené v B X S,
podle 4 existuje okoli P,; bodu a v R a okoli @, bodu b v S takovs,
2e Py X Qup € Zyp. PH daném a mnozstvi ., kde b probihd S, jsou
v S oteviend a pokryvaji S. Podle II 9 existuji body b, bag, - - -,
ba,1(a) Prostoru S v koneéném podtu takové ie mnozstvi Qs 1<j<k(a))
jsou vrcholy sitd 9, v S. Necht U,= 111 P, ;. Mnozstvi U, jest podle

=

M 1-7. oteviené v R. KdyZz a probihda R, mnozstvi U, pokryvaji R.
Podle II 9 existuji body a4, as, ..., @ prostoru R v konedném podtu
takové, Ze U,, Uy, ..., Uy, Jsou vrcholy sit¢ U v R. Podle H IIT 4-1
existuje sit B v S které, je zjemnénim kazdé ze siti Q,, (1 <i< h).
Pak U X B je sit v R X 8. Necht U, X V je vrchol sité 11 X B. Mdme
ukdzati, Ze existuje Ze 3 takové, de Uy, X V cZ. Jeito V je vrehol
sité B, kterd je zjemnénim sité O, existuje index j (1 < j < k(ay)) takovy,
ie Vc @, 3o+ Jeito Uy c Py, baj? jest

Ua; X V C -Pai, baj X Qa;, baj C Za;, baj € :8

8. Necht R je metricky kompakini prostor. Necht T jest interval
0<t< 1. Necht S jest uzaviené v R. Necht ewistuje spojitd fumkce f
v oboru S X T takovd, e 1° f(S X T) =M c R; 2° f (x,0) = x pro kaidé
xelS. Necht S* =f (S X (1)). Necht U je libovolnd sit v R. Pak existuje
sjemnéni B sité N, které md ndsledujict viastnost: Necht p=0,1,2,...;
necht I'? (B) jest absolutni (p,B)- cyklus v S; necht w = Pr. (B, ) : pak
existuje absolutni (p, ) - cyklus A»() v S* takovy, se wI'?(B)co A2 (U)v M.

Dikaz T je metricky kompaktni prostor podle II 15. S je
metricky kompaktni prostor podle II 8. Tedy S X 7' je metricky kom-
paktni prostor podle 5. Tedy M je kompaktni podle II 16, takie M
jest uzaviené v R podle II 2.

Necht U je vrchol sité 1, jezto f je spojitd funkee, podle I 2
mnozstvi fy; (UM) jest oteviené v S X T. Kdyz U probihd viecky
vreholy U sité U takové, ze U M <=0, z¥ejmé f_y (U M) probihd vreholy

2
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sité v § X T, kterou oznadme J. Podle 7 existuje sit T v S a sif T
v T takové, ze sit WX T je zjemnéni sité J; necht ¢ = Pr. (W X T, B).
Prostor I\ je souvisly podle M21. Tedy B°(T)=1 podle HIV 8; tedy
jetto T'$0, je B°(X) =1 (v.HIV 7'1), takze (v.HII 15) existuji
vrcholy - 7y, T4, ..., T sité X takové, ze OeT), 1eT,, T; . T;F0
pro 1< i< m.

Necht W je libovolny vrchol sité . Pak Z=¢ (W X T)) je
vrehol sité 3. Podle definice sité 8§ existuje vrchol U=, W sité I
takovy, ze f (WX Ty) =M U. Jezto Oe T, a f(x,0) =z pro kazdéz e S,
jest So W =f(W X (®) cf(W X Tp),t.j. W c MU a dokonce Wc S U,
jezto W ¢ 8. Z toho nisleduje, Ze sit T je zjemnénim sité SU (v. HIII 5)
a Ze existuje projekce x, =Pr. (W, SN) takovd, ze x, W=8. ¢, W,
M. s W=f(Z), kde Z=g¢ (W X T).

Kazdy vrchol W sité I8 jest mnozZstvi oteviené v S a obsazené
v % W=8U, kde U=, W. Z toho nisleduje snadno, Ze existuje
mnoZstvi V=1, W oteviené v R a takové, ze W=SV,V cU.
Oznaéme G .mnozstvi X, W, kde W probibhd vSecky vrcholy sité S.
Pak G je mnoistvi oteviené v R a jest G > S. Kazdému bodu ze¢ B — ¢
miZeme ziejmé piifaditi mnozstvi H, oteviené v R a obsazené v U,—S,
kde U, je vrechol sité 1. Podle II 3 B — G je kompaktni. Tedy podle
II 9 existuje koneény podet bodt z,(1<v<k) z BR— G takovych,
Ze Zk' (BR— G)H.,,= R — G Mnoizstvi H, (1<v<k) spolu s mnoZstvimi

v=1

W, W, kde W probihd vrcholy sité 2B, tvo¥i pak sit B v R. Ziejmé B
je zjemnéni sité 11 a existuje projekce = = Pr. (B, U) takovs, ze
w Wy, W=, W pro kazdy vrchol W sité TB.

Pro 0 < i< m necht, kdykoli W znamend vrehol sité %8, znamens,
o; W munozstvi W X T;; ziejmé o; je simplicidlni zobrazeni (v. HII 17)
sité LW do sitd W X T; pro 1< i< m, jeito T; 4 . T; = 0, ziejms simpli-
cidlni zobrazeni w; ; a ; jsou sousedni (v. HII 18).

Necht nyni I'? (B) jest absolutni (p, B)-cyklus v S. Z definice
sité B vychdzi, ze SB=TL (v. H IIL 5). Jeito I'?(W) lezi v S, zfejmé
(v.HIV 3)

I (B)= Za'vrlvl cctvp (Ys an> Ps Wvl7 ceey Wg va)) (1)
(QBI%)PP<%)=ZQ'VUVI"'vp(Wvoy Wvl---,va)y _
0; (W |B)I'» (B) = Z,'avovl ce VP(W"o X Ty, W": XTi ..., va X T5).
Jezto
T7(B) =0, podle H IV 3(2) jest (T |B) I'*(B) 0,
takze podle H II 18
@iy (B B) T (B) ~ o (1 B) '7(B) pro 1< i< m,

tedy
@y (T |B) I'2.(B) ~ 0 (B[ B) I'» (B),
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takze
¢ o, (B[ B) I'? (B) ~ ¢ 0, (B |B) I'* (B). ©)

Poloime Z, = ¢ (W, X T\), Z'y=¢ (W, X Ty), takze (2) nabude tvaru
Zayy vy @y Zyyovos Zyy) > Zayy ooy, (Z'va'vlg o2y

Tedy existuje (p+1,3)-Tetéz by p ... p, ., ( 2"y 2", - - Z"P'p—l-l)
(Z"y. jsou vreholy sité B) takovy, Ze

ZbP-oP-l Ct P (Z”Fo’ Z”P-;’ T Z”Ppi.-l) = Za"o“a " 'VP(ZVa’ZV." : "Z"p) —
—Zayy iy (B, 2 s 2. 6)

Podle definice sité B existuji vreholy U, U',, U", sitd8 U takové, zZe
1 @Z)=MU, f(Z)=MU,, f(Z"y) = MU"y. Ze (3) nssleduje
snadno, Ze

Dby, et (T Ulpy o #p+1)‘>2“v vy (Tog U5 U —
—Z Gy y, +«-vp (U’v‘)’ U, v, U, p) 4)

p+1 r+1 P41

Jeito II Z",, =0, jest II f (Z"u)=DM. II U"y, 40, takie (p+ 1,11)-
i=0 i=0 i=0

fetéz mnalevo ve (4) lezi v M. Jeito Z,= @ (W, X T), jestf(Z,) =

= M. 1,01 y tedy U, =y, W,= = ¢, W,, takie podle (1) jest
Zayy ooy, (Uy, Uy oo, Uy) =7 7 (B). Jetto Le Ty, 2’y Wy X T

(8 (1). -ﬁoz'“* ;1_’:’10Wv,. X (1) %0,

takse S*. IT U7, = 0, mebot S* = f (S X (1)), Uy f(Z,). Tedy
i=0

APU)=Zayy ...y, (U,Vo’ Uy,...,U0,,) je absolutni (p, 11)-cyklus
v 8* a ze (4) nasleduje, ze wI'? (B) v 47 (1) v M, j. b. d.

IV. Adiéni véty.

1. (Pomocnd véta.) Necht R je normdini prostor (v.D9). Necht
mnosstvs S jest uzaviené v R. Necht U je sit v R. Pak existuje okoli G
mnodstvi S a zjemnéni B sité U takové, Ze, kdys K je jdadro néjakého
B-simplexu o kdyi K G == 0, jest KS == 0. '

Dikaz. Necht Uy, Uy, ..., U, jsou vrcholy sité 1. Podle D 14
existuje sit I" o vreholech U’;, U, ..., U’, takovych, Ze T;cU, pro
1< i< m. Podle D 12, kde misto F,, Fy, ..., F, vezmeme mnozstvi
S, U, U, ...,Un existuji v R oteviend mnozstvi G, Wy, Wy, ..., W,
takovd, ze G o8, W;> U (1<i<m) a ze, kdykoli p¥i ndjaké kombi-

b4
naci (vg, #y,....,%p) indextt 1,2,....,m jest G .II W, 0, je také
i=0

Pid



j A—
S . U, 5 0. Zrejmé mnozstvi Uy Wy, Uy Wy, ..., U, W, jsou vreholy
1=0

Z4dané sité B.

2, (Pomocns véta.) Necht R je normdlni prostor. Necht mmoéstvi
@ aPjsou uzaviend v R. Necht U je sit v B. Pak existuje zjemméni B
stté W a projekce w = Pr. (B, N) takové, Ze, kdys (p, B)-Fetéz Cr (V) less
soucasné ve ¢ i ve W, pak (p,N)-fetéz w CP (B) lesi ve @ .

Dikaz. Urdeme zjemnéni T sité 11 a okoli G mmoZstvi g
podle 1, kde polozime § = ¢ ; necht 7, = Pr. (%, 11). Mnozstvi ¢ — G
aP — G jsouuzaviend v R a jest (p — G) (¢ — G)=0; tedy podle D9
existuji v R oteviend munozstvi P a @ takové, ze Pogp — @, Qo — @
PQ—=0. T#i mnozstvi ‘P, Q a G + [R — (¢ + ¥)] ziejmé tvoii sit
2 v R. Necht (HIII 41) B je zjemnéni obou siti W a T ; [necht
7y = Pr. (B, W).

Necht K je jadro (p, B)-simplexu; necht K G = 0; necht K¢ 5=
=4 0 K. Pak K neni &sti vreholu G + [R — (¢ + )] sité T ; aviak
K je &&sti nékterého vrcholu sité B, tedy také nékterého vrcholu
gité &. Tedy budto Kc P nebo Kc Q. Jezto PQ =0, je tedy budto
K P=—0nebo K @ —=0. To je nemozné, nebot Kp 30+ Ky, KG =0,
¢ — GcP, Y— Gcq.

Tedy, kdyz K je jadro (p, B)-simplexu, pak K ¢ 3= 0 & K 9 impli-

kujo K G-4=0. Necht nyni O (B) — 2 r, 72 (r; e R, 24 0) je (v, B)-Fetéz
i=1 '

necht C? (B)c g, O? (B) c Y. Mdme ukdzati, ze m, 7w, C? (B) c p . Je-li
K, jadro 7,7, pak K; ¢ 40 K;; tedy K; G 5= 0. Tedy budto 7,2 =0
nebo jadro K’; simplexu s, 7,? protne G (vskutku K'; 5 K). Jeito 7, 7;? je
(p, B)-simplex, je pak K';. ¢ ¥ == 0 podle definice T3. Tedy 7, C? (B) c ¢,
takze m, 7wy CP(B) c gy podle HIILG.

3. (Prvd adiéni véta o cyklech.) Necht R je normdlni prostor. Necht
mmnoistvi A, B a S jsou usaviend v R. Necht A -+ B = R. Necht p—
0,1,2,...,m=1,2,3, .... Necht C*T1(1 < i< m) jsou (p+ 1, R)-cykly
mod S takové, Ze, kdyé H.»T' je (p + 1, R)-cyklus mod A Sv A, kdys
Hp+1 je (p+1, R)-cykilus mod BSvB a kdys Zr; O+t o Hyptt —

i=1
— Hy,»+1mod S (r; e R), jest ry = ... = r, = 0. Pak existuji (p, R)-cykly
I'’(1<i<m) mod ABSv AB takové, se 1° I'* ~ Omod 4Sv.A4¢ mod

BSvB(1<i<m), 22 r @~ 0 mod ABSvAB (1<i< m) impli-
i=1 —_

kuje ry—= ... =7, =0.

Diikaz. Pro kazdou sit I v R oznadme 4 (11) hodnost modulu 90t (11)
v3ech vektort (v. HI9) (ry,...,r,) takovych, Ze existuji (p - 1,1)-
cyklus H,»+! (1) mod 4Sv 4 a (p+ 1, U)-cyklus Hyr+* () mod BSv B

takové, ze Zr; Cpp+1 (1) ~ Hyp+1 (1) — Hyp+1 (1) mod S. Ziejmé M (1)
i=1



13

je koneény modul (podle HI 19 jest p (1) < m). Kdyz sit B je zjemnéni
sité 11, odvodime snadno z HIIL 7, ze Mt (B) je podmodul modulu Pt (11),
takze (HI19) & (B) < h (U). Z¥ejmé existuje sif 11; takova, Ze pro kazdou
sit U je A (W) <h(U,), takze pro kazdé zjemnéni U sité U, je A (U) =
= h (), tedy (HI19) M (11) = M (11,). Pfedpoklidejme & (11,) > 0. Pak
existuji ry, . . ., 7, € i takovs, Ze aspoti jedno je 3=0 a Ze vektor (ry, . . ., 7s)
nalezi do I (U,), tedy do M (1) pro kazdé zjemnéni U sité 11;, tedy
do M (1) pro kazdou sit U. Podle HIV5 odvodime snadno, Ze Fetézy

H,»+1(U) vyskytujici se v homologiich Z:m',-r,- Crt1()  Hypt1 () —
i=1

— Hp+1 () mod S lze voliti tak, Ze definuji (p + 1, R)-cyklus Hy»+!
mod A4S v 4; na to opét z HIV 5 odvodime, ze fetézy Hpr+*' (1) lze
voliti tak, %e definuji (p + 1, R)-cyklus Hy?+! mod BSv.B. Pak je

viak g'r‘ Crtl o H»+1— Hyptimod S, tedy ry, — ... =7, =0, coZ
i=1
je spor. Tedy je 1 (U;) =0, t. j. modul I (11I;) obsahuje pouze nulu.

Pro kadé zjemnéni 11 sité 11, necht % (1) je hodnost modulu 9t (11)
viech (p, 1,)-cykla I'? (ll;) homologickych s #I'» (11) mod ABSv AB,
kde I'» (1) probihd viecky (p, U)-cykly mod ABS v A B, homologické
s nulou mod 4Sv A4 imod BSv B,aw—=Pr. (I,1;) (na blizsi volbé&
7 nezdlezi podle HIII7). N (U) je podmodul koneéného (HII3) mo-
dulu viech (p,l)-Fetézi, tedy (HI19) je to koneény modul. Kdyz B je
zjemnéni sité 11, ziejmé N (B) je podmodul modulu N (1), tedy £ (V) <k 1).
Ziejmé existuje zjemnéni 1, sité 11, takové, ze k(W) >k (11,) pro kazdé
zjemnéni U sité U, tedy A(U)=kU;) a N W) =N U,) pro kazdé
zjemnéni U sité U, Necht 7y = Pr. (11, ).

Podle 2 urdeme zjemnéni Ul sité 1, a projekei /gy = Pr. (U;, Uy)
kladouce ¢ —= A48, ¥ = BS, déle zjemnéni U, sité 1l; a projekei m,3 =
= Pr. (11, U3) kladouce ¢ — B,y —_8, potom zjemnéni 1 sité 1, a
projekei w5, = Pr. (11, U,) kladouce ¢ — 4,9 = S a konedné zjemnéni
Ug sité U5 a projekei mg; = Pr. (U, 115) kladouce ¢ —= A4, 9 = B. Necht
Vg1 == TUgy Mg, May = T3y Tygy - - -

Jeito B = A + B, muzeme poloziti C;?t' () = Cpi?t* (Ug) —
— Cyi?tt (), kde Cy;2+1 (Ug) ¢ 4, Ou? ™ (Ug) € B. Jezto C;ir+ (Ug) =0
mod S, je F Cy;#T! () = F Cy?t* () mod S. Necht 4,7 (llg) je ta
éast Fetézu F COy?+! (), jejiz simplexy jsou 9= 0 mod S*. Pak 4,7 (ll5)
jo také ta d&ast Yetézu F Cp?T! (llg), jejiz simplexy jsou == O mod S.
Jeito Cp;? T (Ug) € 4, jo F Cy?T (U15) € 4, tedy 4;* (Ug) ¢ 4, FOp»+ (Ug)—
— 4, (Ug) ¢ A. Podobné A;? (Us) ¢ B, F Oyt () — 4:? (Ug) ¢ B.

1 To znamend oviem: jsou-li o;7 (1< j<a) viecky (», U)-simplexy a je-li
(A o

FCirt ()= Z r,q;p, jest Aip (Ug) = I sj0;7, kde s; =0 nebo s;=1; podle toho
j=1 j=1

zda je & mneni gjrc S.
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Podle definice sité 1 je g 47 (1) c AB. Déle jest F Cy#t'(lg) —
— 4;2 (Ug) € 8, F Cyi*t1 () — 4,2 0,) c S, takze podle definice siti 11,
a U, jest me F Cytt (Ug) — e 4:? (W) € AS, 745 F Coi?tt () —
— g3 4;* () ¢ BS, z &ehoZ utvorenim hranice vychdzi mgy F'4;? (Ug) ¢ AS,
wes 4;7 () ¢ BS, takie we ' A4;? (1) c ABS podle definice sité 11,
Tedy med;?(Us) je (p, Up)-cyklus mod ABS v AB; mimo to
Top Oyt (Ug) = e 4:7 (Ug) mod AS, e Opi? T (Ug) = e 47 (Uy),
takie g 4;7 (1) e N (Uy). Podle definice sité 1, je g 4:% (Ug) e N (W)
pro kazdé zjemnéni U sité U,. Tedy mohu pro kazdé zjemnéni 11 sité 11,
zvoliti (p, I)-cyklusI";# (11) mod ABS v AB tak, ze, kdyz # = Pr. (11, 11,),
je wI';» () ~ 7y A4, (U;) mod ABSv AB a Ii? (1) ~ 0 mod AS v 4
i mod BS v B; kdyz viak sif 11 neni zjemnénim sité 11,, zvolme sit B
tak, aby byla zjemnénim obou siti I a 11, a zvolme I';? (1) o ' I';2(B)
mod ABS v 4B, kde #/ = Pr. (B,11). Z HIV 5 odvodime snadno, Ze
lze Fetézy I';» (1) voliti tak, ze definuji (p, R)-cyklus I';* mod ABS
v AB. Ziejmé I';» &~ O mod AS v 4 i mod BS v B, I'i (1) o gy 4;2 ()
mod ABS v AB.

Zbyva ukéizati, Ze g‘ 7 7?~0 mod ABS v AB implikuje
rn=...=7,=0.. Nechﬁmfl)lati préavé napsand homologie. Pak jest
ﬂel.q{n"ﬁ 4;? (Ug) ~ 0 mod ABS v AB. Tedy existuje (p + 1, 11,)-Fetéz
DPJr_IEul) c AB takovy, ze Drti (ul)””‘“i%l rid;? (Ug) mod ABS.

Jezto ﬂ64 01ip+1 (116) N I',-P(lls) mod AS, 2T 02;‘ rt1 (116) = TUg3 RP(HG)
mod BS, g C; 711 (1) = 7wy Oy 211 (W) — 7y Cpe?1 () > Cp2H(U,)
mod S, jest

By, G (1) ~ By (1) — Hye+ (1) mod S,
kde =t
H »' (1)) = mg X Cyo 1! (Ug) — Dr (1)
i=1

je (»+ 1,1U,)-cyklus mod A4S v 4 a
m{
H,r+1 () = gy X Cos 1 (Ug) — Dt (Uy)
=1

je (» + 1, 10y)-eyklus mod BS v B. Tedy (ry, ..., 7rs) € M (1), tedy
rn=...=7r,=0, j b d

4. (Druhd adicni véta o cyklech.) Necht R je nmormdini prostor.
Necht mmoéstvi A, B a S jsou wsaviend v R. Necht A+ B=R.
Necht p=0,1,2,...,m=1,2,3, .... Necht T';» (1 < i< m) jsou (p, R)-
cykly mod "ABS v AB takové, ¢ 1° I';? ~ 0 mod ASv A ¢ mod

BS v BA<Li<m), 2" 2, T# ~ 0 mod ABS v AB implikuje r,— . .. —
i=1
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=1rn=0. Pak existuji (p + 1, R)-cykly C;>T1 (1 < i< m) mod S takové,

e, kdys H,*t* je (p, R)- cyklus mod AS v A, kdys H,*+! je (p, R)-

cyklus mod BS v B a kdys Zr. Ciptl o Hyrtt — HorH mod S, jest
i=1

= =7, =0.

Dﬁkaz Pro kazdou sif 11 v R nechf % (1) je hodnost koneéného
modulu M (1) viech vektord (ry, ..., r,) takovych, Ze 5 ;)0
i=1

mod ABS v AB. KdyZ B je zjemnéni sité 1, zfejmé I (B) je pod-
modul modulu M (U), tedy % (B) <k (U). Ziejmé existuje sif 11, takovd,
ze pro kazdou sif 1 je 4 (11) > (U,), takZe pro kazdé zjemnéni U sité U,
je h()=1r(,) a tudiz M) =M U,). Je-li (ry, ..., rn)eDMWUy),

Je 2¢,PP(11) ~ 0 mod A4BS v AB pro kazdé zjemnéni U sité 1,
tedy pro kazdou sif U, takze Zr,EPNO mod ABS v AB. Tedy

i=1

Z,'r,PP(lll) ~ 0 mod ABS v AB implikuje 7y, = ... =7, =0.

Podle 2 urdeme nejprve zjemnéni 1, sité 11, a projekei g = Pr. (115, 11;)
kladouce ¢ = A B, ¥ = S, pak zjemnéni U, sitd 1, a projekei
e — Pr. (15, U;) kladouce ¢ — A4, ¥ = B. Necht 1, je zjemnéni
sité U; normélni vzhledem k (p -+ 1)-cyklim mod S (v. HIII 9 a 10).
Necht 7.5 = Pr. (Uy, Us), 75y = 7y MWag, Wyy = gy Wys, Tag = Tag Tas-

Jezto pro 1< i< m jest I';? © 0 mod 4S v 4 i mod BS v B,
existuji (p -1, Uy)-Fetézy Dyt () c 4 a Dy»T' (1) c B takové, Ze
Dyrt1(U,) = ;2 (U,) mod 48 a Dy:»+1 (U,) = I';? (1) mod BS, takze
Dyt () — Dy?t (W) =Dz + () e (p+1,1)-cyklus mod &.
Podle definice sité 11, je m, D;?+!(ll,) podstatny (p -+ 1,1s)-cyklus
mod S, takze podle HIV 61 existuje (p 1, R)-cyklus C;*+! mod S
takovy, ze C;?t!(U;) =m,, D;#t*(U,). Necht H;*+! je (p + 1, R)-
cyklus mod 48 v A a necht Hy?+?! je (p+ 1, R)-cyklus mod BS v B.
Necht = r; C;>+1 o Hy?+! — Hy>+mod §. Mame ukdzati, e = . . . =

i=1
=7,=0.

Jezto C;»FT! (U3) = myy D;?T1 (1), existuje (p + 2, U;) - Fetéz
Er+2(11;) takovy, Ze

Er+2 (1) = myy 2 v Dip 1 (I) — Hy2+t () + Hyr+! (1) mod .
i:==1

Jezto R = A4 -+ B, miizeme poloziti E*+2 () = E,?+2 (1) — E,r+? (113),
kde E1P+2 (113) c A, E2p+:3 (113) c B. Pak jest

FEr+2 (1) — my 2 r; Dyr+1 (1) 4 Hyrt! (1) = "
i=1 1
== FEQP+2 (113) - 7543 g s .Dgip+1 (114) + H2P+1 (us) mod S.
i=1
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Ozna¢me Kr+'(ll,;) tu d4st levé, a tudiz i pravé,’ strany relace (1),
jejiz simplexy jsou 3= 0 mod S. Jeito E,»+2 (1) c 4, Dy;»+1(10,) c 4,
H,»t1(Uy) c 4, jest Kr+1 () c 4; podobnd Kr+1 (Ug) c¢ B. Tedy
73 K211 (13) ¢ AB podle definice sité 11, Dale jest

Kt () — [FE,»+2 (U3) — ﬂ48.§m17'i Dyt (U,) + Hpt? (Ug)] c 8.

Tvofenim hranice vyjde

FKP+1 (118) + 9'543‘%”'19’; Pip (u4) + ﬂ43~%n’17'5 [F_Dlip“‘l (114) R PiP (u4)] +
- FH+ () c 8.
Aviak FD15P+1 (114) —_ Pip (114) [« S, .FH]P+1 (113) cS. Tedy

[FE 2+ (Ug) 4 g 2 9, Ty2 (1) < 8.
i=1

Aviak m K211 (U;) c AB, I? (1) c AB. Tedy podle definice sité U,
jest swgy FE2+1(Uy) + mgy 3 7 Ti? (W) € ABS, takdie gy = #3 T2 (11,) o~ 0
mod ABS v AB. Avsak ;t=4111"'i1’ 1) ~ I';»(1,) mod Ai;g' v AB, tedy
igmlr,- Ii»(U;) ~mod ABS v AB, takie podle definice sité 1, jest

1= ...=7,=0, j. b, d.

5. (Prvd adicni véta o lokdlnich Bettiovych éislech.) Necht R je nor-
mdlni prostor. Necht mmnodstvi A a B jsou uzaviend v R. Necht
A+ B=R. Necht ae AB. Necht p=0,1,2,.... Necht 1, (a, 4) =
=Bp+1(a, B)=0. Pak 8,(a, AB) 2 f,+1(a, R).

Dikaz. Z definice lok4lnich Bettiovych &isel (v HIV10) vychdzi snadno,
Ze stadi dokézati spravnost nésledujiciho tvrzeni: Necht m=1,2,3,...;
‘necht U jest okoli bodu a (v prostoru R) takové, Ze @, (a, U; B) >m.
Pak jest 8, (V, U; AB,R) >m pro kazdé okoli V< U bodu a.

Jesto 8,14 (a, 4) =18y 11 (a, 4, R) =0, jest $,11 (a,V; 4, RB)=0.
Tedy existuje okoli :W;c ¥V bodu a takové, ze 8, (W4 V;4,R)=0
pro kazdé okoli W', ¢ W, bodu a. Podobné existuje okoli W, c ¥ bodu a
takové, Zze B, (W', V; B, R) pro kazdé okoli W’y c W, bodu a. Necht
W=W,Wy;pakaeWcV, LB, (W,V; A R)= gy, (W,V;B,R)=0.

Jeito Bp1q(a, UsR) 2> m, jest B, 1 (W, U; R) >m. Tedy existuji

(p+1, R)-cykly C;»+1 (1< i< m) mod (R— U)takové, ze z r; CpticO
i=1
mod (R — W) implikuje #, =...=1#,=0. Jako na poéitku ditkazu
véty 4 zjistime, Ze existuje sit 11, takovi, Ze = r; Opt (U))o0mod (R —W)
i=1 .

implikuje 7y = ... =17, =0. Necht 11, je (v. HIII10) zjemnéni sit& 11,
normélni vzhledem k (p 4 1)-eyklim mod (B - V) v Bj; necht m, =
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= Pr. (U, 11,). Podle 2 uréeme zjemnéni 11, sité 11, a projekei sy —
= Pr. (U3, ;) kladouce ¢ = B, 9 = R — V. Necht 11, je zjemnéni sits
‘U; normdlni vzhledem k (p + 1)-cyklim mod (4—7V) v A4; necht
73 = Pr. (U, ;). Podle 2 urdeme zjemnéni U, sité 1, a projekei
75y = Pr. (U, U,) kladouce ¢ — 4, = R —7V. Necht Il je zjemnéni
sité 1; normélni vzhledem k p-cyklim mod (4B — U) v AB; necht
Tgs == Pr. (g, U;). Podle 2 urdeme nejprve zjemnéni 1, sité 11; a pro-
jekei 7, = Pr. (1, Uy) kladouce 9 = 4B, = R — U, potom zjemnéni
U, sité 1, a projekei g, = Pr. (11g, ;) kladouce ¢ = 4, ¥ — B. Necht
T3y == Ty Th3p, - -+
Jezto A+ B=R, mitzZeme poloziti C;?+!(Ug) = Cy;7t1 (Ug) —
— Cg;#+1 (Ug),kde Cy ;21 (Ug) c 4, O 2T () c B. Necht 4,71, je ta
Sast (p, Ug)-Fetdzu F Op;p+1 (Us), jejiz simplexy jsou F=0 mod (R — D).
Jeizto FC» (Ugyc R— U, je 4;2 (11,) také ta ddst fetézu F Cy 2T (Uy), jejiz
simplexy jsou 4= 0 mod (R — U). Jezto Cy;t1 (Ug)c 4, je 4:» (Ug)c 4;
jezto Cp?1! () c B, je 4,>(Us) c B. Tedy podle definice sité g jest
Ty 4;* (Ug) € AB, takze F gy A;2 () ¢ AB. Jeito 4,7 (Ug) =FCy ;211 ()
mod (R— U), jest F4;?(Ug)c B — U. Podle definice sité 1I; je tedy
Frge 42 () c AB— U, takze 7y 42 (Us) je (p, Ug)-cyklus mod (AB— U)
v AB. Podle definice sit& 11; je tedy g 4:* (1) podstatny (p, Us)-
cyklus mod (AB— U) v AB, takie podle H IV 61 existuje (p, R)-
eyklus I'? (1< i< m) mod (AB— U) v AB takovy, ze I';* (U;) =

— 735 4 (Ug). Necht 2 7, T'? 0 mod (AB— V) v AB. Stadl od-
voditi, Ze ry=...= ;':1_—. 0, nebot pak 8,(V,U; AB,R) >m, j. b. d.

Jetto T? (U15) = s 42 (Us), jest g5 = 7: 42 ()~ 0 mod (AB—TV)
v AB. Tedy existuje (p + 1, Uj)-Fetdz =1=);+1 (Us) c A B takovy, ze

F Do+ (W) = mgs I 7; A2 (U1g) mod (4B — V).
i=1
Avsak Cyir+ (1) = 4 (Ug) mod (4B — U) € (B—F). Tedy (p-+1, 1

fetdz 71:35 2 i C,#T1 (Ug)— Dr+1(UU;)lezi v 4 a jeho hranice lezi v (R—V).
Podle deﬁmce sité 5 jest F [nu 23’ 7y Oy 21 (Ug) — g DPH1(W5)] €

c A—7V, takze (podle definice sité 11,) 7vg, 2 ry Oy 2T (Ug) — w5 DP 1 (1)
: i=1

je podstatny (p + 1, U,)-cyklus mod (4 — V) v 4. Tedy podle HIV 61
existuje (p + 1, R)-cyklus H,?+! mod (4 — V) v A4 takovy, Ze

H1P+1 (111) - ”81 g r; 01 ip+1 (us) - ﬂ51 DP+1 (115). (1)
4=1 ;

Podobné (p + 1, Uy)-Fetéz mwgs = r; Cyi#11 (Ug) — D1 (Us) lezi v Ba jeho
i=1
3
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hranice lezi v (R — V). Podle definice sité 11, tedy 7, = ri Coi?t1 (Ug) —
i=1
— 785 D1 (1) je (p + 1, Uy)-cyklus mod (B —V") v B, takze (podle defi-
nice sit& 11,) 77, ) r; Coi?T1 (Ug) — 75, DP+1 (1) je podstatny (p 41, U,)-
i=1

eyklus mod (B—7V) v B. Tedy podle HIV 61 existuje (p + 1, R)-cyklus
Hyr+! mod (B— V) v B takovy, Ze

Hpt! () = Ery Gyt (Uy) — i DPHA (). (2)

Jezto 8,4y (W,V; 4, R) = Bpyy (W,V; B,R) =0, jest H;»+*10
mod (4— W) v 4, HPt1~0 mod (B— W) v B. Tedy podle (1)
a (2) existuji (p + 2, U,)-Tetézy E;»*2 (1,)cd a E,»+? (U)cB
takové, Ze

Byt (Ug) = 7t b r; 1?11 (Ug) — 75y DP 1 (1) mod (4 — W),
i=1

Eppt2 (Uy) =g En Coi? 1 (Ug) — 5y D1 (U5) mod (B— W),
i=1
takze
E;»+t2 () — Ep+2 (Uy) = gy I 7y Cp 11 (Ug) mod (R — W),
i=1

t. j. Trgy g’ 7 in—|—1 (113) ~ 0 mod (R — W) Aviak Trgq 05P+1 (113) o~
i=1 ’

~ O+ (1) mod (R— W), takie = r; O+t (1) 0 mod (B — W).
i=1
Podle definice sité 11, je tedy r,—=...=7r,=0, j. b. d.

6. (Druhd adiéni véta o lokdlnich Bettiovych cislech.) Necht R je
normdini prostor. Necht mmnoistvi A a B jsou wuzaviend v R. Necht
A+ B=R. Necht'aeAB. Necht p=0,1,2.... Necht 8, (a, A)=
=$,(a, B)=0. Pak §8,(a, AB) < 8,4 (a, B).

Dikaz Z definice lokdlnich Bettiovych é&isel (v. HIV 10) vy-
ch4zi snadno, ze staéi dokdzati spravnost nésledujiciho tvrzeni: Necht
m=1,2.3,...; necht U jest okoli bodu a (v prostoru R) takové, ze
Bp(a, U; AB,R) >m. Pak existuje okoli Vc U bodu a takové, Ze
Bp+1(a, V; R) 2 m.

Jezto @, (a, ) =B, (a; 4, R)=0, jest @,(a, U; 4,R)=0. Po-
dobné @, (a, U; B, R) =0. Tedy existuje okoli V¢ U bodu a takové, Ze
B,(V,U; A,R)=g,(V, U; B,R)=0. Médme ukézati, ze, kdyz W jest
okoli bodu a takové, ze Wc V, jest 8,1 (W, V; R) >m.

Jeito. B, (a,V; AB,R)>m, jest B,(W,V; AB, R)>m. Tedy
existuji (p, B)-cykly I'* (1 <i<m) mod (AB — U) v AB takové, ze

g'r; I'’~0 mod (4B — W) v AB implikuje r, = ... =17, =0. Jako
i=1
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na poéitku dikazu véty 4 zjistime, Ze existuje sit 1, takovd, ze
m
27 ' (U)~0 mod (4B — W) v AB implikuje 7, = . . . =7, =0. Podle
i=1

2 urdeme nejprve zjemnéni 1, sité 1, a projekei sy — Pr. (11, 11;)
kladouce ¢ = 4 B, 9 = R — W, potom zjemnéni 11; sité 1, a projekei
73 = Pr. (U3, U,) kladouce ¢ = 4, 9 =DB. Necht U, je (v. HIII 10)
zjemnéni sité 11; normélni vzhledem k (p + 1)-cyklim mod (R — V).
Necht 5 = Pr. (W, Us), oy == Moy g, Wag = g1 TWys, Tag = sp Tyse-

Jeito I';* jsou (p, R)-cykly mod (A4B— U) v A B, jsou to také
(», R)-cykly mod (4— U) v 4. Jeito 8,(V,U; 4, R) =0, je '*~0
mod (4— V) v A. Podobné I'?~ 0 mod (B—7V) v B. Tedy existuji
(» 4 1,u,)Fetézy Dy?t1(U,)c 4 a Dy»t+1 (U,) c B takové, Ze

D>t (U,) =Tw (1) mod (4— V), (1)
Dyt (U,) = I'» (U,) mod (B—7V).
Tedy Dy# ' (1) — Dyip T (Uy) = Di?+* (1) je (p+ 1, (Uy)-cyklus
mod (R — V), takZe podle definice sité U, Fetéz my D;? ! (1y) je pod-
‘statny (p + 1, U3)-cyklus mod (R — V). Tedy podle HIV 61 existuji
(»+ 1, B)-cykly Ci»t1 (1<i< m) mod (R— V) takové, Zze C;pt1(ll;) =
=5 D;? 1 (114)

Nechﬁ Z & Ot~ 0 mod (R—W). Stadi odvoditi, Ze r; — ... =

=7, =0, neboﬁ pak Bp1y (W, V; B)>m, j. b. d. Jeito CrT(Us) =
= Dip(1,), existuje (p 4 2, Uy)-Fetéz ErP+2(11;) takovy, Ze

Eot? (1) = gy I 7 D+t (1) mod (B — W). Jeito R— A B,
i=1

mizeme poloziti E?+2 (1) = E,» 12 (ll5) — Epr+2 (11;), kde E,»+2(U;) ¢ 4,

Eyrt2 (3) ¢ B. Ziejmé

a5, 2 7y Dyt (1) — F B+ (1) =
. i=1 (2)
- 7643 2 7; D25P+1 (114) - FE2P+2 (113) mOd (R - W)-

i=1

Oznaéme K?+!(ll,) tu Gast levé, a tudiz i pravé, strany relace (2), jejiz
simplexy jsou #=0 mod (R — W). Pak jest K»+! (11;) c 4, K#+1 (1) c B,
tedy 733 K*+1 (11;) c AB podle definice sité U Mimo to

FE»+? (U3) = 7y g’ﬁ D,»+1 (1) — Krt* (U) mod (B —W),
i=1

takze 7,4 3 r; Dypt1(U,) — K2 +t1 (1) =0 mod (R— W). Z toho ns-
i=1

sleduje podle (1), Ze FK#+!(lly) — my Z ;T2 (L) c B —W. Tedy
| 2 .

(p, ug)-fetéz
g%
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F gy Ko+ (1) — m4g 3 7, T'# (11,) 3)
i=1

lezi v B — W. Jedto w5 K*+1(3)c AB, I'* (1) c AB, fetéz (3) lez
také v AB. Tedy podle definice sité U, jest Fowy Krt+!(llg) —

— y Z T2 (W) c AB—W. Tedy iy, 2 r, 7 (1) ~ 0 mod (AB — W)

. i=1 i=1

vAB. Aviak wy I'? (W) > T? (U;) mod (AB — U) v AB. Jeito

WcU, je 3 r; ' () 0 mod (AB — W) v AB, tak¥e podle definice
i=1

sit¢ U, jer;,=...=7r,=0, j b. d.

7. (Prvd adicni véta o lokdlni acyklicité). Necht R je normdlni
prostor. Necht mmoéstvi A a B jsow usaviend v R. Necht A + B — R.
Necht ae AB. Necht p=0,1,2,.... Necht mnoéstvi A a B jsou v bodé
a lokdlné acyklickd Fddu p + 1. Necht mnosstvi AB je v bodé a lokdlné
acyklické vddu p. Pak prostor R je v bodé a lokdlné acyklicky 7ddu p + 1.

Diukaz. Necht naopak (v.HIV 14) y,,(a, R) 3= 0. Pak existuje
okoli U bodu a takové, Ze y,;(a, U; R) 34 0. Jeito y,44(a; 4, R)=
=%p11(a; B,R) =0, jest 751, (a, U; 4, R) =¥p441{a, U; B,Ry=0.
Tedy existuje okoli V < U bodu a takové, Ze y,4;(V, U; AR) =
= 9,41 (V,U; B, B)=0.Jeitoy,(a; AB,R) =0, jest y, (a, V; AB,R)=0.
Tedy existuje okoli W;c ¥ bodu a takové, ze y, (W4, V; AB, R)=0.
Podle D10 existuje okoli W, bodu a takové, ze W, c W,. Jeito
yp+1(a, Us R) %0, jest v, (W, U; R)F0.

Tedy existuje absolutni (p + 1, B)-cyklus C?+1, ktery lezi ve W,
a neni jhomologicky s nulou v U. Tedy existuje sit U, takovi, Ze
Cr+1(11;) neni ~ OvU. Necht (HIII9:3 a 10) 11, je zjemndni sitd 11,
normalni i vzhledem k absolutnim (p 4 1)-cyklim v AV i vzhledem
k absolutnim (p 4 1)-cyklam v BV. Necht U, je zjemndni sits 11, nor-
mélni vzhledem k absolutnim p-cyklim v 4B W,. Urdeme zjemnéni 11,
sité 1l a projekei m,5 = Pr. (11, Us) podle 2, kladouce ¢ = A W,, 9 =
= BW,. Necht my, = Pr. (lly, Ily), 73y = Pr. (Us, Up), 7y = 73s 75,
Tyy = T3 Tya- .

Jezto COrt1(1l) ¢ Wi mohu poloziti Cr+?!(ll) = Ci#+* (U,) —
— Gt (), kde Cirti(ll)c AW, Cy»+'(U,)c BW, Jeito
Crt1(1,) =0, mohu poloziti

F Oyptt (Uy) = F Cpr Tt (Uy) = 42 (Uy). M

Jest 4P (U)c AW, 4°(1,)cBW;, tedy 7y 47 (1) c ABW, podle
definice sité U,. Jezto Wyc W, w3 47 (11,) jest absolutni (p, 11,)-cyklus
v ABW,. Podle definice sitd8 13 (v. téZ H IV 6'1) existuje absolutni
(», R)-cyklus I'* v ABW, takovy, ze I'’ (y) == m,, 4? (il). Jeito
7o (W, V; AB,R)=0, jest I'" ~ 0 v ABV. Tedy existuje (p 4 1, Uy)-
Fetéz D1 (1) ¢ A BV takovy, ze Dpt! (11,) =y A7 (11,). Tedy podle (1)
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Mgy O (U,) — D+t () =0, my, Cpr+1(11,) — Dr+1(Uy) = 0.

Jezto O+ () ¢ AW, Dr+' (U,) c ABV, Wyc Wy c V, jest
e C1?T1 (N,) — Drt1(lg) c AV. Tedy, podle definice sitd& U, (v. té%
HIV 6'1) existuje absolutni (p + 1, R)-cyklus E,»+! v AV takovy, Ze

Eptt (Uy) = gy Cyp T (Uy) — 79, DT (Uy).

Podobné existuje absolutni (p -+ 1, K)-cyklus E,»+! v BV takovy, %e
E2P+1 (111) = ﬂ41 02p+1 (114) - ngl ..Z)P_‘_‘l (112).

Jeito 7p41 (V; Us 4 B) = 7511 (¥, Us B, B) =0, jest By ~ 0 v 4T
Eytt o 0vBU. Tedy existuji (p + 2,1;)-Fetézy H,*t2 (1)) ¢ AU,
Her+2 (1) c BU takové, ze

Hp+2 () =y Ot () — my, D+ (1) (6=1,2),
H»+2 (0,) — Hyrt? () = 7y, CP 1 (),

takze

tedy 77, OP T (Uy) > O v U. Jeito Crt! jest absolutni (p + 1, R)- cyklus
ve Wyc U, jest my OrF1(U,) ~ Cr+1(U,) v U. Tedy 0'1"‘"(111) ~0vT,
coz odporuje definici sité 11;.

8. (Druhd adiéni véta o lokdini acyklicité.) Necht R je normdlni
prostor. Necht mnoéstvi A a B jsou ueaviend v R. Necht A + B=R.
Necht ae AB. Necht p=20,1,2,.... Necht mnodstvi A a B jsou v bodé
a lokdlné acyklickd 7ddu p. Necht prostor R je v bodé a lokdlné acyklicky
Fddu p + 1. Pak mnoéstvi AB je v bodé a lokdlné acyklické Fddu p.

Dikaz. Necht naopak y,(a; 4B, R) 4 0. Pak existuje okoli U,
bodu a takové, Ze 7, (a, U, ; AB, R) 3= 0. Podle D 10 existuje okoli U,
bodu g takové, ze Uy > U,. Jesto 7,1, (a; B) =0, jest y,, (@, Uy; R) =0.
Tedy existuje okoli ¥ c U, bodu a takové, ze 7,4 (V, Up; R) =0. Jeito
7» (a5 4, R)=7,(a; B, R)=0, jest y,(a, V; 4,R) =y, (a, V; B, B) =0.
Tedy existuje okoli W c V bodu a takové, Ze y, (W, V; 4, R) =
=y, (W, V; B, R)=0. Jezto 7,(a, Ui; AB, R)F0, jest y, (W, Us;
AB, R) 0.

Tedy existuje absolutni (p, R)-cyklus I'’, ktery lezi ve ABW
a neni ~ 0v ABU,. Tedy existuje sit U, takovd, Ze I (11;) neni
~ 0v ABU,. Urdeme zjemnéni 11, sité 11; a projekei my — Pr. (1, UU;)
podle 2, kladouce ¢ = A U,, 9 = B U,. Necht 1I; je zjemnéni sité s
normélnim vzhledem k (p -4 1)-cyklim ve V. Necht 73, = Pr. (11, 1),
g = TUg; M. '

Jeito ABW c AW, I'? jest absolutni (p, R)-cyklus v A W. Jeito
2o (W, V;4,R)=0, je ’* ~0vAV. Podobnd I'* ~ 0 v B7V. Tedy
existuji (p + 1, Us)-Fetézy D;»+1 (U;) c AV, D,»+1 (Ug)c BV takové, Ze

Dyt (Ug) = I'* (U3), Dot (Ug) = I'? (Us). 1)
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Tedy D,»+1(ll;) — Dyr+1 (1) jest absolutni (p + 1,U,)-cyklus ve V.

Podle definice sit& U (v. té% H IV 6°1) existuje absolutni (p + 1, R)-cyklus
Crtt ve V takovy, Ze

Crt1 (Up) = s D2+ (1) — 755 De?+1(Uy).

Je#to yp 14 (V, Uy; R)=0, jest Ct! ~ O v U,. Tedy existuje (p -+ 2, 1,)-
fetéz Hr+2 (ll,) c U, takovy, Ze

HP+8 (112) - ”32 D1P+1 (113) - ﬂsz D2?+1 (113)

Jezto B = A + B, mohu poloziti Hr+? (U,) = H,?+2 (1) — Hyr+2 (1),
kde H,»+* () c AU, Hyr+2(1,) c BU,. Tedy mohu poloziti

sy D P (Ug) — FH;?H2 () =gy DT (Ug) — FHp?+3 () =
— Kr (1) ©)

Jezto D,»+1(Uy) c AV, Hy?+2 (Uy) c AUs, V c Uy, jest Kr+1(Uy) ¢ AU,
Podobng Kr+1(1,) ¢ BU,. Tedy podle definice sits U, jest my K211 (U,) ¢
c ABU,. Jesto U, c U, jest me K2+! () c ABU,. Podle (1) a (2)
je viak sy KPt1(W) = s I'? (), takZe mgI'?(U3) 0 v ABU,.
Jeito I'? jest absolutni (p, R)-cyklus v ABW c ABU;, jest gy I'? (1;5)
~ I'(,) v ABU,;. Tedy I'*(1;) ~ 0 v ABU;,, coz odporuje definici
sité 1,.

V. Cykly dimense > n v prostoru dimense 7.

1. Necht R je prostor. Nechi S jest uzaviené v R. Necht (v.D 3)
dm R=n<p(1,2,3,...). Pak B*(R,S)=0.

Dikaz. Necht C? je (p, R)-cyklus jmod S. Necht U je sit v R.
Méme dokézati, ze C? (1) ~ 0 mod S. Podle D3 existuje sit B ¥idu
<n, kters je zjemnénim sité 1. Necht v = Pr. (B, 11), takze 7w C#(B)~ Cr(11)
mod S. Jezto ¥4d sité B je mensi nez p, je C?(B) = 0. Tedy C?(U)~0
mod S.

2. Necht R je prostor. Necht dim R=—=n <p(=1,2,3. ...). Necht
aeR. Pak B, (a, R)=0.

Dikaz Necht U a ¥V jsou okoli bodu @; necht- U > V. Necht
.C?je (p, R)-cyklus mod (R — U). Staéi dokdzati, 2 C? ~0 mod (R—7V).
Podle 1 je dokonce C? ~ 0 mod (R—U).

3. Necht R je prostor. Necht dim R=n<p (=1,2,3, ...).
Necht ae R. Pak R jest v bodé a lokdiné acyklicky #ddu p.

Dikaz Necht U a V jsou okoli bodu a@; necht U > V. Necht
T'» jest absolutni (p, R)-cyklus ve V. Stadi dokézati, ze '* ~0 v T.
Podle 1 je dokonce I'* ~ O ve V.

4. Necht R je metricky kompaktni prostor. Necht dim Ri{=
=n(=123,...). Necht S a T jsou usaviend v R; necht S cT.
Necht C* je (n, R)-cyklus mod S v T. Pak existuje mnoéstvi T, uzaviené
v R a takové, 5¢: 1°8 ¢ T, ¢ T'; 2° existuje (n, R)-cyklus C,* mod Sv T,
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takovy, e C" > Cy® mod S v T'; 3° kdyZ T, jest weaviené v R, kdys
ScT,cT, T+ T, kdyé C," je (n, R)-cyklus mod S v Ty, neni C*~o Cy»
mod S v T.

Diikaz. Necht @ je tiida vSech v R uzavienych mnozstvi 4
takovych, z¢ ScAcT a Ze existuje (n,R)-cyklus C " mod S v 4
takovy, ze C"~ O mod § v T. Podle II 14 (v. téz II 7) staéi uk4zati,

jo Aye®, A, >4,y B—II 4, implikuje Be .
k=1

Jezto A, e ®, existuje (n, R)-cyklus C;» mod S v 4, takovy, Ze
0" ~ Cy* mod S v 7. Necht U je sit v R. Podle IV 1 (v. téz D 16)
existuje okoli G (11) mnozstvi B a zjemnéni f 1 sité U takové, Ze,
kdyz K je jadro né&jakého f U-simplexu a kdyz K.G (U)30, také
KB=0. Podle III 13 existuje index m (1) takovy, Ze A, c G.
Necht my = Pr. (f u,, 11). Necht D~ (11) =y O, ) (f 11). Staci uk4zati,
Ze Fetézy D () definuji (n, R)-cyklus D" mod Sv B takovy, ze C* o D"
mod S v T.

Jezto F Oy (f11) € S, jest D" (1) c S. Jezto O"yy (M cdnmc
c G (W), podle definice sité f 1 jest Cn,u)(fU) c B, tedy D"(11) c B.
Tedy D" (1) jest (n, )-cyklus mod S v B.

Jeito

Dr (1) =y Cpey (FU) ~ Cpny (1) mod 8 v Ay € 7,
Crpy@) » C* (W) mod S v T,

D*) > C"(U) mod S v T, 1)

Necht B je zjemnéni sité 11 a necht # = Pr. (B, 11). Jezto dim R =mn,
existuje sit I Ffddu <n, kterd je zjemnénim obou siti f1l i fB. Necht
@, =Pr. (B, f 1), m,=Pr. (B, /B). Jest

Cuqny (f 1) o 7y Cuqny (W) mod S v Anuy
Jeito Anm ¢ G (1), je tedy podle definice sité f11
Crmay (f 1) 7y Oy (W) mod S v B @)
Crm(@) (fB) ~ 7y O3y (W) mod S v B. (3)

Podle (1) a jeito O~ Cmpuy mod S v T, existuje (n + 1, TW)-Fetdz
Ent1 () takovy, Ze

FE*+! (B) = Cnw) (W) — D" (W) mod §.
Jezto fad sité W je <mn, jest E*+1 (W) =0, takze
Cmy (B) = D" (W) mod S. 4
Crm() (B) = D" (W) mod 8. )

jest

a podobng

Podobns
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Podle (2), (3), (4) a (5) jest

D* () ~ 7wy 7w, D* (W) mod S v B,
7 D" (B) & wap e D (W) mod S v B.

Jetto D" (T3) je (n, R)-cyklus mod S v B, podle HIII 7 jest
oy 70y D™ (W) > 7 g w9 D* (W) mod S v B.

Tedy
D*() ~ # D" (V) mod S v B.

VL. Prostory E., S, a Th.

1. R,(n=1,2,3, ...) znamend n-rosmérny euklidovsky prostor,
t. j. mnoZstvi viech uspofddanych skupin (z,%s ...,%,) % redlnych

&sel, metrisované formuli ¢ (z, y) = VZ"? (a:— u:)? pro £ =(%y, 2y, . . . Tn),
i=1
y= (?/17 Yay o« oy yn)' . Zi"ejmé (V. HI 1)
R,.,—R.,XR,pron=1,2,3, ... @
2. 8. (n=1,2,3,...) znamend mnozstvi téch x = (;, 2y, . .., Z,) € Rnyy,
pro n&% plati = z?=1.
i=0
3. T.(n=1,2,3,...) znamens mnozstvi téchx = (21,2, . .. ,,) e By,
pro néz plati = r#<1.
i=1
4. Necht a =(+ 1,0, ..., 0) e S,. Pak prostory R, a S,—(a) jsou
homeomorfni.
Dikaz Kazdému z = (%, %y, ..., %,) € S,—(a) pfifadme bod
f@)=y= "y Y2 ---,Yn) € B, takto:

0= g 1<I<). @)

Snadno vidime, Ze rovnice (1) jsou ekvivalentni s rovnicemi

=z yr—1 29

so=t=t—, o= (1<) @
P y,;2+1 = ?/32+1
i=1 i=1

Tedy f je prosts funkee v oboru S, — (a), jest f[S. — (a)] = R, a obé
funkee f a f_; jsou spojité.
5. Muosstvi T, (n=2, 3, . ..) obsahwje cdst homeomorfui s Sn—y X T}.
Dk az. Takovou éasti mnozstvi 7', je mnozstvi téch (2, s, . - -, a:,,),

pro n&% 4—1 < 2':1;;2 <1l

i=1
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6. Necht n=1,2,3,.... Jest S, =T", + T",, kde mnosstvi T", a
T”,. jsou homeomorfni s Tn. Mnoédstvi T'y . T", sklddd se ze dvow bodi.
Kdys n> 2, mnosstvi T', . T", jest homeomorfui s S,_.

Dikaz Stadi za T', resp. T”, vziti mnozZstvi téch bodi
(®0; X1y + + - Ty), Pro néi Zw, 1 a 2,>0, resp. z,<0.

i=0

7. SnaT,(n=1,2,3,...) jsou metrické kompaktni prostory.

Dtkaz Necht U, znamens mnozstvi téch (s, ..., %,), pro
n&z plati —1 <2, <1 (1L i< ). Podle IT 15 U, je kompaktni. Ziejmé
Uny1="U, X U,, takie podle IIL 5 U, je kompaktni. Z¥ejmé T, jest
uzaviené v U, a S, jest uzaviené v U,y,. Tedy S, a T, jsou kom-
paktni podle IT 3.

8 dimR,=dinS,=dn 7, <n®=1,2,3,...)*%

Dikaz I Podle D26 a D28 jest dim 7,< dim E,. Podle 4,
D26 a D28 jest dim R,<dim S,. Podle 6,016 a D23 je dim S, < dim 7.
Tedy dim R, =— dim S, = dim 7,.

II. Necht U je sit v T4. Podle II 9 a II 15 existuje d > O takové, ze
kazdému z e T lze p¥ifaditi vrehol Usité Il tak, zeye T, |y — x| <20 im-
plikuje ye U. Necht -1 =a, < a; <... < On—1 < @n=1,|a; — a;_;|<9.
Pak intervaly —1 <oz <ag o << agyevvv, Oy <& < An_y,
An—z < x < 1 tvoii sit Fadu 1, ktera je zjemnénim sité 1. Tedy dim 7 < 1.

III. Zbyva dokazati, Zze dim S,_; < n— 1 implikuje dim S, <»
(=2,3,4,...). Podle 5, D26 a D 28 staci z pFedpokladu dim S,_; < #n —1
odvoditi dim S,_; X T), < #n. Necht 8 je dand sift v.S,_; X 7. Podle 7a
III 7 existuje sit 1 v S,—; a sit T v T, takové, Ze sit Ul X T je zjem-
nénim sité 3. Jeito dim S,_; <n—1, existuje sit B v S, F4du
<n—1, kterd je zjemnénim sité 1. Necht Vi, V5, ..., ¥, jsou vrcholy
sité 8. Podle IT 9 a IT 15 existuje d > O takové, ze, kdyz — 1 <2 < y< 1,
y—ax < (m -+ 1) 0, existuje vrchol sité T obsahujici viecka z takovs, ze
2<e<y Necht —1=0a,<a; < .o < m—y < Gm=1,| @s—a;_;| <0
pro 1< i< km. Pro 1< i< m necht W, je mnozstvi téch xe Ty, pro
néz plati — 1 <o < a;. Pro 1 <4< m necht Wy, je mnozstvi téch x e T,
pro né& plati ag—ym4i—1 <21 Pro 1<i<m, 1 <Lj<k—1 necht
W;; je mnozstvi téch zeT;, pro néz plati ay_jymyi—1 < & <Fjmti
Pro 1<i<m ziejm& Wiy, Wiy, ..., Wi jsou vreholy sité 2B; v T,
které je zjemnénim sité ¥. Mimo to, kdyz z e Ty, budto pro kazdé
i(1<i< m) x nalezi do jediného vrcholu sité IB; nebo existuje index
iy (1 <4y < m) takovy, ze x ndlezi prévé do dvou vreboli sité T;, kdezto
pro 1 < i< m, i34, « ndlezi do jediného vrcholu sité W;. Mnozstvi
ViX Wy 1< i<m, 0<j<k) jsou vreholy sitd B v S,_; X Ty, kters
je zjemnénim sité B X T, tedy také zjemnénim sité 3. Jezto Fad sité B

* V. v dald{m vétu 14.
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je <m—1, z vySe uvedené vlastnosti siti T; ndsleduje, ze ¥4d sits P
je < n.

9. Nechtn=1,2,3,...;9=0,1,2, .... Pak B"(T,,)=1,B? (T,) =0
pro p>1.

Dikaz. Necht I'? jest absolutni (p, 7',)-cyklus; kdyz p — O, necht
J (I'") =0. Mame ukézati (v. HIV 81), ze I'* ~ 0. Necht 7 jest in-
terval 0 < ¢ < 1. Kdyz o= (@1, @, - - -, ) € Ty teT, necht f(z,1—¢)=
= (t&y, &y, . . ., tx,). Pak f je spojitd funkce v oboru T, X T takovi,
ze 10 (T, X T)=Tn; 20 f(x, 0) = z pro kazdé x e T,, 3° f (T, X
X (1)) = (¢), kde ¢=(0,0, ..., 0) e T,. Necht 1l je libovoln4 sit v T,,
Podle IIT 8 existuje zjemnéni LB sité 11 a absolutni (p, U)-cyklus 47 (11)
v (¢) takové, ze w I'? (B) > 47 (11), kde w = Pr. (B, ). Jezto 42 (1) c (c)
a J[4° (U)]=J (") =0 pro p=0, ziejm& 47 (11) =0. Tedy # I'» (B) =O.
Aviak wI'? (B) ~ I'? (). Tedy I'’ (1) ~ 0.

10, Necht n=1,2,3,...;9=0,1,2,.... Kdyz p30ap ¥ n,
jest B*(S,) =0. Kdyé p=20 nebo p =n, jest B?(S,)=1.

Dtkaz I Podle 9 a HIV8 T, je souvislé. Tedy podle 6 a
M 12 S, je souvislé, takze podle H IV 8 jest B°(S,)—=1.

II. Kdyz p>2, jest B (S;) =0 podle 8 a V1.

IIT. Podle 6, 9 a HIV 8 a 91 jest S, =1T1", -+ T, kde mnozstvi
T, a T jsou uzaviend v S; a B® (I") = B, (T") =0, B (I"T")=1.
Tedy existuje absolutni (0, S;)-eyklus I'* v 7" T, ktery neni ~ O v I" 1",
aviak je ©0iv 7"i v I Podle II 4, kde za R, 4, B, S, p, m do-
sadime resp. Sy, 7', T, 0, 0, 1, existuje absolutni (1, S,)-cyklus C*,
ktery neni ~ 0. Tedy B! (S;) > 1. Kdyby bylo B'(S;)>2, podle 6 a 9
by existoval absolutni (1, S;)-cyklus D! takovy, ze, kdykoli H,* a H,'
jsou absolutni (1, Sy)-eykly resp. v 7" a v I, homologie » C* + s D' ~
~ H' — H,* implikuje » = s = 0. Tedy podle II 3, kde za R, 4, B, S,
», m dosadime resp. Sy, T"y, T";, 0, 0, 2, existovaly by absolutni (0, S;)-
eykly I’y a I'y° takové, ze 10"~ T2 0 v 7, 20 1 P07, ' 0
v I'T” implikuje vy =7,=0. Podle H II 11 by bylo J(I'}%) =
=J (I;%) =0, takze by bylo By (I"T")=0, coz je spor. Tedy
B (S)—=1

IV. Zbyva dokazati, Ze pro p >1 jest B?(S,)=0 pro pF = a
B"(S,)=1. Pro n =1 je tomn tak podle II a III. Necht tedy to plati
pro S.—;.

V. Necht nejprve p > 1, p &= n, » > 2, takze B*—!(S§,_,) =0 pro
»>2 a By (S,—1)=0. Piedpoklidejme, ze B?(S,)> 0. Podle 6 a 9
jest 8, =T, + 1", kde T',aT", jsou uzaviens v S, a B?(I",) =
B?(T",)=0, B*>—*(I",T",)=0 pro p >2, B (1", T".)=0. Jezto
Br(S,) >0, existuje absolutni (p, S,)-eyklus C? takovy, Ze, kdykoli
H,» a H,? jsou absolutni (p,S,)-cykly resp. v T', a T"”,, homologie
r O ~ Hy» — H,? implikuje » = 0. Podle IV 3, kde za R, 4, B, S,p, m
dosadime resp. Sp, T4 T”,, 0, p — 1, 1, existuje absolutni (p — 1, S,)-



21

cyklus I'>—1, ktery je homologicky s nulou v 7”,, nikoli v8ak v 7", T",.
Tedy B*—*(I".T".)>1 a v pfipadé p=1 podle H II 11 také
By (I".T",) 2 1, co% je spor.

VI. Necht koneéné p=n>2, takze B"~!(S,_,)=1. Kdyby
bylo B*(S,) ¥ 1, bylo by budto B"(S,)= 0 nebo B"(S,)>2. Pred-
poklidejme nejprve, ze B (S,)>2. Podle 6 a 9 jest S, =T1", + T",,
kde 7', a T”, jsou uzaviend v S, a B"(I".) = B" (T",) =0,
B~ (I",T",)=1. Jeito B"(S.)>2, existuji absolutni (», S,)-cykly
C* a Oy takové, ze, kdykoli H;* a H," jsou absolutni (u,S,)-cykly
resp. v I, a v T",, homologie », C;" + r; Cy" ~ H,* — Hy" implikuje
ry =17, =0. Podle IV 3, kde za R, 4, B, S, p, m dosadime resp. S,, T",,
T".,0, n—1, 2, existuji absolutni (v —1,8,)-cykly I'y»—1, I'y»—
v T',T", takové, Zze homologie r, I'\"~1 + ry Py» 10 v T, 7", im-
plikuje 7, = 7, = 0. Tedy B"—*(71",T".) > 2, coz je spor.

Zbyvs ukézati, Ze B"(S,) > 0. Jesto B~ (I",T",) =1, kdezto
B*~1(I'"y=B"~'(T") =0, existuje absolutni (n— 1, S,)-cyklus I'»—!
v I',T",, ktery je homologicky s nulou i v 77, i v T”,, nikoli viak
v I'.T",. Podle IV 4, kde za R, A, B, S, p, m dosadime resp. S,, T",,
T",, 0,n — 1, 1, existuje absolutni (%, S,)-cyklus C», ktery neni homo-
logicky s nulou. Tedy B"(S,) > 0.

11. Necht A jest weaviené v S, (n=1,2,3,...). Necht A= S,.
Pak B"(4)=0.

Dikaz. Ze 4 nisleduje snadno, Ze existuje v S, uzaviené B> A
homoemorfni s 7. Podle 9 jest B”(B)=0. Necht I'" jest absolutni
(n, Sn)-cyklus v A. Mdme dokézati, ze I~ 0 v 4. Jezto Ac B, jest
I''~0 v B. Necht Il je libovolng sit v S,. Podle 8 existuje sit B
fadu <, ktersd je zjemnénim sité U; necht = =Pr. (B,N), takie
M) cowI(B) v B. Jeito '~ 0 v B, existuje (n 4 1,B)-Fetéz
Ert+1(B) takovy, ze FE"T!(B)=1I"(B). Jezto ¥4d sité B je <m,
jest E»+'(B)=0. Tedy I'" (B) =0, takze I'* (1)~ 0 v B.

12. Necht n=1,2,3,.... Necht I'* jest absolutni (n,S,)-cyklus,
ktery nent homologicky s nulow, Necht A == S, jest uzaviené v S,. Pak
nent I'"~ 0 mod A.

Dikaz Necht naopak '~ 0 mod A. Pak pro kazdou sit U
existuje absolutni (n,11)-cyklus D"(U)c 4 takovy, ze I'” (1) o D= (11).
Necht @ (1) je mnozstvi viech D (11). Zfejmé & (1) jest linedrni systém
(v. HI26) vzhledem k modulu viech absolutnich (n,WU)-cykla v A.
Mimo to ziejmé, kdyz sit B je zjemnénim sité U, kdyz = — Pr. (B, 11)
a kdyi D" (B)e ® (B), jest w D* (V) e ¢ (). Tedy podle HIV 5 existuje
absolutni (u, S,)-cyklus C v A takovy, %e pro kazdou sit 11 jest
Dx() > O () v A, takie I'"~ C™ Podle 11 jest "~ 0 v 4. Tedy
I'"~ 0, coz je spor.

18. Necht A jest uzaviené v S, (n=1,2,3,...); necht 03 A= S,.
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Kdyt n>2 a B '(4) <, jest B*(S,, A)=B""1(4)+ 1. Kdys
n=1 nebo B"~! (4) = o, jest B"(S,, A) = B*~'(4).

Dikaz provedme pro » > 2, ponechivajice dtendfi malou modi-
fikaci nutnou v p¥ipadé » — 1. Necht (v. 10) Cy* jest absolutni (, S,)-
eyklus, ktery neni homologicky s nulou.

I Necht '~ (1<i<m;m=0,1,2,...) jsou absolutni (r —1, S,)-
cykly v A takové, Ze homologie Zm & I'»=1~ 0 v 4implikuje ry, —=...=

=17, =0. Jako na zaditku dikazu véty IV 4 vidime? Ze existuje sif 1
takovd, Ze homologie X7; I'»—! (1) v 4 implikuje », =... =17, =0.
i=1

Ztejmé 1 lze voliti tak, Ze C,"(1I) neni homologické s nulon. Necht
B je zjemnéni sité Ul normalni vzhledem k #-cyklim mod A4; necht
w="Pr. (B,U). Podle 10 jest " 0(1<L i< m), takZe existuji
(n, B)-cykly D;* (B) mod A4 takové, ze D;»(B)-=I';»—1(B) (1 <i<m).
Pak 7 D (B) (L<Li<m) jsou podstatné (»,l)-cykly mod 4, takze
(v. HIV 61) existuji (n,S,)-cykly C;» mod 4(1<Li<m) takovsé,
s Cpr ()= D" (B)(1<i<m). Necht Zr; CoO mod A Pak

1=0
27, 0 (1) > 0 mod A, t.j. 7y Cy* () + 0 Z 7, Di* (B) 0 mod 4, taksze
=20 i=1
existuje (n, l1)-Fetéz E" (1) c 4 takovy, ze r, Cy* (1) + 7 b r; D () —
=1
_Er () =0, tedy FE" ()= 2 7, Ty (B), tedy 2 r; T (B) ~ 0
i=1 i=1

v A Aviak wTp—1(B) o Tn—1 (W) v 4, takie Z 7 TP—2 () ~ 0 v 4,
. i=1

takze 7y = ... =7,=0, tedy 7, Cy;" (i) ~ O, takze , = 0. Tedy homo-
logie = 7,070 mod A implikuje r,=7r,=...=r,=0. Tedy
i=0

B" (8., A)>m + 1. Tedy B*(S,, 4)>B"—'(4)+ 1 (pfi Semz 2 + 1
znameng o).

II. Necht O (1<i<m; m=20,1,2, ...) jsou (n, S,)-cykly
mod A takové, ze homologie g’ 7; O ~ 0 mod 4 implikuje ry=1r, =

i=0

= ...=7,=0. (Podle 12 neni C;" ~0 mod A4.) Nechi U, je sif
takovs, Ze homologie = r; O* () ~ Omod 4 implikuje 7y =7 = ... =
i=0

=7, =0. Necht U, je zjemnéni sité 11, normélni vzhledem k absolutnim
n-cyklim. Necht 1, je zjemnéni sité 11; normélni vzhledem k absolutnim
(n—1)-cykltim v 4. Necht sy ="Pr. (U, 1,), @y = Pr. (U, 1),
gy =01y 3y Necht 4;2—1 (1) = FO;» (11,) (1 < i< m). Pak 7wy 4,71 (1)
jsou podstatné absolutni (n — 1, 1,)-cykly v 4, takze podle H IV 61 existuji
absolutni (n — 1, S,)-cykly I';»—1 v 4 (1 < i< m) takové, Ze I'"—1 ()=
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=y, 4= (1. Necht l"v RI"= 0 v A Pakm En. FO (1) ~ 0
v 4, takée existuje (n, 11,) -fetéz D" (U,) c 4 takovy ze D™ (11,) —
— Tt = K Ci* (Ug) = 0. Pak 7,y D™ (U1,) — ﬂgo = i O;* (1,) je podstatny
absolutm (n, Uy)-cyklus, takze ex1stu3e absolutni (n, S.)-cyklus E" takovy,
ze E"(N°) =m,, D™ (1) —71:20 Zr, C;* (). Podle 10 Jest Ercor, Cyr,
tedy E"(U,) o 7y Cp» (Ug) o 79 7g0 Co™ (Uy), takie nzo 2’ & Ci» () —
— 739 D™ (Uy) ~ 0. Jeito D™ (UU,) c 4, jest 3o 2 ke cr (112) ~ Omod 4,

m

tedy 2 r; 0" (Uy) ~ 0 mod 4, tedy ro=r,=...7,=0. Tedy homo-

logie £’ r; ;" =1~ 0 v Aimplikuje = ... =7, =0. Tedy B"'(4)>m.

i=1
Tedy B"—1(4)+ 12> B" (S, 4).

14. dim R,—=dim S,=dim 7, =#» (n=1,2,3,...).

Dtukaz V opaéném piipadé podle 8 by bylo dim S,<n—1,
tedy podle V 1 by bylo B"(S,)=0, coZ je spor podle 10.

15. Necht n=1,2,3, ...; p=1,2,3, .... Necht aeS,. Pak pro
pFn jest B, (a,8,) =0, kdesto B, (a, S,)=1.

Dikaz. Ze 4 vychdzi snadno (v. HIV 10 (1)), Ze staéi dokézati,
Ze pro ae R, jest 8, (a, R,) =0 (kdyZz p 3F=n) resp. =1 (kdyz p = n).

Necht U a 7V jsou okoli bodu a (v prostoru R,) takové, ze Vc U
a Ze U jest obranidené. Podle D 6 a 8 existuje d > O takové, Ze mnozstvi W
viech z e R, takovych, e ¢ (a,%) < d, jest okolim bodu a a ze Wc V.
Stadi ukdzati, Ze 8, (W, U; R,) = 0p,, kde 0;; je Kroneckertv symbol
(=1 pro i=k, =0 pro i k).

Snadno se dokize, Ze mnozstvi W jest homeomorfni s 7, a Ze
mnozstvi W —W 10 skldd4 se ze dvou bodt, kdyz n = 1, 2° jest homeo-
morfni s §,_;, kdyz »n>2.

Necht m=1,2, 8, ---. Necht O (1< <m) jsou (p, R,)-cykly

mod (R,— U) takové, ze homologie 2‘ 7; O ~ 0 mod (R,— W) impli-
kuje », = ... = 7, =0. Necht H,» ‘j:slt absolutni (p, R,)-cyklus ve W;
necht H,? jest (p, R,.)-cyklus mod (R,— U) v (R,—W). Nechﬁi %‘lr; 0P ~
~ H»— Hy? mod (R,—U). Jest Hy? ¢ R,-—— W; Hi? jest absolutni

(p, R,)-cyklus ve W; jeito p>1, podle 9 jest B? (W,)=0; tedy
*’Z}'r,OPNO mod ‘(R,—W), z &ehoz ;= ... =7, =0. Podle IV 3,

kde za R, A, B, S, p dosadime po fadé R,, W, R,— W,R,—U,p—1,;
existuji absolutni (p—1, R,)-cykly I'iz— (1 < i< m) ve W—W takovs,

ze 10T»=1~ 0 ve W pro 1< i< m, 2024*‘1"1’ 10 ve W—W

i=1
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implikuje 7y = ... =7, =0. Je-li p=1, pak J (") =0 (1<i<m)
podle HII 11. Tedy m < B*—' (W—W) a pro p =1 dokonce (v.HIV §-1)
m< B (W—W). Podle 10 je vsak pro #>2 B (W—W)=0 a
(pro p = 2) Br—! (W——W) = d,,; pro n =1 je ziejmé B (W—W)=1
a (pro p>2) B*~1(W—W)=0. Tedy m<0,,. Z toho nssleduje
snadno, ze @, (W, U; R,) < d,,. Kdyz p F=n, je d,, = 0, tedy
B, (W, U3 ) — 0.

Zbyvé ukézati, ze B, (W, U;R,)>1. Podle 9 a 10 pro n>2
existuje absolutni (n—1, R,)-cyklus I'"—! ve W—W, homologicky
s nulou ve W, nikoli viak ve W—W. Totéz plati ziejmé i pro n=1.
Necht a = (ay, a, - - -, @,). Necht T’ jest interval 0< ¢ < 1. Jedto U jest
ohranicené, existuje » > 0 takové, ze xe R,, ¢ (a, ) >rimplikujexe R,—U.

ProweW—W,teTnechﬁf(x,t)_[1—]— 74_(1 UL

(#1—ay),. .., Gnt
+ tr4 (;__t)_d (xn_an)]~ Pak f je spojit4 funkce v oboru (W— WYyxT

takovd, ze 10 f[(W— W)X T]c R., 2° f(x,0) = z pro kazdé ze W—W;
30 f [(W—W)X (1)] ¢ R, — 1. Necht U jelibovoln4 sit v R,.Podle IIT 8
existuje zjemnéni B sité 1l a absolutni (n — 1, B)-cyklus 4 (B) c R,—U
takové, ze w I’ (B) o 41 (B), kde w = Pr. (B, ). Jezto w I'—1(B) ~
~ 1 (1) ve W—WcR,—W, 4~ (B)c R,—U, jest ' ()~ O
mod (R,—U) v R,—W. Podle IV 4, kde za R, 4, B, S, p, m dosadime
resp. R., W, R,— W, R,— U, n—1, m, existuje (n, R,)-cyklus O~
mod (R,—U) takovy, Ze, kdyz K" jest (n, R,)-cyklus mod (R,— U)
v (R,— W), nemitze byti C* ~ K™ mod (R,—U).

Staéi ukédzati, ze C™ neni ~ O mod (R,—W). Piedpoklidejme
opak. Pak pro kazdou sit Il v R, existuje (», Il)-fetéz H» () v R,—W
takovy, ze C" (1) ~ H"*(U) mod (R,—U). Necht & (1) je systém viech
H» (). Z¥ejmé pro kazdou sit 1 & (1) je linedrni systém (v. H I 26)
vzhledem k modulu viech (%, I)-cyklt mod (R.—U) v R,—W. Kdyz
sit B je zjemnénim sité 11 a kdyz w — Pr. (B, U), H* (B) e ¢ (B), zifejms
n H*(B)eP (11). Tedy podle HIV 5 existuje (», R,)-eyklus K* mod (R,—U)
v (R,—W) takovy, ze v kazdé siti 11 jest K" (1) o H™ (1) mod (R,—T)-
Pak je viak C" ~ K™ mod (R,— U), coz je spor.

16. Kdyz ae A cS,, pravime, Ze bod a je vniténim bodem mnozstvi
A (vzhledem k prostoru §,), kdyZ existuje okoli U bodu a takové,
e Uc A. Lehko se vidi, e a je vnitinim bodem mnozstvi 4, kdyz
a jen kdyz aeS,—S,—A.

16:1. Necht A jest uzaviend v S8, (n=1,2,3, ...). Necht ae A,
Pak 8, (a, A) =1 nebo B, (a, A)="0 podle toho, zda bod a jest éi neni
vnitFnim bodem mmnoéstvi A.

Dikaz I Necht a je vnitinim bodem mnozstvi 4. Podle 12 a
HIV 10 (1) jest 8. (a, 4)=p.(a,S.) = 1.

II. Necht ae 4.8S,—A. Necht U jest okoli bodu a (v prostoru S,,).
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Méme ukéizati, ze @, (a,U;4,8,)=0, t. j. Ze existuje okoli Wc U
bodu a takové, ze B, (W, U;A4,8,) =0. Jeito B, (a, S,) =1 (v. 15),
jest B8, (a, U;8,) < 1. Tedy existuje okoli W c U bodu a takové, Ze
Ba (W, U;8,)<1. Jeito aeS,—A, jess W—A 3= 0. Necht O je (n, S,)-
cyklus mod (4 —W) v A. Méme ukdézati, Ze C* ~ 0 mod (A—W) v 4.
Podle 10 existuje absolutni (n, S,)-cyklus I'*, ktery neni ~ 0. Podle 12
neni I'* ~ 0 mod (S,— W). Jezto C*a I'* jsou (n, S,)-cykly mod (S,— W)
a jezto 8,(W,U,8S,) <1, ne viak I'"~ 0 mod (S,—W), existuje re R
takové, ze C" o7 I'* mod (S,—W). Necht U je sit takovd, ze I'"(1l)
neni ~ 0 mod (S,—W). Necht B je zjemnéni sité 1l normalni vzhledem
k absolutnim #-cyklim v A - (S,— W); necht & = Pr. (B, ). Jezto
C" e~y mod (S,—W), existuje (n, B)-Fetéz D"(B) c S,— W takovy,
ze C"(B)—rI'"(B) — D"(B) = 0, tedy C"(B) — D"(B)=0. Tedy
7 [C*(B)— D" (B)] je podstatny (n, U)-cyklus v 4+ (S,—W), takie
podle 11 = [C*(B) — D"(B)] ~ 0, nebot A -+ (S,— W) = S, jeito
W—A4 0. Jezto w C*(B)>C () o #I™ (1) mod (S,— W), D*(B)c

cS,— W, jest y I'*() ~ 0, tedy r=20, tedy C"~0 mod (S,— W).

Necht U, je libovolns sif. Urdeme zjemnéni U, sité 11, a projekei
7 = Pr. (I, U,), podle IV 2, kladouce ¢ =4, v =_S8,—W. Podle 8
existuje sit 1, ¥4du < », kterd je zjemnénim sité 11,. Necht 7,y = Pr. (U, 11,),
Ty = Wyg Tay. Jezto C"(Uy) 0 mod (S,— W) a jeito ¥ad sits U, je
<m, je C*(Uy)cS,—W. Aviak C"(Uy) c A. Tedy 7y, C*(U1,) leziiv 4
i v S,—W, takie s C*(lly1 c A— W. Aviak C" (1l,) ~ my O (1)
mod (A—W) v A. Tedy C*(Uly) ~ 0 mod (A—W) v 4. Tedy C*~ 0
mod (A—W) v A.

17. Necht Ac Sn Bc 8,.* Necht f je homeomorfni zobrazeni mnos-
stvi A na mmnoistvi B. Necht ae A, b = f(a). Pak a je vwitinim
bodem mmosstvi B.

Dikaz. Kdyz mnozstvi 4 (tedy také B) je kompaktni, pak’
podle 16 (v. téz II 2) a je vnitfnim bodem mnozZstvi 4, kdyZ a jen
kdyz (. (a, 4) =1. Zfejmé viak @, (a, 4) = B, (b, B). Kdyz mnozstvi 4
je jakékoli, kdyZ a je vnit¥fnim bodem mnozstvi A4, existuje kompaktni
Cc A takové, Ze a je vnitfnim bodem mnozstvi C, takZe b je vnitfnim
bodem mnozstvi f(C)c B a tedy i vnitinim bodem mnozstvi B.

18. Necht aeS,(n=1,2,38, ...). Necht p =0, 1,2, .... Pak
75 (@ S») = 0.

Dikaz Stadi dokdzati (v. 4 a HIV14(1)), Ze pro aeR, jest
7p (ay R,) = 0. Necht U a V¥ jsou okoli bodu a takovi, Zze V' c U. Zfejmé
existuje okoli Wc ¥V bodu a takové, ze W je homeomortni s T,. Sta&i
dokdzati, Ze y,(W, U; R,)=0. Nebot C? jest absolutni (p,S,)-cyklus
ve W; kdyz p =0, necht J (C%) = 0. Mime dok4zati, Ze C? ~0 v U,
podle 9 je dokonce C? ~ 0 ve W.

* Ziejmé véta 17 zlstane v platnosti, kdyZ prostor Sy nahradime prostorem Rn.
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19. Necht A jest uzaviené v S, (n=1,2,3,...). Necht ae A.
Pak y, (a, 4) =0.

Dikaz Necht U jest okoli bodu a (v prostoru S,). Podle 18
jest 7a (a, U; 8,) =0, takze existuje okoli ¥V c U bodu a takové, Ze
vn (V, U; 8,) =0. Staéi ukdzati, ze 7, (V, U; 4, S,) =0. Necht C" je
absolutni (n, S,)-cyklus v AV. Méme dokdzati, ze C* ~ 0 v AU. Jeito
7.(V, U; 4, 8,) =0, jest C» ~0 v U. Necht 1 je libovoln4 sit. Podle 8
existuje sit B f4du < n, kterd je zjemnénim sité 11; necht #— Pr.(B, ).
Jesto C"~0 v T, existuje (n- 1, B)-Fetdz D+ (B)-= C"(B). Jeito
B ms f4d < n, jest D*+1(B) =0, tedy C*(B)=0. Aviak # C"(B) ~
~ Or() v AV, tedy C* () ~0 v AV c AU.

VII. Rozklad prostoru S, uzavienym mnoZstvim.

1. Necht A a B jsou wzaviend v S, (n=1,2,3, ...). Necht G
jest oteviené v S,. Necht 0% G c S,— A. Necht G— G c A. Necht
G —B 0. Pak existuje (n, Sn)-cyklus mod A v (G + A), ktery neni
homologicky s nulow mod (A -+ B).

Dukaz. Podle VI 10 existuje absolutni (, S,)-cyklus I'", ktery
neni ~ 0. Jezto AG=024= G — B, jest A + B + (S, — G)F S, Podle
VI 12 tedy neni I'* ~ 0 mod [4 + B + (S,— &)]. Tedy existuje sit U1,
takovd, Zze I'*(11,) neni ~0 mod [4 + B+ (S,— G)|. Necht 1, je
zjemn&ni sitd 1l, normélni vzhledem k n-cyklim mod 4 v (G- 4);
necht m;, = Pr. (ll;, U,). Urdeme zjemnéni U, sité 1, a projekei
7y, == Pr. (U, ;) podle IV 2, kladouce ¢ = G + 4, 1 = S,— G. [Jeito
G—Gcd, G+ A jest uzaviené v S,.] Necht 7y, = 7 7s;. Jesto
S,=(G+ A4) + (S, — @), mohu poloziti I'*(U,) = C*(U) — D*(Uy),
kde C*(y) ¢ G+ 4, D*(Uy) c 8. — G. Jeito FI'"(11,) =0, F O (1) lezi
iv@+4iv S,—G Tedy Fmy Or(My)c 4. Tedy my C(Up) je
podstatny (%, U,)-cyklus mod A4 v (G- 4), takie (HIV 6'1) existuje
(m, Sn)-cyklus E* mod 4 v G+ A takovy, ze E"(U,)=my, C*(ly).
Necht E"~ 0 mod (4 -+ B). Pak I'* (11g) oo s, I'* (W) oo 75, [C* (11,) —
— D" (U,)] ~ E*(y) — w3, D" (Uy) ~0 mod [4 4 B + (Sn — G)], coz
je spor.

2. Necht A jest uzaviené v S, (n=1,2,3, ...). Necht G je sou-
vislé a oteviené v S, Necht 04 G c S,— A. Necht G— Gc A. Pak
B"(G+A4,4)=1.

Dikaz. Podle 1 (kde polozime B =—0) jest B"(G' 4 4, 4) > 1.
Predpoklédejme, ze B* (G + 4, 4) > 2. Pak existuji (n, S,)-cykly C;"a Cy"
mod 4 v (G+ A) takové, ze 7, 0" + r;Cy" >0 mod 4 v (G 4)
implikuje 7, =7, =0. Zvolme bod ae G; pak @ jest okoli bodu a.
Podle VI 161 jest 8,(a, G+ A)r=1, takze B,(a, G; G+ 4, 8,)< 1.
Tedy existuje okoli Uc G bodu a takové, ze 8, (U, G; G+ 4, 8,)< 1.
Jezto Oy a Oy jsou (m, S,)-cykly mod 4= (G+4) — G v (G + A),
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existuji r,, 7, € f (r; = 0 nebo r, 3= 0) takova, ze C* =, C," + 7, Cs" >0
mod (G+A4—U) v (G+ 4). Podle V 4 existuje v S, uzaviené T
takové, ze 1° AcTc G+ 4; 2° existuje (n, S,)-cyklus E* mod Av T
homologicky 8 C" mod 4 v (G + A); kdyz T jest uzaviené v S,
kdyz AcT'cT,T"4 T, pak C* neni homologické mod 4 v (G + 4)
s Zddnym (n, S,)- cyklem mod 4 v I". Kdyby bylo T=A4, bylo by
0"~ 0 mod 4 v (G + A4), coz je spor. Jezto C* ~ 0 mod (G + 4— U)
v (G+4), pro kazdou sit Il existuje (n,11)-cyklus D*(1) mod 4 v(G+4—U)
takovy, ze C* (1) ~ D* () mod 4 v (G+ 4). Podle HIV 5 soudime
snadno, Ze lze Fetézy D" (11) voliti tak, Ze definuji (,S,)-cyklus D" mod 4
v (G+A4— U). Jezto C*~~>D" mod A v (G+ A), jest TF G+ A.

Jest G=TG@G + (G — T) se stitanci riznymi od nuly. Jeito G
je souvislé a T @ jest uzaviené v G, G — T neni uzaviené v @, takze
(v. M B) existuje bod be GT.G—TcT.S,—T. Podle VI 161 jest
Bn (b, T)=0, tedy 8, (b, G; T, 8,) = 0, takze existuje okoli V' c G bodu a
takové, ze 8, (V, G; T, 8,) =0. Jezto E" je (n, S,)-cyklusmod 4 c T — @
v T, jest E*~ 0 mod (I'— V) v T. Tedy pro kazdou sit Ul existuje
(n, M)-cyklus H*(11) mod 4 v (I'— V) takovy, ze E"(Wl) ~ H*(W)
mod 4 v T. Podle HIV5 mtzeme Fetézy H" (1) voliti tak, Ze definuji
(m, Sn)-cyklus H"mod 4 v T. Jest E™  H* mod A v T, E* ~ C* mod A
v (G + 4), tedy H* ~ C" mod 4 v (G + A). Podle definice 7 je tedy
T— V=Tt j ITV=0, coz je spor, nebot beT V.

8. Necht A jest uzaviené v S,(n=1,2,8,...). Necht S, — A=

—2 P (m=1,2,3,...) s oddélengymi scitanci. Necht W jest oteviend
v S Necht WP; 30 pro 1 <4< ”. Pak  existuji (n, S,)-cykly C;»

mod 4 (1 < i< m) takové, Ze homologee Zr, C;i"~ 0 mod [4 4+ (S.— W)]
implikuje ri — ... =7, =0.
Ditkaz. Mnoistvi P; jsou (M7) oteviend v S,—4, tedy (M5)
i v S,. Mnozstvi P; jsou také uzaviend v S, — A4, takze (v.M6) P, —P,c A.
Tedy podle 1 (kde polozime B = S, — W P,) existuje pro 1< ¢ < m (n,87)-
cyklus C;» mod 4 v (P; 4 A), ktery neni ~ 0 mod [4 + (S, — WEF)].
Necht g’n C» ~ Omod [4 + (S, — W)| a necht na p¥. 7, = 0. Jezto pro
i=1
2<z’§mjest CrcPi+ AcS— WPl,JestEr, C" ~ modO[4 + (S, —
— WPl)J, Z.'r, C" ~ 0 mod[4+ (S, — WPl) tedy 7y 01" ~~ Omod [4 +

+ (S, — WP,)], tedy », =0, coz je spor.

4. Necht A jest uzaviené v S, (n=1,2, 3, ...). Necht W jest oteviené
v Sp. Necht m=1, 2, 3, ... Necht Ci* (1< i< m) jsou (n, Sn)-cykly mod A.
Necht homologze 2.7 I 0 ~0mod[4 + (Sa — W)] implikuje ry — ... =

=rn=0. Pak emstuje rozklad S, — A= ZP s oddélenymi séitanci
takovy, ¢ WP; 50 pro 1< i< m. =1
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Dikaz. Podle VI 18 a H IV 182 prostor S, je lokélné souvisly.
Tedy podle H IV 183 komponenty mnozstvi S, — A4 jsou oteviené v S,.
Neeht u (=1,2,38,... nebo = ) je podet téch komponent mnozstvi S, — 4,
které protnou W. Je-li u>m, necht P; (1< i< m — 1) jsou mezi sebou
rizné komponenty mnozstvi S, — 4 protinajici W a necht P, je soudet vSech

ostatnich komponent mnozstvi S, — 4. Pak S, — 4= ZP, se séitanci
otevienymi a vzdjemné se neprotinajicimi, tedy oddelenyml

Necht tedy w < m. Necht P; (1 < ¢ < u) jsou ty komponenty
mnozstvi S, — 4, které protnou W. Nechf P, je soudet ostatnich kom-
ponent mnozstvi S, — 4. Pak S, — A= 5 P, s oddélenymi séitanci a

k=,

WP, =0, kdeito WP, + 0 pro 1<k < u. Mnozstvi P, jsou (M 7) uza-
viend v S, — 4, takie P, — P,.c A (v.M6) pro 0k < p.

Jako na poditku dikazu véty IV 4 vidime, Ze existuje sit 1I, ta-
kové, %e homologie X 7; C* (UI;) ~ O mod [4 + (S, — W)] implikuje
i=1

7y = ... =1, = 0. Necht (v. H IIT 93 a 10) 11, je zjemnéni sité 11, nor-
mélni vzhledem k #n-cyklim mod 4 v P, A soudasné pro viecka
k, 0< u <k Urdeme postupnd zjemnéni .y, sité My, (0L k< )

podle IV 2, kladouce ¢ — P, + A, 9 — 5 (P, 4 4). Necht 7, =
A
= Pr. (Uy, Uy), 7oy = Pr. Uy, Wy), . . ., Typ =1 ay, - - -
Pro 1 < k< p mnozstvi P, jest oteviené a souvislé a jest 4 P =
= P, — P,. Tedy podle 2 jest B* (P, + A, A)=1. Tedy pro 1<k < u
existuje (#, Sp)-cyklus E;" mod 4 v P, -+ A, ktery neni c Omod 4 v P, 4 4.

[
Ziejmé S, = X (P, + A) se séitanei uzavienymi v S,. Tedy pro 1 <i<m
k=0
w
1ze pOlOZ'Itl 0,'" (11},,4_2) = 2 O;k" (llp+2), kde Gik" (up,+g) (@ Pk + A. Jest
k=0

F O (W) € Pyt 4, F O (U g5) < 4 Tody F Ot (Hyys) € 5 ot
hfok

+ A) = By, takie )y 5,149 F Cy" (Upy ) ledi i v P+ Aiv By, takie
Tpto et F Ci® Upys) € (P + 4) B = 4. Tedy mps,1 O (Upt2)
1Lim 0Lk L w) jsou (n, U,)-cykly mod 4 v P, + A, takze podle
H IV 6 existuji (n, Sn)-cykly Dy»mod 4 v P+ A (1<i<m 0L k< )
takové, ze Dy (U)) = p 19,9 Cu™ Upga). Pro 1< u<k jest B (Pr +
+ 4, 4)=0, takZe pro 1<i<m, 1<k u existuji disla sy e R ta-
kovd, Ze 7y 19,0 O Upts) ~ su By (U,) mod 4. Tedy pii libovolnych
Fiy e osrme T jest

ey
Ty+a0, Zr, Cir (M qp) Tpt20 Zr, Cio" Uy t2) —|— ZtkEk (1) mod 4,
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kde .
thZTiS;k pro 1£Z.S‘u.
i=1 -
Jezto u < m, mizeme &islar,...,r, urditi tak, ze {;, = ... =#, =0,
aviak nikoli 7y = ... =1, =0. Jeito C;"(ly4s) c Py 4 c 4 +

+ (S — W), podle (1) bude
‘i": 7 G (1) ~ s, 0%11*,« O (W1 5) > Omod A + (S, — W),
=1 i=

coZ je spor.

5. Necht A jest weavienév S, (n=1,2,3,...). Necht 0F A= .S
Kdyé n>2aB" ' (4) < o, pak mnoéstvi S,— A md B"—'(4)+ 1
komponent. Kdyé n=1 nebo B*—*'(4) = o, pak mnoéstvi S, — A md
B (4) komponent.

Dikaz. Podle VI 13 mdme ukézati, Y¢ podet komponent mnoz-
stvi S, — A je roven B"{S, A4). Necht m=1,2,3,.... Méme uké-
zati, Ze podet komponent mnozstvi S, — A jest >m, kdyz a jen kdyz
B" (S, 4) =>m. Kdy7 S, — A mé aspoit m komponent, podle M 18 a 19

jest 8, — A= b5 P; s oddélenymi séitanci 4= 0; podle 3 (kde polozime

i=1

W =28,), jest B*(S,, A)>m. Kdyz B" (S, 4)>m, pak podle 4 (kde
polozime W —=28,), jest S,— A= > P; s oddélenymi scitanci, takZe

i=1

Sy — A mé aspoii m komponent.

VIII. Lokalni rozklad prostoru S, uzavienym mnoZstvim.

1. Necht R je prostor. Nechf A jest uzaviené v E. Necht ae 4.
Litery U, V znamenaji okoli bodu @ v prostoru R. KdyZ a je vnitinim
bodem mmnozstvi 4 vzhledem k R (v. VI 16), klademe a (a, 4, R) =O.

-Necht tedy aed. R — 4.

Pii daném U necht & (a, U; 4, R)=By® (V— A), kde V' c U je voleno
tak, aby B,® (V' — 4) bylo co nejmensi. [Tedy (v. HIV 8 a 91), exis-
tuje-li ¥ c U takové, ze mnoZstvi V' — A mé konedny podet komponent
avolime-li ¥V c U tak, aby tento podet byl co nejmensi, jest e (a, U; 4,R) + 1
rovné podtu komponent mnozstvi ¥ — 4 ; kdyz pro kazdé V c U mnozstvi
V — A m4 nekoneény podet komponent, jest & (a, U; 4, R) = .

Kdyz Vc U, ztejmé o (a,V; 4, R) >a(a, U; 4, R). Z toho nésle-
duje snadno, Ze jsou tfi mozné piipady:

I. Existuje m(=0,1,2,...) a U takové, Ze a(a, V; 4, R)—=m
pro viecka Vc U. Tu klademe a(a, 4, R) = m a pravime, Ze A roz-
klddd R lokdlné v bodé a na m -+ 1 édsti. Kdyz m — O, pravime, Ze 4
v bodé a nerozklddd lokdlné prostor R.

IL. Cislo @ (a,V; 4, R) je konedné pro viecka V, ale pii libo-



36

volné daném m (=0, 1,2,...) existuje U takové, ze a (a, V; 4, R) >m
pro vSecka Vc U. Tu klademe «(a, 4,R)=w a pravime, ze 4 roz-
klddd R lokdlné v bodé a na rostouci pocet cdsti. ‘

III. Existuje U takové, Ze a(a, V; A, R) — o pro viecka Vc U.
Tu klademe a(a, 4, R) — o a pravime, %e A rozklddd R lokdlné v bodé a
na nekoneéné mnoho Cdsti.

Symbol @ povazujeme za men% nez symbol oo, ale za v&tsi, nez
kazdé m(=0,1,2,...).

2. Nech? R je lokdlné souvisly prostor. Necht A jest usaviené v R.
Necht ae A. R —— 4. Necht U jest okoli bodu a. Necht m=0,1,2, ...
Jest a(a, U; A,R)>m, kdyz a jen kdyé kasdému okoli V c U bodu a

lee priraditi rosklad U — A= X P; s oddélenymi scitanci takovy, e

i=0
VP;40 pro 0K i< m.

Dikaz. I. Necht a(a, U; 4, R)>m. Necht Vc U jest okoli
bodu a. Necht u je podet téch komponent mnozZstvi U — 4, které pro-
tnou V. Jeli u<m, nécht K, (1 <k < p) jsou viecky ty komponenty

I
a necht W—=2K;. Jest V— Ac WcU; W jest oteviené podle HIV

k—1
18-3. Tedy aeV + Wc U, takie (V4 W) — 4 mé aspoii m + 1 kom-
ponent. To je spor, nebot (V+ W)— A=W mi u<m komponent.
Tedy u>m -+ 1. Necht Py, ..., P, jsou riizné komponenty mnozstvi
U — A protinajici V' a necht P, je soudet ostatnich komponent mnoz-

stvi U— 4. Pak U— A— = P; s oddélenymi s&itanci (v. H IV 18:3)

=0
a VP30 pro 0<i<m.

II. Necht kazdému okoli VcU bodu a lze pfFifaditi rozklad

U—4= = P; s oddélenymi scitanci takovy, ze VP, 40 (1<i< m).
i=0

Pak kazdé P; obsahuje (v.M 11) aspoii jednu komponentu mnozstvi

V—A. Tedy V— A m4 aspoii m+ 1 komponent. Tedy « (a, U; 4, R) >m..

8. Necht A jest uzaviené v S, (n=1,2,3,...); necht ae A. Pak
Jest a(a, A5 Sn) = Bn—1(a, 4).

D i kaz. Kdyz a je vnitinim bodem mnozstvi 4, jest & (a, 4;8,)=0;
aviak podle VI10 a HIV 10 (1) jest 8,_,(a, 4) = B.—1(a, S») =0.
Necht tedy ae 4. S, — 4.

I. Dokazme, Ze & (a, 4, S»)< 8x—1 (a, 4). Necht U jest okoli bodu a;
necht & (a, U; 4,8,) >m(=1,2,3,...). Stadi dokézati, ze 8,_, (V, U;
4, 8,) = m pro kazdé okoli V' c U bodu a. Podle VI 10 jest 8, (a, V;8,) <1;
tedy existuje okoli Wc ¥V bodu a takové, ze 8, (W, V,S,)<1. Jeito
aeS,—A,jest W— A3F0. Podle VI10 a 12 existuje absolutni (%, S)-
cyklus I, ktery neni ~Omod (S, — W). Prostor S, je lok4lné souvisly podle

VI7 a 18 a HIV 182 Tedy podle 2 existuje rozklad U — A== 3 P,
i=0
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s oddélenymi séitanci takovy, Zze WP, 30 pro 0< i< m. Podle VII 3
(kde misto 4 vezmeme A + (S, — U)) existuji (n, Sp)-cykly O

mod [4+ (Su— U)] 0<i< m) takové, Ze homologie = r; Ci» 0
i=0

mod [4 -+ (S, -— W)] implikuje 7, =7, = ... =7, =0. Tedy existuje
sit 1, takovd, Ze neni I'* ()~ O mod (S, — W) a Ze homologie
2, 0 (1) ~ 0 mod [4 + (S, — W)] implikuje o=, = . . . = = 0.
i=0.

Necht 11, je zjemnéni sité 1I; normalni vzhledem k #-cyklim mod (S, — V).
Necht 11; je zjemnéni sité 11, normdlni vzhledem k (n — 1)-cyklam
mod (4—U) v A. Urleme zjemnéni 11, sité 11 a projekei m,—
= Pr. (U, Us) podle IV 2, kladouce ¢ = A4,y = R — U. Necht my —
= Pr. Uy, Uy), 7o = Pr. (U5, Us), g1 = g3 7y, -« -

Jeito C;" jsou (n, S,)-cykly mod [4 4 (S»— U)], existuji (n—1, 1,)-
fetézy D '(U)cd, Er*U)cS,— U takové, ze CmU,)—=
=D t(U,)—E»*(0) (0< i< m). Jest FD»~* (Uy) c 4, FD ()=
=FEr' (U, c8,—U, tedy Frmy D (1,) c A—U. Tedy . D (1)
jsou podstatné (n — 1, Uy)-cykly mod (4 —U) v 4. Tedy (HIV 5)
existuji (n—1, S,)-cykly G;»~* mod (4 — U) v 4(0<i< m) takové, Ze

C»~t (Uy) = mye D1 (1,). M4me dokazati, Ze homologie g‘ e G0
mod (4 — V) v A jednoznaéné uréuje pomery Foi#yte.. iy Kdys
= 7; G" 1~ 0 mod (4 —V) v A4, jest Tag Z‘r, Dt (114)m0 mod (4—7V)
:7;1 Tedy existuje (n, U,)-Fetéz H™ (11,) c A H1,) =T Z’ r; Din=t ()
mod (4—V).Jeito C;» (11,) = D"~ (U,) mod (R—U ), jest n:42i =Z") r; Cr(Uy)—
— H"* () >0 mod (R—7V). Tedy (v. HIV 5) existuje (n,S,)-cyklus
K» mod (R— V) takovy, e K*(ll) = my; Zr; Cir (11,) — gy H* (115).
Jezto (4, (W V, 8, < 1, existuje s e R takovéz;e0 K*~osI'™ mod (S,—W).
Tedy T4y 2 7; On () — 789y H™ (1g) — s (1;)~0 mod (S,, —W). Jezto
7wy O (114)<\> C;»(Uy) mod [4 + (S,—W)], H" (112) cd, Jest Z 7; O (Uy) oo
~ s (Uy) mod [A4 + (S, —W)). Jezto homologle 5 ke Ccr (lll)ch mod [4 +

+ (S»— W), jsou poméry ry:7 :...7n Jednoznaéne urdeny.

0. Dokazme, Ze a (a, 4, S.) > Bn_y (a, 4). Nechi U jest okoli
bodu a; necht 8, 4 (a, U;4,8,)>m (=1,2,3....). Staéi dokdzati,
ze existuje okoli V' c U bodu a takové, Ze a (a, V; A, S,) = m. Podle
VI 10 jest 8., (a, U, 8») =0, takze V lze voliti tak, ze 8,_, (V, U;S,)=0.
Necht WcV jest okoli bodu a. Podle VI 10 a 12 existuje absolutni
(n, S,)-cyklus I'*| ktery neni ~ 0 mod [4 4 (S,—W)]. Podle 2 mime
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dok4zati, Ze existuje rozklad ¥V — 4 — = P; s oddélenymi séitanci,

i=0

WP,30. Podle VII4 (kde misto 4 vezmeme A (S,—7V)) stadi
ukizati, Ze existuji (»,S;)-cykly O mod 4 (1<Li<m) takové, Ze

homologie 7, '+ = 7; 0 ~ 0 mod 4 + (S, — W)] implikuje 7y = =
i=1

=...=7r,=0.Jeito B,_, (a,U; 4,8,) = m, jest 8.y (W, U; 4,8,) > m.
Tedy existuji [(n — 1, Sn) eykly G~ mod (4—U) v 4 (1<im)

takové, Ze homologie Zr; G*»1~0 mod (4— W) v 4 implikuje

i=1
7y = ... =1, =0. Necht U, je sif takov4, Ze homolog'le 2 e Gr1(;) ~ 0
mod (4 — W) v A implikuje », = ... =7r,=0. Uréeme zjemnéni 1,

sité 11; a projekei 7y = Pr. (U, 111), kladouce o —= A4, v =8,— W.
Necht 11; je zjemnéni sité 11, normélni vzhledem k #-cyklim mod [4 +
+ (8, — ¥)]. Necht 7y = Pr. (113, 11y), 73 = 774y 7s5.

Jeizto G jsou (n—1,8,)-cykly mod (S,—U)ajeito B, (V, Uj; Sp)=0,
existuji (u, Us)-Fetézy D;» (U;) = G~ 1(U;) mod (S,—7V) (1 L i< m). Jeito
G 1 c A, podle HIV 5 existuji (n, S,)-cykly C* mod [A—i—(S —7)]
(1 L i< m)takové, ze 0" (1) = 73y D" (U3). Necht ro I'™ - 2 1 Cr 0

mod [A -+ (S,—W)]. (Méme doksazati, ze ro—r, = ... — /,._L 0.) Pak
existuje (n, l1,)-Fetéz H" (l1;) c A takovy, ze ro I (Uy)4- 75, Z’ i D (Ug)—
— H" (1) >0 mod (S, — W). Retéz s 2 7 Gt (Uy) — F H»(11,) lezd
tedy v (S,— W); tyzfetézlezi viak v A. Tedy atzl Hr(U,)—~ Ty, Z‘ 7 Gt ()
mod (4—W), tedy Z' 7 G~(y) T 2 & G~ 1(U5)~0 mod (A— W)v A,

takze ry — ... =7, =0. Tedy 7, P” ~ Omod [4 + (8, — W)], takze
také Vo= O-



APPLICATIONS DE LA THEORIE DE L'HOMOLOGIE
A LA THEORIE DE LA CONNEXITE. 1.

PAR
EDUARD CECH.

,, (RE’}SUME’}.)

Au Mémoire Introduction d la théorie de U'homologie (ces Publi-
cations, n° 184) jai donné un exposé élémentaire de la théorie de
P’homologie dans les espaces topologiques. J’y ai omis toutes les appli-
cations. Ce sont les applications & la théorie de la connexité dont je
m’occupe dans le Mémoire présent, ainsi que dans un autre qui en fera
la suite.

Au Chap. I—III je rappelle des faits connus sur les espaces métriques
et compacts ainsi que sur le produit combinatoire de deux espaces.
Dans II1 8, je démontre que, si le sous-ensemble fermé S(¢) d’un espace
métrique et compact B varie d’une maniére continue avee ¢ (0<¢< 1),
chaque cycle dans S (0) est homologue dans XS (#)(0<L¢<1) & un
cycle dans S(1). Ce théoréme, d’ailleurs trés simple, me permet plus
tard d’éviter complétement 'usage des polyeédres.

Le Chap. IV est consacré au théorémes d’addition (au sens de
M. Alexandroff). On y suppose que R—= A4 + B, ol R est un espace
topologique normal et les ensembles A et B sont fermés dans R. Il
g'agit de trois couples de théorémes. Dans le premier couple, on com-
pare les (p + 1)-cycles dans R avec les p-cycles dans A B. J’ai donné
ces théorémes déjh [mais sans les formuler explicitement] au Mémoire
Théorie générale de Uhomologie dans un espace quelconque (Fund. Math.
XIX, formule (1) au bas de la page 176). La présente démonstration
est nouvelle et plus simple; en outre, j'avais supposé l. e¢. que R soit
un espace complétement normal, tandisque cette fois je suppose seulement
que R soit normal. Le deuxiéme et le troisitme couple de théorémes
d’addition donnent des résultats analogues pour les nombres de Beitti
locaux et pour Pacyclicité locale des espaces A + B, 4,B et AB.

Au Chap. V je démontre que, dans un espace R métrique et com-
pact & » dimensions, on peut attacher 4 chaque %-cycle C* un sous-
ensemble fermé 7, tel que C" est homologue & un n-cycle situé dans
TcR si et seulement si 7> T,.

Au Chap. VI je considére l'espace euclidien & % dimensions R,,
I'espace sphérique & »n dimensions S,, et la cellule & » dimensions .
Je détermine les nombres de Betti et les nombres de Betti locaux de ces
ensembles, en m’appuyant sur les théorémes d’addition; je ne fais aucun
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usage de la structure polyédrale des ensembles considérés. Comme appli-
cation, je détermine la dimension de R, et je prouve linvariance topo-
logique des points intérieurs.

Au Chap. VII je démontre que, A étant un sous-ensemble fermé
de S,, le nombre des composantes de S,— A4 est égal au (n— 1)éme
nombre de Betti de 4 augmenté d’'une unité. La présente démonstration
a l'avantage de ne faire usage que des propriétés de S, qui semblent
indispensables pour la validité du théoréme de maniére que, en réalité,
je prouve un théoréme beaucoup plus général, sans le formuler expli-
citement. Je reviendrai ailleurs sur ce point.

Au Chap. VIII je démontre que, a étant un point d’un sous-
ensemble fermé 4 de S, A4 coupe localement I'espace S, au point a
en 3, ;(a,A)+ 1 régions (au sens de M. Zarankiewicz), ou 8,_; (a, 4)
désigne le néme nombre de Betti local de 4 au point a.
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