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THEORIE GENERALE DES VARIETES ET DE LEURS
THEOREMES DE DUALITE!

Par Epvarp CecH.

T.a topologie combinatoire a fait dans les derniéres annédes des progres
tres remarquables et elle constitue, tant intrinséquement qu’au point de vue
des applications, un des plus importants chapitres de la topologie. Ceci
est vrai tout particulierement pour la théorie de 'homologie; ¢’est en effet
la Lranche la plus avancée de la topologie combinatoire®, D’autre part, la
topologie générale, fondée sur la théorie abstraite des ensembles, constitue
désormais un édifice immense occupant une des places centrales dans le
raste champ des mathématiques modernes.

A mon avis, on peut espérer d’arriver & étendre d’'une maniére inattendue
le champ de recherches topologiques si on réussit & approcher mutuellement
le plus preés possible les méthodes combinatoires et celles de la théorie
générale des ensembles. lLe premier pas essentiel et général dans cette
direction et qui a déja eu des conséquences trés remarquables a été fait
par M. Vietoris qui a réussi & fonder la théorie de 'homologie dans chaque
espace métrique et compact®. Néanmoins il y a encore un profond abime
entre les recherches combinatoires et celles abstraites dans la topologie.
Mon opinion est d'une part que la topologie combinatoire doit compléetement
abandonner l'usage des polyeédres, c'est-a-dire des figures dont la nature
topologique (an sens d'une desecription axiomatique compléte) nous restera
probablement pour longtemps ecachée; ('autre part qu'il est impossible
d’étudier profondément déja p.ex.la topologie des sous-ensembles de 'espace
ordinaire si on s’obstine & négliger systématiquement les notions combinatoires.

Un des plus beaux sujets de la topologie combinatoire est sans doute la
théorie des varictés (Mannigfaltigkeiten, manifolds). Or toutes les définitions
connues* d'une variété V supposent ou que V soit homéomorphe & un polyédre
ou du moins que chaque point de V" posséde un entourage® homéomorphe & un

! Received February 15, 1933. — J'ai exposé quelques résultats de ce Mémoire dans une
communication au Congres Int. de Zurich (septembre 1932) ainsi que dans un cycle de quatre
conférences que j'ai faites & I'Université de Varsovie (novembre 1932).

2 Une exposition complete de cette théorie se trouve dans I'excellent livre de M. Lefschetz,
Topology, Amer. Math. Soc., Coll. Publ, vol. 12, 1930.

3 Math. Annalen, 97, 1927, pp. 4564—472. Cf. d¢ja L. E. J. Brouwer, Math. Annalen, 72.
1912, pp. 422—425.

¢ La plus générale de ces définitions est celle de MM. Lefschetz et Flexner (v. Proc. Nat.
Acad. Sci., 16, 1930, pp. H30—533, et Annals of Math., 32, 1931, pp. 393—406 et H39—5H43).

5 Un entourage d'un point @ ou d'un ensemble -4 est un ensemble ouvert contenant « ou A.
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logique de la notion de variété®. Dans le présent Ouvrage, je donne justement
une telle définition comprenant du reste, comme on pourrait le démontrer
sans difficulté, toutes les définitions connues comme des cas particuliers.

Je m’appuie dans ce qui suit tres essentiellement sur mon Mémoire 77éorie
générale de Uhomologie dans un espace quelconque™ dont la connaissance est
indispensable au lecteur; je le cite par I'abréviation Homologie. Outre ce
quit a été exposé dans I'’Homologie, je ne suppose de la topologie com-
binatoire que la connaissance des nombres de Betti d’un simplexe. Je sup-
pose d’ailleurs quelques connaissances de la topologie générale, en par-
ticulier de la théorie de la dimension (v. n° 2.2). Relativement & I’ Homologie,
quatre remarques sont nécéssaires:

I. Pour un (p, R)-cycle, j'emploie ici la courte notation C? (p. ex.) au
lien de {C? (W)} (Homologie, 11, 20). Donc CP est 1'ensemble de tous les
C? (1), U parcourant tous les réseaux dans R.

II. La famille fondamentale de réseaux (Homologie, I1, 1) est dans ce qui
suit toujours la famille de tous les réseaux ouverts (v. Homologie, 111, 2).

I11. La notion d'un affinement mormal (Homologie, 11, 15) dépend essen-
tiellement des deux ensembles 4 et e« (v.l. c.); je parle done toujours
explicitement d'un affinement normal rel. aux cycles mod « dans A (I'attribut
dans A sera omis si 4 = R; lattribut mod « sera omis si « = 0).

IV. Dans ce qui suit, les coefficients de toutes les chaines appartiennent
A T'ensemble R des nombres rationnels (v. Homologie, 1, 1 et 11, 3); du veste,
toute la théorie vaut sans aucune modification si R désigne l’ensemble des
entiers réduits mod p, p étant un nombre premier® (v. Homologie, V, 1).

Le présent Ouvrage est divisé en huit Chapitres.

Au Chap. I, jintroduis successivement les axiomes 4; (n°1), 4, (n°2),
Az (n° 3) et 4, (n° 7). Les deux axiomes 4, et A, sont vérifiés en particulier
si B est un espace métrique et compact. Bien que ce soit le cas le plus
important, je n’ai pas voulu introduire explicitement la métrisabilité de I2,
d’autant mieux que cette hypothése ne simplifie guere les démonstrations.
On pourrait se passer entitrement de I’ensemble S introduit dans ’axiome 4,
en remplacant 4, et 4; par l'axiome unique que R —S soit un espace
polyedre. Il w'existe donc jusqi'a présent awcune définition purement topo-

® Apres avoir terminé cet Ouvrage, j'ai pris connaissance d’'un manuscript de M. Lefschetz
intitulé On generalized manifolds (a paraitre dans le Amer. Journal of Math.). L’illustre
géometre americain y étudie, avec une méthode entierement différente, presque la méme
notion. Je voudrais insister sur une différence essentielle: pour démontrer le théoréme de
dualité entre les p-cycles et les (n — p)-cycles (0 =p =n — p = n), je n’ai besoin d’aucun
axiome relatif aux cycles de dimensions <<n —p—1.

7 Fund. Math., 19, 1932, pp. 149—183.

8 Jespére de revenir ailleurs sur la possibilité d’étendre ma théorie des variétés au cas
d’autres domaines R.
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localement bicompact?; ce procédé, logiquement équivalent & celui du texte,
introduirait peut-étre quelques difficultés d’exposition. I’axiome 4, dit aue
la dimension n (au sens de Menger-Urysohn) de 1'espace R —S est finie
(et >0). En appliquant le allyemeiner Zerlequngssatz de M. Menger'® je
prouve au n° 8 que, un réseau 3 étant donné, on peut définir une famille
compléte de réseaux « commodes» N jouissant de la propriété suivante:
chaque (k, W)-simplexe «* est situé dans un certain sens sur un (%, 3)-
simplexe ¢"!' de manitre qu’on ait toujours &k << n — 7. On voit que les o
sont pour notre variété abstraite ce que les faces sont pour une variété
polyedrale (& un o” correspondant une (n — /%)-face du polyedre).

Au Chap. II, j’introduis successivement les axiomes B (n° 9), D, (n°11),
D, (n°12), E (n°13) et F (n° 16) relatifs & la maniére dont se comportent
les cyecles & n ou & n—-1 dimensions de 'espace B — S. A l'aide de ces
axiomes, on démontre (n° 17) lexistence d’un (n, R)-cycle G mod S,
recouvrant tout l'espace R et appelé le cycle principal. En considérant un
réseau 3 et les réseaux commodes 1 relatifs, on attache (n°19) & chaque
(0, 8)-simplexe ¢® une (n, N)-chaine K" (¢°% 1) située dans ¢° de maniére
que la somme de tous les K" soit égale a G" (). Successivement, on
attache alors & chaque (%, 8)-simplexe o’ une (n— A, N)-chaine K"
(¢", M) située dans " de maniére que les relations d'incidence entre les o
soient duelles de celles entre les K*=" (o, ). On voit déja que le théoréme
de dualité subsiste entre les (p, B)-chaines et entre les (1 — p, W)-chaines
élémentaires, c'est-d-dire de la forme 2 ¢; K"=7 (67, ). Ce théortme de
dualité n’a d’ailleurs encore aucune signification géométrique et on doit
encore vaincre trois différentes difficultés:

«. On doit prouver que 'on peut s’arranger de fagon que K*~7(¢?,11)4 0.

B. On doit prouver que, C*? étant un (n — p, R)-cycle, C*7 (1) est
homologue & une chaine élémentaire.

7- On doit prouver que si la chaine élémentaire C*—? (11) est homologue
A zéro, il existe une (n — p -+ 1)-chaine élémentaire D"—PT1(11) telle que
Dr—rH1 () - P (1) 12,

Pour vaincre les difficultés «, 8 et y, on a besoin de nouveaux axiomes
(le nombre de ces axiomes croit avec p; pour p = 0 aucun nouvel axiome
n’est plus nécessaire).

La difficulté « est vésolue au Chap. ITT (n° 25) & l'aide des axiomes G¥
(v.n°21), ot n—p <k <mn—1. L’axiome G*dit que, dans R — S, les
petits cycles & % dimensions sont ~ 0.

9 Tous les axiomes ultérieurs se rapportent uniquement & l'espace R — S.

1 (Pest peut-8tre la premiére application de ce théoréme trés important & mon avis.
1 ¢k gst d'espece o’ dans la terminologie du texte (v.n°8.3).

12 En réalité, je démontrerai un énoncé un peu plus compliqué que y.

42*
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La difficulté 8 est résolue au Chap. IV (n° 31) & I'aide des axiomes G*
(n—p=<lk<m—1) et des nouveaux axiomes H* (v.n°27), ott max (0, n-—p—1)
<k < n-—2. La démonstration est trés compliquée et presque entiérement
combinatoire.

La difficulté y est résolue au Chap.V (n°44); on n’a plus besoin d’aucun
nouvel axiome. La démonstration est trées analogue & celle du Chap. IV.

Au Chap. VI, jintroduis (n°56) l'indice de Kronecker d'un couple de
cycles dont les dimensions sont resp. p et n —p. Cette théorie est com-
plete & lexception de la loi commutative que je démontrerai dans un
Mémoire qui fera suite au présent, et ol j'exposerai la théorie compléte
des intersections des cycles sur une variété abstraite.

Au Chap. VII, je démontre le théoreme général de dualité dans une
variété abstraite; pour une variété polyedrale, c’est la formule (7), p. 142
de la Topology de M. Lefschetz.

Au Chap. VIII je prouve d’abord que les axiomes G* [0 < [k < —@—;)

. _ no) , . .
et H* (0 <k < 72«—1) sont des conséquences des autres axiomes. Knsuite,

\

je généralise & mes variétés quelques autres théorémes de dualité (théo-
remes de Poincaré et de MM. Alexander, Lefschetz et Pontrjagin).

1.

1. AxioME A, : L'espace R est bicompact™. Cela signifie que de chaque
famille ¥ de sous-ensembles ouverts on peut extraire une famille finie re-
couvrant R (= réseau dans R).

1.1. Un sous-ensemble A de B est bicompact si et seulement si A est fermé
dans R.

Démonstration. Supposons en premier lieu que 4 = A. Soit Fo un re-
couvrement de 4. A chaque U, € §, attachons un ensemble U ouvert dans R
et tel que U, = U - 4; en ajoutant ® — 4 & ces ensembles U, on obtient
un recouvrement ¥ de R. L’espace R étant bicompact, il existe un ve-
couvrement fini &, extrait de . Ties Uy = U- 4, ol UEF,, forment un
recouvrement fini de A extrait de . Supposons en second lieu que
I'ensemble 4 C R soit bicompact. Alors 4 = A (v. Alexandroff et Urysohn,
1. e. sub '¥), p. 47, corollaire 1).

1.2. L'espace R est normal. Cela signifie que, U étant un entourage d’un
sous-ensemble fermé A de R, il existe un entourage V de 4 tel que V& U.

Pour la démonstration, v. Alexandroff et Urysohn, 1. c., p. 26, 1.

13 L. Vietoris, Stetige Mengen, Monatshefte f. Math. u. Phys., t. 31, 1921; P. Alexandroff
et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts, Verhandelingen Akad.
Amsterdam, 1929.
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1.3. Chaque réseau (dans R) W posséde un affinement B jouwissant de la
propriété swivante : A chaqiie sommet V- de B on peut attacher un sommet U
de W de manicre que non seulement VC U mais aussi V' C U powr chaque
sommet V' de B tel que VV'4 0.

Démonstration. Soient U; (1 <47 < m) les sommets de U, D’aprés un
lemme de M. Menger'* on peut trouver des ensembles ouverts U7 (1 <

m
tels que U; € U;, X U; = R. A chaque point « de R attachons un en-
1
tourage V si petit que 1° a € Ui entraine V. U/; 2° a € U; entraine VC Uy;
3°a € R— Uj entraine VU; = 0. D’apres 'axiome 1, il existe des points «,
en nombre fini tels que les entourages V, correspondants constituent un
réseau B. Pour chaque valeur de », il existe une valeur de i telle que
a, € Ui, don (Qaprés 1°) V, < Ui, 11 suffit de montrer que V, V.4 0
entraine V,, C U;. Or soit b € Vi, Vy; alors b €V, Ui, d'olt V,, Ui 4 0 et done
(dapres 3°) au € U et par suite (dapres 2°) V,C U

2. AXIOME A4y : Chaque sous-ensemble owvert de I est un Fo dans R.

2.1. Chaque sous-ensemble de R satisfuit a Uariome Ay™.

2.2. Nous allons rappeler les théoréemes de la théorie de la dimension
dont nous ferons usage dans ce qui suit. Ces théoremes sont vrais dans
chaque espace satisfaisant aux axiomes 4; et A,, et méme plus généralement
dans chaque espace topologique normal satisfaisant & l'axiome A,. Pour
les démonstrations je renvoie au livre de M. Menger: Dimensionstheorie
(cité par M) pour le cas particulier d'un espace métrique séparable ainsi
qu'a mon Mémoire: Sur la dimension des espaces parfaitement normauz'®
(cité par C) pour le cas général.

2217, dim R = —1 signifie que R = 0. . étant un sous-ensemble
fermé de R, dimg R << n signifie qu'a chaque entourage U de A4 on peut
attacher un entourage VC U de 4 tel quon ait dim@ < n—1, ol
@ = V—V. dim I = n signifiec que: 1° dimy B < n pour chaque sous-
ensemble fermé A de R; 2° la relation dimy R << n—1 n’est pas vraie
pour chaque sous-ensemble fermé A de R'.

222" SC R entraine que dim § < dim R.

Y Dimensionstheorie, pp. 1569-160, ,Bemerkung®. Le lemme est évidemment vrai dans
chaque espace normal.

15V, Urysohn, Uber die Mdchtighkeit zusammenhingender Mengen, Math. Annalen, t. 94,
p- 286, note 1) au bas de la page.

!0 Bull. intern. de U'Acad. des Sc. de Bohéme, 1932.

"M, Chap. I (v. aussi p. 116); C, Chap. IL

18 Dans cette définition, il est permis de limiter 4 aux points de R, si l'espace R jouit
de la propriété suivante: de chaque famille de sous-ensembles ouverts recouvrant R on
peut extraire une famille dénombrable recouvrant R (cette propriété vaut si R est un
sous-ensemble d'un espace satisfaisant aux axiomes 4, et A,).
WM, p.81; O, n°23.
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2.23%, Soit R = f,’R,,,, les R, étant fermés dans R. Alors dim R

=1

= max.dim &,.
22421, Soit dim R < n; soit 11 un réseau dans RB. Il existe un affine-
2.2522. Soit dim R :< n. Smt 11 un réseau dans R soient Ul, Uy ooy Un
les sommets de 11. Il existe des sous-ensembles fermés Fy, Fs, ---, Fin
de R tels que 1° F,CU,; 2° dim F,-F, - --- - Fy, = n— ] pour

0<h<n+1;3 JF, = R»,
1

2.26 M Soit R= RyDR,D--- DRy, les R; étant fermés dans . Soit
dim B; = n;. Soit a € Rx. Soit U un entourage de a. Il existe un en-
tourage VC U de a tel que dim R; (V—7V) < n;—1 pour 0 <i < k.

23. SiR= RyDR,D---DR,, les B étant des sous-ensembles fermés
de R tels que dim B < n—k pour 0 < k < n, alors chaque réseau U
dans R posséde un affinement B jouissant de la propriété suivante : Si chaque
sommet d'un (%, B)-simplexe o rencontre Rx (0 <k <n), on a h <n—Ek.

Démonstration. Le théoreme étant évident pour » = 0 (v. 2.24), sup-
posons le vrai pour la dimension » — 1 (= I'hypothése H). Soit donné le
réseau U. A chaque point ¢« de R attachons un entourage VC UE 1 tel
que (v. 2.26) dim R F(V) < n—Fk—1 pour 0 < k < n, en particulier
R, F(V) = 0. D’aprés I'axiome 4, il existe des points a, (1 v <)
en nombre fini tels que ;Vy = R. Posons

r—1

Vi =V, V, =V, — 2 Vi pour 2 < v < s.

i=1
On a alors 217,5 = R, V,Vy =0, dou V,F(V,) = 0 et enfin

Fov)c ZF(V,,) et par suite (v. 2.23) dim R, F(V,) <
t=1

0<k<m,1<v<s,en particulier R,- F(Vy)==0. Posons Rj== 2,1’(

Rj=Ry- R} (1<kE<n—1). Alors dimR; <n—1—Fk pour 0 <k < n—1.

En vertu de 1.1 et 2.1, I'espace Ry satisfait aux axiomes 4; et Az. Done,

n—>rk—1 pour

20 M, Chap. III; €, Chap. IIL

20M, pp. 158—161; C, n° 26.

2 M, pp. 161—174; C, n° 26.

23 En réalité on trouve l. c. seulement la démonstration de 'existence d’un réseau fermé ¥
qui est un affinement de U et tel que dim @ @; ... ®;, = n — h pour @;i€F. Or il suffit
de partager les sommets @ de & en m groupes de maniére que @ C Uy pour chaque @ du
veme groupe et de désigner par Fy la somme de tous les @ de »*™° groupe.

HM, p.169; C, n° 24.2,
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d’aprés I'hypothese H, il existe des ensembles v, (1 <<y < £) en nombre

:

fini ouverts dans I et tels que: 1° Xv, == Rj; 2° chaque v, fait partie
1

d'un sommet U, de 1; 3° si les indices o, g, - - -, gy, différents 'un de

h
I'autre sont tels que IIUM#-O et que (pour une certaine valeur de Fk,
0
0 <%k =mn—1) Rivg+0 pour 0 <4 < %, alors 1 =n—Fk—1. Pour
1 < p <t so0it V;/ un sous-ensemble ouvert de R tel que 1° 0, CViCUp—En;
2°si v R =0 (1 Zp <1, 1 <k<n—1), alors V- I = 0;
h h
3° si [[wy, = 0 alors [[V, = 0%. Les ensembles 7)) (1 < » < 5) et
0 0

Vi (1 < p < #) constituent I'affinement cherché B de 1.
3. AXIOME As. S est un sous-ensemble fermé de R; S 4 R.
3.1. Il cxiste une suite dénombrable {Fi} de sous-ensembles bicompacts de

R — 8 telle que 1° Fy 1 DF;; 2° R— S =2 F;; 3° pour chaque soits-
T

ensemble bicompact A de B — S il existe une valewr de i telle que AC Fj.
On peut méme supposer Iy = G, G étant un sous-ensemble owvert de K — S,
G, € Giy1.

Démonstration. D’aprées les axiomes A, et Ay, il existe une suite {®;}
de sous-ensembles bicompacts (v. 1.1) de & — § telle que R—Szg‘(bi.

Set @, sont deux sous-ensembles fermés disjoints de I'espace R. D’apres1.2,
il existe un ensemble ouvert G; tel que @, C G, € I — S. Plus générale-
ment, supposons que, pour une certaine valeur de k (=2, 3, --.), on ait
déja construit des ensembles ouverts G; (1 <7 <k —1) tels que G4— € G,
»;,C G;ER—S. Les ensembles @+ Gr1 et S étant fermés dans
Pespace normal R et disjoints, il existe un ensemble ouvert G tel que
O+ G 1 CGr€R—S. La suite {@;) étant ainsi construite par récurrence,
il suffit de poser FOZ__ G;. En effet, si 4 est un sous-ensemble bicompact

de R—S, on a X AG; = A, d’on, d’aprés la définition méme de la
1
. - k .
bicompacticité, 4 = > AG; pour une certaine valeur de %, et donc
1

k
ACY G = G C Fy.
1

4. Un 7éseau gén. (= généralisé) P est une famille {P;} au plus dénom-
brable de sous-ensembles ouverts et non vides de R — S telle que:

1°R—8 = ETPZ-; 2° pour chaque sous-ensemble bicompact 4 de R — S

1
on a AP;= 0 pour presque toutes les valeurs de 7. En particulier, un

25V, Homologie, 1II, 21. L'hypothése que l'espace soit complétement normal est ici
vérifiée en vertu de 1.3 et 2.3 (v. Urysohn, L c. sub ),
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point @ € R — S ne peut appartenir qu’a un nombre fini des ;. Les P; sont
les sommets du réseau gén. P.

Dans le cas particulier S = 0 [ou, plus généralement, si £ — S est fermé
dans R] I'ensemble R — S est bicompact; en vertu de la condition 2°, les
ensembles P; sont alors en nombre fini et le réseau gén. est simplement un
réseau dans K — 8.

4.1. Soit B une famille de sous-ensembles ouverts de —.S (en particulier,
P peut étre un réseau gén.). Soit O un réseau gén. On dit que O con-
stitue un affinement de P, si chaque sommet @ de 2 est contenu dans un
élément (sommet) de *J3.

4.2. Soit B une famille comme dans 4.1. Il existe un réseau gén. 2 qui
soit un affinement de P.

Démonstration. Déterminons {F;} d’apres 3.1. Les ensembles F; étant
bicompacts et C X— S, pour chaque valeur de ¢ il existe un nombre fini
d’éléments Pj1, P, - - -, Pu, de P recouvrant Fy. Posons Qi = Py— Fi
(1<k<4),on Fy,=0. La suite Qi (¢ =1,2,3,--; k=1,2,..-, 1)
dont on supprime les membres vides, constitue le réseau gén. Q cherché.

4.3. Chaque réseau gén. P posséde un affinement 2 jowissant de la pro-
pricté suivante: Pour chaque Q€ Qb il existe un P € P tel que Q&€ P. En par-
ticulier Q& R — S pour chaque sommet Q de Q.

Démonstration. Déterminons les Py ¢ =1,2,3,- -3 k=1,2,..-, 1)
comme dans 4.2. Pour chaque valeur de ¢ les ensembles ouverts [P,
Pia, - -+, Py, recouvrent le sous-ensemble fermé F; de I'espace normal F.
Il/1 existe done (v. '*) des ensembles Qi (k =1, 2, - - -, 4;) tels que Qi€ P,

kZI Qi DF;. Les Qu (i = 1,2,3, -3 k=1, 2, ---, A;) constituent le réseau
gén. L cherché.

4.4. Chaque résean gén. B posséde un affinement Q2 jouissant de la pro-
priété suvante: A chaque sommet Q de 2 on peut attacher un sommet P
de B de manicre que non seulement QC P mais aussi Q' C P powr chaque
sommet Q de Qb tel que Q'+ 0.

Démonstration. Déterminons {F;} d’aprés 3.1. On peut (v.4.3) déterminer
deux suites {P;} et {P/} d’ensembles ouverts telles que P; € P, P/€r;,

E: P/= i P;=R—S. A chaque point ¢ de & — § attachons un entourage
1 1 —

Q si petit que: 1° a € P/ entraine QCP'; 2° a € P/ entraine QC P;;
3° a € R — P/ entraine QP = 0%; 4° ¢ € R — F; entraine QF; = 0. Les

% On ne peut préserire qu'un nombre fini de telles conditions & 'entourage @. Or d’apres
la définition méme du réseau gén., la relation a€ P; (et a fortiori a€ P/ ou a€ P’) ne
peut avoir lieu que pour un nombre fini d'indices ¢ de maniere que 1° et 2° n'imposent
qu'un nombre fini de conditions. Quant & 3°, déterminons un entourage U de a tel que
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/'xj . .o
ensembles F; étant bicompacts, de la relation R — S = > F; on voit qu’il

existe une suite dénombrable {a,} de points de R — S tellle que les @), cor-
respondants recouvrent £ — S; de plus, pour une valeur donnée de %, on
a a, € Fj; pour un nombre fini d’indices », d’ol, en vertu de 4°, Q, F; = 0
pour presque toutes les valeurs de ». Les (), constituent done (v.3.1) un
réseau gén. L. Pour chaque valeur de », il existe une valeur de ¢ telle
que ay € P/, d'ott @, C P/ d’aprés 1°. Si Qu @40, on a Q. P40 et done
(I’apres 3°) a, € P/ et par suite (d’aprés 2°) QuC P;.

5.1. On dit qu'un réseau W est un affinement mod S d’un réseau gén., P, si
chaque sommet U de U tel que US=0 est un sous-ensemble d’'un sommetde .

5.2, Une famille @ de réseaux dans R s’appellera parfaitement compléte
si, I étant un réseau et P étant un réseau gén., il existe dans @ un
affinement de U qui soit un affinement mod S de PB. Une famille parfaitement
complete est compléte (dans le sens de Homologie, 11, 30 et relativement &
la famille fondamentale Z constituée par tous les réscaux ouverts dans R).

5.3. Soit W un réseau; soit P un véseau gén. 11 existe un résean B tel que
1° B est un affinement de W; 2° B est un affinement mod S de P; 3° les
sommets rencontrant S sont les mémes dans les deuz réscaux et By 4° V€ B,
VS = 0 entraine VS = 0.

Démonstration. Soit @ la somme de tous les sommets de U rencontrant S.
Soient U; (1 < ¢ < k) les autres sommets de 1. Soit P, (1 < » < m) les
sommets de ¥ rencontrant K — @ (ces sommets sont en nombre fini, car
R — G est un sous-ensemble bicompact de £ — S). L’ensemble R — 7 étant
fermé dans I'espace normal R et recouvert par les ensembles U;- P, (1 < ¢ < I,
1 <» < m), il existe, d’aprés le lemme '*, des ensembles ouverts, V7, tels
que Vi, € Ui+ Py, 2 Viy D R — (. Le réseau B s’obtient de 11 en remplacant
chaque U; (1 <4 <) parles V3 (1 =< » < m), dont on omet ceux qui sont vides.

5.4. Soit W un résean; soit P un réseaw gén.; soit @ une famille par-
Jaitement complote de réseaux. La famille de tous les réseaux B tels que
1°Bed; 2° B est un affinement de 1y 3° B est un affinement mod S de R,
est parfaitement compléte.

Lia démonstration est banale.

5.5, Soit @ la famille de tous les résecra W tels que: 17 W est réqulier par
rapport & S (v. Homologie, 111, 22); 2° U € W, US = 0 entraine US = 0.
La famille @ est parfaitement compléte.

Cela résulte de 5.3 et de Homologie, 111, 23.

UE R-—S et posons la nouvelle condition 5°: QC U. La condition 3° est alors vérifiée
pour tous les indices i tels que 0 = UP; D UP/. Or U étant un sous-ensemble bicompact
de R—S, I'inégalité U Pi+0 n’a lieu que pour un nombre fini d'indices ¢. Enfin, daprés 3.1
on a a¢ F;pour presque toutes les valeurs de i.
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6.1. Déterminons {GQ;} d'aprés 3.1, Soit p = 0,1,2, ---. Pour chaque
valeur de @ soit L; un systeme linéaire de (p, R)-cycles mod (R — G) tel que
Cr € Li pour chaque (p, R)-cycle CP mod (R — @) jouissant de la propriété
que, pour chaque résean W d'une famille compléte donnée il existe un CF € L;
tel que C* (MW)~CF M) mod (R— @). Si i<k, supposons qu'd chaque
CF € Li on puisse attacher un CF € L; de maniére que CF ~CE mod (R — G5).
1l existe un (p, R)-cycle O mod S tel que pour chaque valeur de i il existe
un CF € L; jouissant de la propricté CF ~CF mod (R — @;).

Démonstration. Soit @ la famille compléte du n° 5.5. Soit 11 € @. Soit K
la somme de tous les sommets de U disjoints & §. D’aprés la définition
de la famille ®, on a K& R — S, de maniére qu'il existe (v. 3.1) un indice
i tel que KX C G; pour ¢ = ¢,. Alors si un sommet U de U rencontre & — G;
(¢ = 4y), il rencontre aussi S; le réseau U étant (v. 5.5) régulier par rapport
a S, on a plus généralement: sile noyau d’'un U-simplexe rencontre B — G;
(7 > 4p), il rencontre aussi §. Donc les frontiéres, cycles, homologies mod S
et mod (R —@G;) (i = 4y) coincident dans le réseau U.

Pour i > 4y, soit 47 (1) la famille de tous les (p, M)-cycles C? (1) mod S
(ou, ce qui est la méme chose, mod (B — G;)) tels qu’il existe un C7 € L;
tel que C? ()~ C7 (1) mod (R — @;) (et donec mod §). On voit sans peine
que A7) + 0 et que 4 M) 4F W) pour k>i > 4y. Donc

[T4#@ =now+o

ieN
pour chaque ensemble fini N d’indices i > 4, car I (N) = AP () pour
k= max. N. 47 (1) est évidemment un systéme linéaire contenu dans le
module fini de toutes les (p, 1)-chaines. Par suite (v. Homologie, 1, 15) la
partie commune 47 (1) de tous les 47 () (¢ = 4y) est non vide; c’est donc
un systeme linéaire.

Or, soit U, B € @ et supposons que B soit un affinement de U,
w = Pr. (8, N). On voit sans peine que 7w 4?7 (B) C 42 (). Done (v. Homo-
logie, 11, 21) il existe un (p, R)-cycle C? mod S tel que C? (1) €47 (1) pour
chaque réseau 11 € @. Soit donnée une valeur de z; on doit prouver que
C?~CF mod (R—@;), CF € L;. On peut méme démontrer que C” € L;.
11 suffit de prouver que pour chaque U € @ il existe un Cf € L; tel que
Cr (W~CF ) mod (B— G;). Or soit W€ @; soit k>4. On a CP1)
€A M) 4F (), dout C? (N)~CF (NN) mod S avee CF€ Lx. Or on peut
attacher & Cf un CF € L; tel que Cf ~Cl mod (B — &), Aot C? (M)~C7 (1)
mod (R— G,).

6.2. Déterminons G; d'aprés 3.1. Soit p = 0,1, 2, .- .. Soit C? un (p, R)-
cycle mod S tel que CP~0 mod (B — G;) pour chaque ¢. Alors C?~0 mod S.

Démonstration. La famille @ du n° 5.5 étant compléte, il suffit de voir
que C? ()~0 mod S pour chaque résecau U € @. Or nous venons de voir
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que, U étant donné, il existe une valeur de ¢ telle que C?(11)~0 mod (K — G))
(ce qui a été supposé pour chaque ¢) entraine C? (1)~0 mod S.

6.3. Soient Ry, Ry deux espaces; soit S C Ry, S:C Ry. Supposons que R,
et Sy, ainsi que Ry et Sy, vérifient les axiomes Ay, As, As. Supposons de plus
que R;—S; soit homéomorphe & Rs— Ss. Alors, pour p = 0,1, 2, ...,
le p*™ groupe de Betti de R, mod S est isomorphe aw p*™ groupe de Betti
de Rs mod S;.

Démonstration. Soit ¢ I'homéomorphie donnée entre R;— S, et By — Ss.
Dans I'espace R;— Sy, définissons la suite {G;} comme dans 3.1. La suite {G}},
ol G/ = ¢G4, jouit de propriétés analogues par rapport & Ry — S,. Soit
Crun (p, R)-cycle mod S;. Pour ¢ =1, 2, ---, soit ¢/ un (p, Gy)-cycle
mod (G;— Gy tel quon ait C”~C7 mod (£,— ). On voit sans peine que
de tels cycles existent. Posons *C/ = ¢C/; cest un (p, GJ)-cycle
mod (G/— G/) que Pon peut considérer aussi comme un (p, Ry)-cycle
mod (R; — G;'). Evidemment on a pour i <<k: *Cf = *C} mod (R, — G}).
D’aprés 6.1 il existe un (p, Iy)-cycle mod Sy: *C? tel que *Cr~*C}
mod (R, — G%) pour chaque . Posons *C?= ¥ (C?, De 6.2 il résulte aisément
que ¥ définit une isomorphie entre les deux groupes de Betti considérés.

7. AXIOME 4, : La dimension (v.2.21) de R — S est égale a n (=1,2,3,---).

7.1. Soit U un réseau dans R. Un U-simplexe (en particulier un sommet
de 1) sera dit ntéricur si aucun de scs sommets ne rencontre S, exiérienr
dans le cas contraire.

7.2. LJordre d’un réseau 1 dans & est la plus grande dimension d’un
U-simplexe. L’ordre mod S de W est la plus grande dimension m d'un
U-simplexe intérieur ; si chaque sommet de 11 rencontre S, on pose m = —1.

7.3. Soit W un résear; soit P un résear gén. Il existe un résean B tel que
1° B est un affinement de W; 2° B est un affinement mod S de P 3° les
sommets rencontrant S sont les mémes dans les deux réseaux W et B 4° Uordre
mod S de B est < n.

Démonstration. Soit G la somme des sommets extérieures de U. Soient
U; (1 <7 < k) les sommets intérieurs de 1. Les ensembles (£ — @) U; con-
stituent un réseau U’ dans R — G. Soient Py, P, ---, Py les sommets
de B rencontrant B — G'; les ensembles P,— G (1 < » < m) constituent
un réseau W dans B — G. Puisque R — G est un espace bicompact de
dimension < %, il existe un affinement B’ simultané de W et de W' dont
lordre est <<mn. Soient V/ (1 <j < h) les sommets de B'. Déterminons
(v. Homologie, 111, 21) des sous-ensembles ouverts V; de R—S de maniere
que (R—@)V;=7V/ et que IV; = 0 entraine 7 V;, = 0. ¥’ étant un
affinement de 1’ et de W on peut s’arranger de maniére que chaque V;
fasse partie d'un U; et d'un sommet de . En ajoutant aux V; les sommets
extérieurs de 1, on obtient le réseau cherché .
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7.4, Soit @y la famille de tous les réseaux N de la famille @ du n° 5.5
dont Uordre mod S est — n. La jfamille ®, est parfaitement compléte.

D’apres 5.5 et 7.3.

8. Soit 3 un résean de la famille @, du n°® 7.4 possédant des sommets
intérieurs. Soit G' la somme de tous les sommets extérieurs de 3. Pour
Ih=0,1,2, .. soient o/'(1 = ¢ < e;) tous les (2, 3)-simplexes intérieurs
rangés daus un ordre detmmlne. (On a ap = 0 pour . >>n.) En particulier
o) (1 =7 = a) sont les sommets intéricurs de 3 de maniére que les o —
constituent un réseau dans I'espace bicompact B— G. Puisque dim(R— S)<mn,
d’apres 2.25 il existe des sous-ensembles bicompacts 7% (1 <7 < ) de

o
— 8 tels que 77Co7, 2 TiDOR— G* et enfin dim R, <n—1% pour
0<k<mn-+1, o0l Ry dengne I’ensemble de tous les points de R dppdltondnt

& k-1 au moins parmi les ensembles 7. (On a en particulier B, == Y
Ryy1 = 0.) Désignons par T le réseau fermé dans R, aux sommetq T;. Pour
0O=h<n, 1<i<a, oi=(f, o, .. o) soit T(])= _IOI Ti,. En
particulier 7'(¢0) = T}. Les T'(s}") sont d’ailleurs les noyaux des T-simplexes
(si on exclut les T'(¢}) = 0).

8.1. 3 et T étant donnés, un réseau U dans £ s’appellera commode par
rapport a 3+ T, ou commode tous court*,; §'il jouit des propriétés suivantes:
1° 1 appartient & la famille @ du n° 5.5; 2° aucun sommet de 1l ne ren-
contre simultanément R, et §; 3° V'ordre mod & de U est < n; 4° pour
1 g E< n, si chaque sommet d’un (%, U)-simplexe rencontre Rk, on a
h < ;3 B° Jour UEN, 0<h<n, 1 <i< e, larelation UZT(¢]") =0
en‘rxame UT(%)- 0; 6° si le sommet U de U recontre Ti, Ts,, -+, T,
alors les 61-0, Gin cee 6%
a UT(s]) 0.

R.2. Les réseaux commodes forment une famille parfaitement compléte.
La démonstration fera l'objet des n° 8.21—8.22.

8.21. Soit Ry un ensemble bicompact tel que Ry C Ry € R—S. D’aprés
2.1, l'espace Rj satisfait & 'axiome 4.

LEMME L, (0 < p < n): Soit T un réseau dans Ry. 11 existe un affine-
ment B, de B jouissant des propriétés Py, Py, Ps et Pf (p < q < n) ci-apres.
Propriété Py : L’ordre (7.2) du réseau B, est < mn. Propriété P,: Pour
1 <k < n, chaque B,-simplexe dont tous les sommets rencontrent £y a la

. T
sont les sommets d'un (%, 3)-simplexe o;" et on

27 On pourrait méme supposer que 2 T:= R — @ ; mais ce ne serait pas commode plus
tard (v. n°40).

28 Cette définition est provisoire. Plus tard (dans 18.1) nous allons un peu restreindre
cette notion.
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dimension < n—Fk. Propriété Py: Vi, Vi, -+, Vi étant des sommets de B,,

ke ko
la relation II V, = 0 entraine II Vi = 05 en outre, pour 0 < I < n,

1 <i<ap, la relation IIV T(s!) = 0 entraine II‘ T(s!) = 0. Nous

exprimerons cette proprlete comme il suit: Les mcldencm dans ié,,—{—‘l
sont les mémes que dans B, +T. [Une dncidence dans B, 4+ T, p. ex., est
un groupe de sommets de L, et de T dont le produit n'est pas vide.] Pro-
pricté P{: Soit V, un sommet de B, tel que 1° pour ¢+1 < Q < #,
1<i<ag, onaV,T(® =0; 2° il existe une valeur o, 1 < 4y < «,
telle que IVI,T(GZ%) + 0, alors, pour 1 < ¢ < aq, ou bien V,7; = 0, ou  bien
o/ est un sommet du simplexe 62’0. La démonstration du ]emme L, sera
donnée dans 8.211 et 8.212.

8.211. Démontrons d’abord le lemme L,. Pour chaque couple 7, j tel que
1<i<ea, 1=j=mn et tel que 6} ne soit pas un sommet de ¢/, on a
T; T(GJ?’) == ( (car autrement on aurait R,4; F 0). Il existe un affinement
11 de B tel qu'aucun sommet de U ne rencontre simultanément 7% et 7'(a}),
pour aucun de nos couples 7, j **. Pmsque RYDR. DD Ry, dim R <mn,

dim By < n—Fk, Ry = Ry, d’aprés 2.3 il existe un affinement QS,, du
réseau 1l jouissant des propriétés P; et P,. Le réseau U, et done évidem-
ment aussi son affinement B,, jouit de la propriété Py. Il ne reste qu'a
satisfaire & P;. Or les propriétés P, P, et Py du réseaun %,’L restent évi-
demment intactes si l'on rapetisse®® les sommets de Bj,. On peut done
choisir le résean B, de manitre que, si B, en est un rapetissement quel-
conque, les incidences dans B'-+Z (qui sont en nombre fini) soient les
mémes que dans B+ . Le réseau V), étant ainsi choisi, on voit sans
peine que chaque rapetissement fort L8, de V) jouit de la propriété Py.

8.212. Le lemme L, étant démontré, supposons pour une certaine valeur
de p (0 <p <n—1) la validité du lemme L,;;. Il s’agit d’en déduire le
lemme L,. Soit donc B un réseau donné dans Ry. Soit B’ un rapetisse-
ment fort de B. D’aprés Lpii, déterminons un affinement B, de ¥
jouissant des propriétés P, Py, Pyet P{ (p+1<qg<n).

Soit Vi, Vs, -+, V, la suite de tous les sommets de Bj, M, = 1,
My =V, -, M, —V celle de tous les sommets de 8,1 ¢t M1, Myyo, -+, Myps

«1/‘\ H/\

2 Fn effet, les ensembles disjoints T; et 7'(sj) étant fermés dans l'espace mnormal Ry,
il existe deux sous-ensembles ouverts U; et Uy de R, tels que U; DTy, Uy D T(q),
Uj- Ui = 0. Les ensembles Uy, Ui et Ro— (Ti-+ T (c})) constituent un réseau Uy dans R,.
1l suffit de prendre comme Ul un affinement simultané de B et de tous les réseaux ;.

30 Rapetisser les sommets U, Ih, «ve, Un d'un réseau 1l signifie que 'on passe de 1
A un réseau BT aux sommets Vi, Va, .-, Vi tels que ViCC Ui Le rapetissement 8 de 1l
est dit fort si Vi&E U:. Chaque réseaw 1 posséde un rapetissement fort (v. le lemme ').
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celle de tous les noyaux 7'(¢}) des T-simplexes. D’aprés Homologie, I1I, 21

il existe des sous-ensembles ouverts Ui, Us, ---, Uls de Ry tels que
1° U, DM, (1 <v<r-+s); 2° pour chaque combinaison (v, va, - - -, »p)

h
d’indices 1, 2, - -+, r4+s (1 <2 < r-+s) la relation [[ M,, = 0 entraine
i=1

II Uy,= 0. Pour chaque » (1 <» <) il existe un sommet 7, de B tel
=1

que M, C V,. Posons U, =U, V, (1 <v<r). Les ensembles U, Us, ---, U,
constituent un résean 11 dans R; tel que 1° V, €U, pour 1 < » < r;
2° les incidences dans U--Z sont les mémes que dans (B,:1--3 et par
suite, B, 41 jouissant de la propriété P;, les mémes que dans) B+ T
3° N est un affinement de ¥B.

Pour chaque couple composé d’'un sommet V, de B, et du noyau 7'(c})
d’un Z-simplexe tel que p+1 <k < n, V, T(sF) 4 0, choisissons un point
€V, T(sl). Appelons points distingués ces points b, ;. (qui sont en nombre

1'h1

fini).
Désignons par M la somme de tous les sommets de LB,4+1 n’ayant aucun

rhi

point commun avee Z T(cP*1). Considérons tous les couples 7%,

1=1

T(tﬂ’) 1<i< a1 <] < @p) tels que ¢f ne soit pas un sommet de o?.
}uVIdemment les ensembles M T; et M T(tﬂ’) sont fermés et disjoints. Il

existe donc®* un réseau 2, dans RE dont aucun sommet ne rencontre simul-
tanément les deux ensembles M T} et M T(s7) (pour aucun de nos couples
T;, T'(a?)).

L’espace Ry étant bicompact et le réseau B, un rapetissement fort
de U, il existe évidemment un réseau LW, dans Ry tel que si WER,,
wWVvV,+0, ona WCU,.

D’aprés 1.3, on construit un réseau 0, dans Ry tel que, si W, W' € Wy,
WW' 40 et si W contient le point distingué b,n;, on a W+W'CV,.

En vertu du lemme L,11, il existe un affinement simultané L& des réseaux
B, W,, W, et W, jouissant des propriétés Py, Py, Py et PL (p+1< g < ).
Le réseau T posséde évidemment les propriétés de chacun des trois
réseaux 28;, W, et W;.

Partageons les sommets V, (1 <» < p-+1) de Byt en deux espéces,
les sommets de premiére espéce étant ceux qui rencontrent un des en-
sembles T'(o? 1) (1< i < @, 1)

Partageons aussi les sommets de T en deux espéces de maniére que
WEW est de premiére espéce si, et seulement si, WV, 4 0 pour un som-
met ¥, de premiére espéce de B,i1. W étant un affinement de W,, on
a alors WC U,,

SLCAL. la note “
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W étant un sommet de premiére espece de Ly, distiguons deux cas: Si TV
ne contient aucun point distingué, choisissons, parmi les sommets 7, de
premiére espéce de By tels que WV, 40, un sommet V, et attachons
Wa V,,. Si W contient un point distingué, attachons W & chagque sommet
V, de premiére espéce de B4y tel que WV, 4 0. Pour chaque sommet V.
de premiére espece de Byi1, soit ¥, la somme de tous les TWEW attachés
aV,. On aalors V,CU,.

Les sommets du réseau LB, sont: 1° les ensembles V) que nous venons
d’attacher & chaque sommet V), de premiére espéce de B,4+1 (ce sont les som-
mets de premiere espece de Bp); 2° les sommets de seconde espece de
(ce sont les sommets de seconde espéce de By). Les réseaux 1 et T étant
des affinements de B, B, est aussi un affinement de BV. Il s’agit de voir
si le réseau B, posséde les propriétés Py, Py, Ps et P (p < g < n).

Commencons par les propriétés P, et P, A cet effet, choisissons un
point @ € R;. On doit prouver que les propriétés P, et P sont vérifides
pour tous les B,-simplexes dont le noyau contient . Deux cas sont &
distinguer. En premier liew, supposons qu'aucun des sommets de B con-
tenant @ ne contient aucun point distingué. Chaque sommet de 1, était
la somme d’un certain groupe de sommets de 28; dans notre cas, chaque
sommet de T contenant ¢ appartient & un seul de ces groupes. Le réseau T
jouissant des propriétés P; et P, on voit que cela a lieu aussi pour le
réseau B, relativement aux B,-simplexes dont le noyau contient a.
En second lien, supposons que, parmi les sommets de 8 contenant a, il
y en ait an moins un, soit W,, contenant un point distingué, soit b, s,

Le réseau T étant un affinement de W,, il en résulte que pour chaque
sommet W de W contenant a on a I'inclusion WCV,, . Puisque p+1 <y <,
byynyi € Vo, T (65:0) + 0, V), est un sommet de premiére espéce de 8,41, done
WCV, en est un de W. Il en résulte que tous les sommets de B, con-
tenant @ sont de premitre espece; soient Vo, Vi, -+, Ty, ces sommets. On
a alors V,,C Uy, (1 <¢ <k). Puisque 7, C U,, et puisque les incidences
dans W11+ sont les mémes que dans 143, le réseau U jouit des pro-
priétés P, et P, (car 8,11 en jouit par supposition). De ¥, U,, on conclut
que le réseau B, jouit des propriétés P, et P, relativement aux B,-simplexes
dont le noyau contient a.

Chaque sommet de 1, étant la somme d’'un groupe de sommets de T et
le résean W jouissant de la propriété Py, on voit sans peine que le
réseau U, cn jouit également.

Ensuite montrons que pour p+1 < g < n le réseau B, jouit de la pro-
priété P{. Soit donc V* un sommet de B, tel que 1° pour ¢+1 < Q < n,

1<i<ea,, ona V*T(0¥) 4+ 0; 2° il existe une valeur 7,
= === Q? i 0 ==


http://3Sp.fi
http://93_p.fi

636 E. CECH.

telle que V* T(G{f‘) 4 0. Soit i (1 <. i < «) un indice tel que of n'est pas un
sommet de /. On doit montrer que V*7; = 0. Si le sommet V* de B,
est de seconde espéce, cela est clair, car V* est alors un sommet du
résean W qui jouit de la propriété Pf. Supposons donc que V* = TV, soit
un sommet de premiére espéce de B,. On a alors V,C U, de maniére qu'il
suffit de montrer que U, 7% = 0. 1/inclusion V) C U, montre d’ailleurs que
U, T (o) 4 0. Or les incidences dans U 4T étant les mémes que dans
By114 T, on voit que V,.- T'(0) 4 0, et qu’il suffit de montrer que V, 7 = 0.
Supposons par impossible que V, 754 0. Le réseau B, jouissant de la
propriété P7, il en résulte qu’il existe des indices @, j tels que V, T’ (GJ.Q)#O.
I existe alors un point distingué byjo€ V5 7'(6?). Soit W un sommet de T
tel que b,;o€ V. Le sommet W contenant le point distingué 0,9, on a
I'inclusion WV, d’aprés la définition méme de V,'. Done b,jg€ ¥V, - T(rrj‘«')
= V*T(GJ.Q) 3 0, ce qui est une contradiction.

11 ne reste qu'a prouver que le réseau B, jouit de la propriété PY. Soit
done V* un sommet de B, tel que 1° pourp+1< Q< n, 1 <7< gy, on
a V* T'(s2) = 0; 2° il existe une valeur 4, 1 < 4y < «, telle que V*T(GZ’))
4 0. Soit i (1 <7< @) un indice tel que of n’est pas un sommet de o/ .
On doit montrer que V*7; = 0. Remarquons d’abord que V* est un sommet
de seconde espéce de B,. En effet, dans le cas contraire on aurait V*=7V,,
V, étant un sommet de premiére espece de B,yq, il existerait un indice j
1<) < apr) tel que 7, T(o‘}’“) +0, dolt by, jpt1€Ve T (aj"’“). W étant
un sommet de W contenant b, j 1, on aurait WCVy (par la définition méme
de V) d'olt by, jpia1 € VT (6P1Y) = V*T'(aP 1) 4 0, ce qui est une contra-
diction. Done V* est un sommet de seconde espéece de B, ; cela signifie que
V* = W est un sommet de W ne rencontrant aucun sommet de premiere
espece de BVpiq1, Aot V*C M en vertu de la définition des sommets de
premiere espece de LB, et de la définition de M. Le réseau W étant un
affinement de 28,, le sommet V* de I ne peut rencontrer simultanément
les deux ensembles (M T; et MT (GZ;) et par suite, en vertu de linclusion
V*C M, les deux ensembles) 7T; et 7'(sf)+ 0. OrV*T(al)4 0, done
V*T; = 0.

8.22. Nous venons de démontrer le lemme L,. Or soit L un réseau donné
dans R et soit P un réseau gén. donné. Les ensembles K, et S étant fermés
et disjoints, il existe un affinement 2B, de L tel qu'aucun sommet de 2B,
ne rencontre simultanément R, et S. Soit (v. 5.4) B, un réseau de la
famille @ du n° 5.5 qui soit un affinement de L, et un affinement mod S
de B. Soi Mla somme de tous les sommets intérieurs (v. 7.1) de B,. Soit
N la somme de tous les autres sommets de B,. Soit R} = R —N, de

maniére que R est un ensemble bicompact tel que RyCRfCMCR— 8.
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V, parcourant les sommets du réseau B, les ensembles g7, (dont on
supprime ceux qui sont vides) sont les sommets d'un réseau B* dans Ry .
D’aprés le lemme L, il existe dans Pespace Ry un affinement ¥ du résean

. . “ . E o & x
B* jonissant des propriétés Py, Py, Py et PO < q<mn). U", U, -+, Upt
étantles sommets duréseau 1%, déterminons [v. Homologie,111,21] des ensembles
Uy, Uy, -+, Uy, ouverts dans MD Ry et tels que 1° U,/ C U, (1 < v < m);
2° R U = U™ 3° Ry Uy = U, 4° vy, vy, -+, v étant une com-

) ) ) ) )

h 1
. . . . . b3 A
binaison des indices 1,2, ---, m, la relation [ [ U,; = 0 entraine [ [ U5, = 0;
1 1

chaque U, (I < » < m) est un sous-ensemble d’un sommet intérieur de B,.
En ajoutant aux U, U,, - - -, U, les sommets extérieurs de LB,, on obtient
un réseau U dans R qui est évidemment un affinement du réseau ¥ et un
affinement mod S de P. On voit sans peine que le réseau U est commode.

8.3. Soit U un sommet d’'un réseau commode . Si UR, = 0, disons que
U est despece o1 (on le symbole o—1, appelé aussi (—1, B)-simplexe
intérieur, n'a aucune signification). Si UR, + 0, d’aprés la propriété 6°
d’un réseau commode (v. 8.1), il existe des indices 2, ¢ (0 </ <m, 1 <i:Z«y)
tels que UT'(¢]) 4 0, tandis que U T(o‘}’) = 0 pour toutes les valeurs de
J (1 <j = «) telles que ¢ n'est pas un sommet de ol [et done, plus
généralement, UT({;JF) F00=k<m, 1<j5<e si, et sculement si, le
simplexe ¢} est une /-face du simplexe o}, ce qui exige en particulier k < 7].
Nous disons alors que U est d’espece ¢f'. Chaque sommet U du réseau
commode 11 possede donc une espece bien déterminée ; cette espece est un
(h, B)-simplexe intérieur; le nombre . (—1 < 7 < n) est appelé rang du
sommet U.

Soit maintenant * = (U,, Uy, ---, Ux) un (k, N)-simplexe. Supposons
que le sommet U, (0 < » < k) soit d’espece 01.’:". Soit aZL la face commune
de dimension maxima de tous les k-1 3-simplexes 6;:”. [Si 7, = —1

pour une valewr de » (0 <» < k), ou bien si les k41 3-simplexes n’ont
aneun sommet commun & tous, on a ¢} = ¢~1] Nous disons alors que 7
est d’espece of; le nombre o (—1 </ <<n) est le rang de 2.

8.31. Si le (k, W)-simplexe v est extériewr (v. 7.1), en particulier si 'k = n--1,
alors % est d'espéce a1,

C’est une conséquence immédiate des propriétés 2° et 3° d'un réseau
commode (v. 8.1).

8.32. Si le noyau dun (k, W-simplexe ©% rencontre Ry (0 = 1 < n), le
rang de v est > h. IFn effet, il existe un indice i(1 < i < ap) td que
J (@) Tl 40, doi UT(6])+ 0 powr chaque sommet U de "

8.33. Soit * un (k, W-simplexe de rang I = 0. Alors h < n—15k. Clest
une conséquence immédiate des propriétés 3° et 4° d'un résean commode,
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8.34. Soit v wne K-face d'un (k, W)-simplexe %, avec v et 7 resp.
d’espice olt, ol Alors le B-simplexe ol est une h-fuce du J-simplexe al¥ ; en
particulier on a I <M, et It = 1" entraine o} = ol. [Le symbole ¢~ est
ici considéré comme une (—1)-face de chaque 3-simplexe intérieur.] C'est
une conséquence aisée des définitions.

8.35. Soient U, W, deux réscanx commodes, Ny étamt un affinement de 1 ;
soit w= Pr: Wy, W). Soit v* un (k, W))-simplexe d’espoce ol %, Alors ou
bien mwa® =0, ou bien we* est un (k, W-simplexe d'espéce 6%, Cest une
conséquence facile de la définition de 1'espéce et de 8.33.

I1.

9. AxIoME B. Chaque point a € R — S posséde un entourage U tel que,
I'™ éant un (n, R)-cycle (absolw) dans U, on a Uhomologic I'" ~ 0 mod S32.

9.1. Chaque entourage swffisamment petit de chaque point a € R— S posséde
la propriété suivante : Chaque (n, R)-cycle I'* dans U est ~0 dans U. 11
existe meme (v. 1.4) un résean B dans B tel que, si I est un (n, R)-cycle
dans U, on a I'N) = 0 pour chaque affinement U de B qui soit d’ordre
< n mod S.

Démonstration. Déterminons un entourage U € R— S du point a d’apres
Iaxiome B. Soit B, un réseau tel qu'aucun sommet de B, ne rencontre
simultanément U/ et S. Déterminons un affinement ¥ de B, jouissant de
la propriété du n° 1.3. Alors, si V', V" sont deux sommets de ¥ tels que
VU0, SU"40, ona V'V” = 0 et la méme propriété appartient i
chaque affinement de B. Soit 1 un affinement de B d’ordre << n mod S.
Puisque I~ 0 mod S, il existe une (-1, U)-chaine A*11(11) telle que

(%) FAH ) — Q) cS.

Supposons, par impossible, que ™ (1) + 0. Alors il existe un (n, 1)-sim-
plexe ¢ qui se trouve dans la chaine I'* (11) [avec un coefficient F 0].
Puisque I"CU, chaque sommet de ¢” rencontre U/ et ne peut donc ren-
contrer S. Par suite (*) montre que la chaine A7+1 (11) contient un (n41, U)-
simplexe 0”11 dont o” est une n-face. Puisque U est un affinement de
et puisque les sommets de ¢™ rencontrent U , aucun sommet de ¢! ne
peut rencontrer S. Or ceci est une contradiction, car le résean 1 est
d’ordre < n mod 8.

32 En vertu de Homologie, II, 28, cet axiome peut &tre énoncé comme il suit: Chaque
point a € R — S posséde un entourage U tel que, U étant un réseaw et I™ (1) étant un
(n, W)-cycle essentiel dans U, on a Uhomologie I'"'(1) ~0 dans U. De la méme maniére
on peut modifier aussi l'énoncé de presque tous les axiomes suivants. Il est important

que le lecteur se rappelle constamment la possibilité de cette modification.
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9.2. Il existe um réseart gén. P, jowissant de la propriété suivante :
Lorsque P €y, on a PLEeR—S8 et i I'™ est un (n, R)-cycle dans P,
on a I''~0 dans Py; on peut méme atlacher i chaque sommet Py de P,
un résean B (Py) tel que, si I' est un (n, R)- (1/(70 dans Py, on a I'"() =0
powr chaque affinement U de B(P,) dordre < n mod S. Cest une con-
séquence de 4.2 et de 9.1,

9.3. Déterminons un réseau gén. P, d’aprés 9.2, puis un affinement B,
de %, jouissant de la propriété suivante: A chaque sommet P, de P,
on peut attacher un sommet 7’ de 9, de manitre que, si P est un sommet
de P, tel que P, P54 0, on ait PAC Py, [Le réseau gén. P, existe en vertu
de 4.3 et 4.4.] Soit P; un affinement de P, jouissant par rapport a P, de
la méme propriété que P, par rapport & B,. On suppose dans tout ce
Chapitre que le choix des réseaux gén. P, Bs, P; ait été fait d'une
maniére bien determinde.

10. Soit ¢=1, 2, ou 3. Soit A4 0 un sous-ensemble bicompact de R—S.
Soit "1 un (n—l R)-cycle dans A. Supposons qu'il existe un sommet P; du
réseau gén. P; tel quon ait 'homologie I'~1~0 dans P; (ot AC P).
Nous dirons alors que I'*~! est un (n—1, R)-cycle duw type t; dans A.

10.1 Soit I un (n—1, R)-cycde du type t; (i =1,2,3) dans A.
Soit P; un sommet correspondant dw résean gén. V. Il existe un (n, IR)-
cycde C" mod A dans Pi jouissant des propriétés swivantes: 1° FCmes -1
dans A; 2° il existe un résean B(Py) [ne dépendant que de Pi] tel que si
le réseaw Uy est un affinement de Wy et st Wy est un affinement de B(P;),
si enfin Wy et Wy sont d'ordre << n mod 8, on a wC" (Ny) = O™ (1,) mod A,
ot € = Pr. Uy, Uy). Le cycle relatif C" est bien déterminé a une homologie
mod A dans P; pres; powr chaque affinement W de B(P;) d’ordre < n mod S
on peut méme affirmer que C" (W) est bien déterminé mod A. Le cycle
relatif C" reste inaltéré (dans le scns’ qzu' z/em‘ d'étre précist) si on rem-
place I par wn (n—1, R)-cycle 17" " dans A.

Démonstration. Déterminons un réseau ‘B(,PZ-) jouissant de la propriété
du n° 9.2. Cette propriété restant intacte si on remplace B (F;) par son
affinement, on peut supposer qu'aucun sommet de LB (F;) ne rencontre simul-
tanément les deux ensembles P; et S (qui sont fermés et disjoints). Désignons
par @ la famille de tous les affinements de (/%) qui soient d’ordre
<nmodS; cest (v.7.3) une famille complete de réseaux.

A chaque résean 1 € @ attachons un affinement 11, € @ normal relativement
aux cyeles dans P, et choisissons une projection 7, = Pr. (11, W), puis
un (n—1, 11 D-eyele 1Y)~ 1" (1) dans A, enfin une (2, 11;)-chaine
dans 7;: C'(1L) telle que FCy' (1) == ) et posons €7 (W) = m; Cf (1Y),
De’montxonb le lemme L suivant: La (n n)- chame cr (11) reste inaltérée
mod A si Uon fait un autre choix Uy, m, I3 (), O () de 1y, 7y,
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(), ¢f (). On voit sans peine quil résulte du lemme L que le
cycle relatif ¢, s’il existe, est bien déterminé dans le sens énoncé dans
le théoreme.

Démontrons d’abord le lemme I dans deux ecas particuliers: I. Soit
N = W, m, = m,. On a alors 77 (1)~ 757" (11,) dans 4; il existe
donc une (n, U;)-chaine dans 4: D*(1,) telle que

FDr ) = tu) — it y) = FOF () — FOoP ().

Alors A" (1) = D" () + ¢ (0,) — 03 (1) est un (n, 1;)-cycle dans Pi.
1, éiant un affinement de U normal relativement aux (n, )-cycles dans 131,
il en résulte que m A" (W) = = D" (W) -+ OF () — 7, €3 (1) est un
(n, N)-cycle essentiel dans Pi. Or le réseau U est un affinement d’ordre
< mmod S du réseau B(F;), d'ou il résulte (v.9.2) que 7, 47 (1) = 0.
Or ceci donne m; C7 () = =, €3 (1)) mod 4, car D" (11,)C A entraine
m D' (W) C 4. TL Soit Wy == Wy, 137 (W) == 177 (), ¢ (Ug) = OF' (UL,),
On a alors , C{' () — 7, Cf' () ~0mod A dans P;. Or le réseau U, est
d’ordre < nmodS et aucun sommet de 1I; ne rencontre simultanément P
et S; on en déduit sans peine que I’homologie précédente entraine
m Cf () = =, O (1) mod 4.

Ceci étant, passons & la démonstration du lemme L dans le cas général.
Soit 3 un affinement simultané des réseaux U, U, U, normal relativement
aux cycles dans P;; soit my = Pr.(Uy, U,), s = Pr.(;, Wy).  Soit
Ci' (1) une (n, Uy)-chaine dans P; telle que FC5 (Uy) = "1 (). Daprés I
on a m Cf () = w3 CF (W) mod A, (o' () = w3 Cy' (Ug) mod A ;
daprés II on a 7wy Cf () = s CF (W) mod 4. Done 7, €F ()
= myCy (Us) mod 4.

Le lemme I étant démontré, il reste & voir que les (n, U)-chaines €™ (11)
construites plus haut pour chaque 1€ @, jouissent des propriétés suivantes:
1° ") Py; 2° FOr(M) ~ 1 (1) dans Pi; 3° si W, W€, si 1,
est un affinement de I, et si w = Pr.(U,, Uy), on a 7w C* (1) = C*(U) mod A.
Les propriétés 1° et 2° étant évidentes, démontrons 3°. A cet effet, soit
U; un affinement simultané des réseaux U, U, normal relativement aux
cycles dans P, et soit my = Pr.(11y, Uy). D’apres le lemme L, on a C*(11,)
=y C"(Ug)mod 4, C*(1,) = nwrryC"(U5)mod 4, d’olt #C™(Uy) = C*(U)mod 4.

10.2. Ttant donné un (n—1, R)-cycle I''"t du type t; (i = 1, 2, 3)
dans A, il peut exister plusicurs sommets P; de P; tels que I~ 0
dans P;. Or, si i = 2 ou i = 3, le cycle relatif C* du n° 10.1 est indc-
pendant du choix de P; dans le sens suivant: Il existe un réseau T tel que
dans chaque affinement W de W qui soit d'ordre < nmod S le cycle relatif
C" (M) est bien déterminé a mod A preés.
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Démonstration. Soient Py, P deux choix de P et soient €, €3 les
deux cycles relatifs correspondants. On a Py Py DA 4 0. 11 existe done
(v. 9.3) un sommet P;—; du réseau gén. P;_; tel que Py -+ PoC P4, Ilen
résulte que I'"* est un (n—1, R)-cycle du type #;—; dans 4, %4 étant
le sommet correspondant de P,—;. Soit €y le cyele relatif correspondant.
Soit I un affinement simultané des trois réseaux B (Py), B (L), B(Pi1).
Chacun des deux cycles relatifs €1, C2* jouit évidemment des propriétés du
cycle relatif Cy'. Ces propriétés déterminant (' univoquement, on a pour
chaque affinement 11 d’ordre < nmod S du réseau 2 les relations (7' (1)
== Oy () = €y () mod 4.

10.3. Soit I'""tun (n —1, R)-cycle du type t; (i = 2 ou 7 = 3) dans A.
1l existe un ensemble bicompact H tel que 1° ACHCR—S; 2° I'1~0
dans H; 3° HC Py, oit P;€ %5 4° si K est wun ensemble bicompact tel que
ACKC P, PleP; et I ~0 dans K, alors HC K.

TLa démonstration fera 1'objet des n° 10.31—10.33. L’ensemble H cst
évidemment bien déterminé (v. aussi 10.4); nous Uappellerons le portewr de
Uhomologie I'~!~ 0.

10.31. LemME. Soit I~ un (» —1, R)-cycle du type #; (i = 1,2, 3)
dans 4. Soit AC B, By, B, ct DB, étant des enscmbles bicompacts tels
que B+ B, C P;-, PieP;. Soit I' 1~ 0 et dans B, et dans By,. C" étant
le cycle relatif du n® 10.1, C* est situé dans B, B,.

Démonstration. Soit @ la famille de tous les affinements 1 de B (F)
d’ordre << » modS. On voit sans peine que C* (W) B, et C* (1) C B, pour

chaque Ne®. Il s’agit d’en déduire que C*(N)C B, B,. Soit done 1 un
résean donné de la famille @. Soit B un affinement de 11 régulier (v. Homologie,
111, 22 et 23) par rapport & B, B,. Déduisons de B un nouveau réscau I
de la maniére suivante: Un sommet 7 de B tel que VB, B: + 0 est un
sommet de W; au lieu d'un sommet VEV tel que VB, B, =0 le réseau W
possede deux sommets V— DB, et V—B,. Evidemment le réseau T est un
affinement de 11 régulier par rapport & B, By ; en outre W possede la propriété
suivante : SiWeW, WB, 4 0, WBy4 0, on aaussi WB; B, 4 0. Soit I, €@
un affinement de W qui soit en méme temps un affinement de 11 normal
relativement aux cycles dans P;. Soit 7, = Pr.(;, W), m, = Pr. (W, ).
D’aprés 10.1, on a C*(U) = e, C? (1) mod A. Puisque C"(U,) C B, et
C*(,) C By, chaque sommet de chaque simplexe de la 11;-chaine C”(U,)
rencontre B, et B,. Il en résulte que chaque sommet de chaque simplexe
de la 2W-chaine =, C*(1;) rencontre B, ct B,, et par suite aussi B, B,
d’aprés la propriété du réseau ®. Le résean W étant régulier par rapport
& By B;, il en résulte que = C*(U,)C B, By, d'ou mym, C*(N,) C By B, et
par suite aussi C*(1) C By B,.

10.32. LemmEe, Soit I'™1 un (n—1, R)-cycle du type t; (i=1, 2, 3)
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dans A. Soit I'"1~0 dans %, P;€ P;. Soit ¢ >0 un nombre ordinal
donné. A chaque nombre ovdinal & - « soit attaché un ensemble bicompact Bg
de maniére que: 1° By=1;; 2° Powr §<9<eona B:DDB,; 3° 4C B;
7] [ Vi <

pour chaque &< e; 4° I'"1~0 dans B: pour chaque &< «. Iosons
Be =[] Be. Alors I'"'~0 dans DB.

§ §

&<

Démonstration. Soit C" le cycle relatif du n° 10.1. Pour chaque & <«
on a évidemment C*C B:. Soit @ la famille de tous les affinements 1
de B () d’ordre <z modS. Soit U€ @. 11 s’agit de montrer que € (1) C Be..
Soit I; un rapetissement fort (v.3°) de 1. Evidemment 11, € @. Soient U,
(1 <»-<m) les sommets de U et Ur €U, les sommets correspondants
de U,. En posant n U, =U,, on a = = Pr.(1;, ). D’apres 10.1 on a
cr() = n(]"(ll) mod A. Soit (Uy,, Uy, ---, Uy) un simplexe de la

chaine C*(1), J = H U,, son noyau. On doit montrer que FB« F 0.

Ceci est clair si 0‘1410, car A C Bq. Supposons donc que J4 =0.
Puisque C*(1) = n(]"(ul) mod 4, la chaine C*(1,) contient le simplexe
ot = Uy, Uy, ---, Uy,). Pour chaque & <« le noyau de o rencontre B,
car C"(;) C Bz. En posant K = [I Uy, K est un sous-ensemble bi-

k=0

compact de J tel que KB: 3 0 pour chaque § << «. {K Bz} étant une suite
monotone d’ensembles bicompacts et non vides, on a H KB: = KB«%} 0,

\(\C
d’on IBeH 0.

10.33. Passons & la démonstration de I’énoncé du n° 10.3. Choisissons
P;€B; de maniere que ACP I'1~0 dans P;. Choisissons un nombre
transfini 8 dont la puissance soit supérieure & celle de K— S et définissons
par récurrence une suite transfinie {B:} (§<8) telle que: 1° les B: sont
des sous-cnsembles bicompacts de R—S; 2° B;DB,] pour chaque §<74-Z8;
3° By = P;; 4° BeD A pour chaque §< 8; 5°I"1~0 dans Bt pour
chaque &-<B. Soit >0 et <8 un nombre ordinal donné et supposons
qu'on ait déja défini les Bg pour tous les §<Cy. Deux cas sont & distinguer :
Premicrement soit 9 = §-+1 un nombre de premiére espéce. Dans ce cas
choisissons I'ensemble bicompact B, de maniere que 4C B, C B; et que
r-1e~0 dans B, ; c'est vérifié en posant B, = Bg; or si cela est possible
choisissons Bv:f B:. In second liew soit 7 un nombre de scconde espéce.

Dans ce cas posons By = [] Bs ce qui est loisible en vertu du lemme
c/.q
du n°10.32. La construction de la suite transfinie {Bg} (§<8) est ainsi

achevée. De la propriété 2° résulte l'existence d’un nombre ordinal ¢ <8
tel que Be= Bey1. Posons H = B.. Les propriétés 1°, 2°, 3° du n°10.3
sont évidentes. Soit donc K un ensemble bicompact tel que AC KCP,
PeP; et I '~0 dans K; il s’agit de montrer que HC K. Puisque
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P PioA 4 0, il existe (v.9.3) un sommet P;_; de Pi—1 tel que P+ PicC Py,
dott H+KC ;1. Puisque I'""1~0 ct dans H et dans K, on a I''1~0
dans HK en vertu du lemme du n°10.31. Puisque H = B¢ = Beay1, 01
ne peut avoir HK + H par la définition méme de Betr. Done HK — H,
c’est-a-dire HC K.

10.41. Soit I'1 un (n—1, R)-cycle du type £, dans A. On peut alors
considérer I'"! aussi comme un (n—1, R)-cycle du type #, dans 4. Kvi-
demment ceci est sans influence sur le porteur de I'homologie I'"1~0,

10.42. Powr v = 1, 2 soit I')'"" wun (n—1, R)-cycle du type ty dans A, of
soit 13" ~0 dans Py, Py€Py; soit Hy, le portewr de Uhomologie T~ ~0.
Soit TP ~T07" dans A1+ Ay, Alors Hy— (A, + A.) = Ho— (4, + 45).

Démonstration. 11 existe un (n—1, R)-cycle I'"! dans A, 4 4, tel que
r=1~r,"" dans At A (r =1, 2), " '~0 dans Py. [Il suffit de poser
p.ex. I’ w1 =1 hVIdcmment """ est un (n—1, R)-cycle du type
dans A;+ s ; soit H le porteur de I'homologie I'*~1~0, Il suffit de montrer
que I+ Ay = Hy+ Ay = H. Or H-+- H -+ H,CP,. On a HD A, Ay,
" '~o0 dans H, I '~177" dans 4;+ Ay, done 17 '~0 dans H, d’olt
HDOH, (par la définition de H,), et par suite HDH, -+ 4,. D’autre part
on a I''" '~0 dans Hy, done aussi dans H, 4 ., DA, -+ Ay, et 17 o™t
dans A, + 4,, done I'""1~0 dans H, 4 4,, dott H,+ 4, DH (par la
définition de H). Il est ainsi prouvé que H,--A, = H, et on prouve
pareillement que H,+ 4, = H.

1043, Pour v =1, 2 soit I'""" un (n —1, R)-cycle dn type ty dans 4, .
Soit H, le porteur de 'homologie Ty~ '~0. Soit A A, C Py, D€,
Soit IT o Iy dans A+ Ay, Alors Hy— (4 + .1,) = 11.,—(.11+X12).

Démonstration. Soit It '~0 dans Py, Py €y (v = 1, 2). Alors
Py Zg,,DA,,1 0. 11 existe donc (v.9.3) un sommet P, de P, tel que
Py -+ Py + Py Py, T suffit done d’appliquer 10.41 et 10.42.

10.44. Soit I'"' wun (n—1, R)-cycle qui peut étre comsidéré comme un
cycle dans A, ouw comme un cycle dans Ay, dans les deux cas du type 1.
Soit H, (v = 1, 2) le portewr de Uhomologie I'"1~0, en considérant I'"—1
comme un cycle dans A,. Alors Hi— (A, + 4,) = H, — (4, + 4,).

Démonstration. D’apres la définition d'un (n-——1, R)-cyele du type 7,
il existe un sommet P, €L, tel que 7" 1~0 dans Py, dott A+ A, C Py,
11 suffit donce appliquer 10.42 en y posant 17" "= 1" = 1",

5. Powr v ==1, 2 soit """ un (n—1, ]1’,)—('y(,‘70 du type ty dans Ay
Soit H, le portewr de Uhomologic 1y '~0. Soit H, Hy40. Soit ¢, €R.
Alors e 17 P ey I est un (n—1, R)-cycle du type t; dans A;+ A, et
le portewr H de 'lzomolor/z'c o I + e 'Y '~0 est contenu dans H, -+ H..

Démonstration. Soit I3 '~0 dans Py, P €95 (v =1, 2). Alors (v.10.3)
on a PywDH,, done Py Py D H, HZ#O 11 existe donec (v. 9.3) un
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sommet P, de sz tel que Py + D5 CP,. 11 en résulte que A‘11+4‘12Cl—)2,
TP ' eI '~0 dans P, de maniere que ¢ 77 e 7371 est un
(n—1, R)-cycle du type ¢, dans A, 4,. Puisque 1 I e I w0
dans Hl—{—HQCI A P ,C[{, on a HC H,+ H, d’apres 10.3.

11. AXIOME D, : Soit IT'™ 1 un (n—1, R)-cycle du type ty (ou ty, v. 10.41)
dans A. Soit H le portewr de U'homologie I'"1~0. L'ensemble H— A est
owvert dans R (done dans E—NS).

T ensemble H— A sera appelé VUintériewr du cycle I, La maniére
dont il dépend de A est éclaircie dans les n° 10.42 et 10.43.

11.1. Soit It un (n—1, R)-cycle du type t, dans A. Soit H le portewr
de Uhomologie T'"1~0. Soit a un point de Uintériewr de I, 1l exriste
un entourage W de a jouwissant de la propricté swivante : A chaque enlourage
VCW de a on peut attacher un (n—1, R)-cycdle A"t du type t, dans
F(V)=V—V te que: 1° le portewr de 'homologie A"1~0 est V (de
manicre que le point a est a Uintériewr de A"V); 2° on a 'homologie
I A1 dans H—V. V étant donné, le cycle A”‘1 est bien déterminé
a une homologie dans F (V) pres.

Démonstration. Soit TV un entourage de a si petit que W& H—A.
W existe en vertu de l'axiome D;. Soit V un entourage de a tel que
VCW. Soit C* le (n, R)-cycle relatif du n° 10.1. C’est done un (n, R)-cycle
mod 4 dans H. Soit N la famille compléte de réseaux dans H qui s’obtient
de la famille NV définie dans Homologie, IV, 2, en y remplacant R, R, Ry,
Ry =R Ry, @, ¢, = R, &, ay = Ry, @y — Ry« respectivement par H, V,
H—V,F(V)=V(H—YV) (car VE H), 4, 0 (car VA = 0), 4, 0. Soit &
la famille de tous les réseaux Ul dans K qui s’obtiennent d’un résean BLEN
de la maniére suivante: Soient Vi, Vs, - - -, V), les sommets de B; d’apres
Homologie, 111, 21 on peut déterminer des ensembles U; (1 < ¢ << m) ouverts

k k
dans R tels que V; = HU; et que [] Vi, = 0 entraine [[ U; = 0; soient
=0 0

Unt1, Unt2, < -+, Unts les sommets d'un réseau arbitraire dans R — H:
les sommets de W sont Uy, U,, - -+, Upnys. & est évidemment une famille
complete de réseaux dans R et les réseaux de la famille N sont les inter-
sections de ceux de la famille & avec 1'espace H. Pour chaque U€ Y,
on peut poser (Homologie, IV, 6, ou 1'on 1emp]ace n par n —1) C* (1)

(H)—Ko (W), les (n, N)-chaines K7 () et K’ (1) étant telles que
KI" (11) cV, Ky (W H—V, et on peut définir un (n — 1, W)-cyele absolu
dans F(V): A1) tel que K7 (1) — 4" (1), K3' (1) - A" " (W) mod 4.
Les A»~1 (1) définissent (v. Homolo gie, IV 13) un (n—1, R)-cycle A»—*
dans F(V). Puisque Kf W)V, ona A" "'~ 0 dans VC HC Py, P,€P,.
A1 est donc un (n —1, R)-cycle du type #, dans F(V) et, H, étant le
porteur de ’homologie A»1~0, on a H,C V. D’aprés 10.3, on a pour
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chaque Wew: I'" ')~ FC"() = FK'(W) — FK, () dans 4. Or
FK) = A" ‘(u) et K3 (W)C H—V, doi FK? W) C H—V; enfin
AcCc H—V. Done I'* 1 (1) ~ A"*l(ll) dans H—V pour chaque W€,
dou I'" '~ A" dans H— V. Si AY"est un autre (n —1 ]’) cycle dans
F(V) tel que A7 '~0 dans Vet 7" '~ A7 dans H—7V, ona A" — AV '~0
et dans V et dans H — V. Puisque V—{—(H——V) = HC D, P€eYP,,

AT — AT est un (0 —1, R) cycle du type #, dans F(V) et, H, étant
le porteur de I'homologic A"~ A”“ rvO ona H;CV et HHC H—V,
d’ont H,CF(V) et par suite 4" '~ AT dans F(V). Le cycle 4" est
donc bien déterminé & une homologie dans F'(V) pres. On doit encore
démontrer que H, = V. (Nous savons déja que H,CV.) Dapres la
définition de H,, il existe pour chaque W€ & une (n, N)-chaine L* (1) C H,
telle que L") — 4" (). Or KT () - 4" (1) et

FC*"() = FK{'(1) — FKy W)~ 1" (1)

dans .4, de maniere qu’il existe une (, W)-chaine M"(11) telle que K'(11) —K5'(11)
r- 1(11)—I—FM "W). 11 en résulte que L" (1) — K3 W) — FM" (W)— 1"
pour chaque M€ w, Or, L"(W)C H,y, Ko (W CH—7V, FM"’(H)C;[CH—V,
de maniere que I'""'~0 dans Hy+ (H—V)C H. H étant le porteur
de Thomologic [ 1~0, on a done H,+(H —V) = H, don
V = H— (H—V)C H, et par suite, H, étant fermé, Vc H,. Comme
nous savons que H, CV, nous arrivons bien & la conclusion V = H,.

12. AxiomE D,: Chaque point a€ R— S est intériewr @ un (n —1, R)-
cycle du type ts.

12.1. Chaque point a€ B — S possede wun entourage W,y jouissant de la
propriété suivante: Si VC Wy est un entourage de a, il existe un (n—1, R)-
cycle A" du type ty dans F(V) tel que le portenr de I'homologie A" '~ 0
soit V. (Le point a est par suite & lintérieur de 47-1),

Démonstration. Soit P; un sommet de réseau gén. Py contenant le point «.
En vertu de I'axiome D,, il existe un ensemble bicompact AC R—S— ()
et un (n —1, R)-cycle It du type #, dans A tel que le point @ appartienne
4 lintérieur de I'*~1, Déterminons W d’apres 11.1 et posons W, = WDI.
Pour chaque VC W,CW, on a, d’apres 11.1, un (» — 1, R)-cycle 41 du
type £, dans F(V), tel que le porteur de I’homologie 4»~!'~0 soit 1.
Puisque 471~ 0 dans VC Py, 4% est un (n—1, R)-cycle du type fy
dans F(V).

12.2. La dimension de Uespace R — S en chaque point a est égale @ n.

Démonstration. D’aprées l'axiome 4, (n°7) on a dim, (X —8) < n.
Supposons par impossible quwon ait dimg (R — §)-<n. Le point a possede
alors des entourages V arbitrairement petits tels que dim F'(V) < n— 2.
La famille & de tous les réseaux U tels que les dimensions des U-simplexes
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dont le noyau rencontre F'(V) sont << n—2 est alors une famille compléte.
D’autre part, si V est suffisamment petit, il existe d’apres 12.1 un (n—1, R)-
cycle Av~t dans F(V) tel que A" 140 dans F(V). Or pour tous les
réseaux W€ & on a évidemment 41 (11) = 0 ec qui est une contradiction.

13. AxXIOME I A chaque point a€ R — 8 et & chaque entourage Q de a
on peut attacher un entourage Q C Q) jouwissant de la propriété suivante :
LPour chague entourage dc a tel que Qy C Q il existe un entourage @y
de a tel que: 1° Qs C Qy; 2° i les (n— 1, R)-cycles It ", T's™" sont situés
dans Ql~— Q) et sont /mmolor/ues . 20ro /lmz? Ql, il existe dmu, nombres ry,
1 €R, dont un aw moins + 0, tels que ri 17 RS N '~ 0 dans Q—Qs

13.1. De l'axiome £ on déduit d’aprés 4.2: Q étant un 1ésean gén. donnd,
il existe un affinement Qy de 2 et une projection w = Pr.(Qy, Q) qui
Jouissent de la propricté suivante: Qo étant un affinement quelconque de L2y,
on peut déterminer un  affinement Qz de Qs ainsi qu'une projection
a = Pr.(Qy, Qu) de manicre que Uénoncé suivant soit vrai: Pour chaque
sommet @ de Qg et pour chaque sommet @y de Qp fel que QDA Qs on
peut attacher « chaque couple de (n—1, R)-cycles 177 17 situés dans
Qu— 7' Qy et homologues & zéro dams Ql un (01(1)10 de nombiga 7y, ¥y €R
dont un an moins + 0, fels que 1 ¢ —l— oy Iy '~ 0 dans 7T Q— Q.

14.1. Soit a€ R— 85 soit U un entourage de a. Il existe un entowrage
VC U de a jouissant de la propricté swivante: A chaque couple Cf', Cy de
(n, R)-cycles mod (R—U) on peut attacher deux nombres ry, r2€ R, dont
wn aw moins 0, tels que vy C1' 41y Oy ~0 mod (R —7V).

Démonstration. Soit @ € U un entourage de a si petit que Q T P€ TP,
(v.9.3). @ étant donné, déterminons un entourage @, C @ d’apres 'axiome .
Choisissons I'entourage Q. C @, de a arbitrairement et déterminons I'entourage
Qs C @, de a d’apres I'axiome K.

Soit & la famille complete de réseaux dans R qui s’obtient de la famille N
définie dans Homologie, IV, 2 en y remplacant B, Ry, Ry, By = By I, «,
nl = Ry, ay == Ry, a3 == Iy« respectivement par K, @, B—Qy, I'(Qy),

—U, 0, R—U, 0. Soit » == 1, 2. D’apres 1. c. 11"6 (ot I'on remplace
(}"H par C,’,) il existe pour chdque € & deux (n, W-chaines K, ) @y,
L) R—Q, telles que C; (1) = K, (0)— Ly (1) et un (n—1, U)-cycle
7 ) C F(Q) tel que Ky (W)—77 7' (W). Daprés loe. n°13 75" (1)
définissent un (n—1, R)-cycle it d ans F(Q,). Comme K, (11)C @, on
a I} '~0 dans Q. Puisque les cycles 75, ! sont situés dans F(Q) C Q, — Q.,
il résulte de I'axiome £ l’exutence de deux nombres 7, 7, € R, dont un
au moins + 0, tels que r 77 7y I3 '~ 0 dans Q— Q.

Soit W€ & un réseau donné. On doit montrer que 7, Ci' (1) 7, €3 (U) ~0
mod (R—7V). Soit B un affinement de U tel que 4?(B) =0 pour chaque
(n, B)-cycle essentiel dans P,. [ existe en vertu de 9.2.] Soit W€ & un
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affinement de ¥ normal relativement aux eycles dans . Soit 7 == . (8, 1),
' = Pr.(W, B). Daprés U'homologie » IT '+, I '~ 0 dans Q— (s,
il existe une (12, WW)-chaine D" (W) dans Q — @y telle que D" (W) —» 7" ()
Hr 1Y), Comme I3 (W)= FKpr (W) (v=1,2), on a D"(WW)—» K"(1V)
—7y Kg (W')—0. Le premier membre de cette relation est un (n, 1')-cycle
dans (Q —Qy)+Q C QC P,. Done 7' [D"(W)—»r K{' (W) —r, K5 ()] est
un (n, B)-cycle essentiel dans P, et il est par suite égal & zéro. Donc
on a aussi
' [r Ky (W) -+, K3 ()] = aa’ D"(W)CQ— Qy C R — (.
D’autre part, on a aussi K, (W)—Cy (W)= L,(W)CR—Q, C R—(Q;.
Done
' [ry CF (W) 4,0 ()] = 0 mod (BR— Q).

Or an' Cy (W)~ Cy (1) mod (R—U)C R—Qs, car Cy est un (n, R)-cycle
mod (R—U). Done
1 Cf (W) 41, CY (M) ~ 0 mod (B — Q)

pour chaque 1€ &, 11 suffit donec de poser V = ;.

14.2. De 14.1 on déduit d’aprés 4.2 : P étant un réseaw gin., i erviste
un affinement Q0 de P et une projection 1w = Pr.(Q, P) jouissant de la
propriété swivante : Si QEQ et si C1, Oy sont denx (n, R)-cycles mod (IR — 7 Q),
il existe dewx nombres v1, 73 € R, dont un aw moins 10, tels que r; Cr' -1, 03 ~0
mod (R — Q).

15. Soit a€ B—S. Soit @;(x) (¢ =2, 3) la famille de tous les (n—1, R)-
cycles du type # dans 4, A étant assujetti & la condition de ne pas contenir «.
Orienter Uespace R—S au point o signifie que 'on attache & chaque I'* 1€ O, (n)
un nombre o(a, I HER tel que 1° w(a, I'" 1) =0 si et seulement si
le porteur de I'homologie 7'~ 0 ne contient pas a; 2° pour '€ O, (a),
reRomaw(a,r I’ Y =rw(, ™ "); 3°si I S I3 I 1 e 0,(a),
ona w(a, IV =, I Y40, 1377,

Remarque 1. Si I''~1€ 0, (a) en le considérant comme un (n—1, R)-cycle
du type # dans 4; ou A,, le nombre o(a, I'*') doit étre le méme dans
les deux cas. Ceci est d’accord avec la condition 1° (v. 10.44).

Remarque 2. Si I'""1€0;(a) (i==2, 3), r€R, évidemment » /1€ @;(x).

Remarque 3. Si IY', I €0, (a) et si (a, 17740, o(a, )40,
r, e €R, on a r IV 1Y €0, (a). Démonstration. Soit (v == 1, 2)
H, le porteur de I'homologie I} '~0. D’aprés 1° a€ H; H,. 11 suffit
donce d’appliquer 10.5.

15.1 Le point a€ R—S étant donné, il est possible d'orienter R—S en .
Si wy, wy sont deux orientations de R—S en a, il existe un nombre s€R,
540, tel que wy(a, I'y—1) == swy (a, ") pour chaque I'y—y € Oy (a). Inver-
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sement, si my est une orientation donnée de R—Sen a et si s€R, s+ 0, on obtient
une orientation @, de R— S en a en posant oy(a, I 1) = s (¢, I'™1)
pour chaque T'"1€6,(a).

D('mmm‘um’ou. D’apres laxiome D, (v. 12) il existe un (n—1, R)-
cyele I du type #, dans A, dont lintérieur H, — A, contient le point «.
CllOlblSSOﬂS I'entourage W de a correspondant au cycle et d’apres 11.1.
Soit P un sommet du réseau gén. Vs (v. 9.3) contenant «. Soit £ la
famille de tous les entourages V de « tels que VCW P;. A chaque V€A
correspond d’aprés 11.1 un (»n—1, R)-cycle 4%~ (V) du type ¢, dans F (V)
tel que : 1° Ie porteur de I'homologie 41 (1)~ 0 est V; 2° on a I'homologie
I'—teo A1 (V) dans Hy —V. D’ailleurs, comme VC Py, les cycles A»1(V)
sont du type ;. Si Vi, Va€A4; VoCVy, on a 471 (Vy)— 41 (V,)~0
dans Vy -V, = V,C Py, de manitre que 471 (V,) — A"=1(V}) est un cycle
du type #, (et aussi du type #) et le porteur H;, de I’homologic
A1 (V) — A= (V) ~ 0 satisfait & la condition H;sCV,. D'autre part,
on a I'1~Av1 (V) dans Hy—V,C Hy—V,y et I'" 1o A1(V,) dans
Hy—V,, Aot A1 (V) — A1 (V))~0 dans Hy — Vo C HyC Py, olt Po€R,
(car Iy ™' est un cycle du type t,), et par suite Hys C Hy— V. On a done
la relation H,, C:ﬁ—~V2 de maniére que le point @ n’est pas & lintérieur
de A1 (V,)—A*1(V}). Donc on a, dans chaque orientation @ de 'espace
R—8 en a, la relation-o[a, 47— 1(V)—~A” (V)] = 0. 11 en résulte que
le nombre s = o [a, A7~1 (V)] €R est indépendant du choix de V€. Comme
le point a est situé & lintérieur V du cycle A1 (V), on a s30.

Soit maintenant I'* 1€ O, (a). I'™! est un (n—1, R)-cycle du type ¢,
dans A; soit H le porteur de I'homologie I !1~0, On a a€ R— 4. Si
a€ER—H, on a w(a, ' 1)=20. Si a€H, on a a€ H—A. L’ensecmble
H-—A étant ouvert (v. 11), il existe un V€1 tel que VCH—A. Si V
est suffisamment petit, d’aprés 11.1 il existe un (n—1, R)-cycle *A»=1(V)
du type 4 dans F (V) tel que I '~ *A—1(V) dans H—V don
wfa, I'"1—*An=1(V)] = 0 et par suite o(a, I"1) = o[a, *471 (V)].
Le porteur de I'homologie *A®—1(V) est V. Puisque A1 (V), *AH(V)
sont deux cycles dans F'(V) homologues & zéro dans V, il résulte de
Paxiome E (v.13) que, si V est suffisamment petit, il existe un entourage @
de « ainsi que deux nombres r,, 7, €R dont au moins un est $0 tels que
7y A (V) ¥A 1 (V) ~0 dans H—Qs. Done w[a, vy A 1(V)+ry *Av—1(V)]
=0, d'olt r,s-trymwfa, *A»1 (V)] = 0. Si I'on avait r, = 0, on aurait
1140, rps =0, dolt la contradiction s = 0. Donc 7,40 et w(a, I'1)
= [a, *A1 (V)] = SRALA

T2

On voit que lorientation o, si elle existe, est compléetement déterminée

par la connaissance du nombre s. Il s’agit encore de voir qu’on arrive
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ainsi effectivement &4 une orientation. En premier lien, on doit prouver
que le nombre o (a, ") est déterminé sans aucune ambiguité. Or si I'en-
tourage V est fixe, le rapport », 11 dans la relation # Av 1 (V)4 *A1(V)~0
dans H—Qs, est bien déterminé, car autrement on arriverait & la contradiction
A1 (V)~0 dans H-- Qs (c’est une contradiction, car H— @Q; ne contient
pas le porteur V de I'homologie 421 (V)~0). D’autre part, si 1, Vo €4
VDV, nous avons va que A* 1 (V,)—A»1 (V;)~0 dans Vi—7Vy: et si
7, est suffisamment petit, on a tout pareillement *A%—1 (V,)— *4*=1(}})~0
dans Vl—Vg, de manitre que la relation 2y 471 (Vy) -+ 9y A (V) ~0
dans H— Qs (Q;CV,) entraine 5, A1 (V,) 9 ¥4 1 (V) ~0 dans H— Q.
Enfin on vérifie sans peine que le nombre o(«, 1) satisfait aux con-
ditions 1°, 2°, 3° du n° 15

16. AxioME F': L'espace R—S est orientable, ¢est-a-dive il existe une
orientation o de R — S simultanée (en tous ses points) jouissant de la propriété
swvante : St a€ R— 8, I'"1€ 0,y (a), il existe un entourage U de a tel que
x €U entraine I'" 1€ 6, (x) et w(x, I 1) = w(a, I''1),

Dans tout ce qui suit, on suppose que 'espace K— S soit orienté, c¢’est-
d-dire que l'on en ait choisi une orientation  bien déterminé (jouissant
de la propriété qui vient d’étre énoncée).

16.1. Dans la théorie mod 2 U'axiome F est supe)ﬂu et Uorientation de
R— 8 est possible d'une seule maniére.

Démonstration. Soit I'""1€ @y (a) un (n—1, R)-cy clu du type ¢, dans 4;
soit H le portenr de I’homologie I 1~ 0. Il n’y a que deux 1)()hSIblllTeS.
1° a€ R—S— H; alors o(x, I'"1) = w(a, 1" ') = 0 pour tous les
x€R—S—H, ce qui est un entourage de a; 2° a€ H— A, alors
oz, I' 1Y) = w(a, I'"1) =1 pour tous les x€ H— A ce qui est (v. 11)
un entourage de «.

17. Nous allons construire un certain (n, R)-cycle mod S dans R, dit
cycle principal que nous désignerons par G,

17.1. D’apres Vaxiome D, (v. 12 et 12.1) on peut attacher & chaque point b
de R— S un (n —1, R)-cycle I du type ¢ dans A, de maniére que
be H— A, o H est le porteur de 'homologie "t~ 0. Les H— étant
des sous-ensembles ouverts de 2 — S, d’aprés 4.2 et 4.3 il existe une suite {3/;}
d’ensembles ouverts constituant un réseaun gén. M et une suite {b;} de points
de R — 8 telle que, si on désigne par 7', A;, Hiles I'', A, H corres-
pondant au point b;, on ait M; € H; — A; pour chaque <. D’apres 10.1
a chaque 77" correspond un (n, R)-cycle ¢/ mod A; dans H;. Déterminons
un affinement N de M jouissant de la propriété du n°® 4.4.

17.11. Ceci étant donné & chaque point ¢ € R— 8§ attachons un entourage
P& R—8 si petit qu'il satisfasse aux cinq conditions suivantes: 1° a € Ne %
entraine PC N; 2° ¢ € H;— A; entraine que pour chaque x€ Pon a »€ H; — 4;
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et o, IT") = w(a, I'"); 5 a€M; entraine PC M;; 4° a€ R — M,
entraine >’C R — M;**; 5° pour chaque couple d’indices 4,7 (¢ + j) tel que

a€ M; M; posons oy = o(a, I7), wy = w(a, I77); comme o 40,
‘ I —1
wy 0 [ear a€ M; M; C (H;— Ay) (H ~—Aj)] et comme 17, 17T €6, (a),
h—1 gn—1 I — ¢
on a @) N — w0 177 = 105 €0, (0) (v. 15, 1cm:uque 3); done
\]I ‘)l -1 .
o(a, 1 a,j ) = ogjo(a, 1 )* oo (a, 1) = 0 de maniére que le

porteur Hy; de lh()molugle I(”'j ~ (0 ne contlent pas le point «; choisissons
alors P de manitre que P Hy; 0.

17.12. D’aprés 4.2 on peut déterminer une suite {a,} de points de &— 8
telle que les ensembles P = P, correspondant aux points @ == «, constituent
un réseau gén. P, Pour chaque couple », ¢ tel que a,€ M; posons
wyi = o (ay, I''")ER de manitre qu "alors (d’apws 2° et d’aprés inclusion
M;C H;— A)) O + 0, = o (z, ") pour chaque @EP,,. Pour », 4, 5 tels
que i + j, ay € M; M; soit H,;le porteur de I'homologie w,; 17" —w,; 1) " ~0
de manitre qu'alors (en vertu de 5°) P, H,;; = 0.

17.13. Soit @, la famille de tous les réseaux U de la famille @, du
n° 7.4 qui soient des affinements mod S de PB. @, est (v. 5.4 et 7.4) une
famille parfaitement compléte de réseaux dans £. KEn remarquant qu'un
sous-enseinble bicompact de 2 — § ne peut rencontrer qu’un nombre fini
de fermetures de sommets d’'un réseau gén., on démontre sans peine (cf. la
démonstration de 7.3) que la famille & est aussi parfaitement compléte si &
désigne la famille de tous les réseanx 11 € @, satisfaisant aux deux propriétés
suivantes: 1° P étant un sommet quelconque du réseau gén. B, (v. 9.3), ou
bien aucun sommet intérieur de U ne rencontre P5°, ou bien U est un affine-
ment du réseau B(P5) du théoréme 10.1; 2° pour ¢ =1, 2, 3, - - - aucun
sommet intérieur de I nerencontre simultanément les deux ensembles J/; et 4.

17.14. Ceci étant donné soient WEW et o (1 <k < m) tous les (n, N)-
simplexes 40 mod S. Le réseau Il étant reguher par rapport & S (v. 5.5 et
7.4) un sommet au moins de chaque ¢ est un sommet intérieur de 1l.
3, 6tant le noyau de o7, il existe donc (par définition méme de la famille
@, D &) un indice » tel que JpC P, MM étant un réseau gén., il existe
un indice ¢ tel que a,€M;, d’out P, C M; en vertu de la condition 3° pour
les P,. Le nombre w,;€R étant 4 0, il existe un nombre 7,ER tel que

le coefﬁcient du simplexe o dans la (n, W)-chaine C*(11) soit 7, o, ,*".

a Comme au n° 4.4, on voit que toutes ces conditions sont simultanément réalisables.

34 Ep réalité, du théoréme 4.2 résulte seulement l'existence d’une suite {Qv} constituant
un réseau telle que chaque @, fasse partie d'un P = P, attaché au point @ = a,,. Or on
voit sans peine que 'on peut s’arranger de maniére que a, € @, pour chaque », d’ol résulte
immédiatement que les cing conditions 1°—5° restent intactes en y remplacant P par .

3 (Ces ensemblcs sont disjoints, car M\ E H; — A

3 Soit P; un sommet du réseau gén. P, tel que H.C PS. Remarquons que ¢ () C H:

C P, Donc si aucun sommet intérieur de 11 ne rencontre P, , la chaine C7 (1) ne contient
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17.15. 11 §’agit maintenant de montrer que le nombre »; €N est bien
déterminé, c’est-a-dire qu’'il ne dépend pas du choix des indices » et 7.
En premier h'eu, Iindice » étant donné, remplacons lindice ¢ par j et
désignons par 7% la valeur correspondante de rx. On a 3 C P, C M; MJ-.
en particulier a, € M; M), d’ott Py H,;; =0. Comme I C Py, on a 3% H,i5==0.
Comme Jx C M; M; C (H; — 4;) (Hj— 4)), on a I (i 4) = 0. Soit C*
le (n, R)-cycle mod (4;+ A;) dans H,;; correspondant an (n—1, R)-cycle
0, 1P — @, I77 du type &, dans (A; -+ 4). Comme P C M; M;c H; Hj,
on a H; HJ + 0. 177" étant un (n —1, R)-cy clc du type t;, il existe un
sommet P;L du réseau gén. P tel que H C Py 5 pareillement il exist,e un
sommet Py de Py tel que H; CP&J. Comme H; H; 4 0, on a Py Psi | 0.
11 existe done (v. 9.3) un sommet P du réscan gén, B, tel que 1’,L—|—P§SCP§*.
Puisque H; C Py, H;C Py, H,;C Hi-+Hj, on a P D H;-+ H;+ H,.
Douc les chaines ;' (1), (11) C" () sont dans Po’. Si aucun sommet
intérieur de U ne rencontre P». les chaines 7 (1) et (1) ne peuvent
contenir aucun sommet intérieur et par suite 7 m,; = 0, 7l w,; = 0,
d’ott 7 == 7 = 0. Supposons donc qu'il existe un sommet intériewr de U
rencontrant Ps ; en vertu de la propriété 1° de la famille & le réseau 1
est un affinement de V(). D’apres 10.1, on en déduit sans peine que
C* () = w,; ¢ ) — @,; O W) mod (4; -+ 4;).  Comme Ji H,;j == 0,
cn (lI)CH,U, la chaine C" (1) ne peut pas contenir le simplexe o}, dont
le noyau est . Comme 3y (A; -+ 4)) = 0, la chaine ,; Ci' (1) — w,; C}' (1)
ne contient non plus le simplexe ¢ Or cette chaine contient le simplexe o,
avec le coefficient ;- 1w @pi — @45 - 77 0,5, Comme o,; + 0, o,y + 0, on
a done 7, = 1. En second liew, remplacons lindice » par p. Quant &
I'indice 7, nous pouvons le supposer inaltéré. En effet, 9t étant un réseau
gén,, il existe deux sommets N, et N, de N tels que a, €Ny, au€ Nu.
D’aprés la condition 1° pour les 2, on a alors P, CN,, PuC Ny. Or
3k C Py Py, dolt Ny Ny + 0. D’apres la définition du réseau gén. 3¢,
existe donec un sommet M; de M tel que N, + N, C M;, d'ou PrCM;,
PHCA[i, de maniére que cette valeur de ¢ est admissible dans les deux
cas. Soient 7y, 7 les deux valeurs de 7. D’apreés la définition méme de
ces nombres, on a ry w,; = 1y wui. Or choisissons un point 2 € 3 C Py I s
En vertu de la condition 2° pour les P», on a ,; = oz, I} wl),

wu = oz, I, Tolt 0 = o, F 0 et par suite 7. = 7.
m
17.16. Les nombres ri,€ R étant bien déterminés posons G () = X 1y, al.

k=1

aucun (n 11) simplexe intérieur, d’oll 7 wyi = 0. Dans le cas contraire, d’apres la propriété
1° de la famille &, 1l est un afﬁnement de B(P). Dapres 10.1, la chaine € (1) est
done bien déterminée & mod 4; proés. Comme FxC Py C MiC H; — Ai, on a Jxdi == 0,
de sorte que le coefficient 74wy du simplexe ¢ dans la chaine €} (11) est bien déterminé,
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Remarque. Observons que la (n, N)-chaine G* (1) ainsi définie ne con-
tient que des (n, 1)-simplexes F 0 mod S.

17.2. Pour chaque WeW, @* () est un (n, W-cycle mod S.

Démonstration.  Soit ¢” ' un (n —1, N)-simplexe 4 Omod S. 11 faut
montrer que la chaine FG* (1) ne contlent pas le simplexe o™ 1, Pour
1 =k < m, soit ,€R le coefficient de ¢®~* dans la chaine F'¢?. On doit

m

montrer que > ;1 = O, ou bien que X g7 = 0 ol Z est I'ensemble
=1 K€z

de tous les indices & (1 < & < m) tels que 9% + 0. Puisque 6”14 Omod S
et puisque le réseau U est régulier par rapport & S, ¢! possede un
sommet U tel que US + 0. Comme W€D, il existe un indice » tel que
JC P, dot KC P,, K étant le noyau de ¢ 1, D’aprés la condition 3°
pour les P, (v. 17.11), il existe un indice 7 tel que P, C M;. Si k€Z, on
a évidemment 3, C K C P, C M; de manitre que le coefficient de g dans

la chaine €' (1) est 7% w,;. Done le coefficient de ¢! dans la chaine
FCI (W) est X qurpopi. Or "4 0modS et ¢ (1) —0modS. Done
keZ

D vk wy = 0 et par suite Z’ih?k = 0, car w,; 1 0.
T

¥
" 17.3. Soit W, U, € &; soit U, un affinement de W; soit n = Pr. (U, N).
Alors w@* (1) = G@* (1) mod S.

Les G* (1), W€ W définissent done un (n, R)-cycle mod S. Clest le cycle
principal G annoncé dans 17.

Démonstration. Soit ¢® un (n, U)-simplexe donné 4 0 mod S. Soient
@ (1< <s) tous les (n, U;)-simplexes tels que me} = 4o". Nous
pouvons d’ailleurs choisir les orientations des ¢z} de maniere que w2} = o”
(1 <h<s). Soit § le noyau de o*; soient Kj (1 <& <s) les noyaux
de 7. On a évidemment K, C J pour 1 </ <s. Comme nous le savons,
il existe des indices v, 7 tels que JC P, CM;. Soit r le coefficient de o"

dans G"(N); soient 7, (1 <k < ¢) les coefficients des ¢} dans G"(l,).

S
Il faut montrer que #» »—’2 7. Soit P un sommet du réseau gén. P,
=1

tel que H;C P,. Si aucun sommet intérieur de 11 ne rencontre P , on a,

comme nous le savons, » =0; or dans ce cas UP) =0, dout K, Py =

(1<h\s), on en déduit sans peine que 7, = 0 (1 <7 <s), donc

g == 2, rn. Dans le cas contraire, nous savons que 11, par suite aussi W,
h=1

est un affinement du réseau B(F) du n°10.1, d’out ¢;*(N) = = C}(W).

Or le coefficient de ¢" dans C;'(11) est rw,; et les coefficients de

S
(1 <7 <s) dans (W) sont 15,0, Par suite ro,; = > 1jo,;, et donc

s h—=1
r= 2 1, car w,; ¥ 0.
h—=1
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17.4. La construction (v. 17.1-17.16) du cyele principal G" posséde un
certain dégré d’arbitraire. Or on peut démontrer que (I'orientation de 2— S8
étant donnée), le cycle (" est bien déterminé dans le sens suivant : I existe
une famille compléte @ de réseaux dans R telle que la (n, W)-chaine G* (1)
est déterminée sans aucune ambiguité pour chaque WE®. (Cf. la remarque
a la fin du n®17.16.) Nous laissons la démonstration de cet énoncé, dont
nous ne ferons aucun usage, au soin du lecteur.

17.5. Soit A un sous-ensemble bicompact de R ; soit R—S—A+0. Le
cycle principal G* wWest pas situé dans A.

Démonstration. 11 existe évidemment un point « € (R—S)—A. Choisissons
les indices »,¢ de maniere que a € P, C M; € H;— A;. Soit V un entourage
de @ si petit que 1° VC (R—S8)—4; 2° Vc P, 11 suffit de démontrer
qu'il existe un réseau W€ & tel que (1) contienne un n-simplexe o dont
le 110}(111 3 ne rencontre pas A. Comme H; est le porteur de I’homologie

77 '~0 et comme H;—V;CH;, H—V = Hi—V+4 H;, on a ('"(H)CH,
mais il existe des réseaux U€ & arbitrairement petits tels que qu'on n’a
pas C'(W) < H;—V. Choisissons un tel réseau 1 assujetti & la condition
qu'aucun sommet de 11 ne rencontre simultanément Vet A, ou bien V et
R—P,, ou enfin V et §. Comme la chaine ;' (1) est dans Hl, mais non

dans H; —V, elle contient un (12, 11)-simplexe ¢ dont le noyan ¥ rencontre 7.
On a alors 34 =0, JC P, CM;, FS=0. Comme JC P, CM;, la chaine
G* (1), comme C;' (W), doit contenir le simplexe ¢”. Puisque J.1 = 0, on
ne peut avoir G* (1) C 4.

Remarque. Puisque les réseaux de la famille ¥ sont d’ordre <= modsS
(v. 7.4), nous avons démontré plus généralement que le cycle pnnmpal a"
West pas homologue & zéro mod A (4 = A, R—S—4 4 0).

18. Faisons de nouvean les conventions des n° 8, 8.1 et 8.3. Choisis-
sons (albm airement) 1'orientation de chaque simplexe o} (() <<,
1 <7< ). Puisque les faces d'un (L1, 3)-simplexe (O »»»»» = n—])
intérienr sont des (h, 3)-simplexes intérieurs, il existe des nombres qg.EER
O<h<n—1,1<iZ o1, 1 <j < ap) tels que

®n

Y -~ ;<
O-zh—H N 1%1 ,717; glh O<nh<n—1, 1<i<ayy 1.

Les nombres g ne prennent d’ailleurs que les valeurs 0, 1, —1.
Comme Fo!'t1—>0, on a pour 1 <h<n—1, 1<i<¢q,, , 1<k=«

(t]%
J% i ”;Lk_l = 0.

Remarque. % étant un simplexe d’espéce o' d'un réseau commode 11,
d’aprés 8.32 le noyau de ¥ mne rencontre pas [, et par suite ¥ =0
mod r}EU

h—1"

44
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18.1. Soit ¥/, la famille de tous les réseaux commodes (dans le sens du
n® 8.1) qui appartiennent & la famille ¥ du n° 17.13. On voit sans peine
que ¥ est une famille parfaitement compléte de réseaux. Dorénavant
seuls les véseaux de la famille Wy seront appelés commodes.

1 <i < ap) du réseau 3 on peut attacher une (n— h, W)-chaine K»" (a', )
de la manicre suivante: 1° Chaque simplexe de chaque chaine K" (al, 1)
est +0 mod R— Ry; 2° chaque simplexe de la chaine K" (al, M) est
d'espéce ol 3° pour 1 <h<n, 1 <j< ep on a
“p
Kl (G}Lvl, ) _)igz ,]Z_Al K= (g2, 1) mod R— Ry;
4° on a (v. 17)

m) = 2 K (a2, U) mod R— R,.
=1

Les claines K* " (al', W) sont déterminées sans aucune ambiguité par les
proprictées 1°, 2°, 3%, 4°. On a d'aillewrs pouwr 0 < h<n, 1 <i<aey:
5° Kn—h (__ 0«1(1,, u) — _Kn—h (Gi]l,’ u).
Nous appellerons les K" (al, M) les U-chaines fondamentales. Chaque
)
. g _ .
(n—", N)-chaine (0 <% <) de la forme > ¢, K" (o}, ), ¢,€R sera

= i=1
appelée une (n— /%, N)-chaine élémentaire.

Démonstration. Commencons par les K”(¢f, ). D’aprés 8.33 chaque
simplexe de la chaine G* (11) est de rang 0 ou —1. D’aprés la remarque
du n° 18, les simplexes de rang —1 sont = 0 mod R— E,. D’aprés 19
1°, 2°, 4° on doit donc entendre par K" (o), ) (1 < i< @) la partie
de la chaine G*(11) dont les simplexes sont 40 mod R — R, et d’espéce o).
Les conditions 1°,2°,5° (A =0) et 4° du n° 19 sont immédiatement vérifiées.

Supposons donc que pour une certaine valeur de p (1 < p < n) on ait
déja défini les chaines K»" (o}, W) (0 < h < p—1, 1 <i<«ap) de maniére
que les conditions 1°, 2°, 3°, 4° du n° 19 soient vérifiées pour 0 <7 <p—1,
et que 'on ait reconnu que les chaines K" (o, 1) (0 <7 < n—1) sont
univoquement déterminées par ces conditions. Il s’agit de définir les chaines
K7 (cp, M) (1 <¢< ) de manitre & satisfaire aux conditions 1°, 2°,
3° du n® 19 pour 2 = p et de prouver que cela n’est possible que d’une
seule maniere®.

Ce dernier fait est évident; en effet, la condition 3° donne pour s = p

%

2y LK (op, ) = F K74 (op~1, 1) mod B — R,
i=1

¥ 0n doit aussi observer la validité de 5° pour & == p, en la supposant pour h = p—1.
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Pour déﬁnir K”—p (rf’ 11) pour une valeur donnée de 7 (1 <£ < a,,)

est tmuomq possﬂ)le) et dehnn comme ]x”*l’ (o2, 11) la p‘utle de la chaine
nf Tt PR 1”1(0}’ 1, 1) dont les simplexes sont 40 mod B — R, et
d’espéece oP. Les conditions 1°, 2° et 5° (b ==p) sont immédiatement
vérifiées. 11 s’agit de prouver que 1° la définition de K" 2 (c?, ) est
indépendante du choix de lindice 7; 2° les conditions 3° (h = p) sont
satisfaites.

A cet effet, considérons une chaine I K71 (ep~1, 1) (1 =7 = ap).
D’aprés 8.33, un simplexe de cette chaine est de rang < p; d’apres 8.34
et 2°, ce rang est > p —1 et si le rang égale p—1, V'espéce du simplexe
est o771, tandis que, si le rang du simplexe égale p, son espece est a7,
I'indice 7 étant tel que 7/{;‘1:1:0. Soit done A7 (1) la partie de la
chaine F Kn—2H1 (e7-1, 1) dont les simplexes sont +0 mod R— R, et
d’espece aJZ"*l et soit 42t H 7P () la partie de la méme chaine dont les

simplexes sont 40 mod R — I, et d’espéce o?, de maniere que
l‘

() PR (op—, ) = Hpr (W) + 27137 VHE? (1) mod R— Iy,
Distinouons deux cas. Kn premier heu, smt p==1. On a dapres 4°

Z FEK"(a), ) = 0 mod R—R,, car FG*(11) = 0 mod SCR—R,. Donc

J-

z;H;l—wuH;jg wy Hiy ') = 0 mod R— Ry,
< <

d’otl

H7') =0 (1<j<w)
et
(%) 2y Hy (W) (1=i< @),

=1
On voit bien que la définition de K™ (s}, ) est indépendante du choix
de V'indice j; en effet, pour une valeur donnée de ¢ (1 < ¢ << «,), il y a
justement deux valeurs j = j; et j = j, de l'indice j tels que 7}, 4 0 et on
a 7 + 43 = 0 de manitre que (**) donne
1 2
Hj () = Hj, (W),
de maniere qu’on définit sans ambiguité
ol W) = Hy (W) = Hij, (W),
La relation (*) plend la forme

FEK" (o), u) — Z 7% Knt ((f.l, ) (1 <j<<aw);

44*



656 E. CECH.

En second lien, soit p = 2. Pour 1 <k < a5 on a
(Xp“

Knpt2 (ap=2, 1) —>}_§ 7 Kt (a1, ) mod R— Ry

et par suite

O{p_l

,; iy FE =7 (or—1, 0) = 0 mod R— Ry

¢’est-a-dire

(4 (t (4 1

—1

,2 uh Hi=r () -+ 2 ._Z Lt HEr () =

d’ ol
H™'@) = 0 (1 <j < ap)
et
¢, 4
) St HET ) =0 (1SS, L ZiS @),
=1

L’indice i (1 < i< ap) étant donné, et jy, 5, (1 <y, jo < @,—1) 6tant tels
que 75 '+ 04 4%, on doit démontrer que Hj; "(1) = Hj ¥ (11). On voit
sans peine qu'il suffit de déduire ceci sous la supposition qu’il existe un
indice k (1 =k < «, ,) tel que 115’;2 +04 U 222, Or sous cette supposition,
pourj ¥4, ou Jg, on a 747t y5 2 =0 et en outre, comme on le voit sans

peine, ”Ul —{—7}2 1%2k = 0, de maniére que l'égalité 4 démontrer

s’obtient immedlatvement de (7). On définit donc sans aucune ambiguité
K" (o, ) = HE (W)

I'indice j n’étant assujetti qu'a la condition 52 4+ 0. La relation () prend
alors la forme 3° (A = p) qui était & démontrer.

19.2. Soient U, U, deux réseaux commodes, Wy étant un affinement de 1 ;
soit w = Pr. 0, W). Alors

(%) K" P (e?, ;) = K" ?(@?, 1) modR—R, (1=17<ey).
Démonstration. Soit d’abord p = 0. D’aprés 17.3 et 18.1 on a # G"* (1)
a
= ") mod SC R— R,. D’autre part, aprés19.1,4° @* () = 2 K*(af, 1)
=1
mod R— R, et pareillement pour U,. Donc

2 [ K" (@ 0)— K" (6% W] = 0 mod R— R,.
1=1
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Or d’apres 19.1, 2° et 8.35 chaque simplexe de la chaine
(+%) 7 K (o), W) — K (o, 1) (1< i< a)

est d’espéce of. Donc les chaines (+%) sont = 0 mod R — R,.
En second lieu, supposons que pour une certaine valeur de p (1 < p < n)
on ait déja démontré que

v K-t (,,Jp~1} ul) — Kn-p+1 (,ij—~1’ W) mod R— R, (1 <j < wp).

Cette relation reste vraie si 'on forme les frontiéres des deux termes.
Cela donne d’apres 19.1, 3°

2 g7 [ K7 (or, ) — K" (67, W)] = 0 mod R — R,.
=1 1] 1 1 [

D’aprés 19.1, 2° et 8.35 chaque simplexe de 1'i*™° terme de cctte somme
est d’espéce ¢f; d’autre part, I'indice ¢ étant donné, on peut choisir j de
maniére que 77" 4 0. Il en résulte (x).

19.3. Soit W un résears commode. Pour 0 << I << m, 1 << ¢ < ayp In
chaine K" (o], M) est située dans T(al').

Démonstration. Soit ¥ un affinement de W régulier par rapport & 7'(a)").
Soit 1, un réseau commode qui soit un affinement de B. Soit 7 = Pr.(BL, N),
= Pr(1,B). D’aprés 19.2 on a ww Kok 1)) = KMol Wmod R—R,.
Soit #”~" un simplexe de la chaine K*=" (o, ). D’apres 19.1, 2° le
simplexe "7 est d’espéce ¢/, Chaque sommet de 2" rencontre donc
(v. 8.3) T'(s}). Donc chaque sommet de m 7"~ rencontre 7'(a). Le
réseau B étant régulier par rapport & T'(¢]), il en résulte que 7"~ = 0
ou bien le noyau de mr;2"~" rencontre 7'(s}). Donc si wm " 40, le
noyau de ce simplexe rencontre 7'(¢}"). Par suite la chaine 7= mw, K""(s], 11))
est située dans T'(¢}). Or wm, K" " (o}, W) est mod R j]n;o égale a4 la
chaine K" (s}, 1) dont tous les simplexes sont (v. 19.1, 1°) $ 0mod R—R,.
Par suite K" " (o], 1) C T'(a}).

20.1. En partant du réseau gén. ne contenant que le seul sommet R— S,
on construit d’apres 14.2 un réseau gén. P jouissant de la propriété suivante:
Si PEP a chaque couple Cr, Cy' de (n, R)-cycles mod S on peut attacher
un couple de nombres 7, 7, €R dont un au moins § 0, de maniére que
1101 + 7,05 ~0mod (R — P). On peut supposer que pour chaque PEP
on ait P+ R— S, PeR—S.

20.2. Supposons que chaque sommet intérieur o) (1 < i < ) du
réseaun 3 du n° 8 fasse partie d’un sommet P; du réseau gén. B du n° 20.1.
Désignons par &, la famille de tous les réseaux commodes U jouissant
des deux propriétés suivantes: 1° Pour 1 < { < «p, " (W) F0 mod (R— P);
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2° si un sommet U7 de U rencontre 75 (1 < ¢ == ey), ona UC P;; 3° UP; 40
pour 1 < i < «, et pour chaque sommet extérienr Il de . Puisque G" 0
mod (K — P;) (v. 17.5, remarque) et T, C o) C P;, la famille &, est évi-
demment parfaitement complete.

20.3. Ceci étant, on a pour chaque €&, le théoréme suivant: Soit
Cr () un (n, W)-cycle essentiel mod S. 11 existe une (n, W)-chaine élémentaire
D) telle que C* () = D» (W) mod R — Ry.

Démonstration. G étant le cycle principal, d’apres 20.1 il existe pour
chaque 7 (1 <7 < «,) deux nombres 7, 1, €R, dont un au moins F 0, tels
que 7, C*() + 7, G*(N) ~ 0 mod (R— P). Or G*() 40 mod (R — P))
d’apreés la propriété 1° de la famille #,. Donc 7, + 0, cest-a-dire qu’il
existe un nombre s, €R (1 < i < ) tel que O*(N) ~ 5, G (1) mod (B — ).
Done il existe une (n-+ 1, U)-chaine K1 (1) telle que

FE™ Q) = 0*0) — s " (1) mod (R — Py).

Le réseau U étant (v. 8.1, 3°) d’ordre < n mod S, chaque simplexe de la
chaine E»t1(11) posséde un sommet extérieur, de maniere que (v. la pro-
priété 3° de la famille ¥,) E*HW)C R — P;, dot FE (W) C R—P;
et par suite C*(1) = s; G*(N) mod (B — P;). Or si un (n, l)-simplexe 2»
est d’espece o7, chacun des ses sommets rencontre 2; d’ott 2 4 0 mod (& — P,
en vertu de la propriété 2° de la famille &;. Donc la partie de la chaine
C*(0) formée des (n, N)-simplexes d’espéce of est égale a celle de la
chaine s; G*(11), c’est-a-dire & s, K" (o, 1) mod R—R,. Or nous avons
remarqué, en définissant les chaines K" (s, 1) (v. 19.1), quun (n, U)-sim-
plexe qui n'est pas d’espéce ) pour aucun ¢ (1 <=7 < «), est =0 mod B — R,.

Done C*(11) = 2, s; K" (o), M) mod R— R,.

III.

21. AXIOME G (0 <k <n—1): Powr chaque entourage Q dun point
a € R— 8 ul existe un entourage P C Q de a jouissant de la propriété swivante :
Si Tk est un (k, R)-cycle (absolu) dans P3, on a '~ 0 dans Q.

21.1. D’aprés 4.2 on déduit de Vaxiome G*: Pour chaque résean gin.
il existe un affinement P et une projection mw = Pr.(P, Q) de manicre que :
Si T* est un (k, R)-cycle dans P, PEP, on a I'"~0 dans mw P.

22. Dans tout ce Chapitre, on be donnera une valeur fixe de p(0 < p < n).
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II, ainsi que celle
des axiomes G" v.21) pour n —p <k <n—1.

% Pour k = () il faut supposer encore que I(I['*) = 0, I(I*) étant la somme des
coefficients de I'*(11) (somme indépendante du choix du réseau 11).
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23. Soit = la famille de tous les réseaux 3 de la famille @, du n° 7.4
possédant des sommets intérieurs et tels que 1° 3 est un affinement mod S
du résean gén. P du n° 20.1, 2° le noyaw de chaque 3-simplexe intériewr o
contient un point wappartenant « la fermeture d’awcun sommet de 3 qui
ne soit pas un sommet de o. La famille = est parfaitement complete.

Démonstration. Soit W un réseau donné; soit 2 un résecau gén. donné,
Il existe évidemment un réseau 3—; tel que 1° 3,€®M;; 2° 3, possede
des sommets intérieurs; 3° 3y est un affinement de W; 4° 3, est un
affinement mod § de P e‘r de Q. Soit m ordre (v. 7.2) de 3-;. Supposons
généralement que, pour une certaine valeur de 2 (0 < . < m), on ait déja
défini le réseau 3u—1. Dans le noyau de chaque 3;-i-simplexe intérieur ah
choisissons un point @z, de maniére que an, + agu si 0 << g<Z/ ou bien
g =N, p ¥ v*. Modifions chaque sommet 7, 1 de 3,—1 en le remplacant
par Zj, = Zy—1 — X(an,), olt ¥ parcourt toutes les valeurs telles que 7, ne
soit pas un sommet de ”. Soit 3 le résean dont les sommets sont les
ensembles Z;, ainsi associés aux sommets Z;, 1 de 3,-1. En procédant de cette
maniére on finit par construire un réseau 3,. Soit 3 un rapetissement
fort’® de 3,,. On voit sans peine qu'on peut choisir 3 de manicre que ce
soit un affinement de U et un affinement mod § de {0 possédant les pro-
priétés voulues.

24, Soit 3 un affinement de 3, les deux réseaux j et 3 appartenant & la
famille = du n° 23. Pour le réseau 3 gardons la notation

a,, o, T, T(o}), T, K*"(ol, N)
(ot 11 parcourt les réseaux commodes par rapport & 3+ %). Pour le
réseau 3 on prendra la notation analogue

ﬂh’ y’ b t(l‘ﬁ), t, k- —h (7',/;

1 parcourant cette fois les réseaux commodes par rapport & 3-4t. Sup-
posons le réseau fermé t attaché & 3 choisi selon 8 d'une maniére quel-
conque; quant &4 ¥, nous le choisirons bientot d’'une maniére convenable.

Choisissons une projection 77 = Pr. (3, B). Un sommet intérieur 7!, de 3
sera appelé complétement intériewr, si sa projection w70 est un sommet
intérieur de Z. Un (%, 3)-simplexe intérieur 2%(0 </ <) sera appelé
complétement intériewr, si chacun de ses sommets est complétoment intérieur.
On peut numerotel les zh de maniére que, pom chaque h 0 <L < n), les
tous les (71, 3)-simplexes (0 g h < n) completement 1nter1curb (donc 0 < <
= Bn pour chaque h).

39 I) aprés 12.2, ceci est évidemment possible.
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Pour 0</%Z<m, 1 <v<y,ona ar =0 (seulement pour 2 =>1) ou
bien il existe un indice 7 = ¢ (¥) bien déterminé (I <7 << ) tel que
il == Lol Pour 7, = 0 on a toujours le signe plus; et la méme chose
vaut aussi pour 1 <7 < n en orientant convenablement les ¢ ce que nous
voulons supposer.

Ceci étant, définissons le réseau fermé I attaché & 3 en posant, pour
1< i< @,

(1) Ti:th,

olt » parcourt toutes les valeurs (1 << » << y,) telles que ¢q (v) == . On voit
sans peine que le réseau fermé T posseéde bien par rapport a 3 les pro-
priétés du n° 8.

Ry (0 < Ik < m) ayant la signification usuelle (v. 8) relativement & T, soient
R (0 <k < n) les ensembles analogues relatives a t. Fvidemment Ri D Ry
pour 0 <k < n.

On vérifie sans peine que pour 0 < A <n, 1 <i{i<e,on a

(2) T(ol) = D't@h),
v

olt » parcourt toutes les valeurs (1 < » << yyp) telles que op (v) = .

On voit aussi sans peine qu'un réseau 11 commode par rapport a 3t
(dans le sens de la définition du n°® 8.1) est aussi commode par rapport
a 342,

Kn (g}, 1) étant toujours les chaines fondamentales (v.19.1) relatives
a 3+, soient i (e, ) celles relatives & 3-4t. On vérifie sans peine
que pour 0 <% <n, 1 <7< e,on a dans chaque réseau U commode par
rapport & 3+t o
(3) Kr (el W) = > Ik, W) mod B— Ry,

4

v parcourant toutes les valeurs (1 < » < yp) telles que ¢j () = 4.

W, et W, étant les deux familles de réseaux définies resp. dans 18.1 et
20.2 relativement & 3+ T, soient ¥, et y, les familles correspondantes
relatives & 3-+t. On voit sans peine que YW,C @&y, Y, CW,. @, (Y, est
d’ailleurs la famille de tous les réseaux commodes (v. 18.1) relativement
a 3+ 2T (341). Les familles Y, et ¥, sont, comme nous savons, complétes.

25. Supposons que le réseau 3 appartienne a la famille = du n° 23. On
peut déterminer le réseaw fermé T correspondant & 3 (v.8) de maniére que,
st le résears commode W est suffisamment fin, on ait K* (s, W)+ 0 pour
O0<h<minn,p+1), 1 <i< ap.

La démonstration fera I’objet des n° 25.1—25.2.

25.1. LEMME. Soit W3 0 un ensemble ouvert C R—8. Soit 0 g <p+1.
Il existe un réseau B, et un réseau gén. M, jouissant de la propriété sui-
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vante: Supposons que le réseau 3 du n°8 soit un affinement de LB, et un
affinement mod S de M. Choisissons arbitrairement le réseau fermé I (n° 8)
correspondant & 3. Alors il existe une valeur de ¢(1 < i < «,) telle que
17 chaque sommet de o est un sous-ensemble de W; 2° dans chaque réseau
commode 1 suffisamment fin on a K" 7 (a2, W) 4 0*.

Démonstration. Soit d’abord ¢ = 1. Choisissons un point «€W. Soit
Wi un entourage de « si petit que Wy € W. Soit P° un réseau gén. tel que:
1° si a€P% PP on a P°CW;; 2° PO jouit de la propriété du n° 4.3

°si PPEPY on a I''~0 dans P° pour chaque (n, I)-cycle I'* dans ]"’
‘ZB" existe d'apres 4.2 et 9.1. Soit Q! un affinement de PB° jouissant des
propriétés des n°®4.3 et 4.4. Déterminons un affinement B' de ' ainsi
quune projection w, = Pr.(P', Q) d’aprés 21.1, en y posant k=n—1.
Supposons généralement que, pour une certaine valeur de 2 (1 <h <q—2),
on ait déja déterminé les réseaux gén. P et QP Soit QM1 un affinement
de P" jouissant de la propriété du n° 4.4. Déterminons un affinement B!
de QM ainsi quune projection 714y = Pr. (P, QY d’apres 21.1, en
y posant k= n—"—1. En procédant de cette maniére, on construit de
proche en proche les réseaux gén. PP (0 < <<q—1) et Q" (1 <h<qg—1).
Soit encorc L7 un affinement de P! jouissant de la propriété du n° 4.4.
Posons M, = 1.

Soit By un réseau tel que: 1° si VEB, et que VIV, 40, ona VC Il
2° si a€V, VEB,, on a VCW,.

Supposons que le réseau 3 soit un affinement de ¥, et un affinement
mod S de M, == Q2. Puisque V'affinement 7 de P7-! jouit de la propriété
du n° 4.4, on peut attacher & chaque (g—1, 3)-simplexe intérieur of~
(1 =7= e, ,) un sommet Pr1(op") de P71t tel que chaque sommet
de crifl’*l en soit un sous-ensemble. Posons Q7 1(af7!) = rrqwI P11 (ar-1),
Q.upposons généralement que, pour une certaine valeur de % (0 <h= q—2)
Qi (ot 1) resp. de Pt et de Q Qi de mamele que chaque bommet de 61{’
soit un sous-ensemble de P'i1(s} 1) C QU1 (altT). Supposons donnée une
valeur de j (1 <7< ). Deux cas sont & distinguer. En premier lien,
supposons que a” ne soit une /A-face d’aucun (-1, 3)-simplexe intérieur;
dans ce cas, chomssons un sommet P ( O‘h) de " de maniére que chaque
sommet de G}” en soit un sous- ensemble, ce qui est possible, puisque le
réseaun gén. P71 est un affinement de P*. En second liew, supposons qu’il

10 Pour ¢ = n+1, la thése du lemme s'énonce comme il suit: Il existe une valeur de
i (1 =i = an) telle que 1° chaque sommet de 67 est un sous-ensemble de W; 2° dans chaque
réseau commode 11 suffisamment fin, on a I[K°(c?, W] +0, (1 =i=eay). (V. pour la
signification de 7.) Du reste, nous n'aurons dans cet Ouvrage aucune occasion dappliquer
le cas ¢ = n+1 du lemme.
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existe des valeurs de i telles que r/”’ + 0; dans ce cas, choisissons un
sommet " (s7) de P" de maniere que I'on ait P" (G’L)DQ” L(a!+1) pour
chaque v(\leur de 7 (1 <é=<a,,,) telle que 4},40; ce qui est possible,
car QM1 ost un affinement de P jouissant de Ia propriété du n°4.4; on
voit que, ici encore, chaque sommet de “/h est un sous-ensemble de P («1")
Si 2 >1, posons ((rjh) = m, P" («rJh) En procédant de cette maniére, on
construit de proche en proche les ensembles P (o) (0<h<<qg—1,1<i<e,)
et Q1) <L <qg—1,1<i< ).
Soit W, un entourage de a si petlt que 1° pour chaque sommet Q' de Q!
la 1cla’r10n W, Q‘J} 0 entraine a €Q"; ° W,0) = 0 pour chaque valeur de ¢

(1 <7< e telle que 62— W, 4 0; 3° W,R—R,=0. W existe, car:
1° en vertu de la définition méme d'un réseau gén., on a W, Q'= 0 pour
tous les sommets Q' de Q' & un nombre fini d’exceptions prés; 2° si
I'ensemble ¢ n’est pas contenu dans ﬁ’], on déduit, 3 étant un affinement
de B, que le point « n'est pas situé dans of; 3°a€R—R—. h comme
nous allons voir

existerait un point € W, R —R,. Or, d’aprés 8, on a R—Ry = R— V T;
17:1
C X Z ou Z parcourt tous les sommets extérieurs de 3. Il existerait donc

un sommet Z de 3 tel que b€Z, ZS+ 0. Le résean B étant un affinement
de ®B,, il existerait un sommet V de B, tel que ZC V, d’ott bEV, done
VW, 40 et par suite VC W, ce qui est impossible, car ZC V, ZS 4 0,
wWc R—S.

On peut donc déterminer un réseau commode 1, tel qu’aucun sommet
de U, ne rencontre simultanément W, et R—. Ro U, soit en outre tel que
la chaine G*(U) ne soit pas située dans B— W, ; c’est réalisable, car
(v.17.5) le cycle principal G* n’est pas situé dans B —W,. Enfin, U, soit
si fin qu’aucun sommet de I, ne rencontre simultanément S et un des
ensembles P_"(_d?)— (1 <7< ay); c'est possible, car P° jouit de la propriété
du n°4.3. Supposons généralement que pour une certaine valeur de 7
0< < q—1), on ait déja construit le réseau ;. Soit alors Uppq un
réseau commode tel que Up; soit un affinement de U normal par rapport
aux cycles dans PT(G{L) pour chaque valeur de ¢ (1 <7 < «,). On définit
de cette maniére de proche en proche les réseaux commodes W, (0 <7< q).
Soit encore U,4; un réseau commode qui soit un affinement de 1,. Pour
0 < h < q, choisissons une projection 7rj, = Pr.(Wp41, Us).

Pour 0 <7 < n, soit N, l'ensemble de tous les indices ¢ (1 =7 =< az)
tels que le simplexe ¢ posséde un sommet qui soit un sous-ensemble de Wi,
Evidemment j€ N, 75540 (0 = 2 = n —1) entraine 7€ Npy1.
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Pour 0<%k g, 0 <m, 1<<i< e, ona dapres 19.2
a, Kl (ol ) = Kk (6, W) mod R— R,
Or je dis que, si ¢€ Np, on a plus précisément
) K Gl ) = el ).

D’aprés 19.1, 1° il suffit de prouver que la chaine =, K" (o), () ne
contient aucun simplexe situé dans R— R,. Supposons au Lontmue que ©
soit un tel Uy-simplexe. Alors chaque sommet de ¢ rencontrera Jr—]m.
D’antre part, d’aprés 19.3, chaque sommet de = rencontre 7'(s') et par

suite chaque sommet Z de ¢!. Or, puisque 7€ N, on peut choisiv Z de
maniéere que Z CW,. Done chaque sommet de z rencontrera simultanément W,

et R—R,, ce qui est impossible, car 1 est un affinement de U,.
Par le méme raisonnement on déduit de 19.1, 3° que pour 0 <k -~ g+1,

1</h<mn, jEN— on a
t{h

(%) Kn—hit ((rjhfl’ ) - 21 ”i_'l}_-vl Kn—" (Gih’ ).
i=

Ceci étant, supposons que notre lemme ne soit pas vrai. Si (€N,
(02 <), le simplexe o/ posséde un sommet Z, tel que ZoCW,. Z étant
un sommet arbitraire de o, on a ZZ,4 0 et par suite ZW, 40, dou
ZCW, car le réseau 3 est un affinement de LB,. Done 'hypothése que
le lemme ne soit pas vrai entraine, en excluant d’abord le cas ¢ = n-+1,
que K" (of, o, ) =0 pour un choix convenable de U ., si i€V,
Done, d’aprés (x), on a K" 7(af, I . = 0 pour chaque /€ XN,. Donc on
déduit de (x+) que K21t (ag 1 ll,l)est pour chaque i € N, 1, un (n—q-+1,11,)-

cycle, situé dans P 1(:7‘1*1) d’apres 19.3. Donc K"t (6071, u, ) est,

pour chaque QEN,I*I, un (n—q -+ 1, U,)-cycle essentiel dans pa—1 ((711 1 de

. o :
maniére qu'il ex1stepomzéi\lellllle(n— +2, qfl)-chameH" (e 0 )
dans Q¢! (o7 7?) telle que

Hn~q+2 ((71:1———1 ) > K}L—r[i 1 (04] 1 qu_ )

q—1

On arrive au méme résultat si ¢ = n- 1. En effet, de I'hypothése que
le lemme ne soit pas vrai il résulte dans ce cas que I [A° (a7, 11)”‘1)] =0
pour chaque €XN,. Puisque K°(o, U, )P (0}), il existe donc une
(1, U,)-chaine H* (fr” 1, ) dans Q"(a)) telle que
H' (o}, )~ K° (o}, 1).
Quelleque soit la valeur de ¢, il résulte de ce que nous venons de prouver,
en tenant compte de (xx), que pour chaque j€.N, »
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=gt 2 (2 - =g +2({ga—2 3
Pt 0, ) s Kot ) -

q—2 ~-q+2 -1
I Hv—a+2 (0"7 uq—l)

zGNq 1

est un (n—q-F2, U,—1)-cycle dans
T+ 2 Qe He Pr2(ap).

7o

Supposons généralement que, pour une certaine valewr de /(1 <= = q—2),
on ait déja attaché & chaque i € Nj.r1 une (n—7~, Uy1)-chaine H”*” (ﬂZ!H L

dans QvH (rr"“) de maniere que pour chaque jEN,

rn—n (()’h N }-1) — ]{)e»-h (O«J[L, uh,+1) ,___“NZ ,/? Hr— —h (,,—ILH uh “1)

L4t

soit un (n—%, 1, )-cycle dans P (ak). Posons

HY M (o] P, W) == o, HO0 (o] 0, )

h{l)

etc., ce qui est d’accord avee (). Alors 7' 7 ((f}", u,) est un (n—~n, Uy)-
cycle essentiel dans P" ((T}L). Il en résulte qu’il existe pour jE€LN; une
(n—nh-+1, W,)-chaine H"—h+1 (dJ.’L, ) dans Q" (o)) telle que
Hm=1 (ol ) — et (ol 1)
d’olt pour j € Np—1
rn—lt1 (,,jh—l, ) = Knh (,;]L~1, uh)_'%ﬁ%‘x H=het (b 1)

- 2 o L[Kn" (o‘ u,) — Jh (al, uh)]

— 2 ’7151 sz 1 f[n—h (Olul uh) == ()

’CGNIH—I

de maniere que It (gl 10,) est, powr jJEN, ;, un (n—rh+1, U,)-
cycle dans

(,,h 1) 4 Z Q" (,,h) c ph—t (O-h 1),

{€N,

En procédant de cette manieére on arrive finalement & attacher & chaque
i€N, une (n, U)-chaine H" (s}, 1,) dans Qf(?zlj de maniére que pour
chaque j€ N,

I ((,r) u,) = K» (o‘" u )—.2/ ﬂo H" (o1, 1)

cyc]e ebsentlel dans P? (GO)EEB" D’apres la deﬁnmon du réseau gen. ‘B"

il en résulte que I (a° U, ~0 dans P° ((70) pour chaque j€N,. Or le
réseau U, est d’ordre g n mod S et aucun sommet de U, ne peut rencontrer

simultanément S et IT(ZJF) Done
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K ((;0 n,) :“2; 70, H" (o}, )
pour chaque ¢€N,. Donec
2 K (a9, 1) = Xe; H" (a1, 1)
J€x, J iex, oo
pour jE€N,, ou
& = Z g pour (€N,

JEN,

Or pour € Ny on a 6} > =+ (¢ — ¢}), oit un an moins des deux enscmbles !
et ) est contenu dans ﬂ/’l. Sio6f -+ r"CW on as, teN,, d'olt & — 0.
Donc si I'indice € N, est tel que az, + (), on peut sapposer que o0 — 1V 4 0.
Or o) C Q' (d}), done Q' (¢}) — Wl 4 0. I en résulte que le point « n'est pas
situé dans Q'(a}); en effet, dans le cas contraire on aurait a € Q! (s})C P°(q?),
d’ott la contradiction Q' (¢}) C P (¢?) CW, d’aprés la définition de .
Puisque le point @ nest pas situé dans ('(:1.15, on a QT(;;)H_ = (0 d’apres
la définition de W,. Donc ¢€N,, & 4 0 entraine que Q! 7(7&})*'(: R—1V, et
par suite que la chaine H" (o}, ) est située dans R —1,. Donc
pour chaque €N, la chaine K" (s, 1) est CR—W,. Or ce fait
subsiste pour toutes les autres valeurs de ¢ (I = 7 = «); en effet, si
I'on n'a pas 7€ N, on a o) W, = 0 d’apres la définition de 11", et, d’autre
part, la chaine K™ (¢, U) est (v. 19.3) située dans 7', C r“. Done la chaine
aO

2 K" 9y, 1)

i=1
est située dans R —W,. En outre on a & — RyC R —1, daprés la
définition de W,. Donc (v. 19.1, 4°) la chaine G*(ll;) est située dans
R —W,, ce qui est une contradiction.

Le cas ¢ = 0, qui était exelu jusqu'as présent, se traite bien facilement.
On peut choisir arbitrairement le réseau gén. M,. Choisissons de nouveau
le point « € W et son entourage W, &W. Supposons le rése:m B, choisi
de telle maniére que 1° VEB,, VW, 4 0 entraine VC 11™; 2° a€ 1, VER,
entraine VC W;. Soit W, un entourage de « si petit que 1 (tO—W F0
(1 <47 < «,) entraine W a" =0; 2° W R— 1 = (0. Comme plus haut

on voit que ces conditions sont réalisables. Lhoisissons le réseau com-
mode 1, de maniére que la chaine G@” (1l,) ne soit pas située dans f2—11%.
Si le cas ¢ = 0 du lemme n’était pas vrai, on aurait [v. ()] K (o7, 1)) =
pour chaque ¢ tel que o? CW,. Comme plus haut, on voit que pour les
autres valeurs de ¢ K" (¢2, 1)) eost située dans R — W.. Puisque
R—R,CR—W, 2, Ol aurait de nouveau la contradiction G* (U,) C R — 1.
25.2. Passons & la démonstration du théoreme du n® 25. D’apres la

I

définition de la famille £ on peut déterminer des points ((;,[Eﬁ(a‘?')
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O<h<p+1,1<i<a; Jsignifie le noyau) de maniére que l'inclusion

wi€Z, Z€3 entraine que Z soit un sommet de o', Désignons par ¢ la

somme de tous les sommets extérieurs de 3. On a alors mi€R—G. Les
points a;; étant manifestement distincts les uns des autres, on peut déter-
miner des ensembles ouverts Wy tels que 1° Wi C 3 (1) 2° Wi Wi 4 0
entraine h =k, i =45; 3° WuCR—G. Pour 0 <7 <p-+1,1<i<a,
attachons & l'ensemble ouvert Wy, le résean Bj; et le réseau gén. My,
d’apres 25.1 en y posant ¢ = /1. Choisissons le réseau 3 de manieére qu'il
soit un affinement de 3, ainsi que de chaque By; et que chaque sommet
intérieur de 3 fasse partie d’'un sommet de chaque W&;. Associons & 3 un
réseau fermé t selon 8. D’aprés 25.2 il existe des (%, 3)-simplexes intérieurs
o = (znio, zniny -+ -y ann) (O S <p-+1,1 < i< ) tels que 1° zna CTWi
(0<< 2 <h); 2° 1l existe une famille parfaitement compléte y de réseaux
commodes par rapport & 3-F1 et tels que l,"'h (";L’ WF0opowr0<r<p+1,
1 <i=< a, W€y, Posons o} = (Z,.,, Z.1, -+ Z,). Les ensembles ¢z h, "
sont ev1demment distincts les uns des autres et on a fm CwW,cJHcZ
On peut done choisir 7 = Pr. (3, 3) de maniére que

hik*

waid = Znaga pour 0<h<p-+1, 1<i<an, 021

Déterminons le réseau fermé T attaché 4 3 d’apres 24. D’aprés 24, (3) on
a pour chaque W€y et pour 0 <Ah<p+1,1<i< ap

(%) Kn=n (gl 1) —ZkH(r W) mod R—R,,

v
» parcourant tous les indices (1 < » < ;) tels que we? = o, En par-
ticulier la somme & droite dans (*) contient le terme "~ (¢, ), puisque
évidemment ¢! = ¢, La somme & droite dans (*) ne peut étre égale

a zéro mod R— R, que si chaque terme est == 0 mod R— R,, car chaque
simplexe de la chaine %*~"(z2, 1) est d’espece " relativement & 3t de
maniére que deux termes diffmentq de notre somme n’ont aucun simplexe
en commun. Done I'égalité K" (c, ) = O entrainerait en particulier que

kv (h, W) = 0 mod R—R,. Or nous savons que A""(o%, )+ 0.
suffit donec de montrer que, si le réseau U €y est suffisamment fin, un

simplexe de la chaine k"~" (g%, 1) ne peut pas étre situé dans B— ~R,. Or
on a, d'apres 8, ByDR— G, d’ou R— R,C @. D’autre part, on a
tece, W, CR— @. Donc t(¢") et R—R, sont deux ensembles

hi
fermés disjoints, de maniére que, si le réseau 0 est suffisamment fin, un

U-simplexe ne peut étre situé simultanément dans ¢(¢?) et dans R—R,.
Or chaque simplexe de la chaine k"~ (¢, ) est situé dans ¢(o¥) d’aprés 19.3.
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26. Soit 0 < p < n. Soit 3€5 (v.23). Déterminons le réseau fermé I
d’apres 25, Soit A un sous-ensemble bicompact de R. Il existe un réseau

commode Wy jowissant de la propriété suivante : Si les nombres 1, €N sont
(

tels que Z v, K2 (a?, W) est un (n—p, Wy)-cycle mod A R — Ry homologue

~
a zéro dans A, alors _21” K2 (a? W) est un (n—yp, W-cycle mod A R— R,
lomologue @ zéro (l(lms A powr chaque vésean commode W qui est um af-
Jinement de U,.

Démonstration. Soient U et U deux réseanx commodes dont le second un
affinement du premier. D’aprés 19.2 et 19.1, 1° la relation K7 (¢}, W) C
entraine K™ 7 (¢!, 1) C A. On en déduit sans peine qu'il existe un réscan
commode 1; tel que K™ 7(o!, U;) T A entraine K" 7(s/, ) A pour
chaque réseau (‘ommode . Si I'on numérote convenablement les 67, on a
un nombre ¢, (0 < ¢, < «,) tel que K" " (o", M)A si et seulement si
1<i< aj,. I) aprés 25 on peut supposer que K" (¢ 1) 4 0 mod A R — R,
pour 0 <7 < min (n, p+1), 1 <7< e, dans chaque affinement commode
1 de U,. 1l en résulte (v.19.1, 3°) que si

’
P

(*) Zr Kv7 (6P, 1) —>0 mod A R—R,

i=1
pour 1 = 11,, la méme relation a lieu pour chaque affinement commode 11
de U,. Les chaines (*) forment un module de rang fini (<< «}). Désienons
= 1 )
par M,(11) le sous-module du module défini par la condition

¢4

tx,, B

2, K 7(a?, W)~ 0 mod AR — R, dans A

1=1
et soit o, (11) le rang de M,(11). Il existe un affinement commode 1, de U,
tel que la valeur de gp(Ul) pour U = U, soit un minimum. On voit sans
peine que le réseau commode U, jouit de la propriété voulue.

1V,
27, AxiomE H* (0 <k <n—2): Pour chaque entowrage P d'un point

a€R—S il existe un (’n#ou’r(t(]e P.C P de a jouissant de la propricté
suiante : A chaque entourage PoC Py de a on peut attacher un entowrage
P,C Py de a de manicre que: Si I'M est un (k, R)-cycle dans P—P, et que
Pon ait T ~0 dans Py, on a aussi I'"~0 dans P—P;.

27.1. D’aprés 4.2 on déduit de axiome H": Pour chaque réseau gén. P
il existe un affinement Py, et une projection ' = Pr.(P;, P) jouissant de
la propriété swivante: A chaque affinement Py de By on peut attacher un
affinement By de Py ainsi quune projection 7" = Pr.(Py, By) de maniére
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que: Si PLE€Py, n”" PsC PLER,, si I'% est un (k, R)-cycle dans P, — 1" Py,
si I 0 dans Py, alors ' ~0 dans n' P, — P.

28. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p
(1 <p<mnm). Outre les axiomes des Chap. I et II, on suppose la validité
des axiomes G* pour n—p <k <n—1 (v.21) et celle des axiomes H*
pour max. (0, n—p—1) <k < n——?.

29, Soit P! un réseau gén. donné.

Déterminons un affinement Q7" de P! jouissant de la propriété du
n° 4.4. Ensuite déterminons un affinement P2~1 de QP! ainsi qu'une
projection 7w,y = Pr.(Pr—1 Qr-Y) daprés 21.1, en y posant b = n—1.
Enfin déterminons un affinement PP~ de PP ainsi qu'une projection
)= Pr.(PI, BT dapres 27.1, en y posant k= n—2*", Supposons
généralement que, pour une certaine valeur de 2 (0 < 2 < p—2), on ait
déja défini les réseaux gén. Q’L'H, P B Dgterminons un affinement O
de 513’1” ! jouissant de la propriété du n° 4.4, Ensuite déterminons un af-
finement P* de Q" ainsi quune projection 71, = Pr.(Pr, Q) d’apres 21.1
en y posant k== n—p+11. Knfin déterminons un affinement ‘.B'l”l de ?B"Tl
ainsi qu'une projection m;, = Pr. (EBIf, 9,3") d’aprés 27.1, en y posant
k=mn—p-+h—1*. En procédant de cette maniére, on construit de proche
en proche les réseaux gén. Q", P, PL pour 0 <4 < p—1.

Déterminons un affinement 55 de 5131 jouissant de la propriété du n°4.3.
Ensuite d’aprés 27.1, out Uon remplace B, B, B, 7/, k resp. par P°, P,
Py, mh, n—p—1 déterminons un affinement B3 de P ainsi qu’une pro-
jection 7y = Pr.(Ps, P**. Enfin déterminons un affinement PRI de Py
jouissant de la propriété du n°4.3. Supposons généralement que, pour
une certaine valeur de % (0 <7 < p-—2) on ait déja défini les réseaux
gén. ‘ISQL, DU A Déterminons un affinement Py de Pi jouissant de la
propriété du n° 4.4. Ensuite d’apreés 27.1, ou I'on remplace B, By, B,, 7', k
resp. par B BITY B ad, 4, m—p -F &, déterminons un affinement Ry
de P57 ainsi qu’une prOJectlon = Pr. (P, P4, Enfin déterminons
un affinement B " de Bi'* jouissant de la propriété du n°4.3. En plocedant
de cette maniére, on construit de proche en proche les réseaux gén. %;

YBE0< < p—1).

Determlnons encore un affinement Pf de P jonissant de la propriété
du n° 4.4. Ensuite déterminons un affinement B de B ainsi qu'une pro-
jection 7, = Pr. (B, PI) jouissant de la propriété du n° 14.2; on peut

418i n=1 et par suite p=1, on détermine l'affinement P de P’ et la projection 7; de
. ’ 0 0 0 )
maniére que 7o Pr + Pi pour chaque P ¢ Pi-
28] p=mn et h=0, on détermine 'affinement PBY de P° et la projection #; de maniére
que 75 P{ % P{ pour chaque Py e .
Wi p==n, on pose Ps = P7 et n5 est Pidentité.
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supposer que laffinement B de P jouisse de la propriété du n°4.3. Enfin
déterminons un affinement Bi" de P4’ jouissant de la propriété du n° 4.4
ainsi qu'un affinement P de P7 jouissant de la méme propriété.

30. Reprenons les notations du n° 8 en supposant que chaque sommet
intérieur du résean 3 fasse partie d’'un sommet du réseau gén. P (et done
aussi d'un sommet du réseau gén. P donné a priori).

Pour abréger, disons que o} (1 =<j < «) est contign & ol (0 <L = p,
1 <i =), sid rencon‘me un sommet de o/ (en pfntlculier si o est
lui-méme un sommet de G{L).

Comme le réseaun gén. P (PL) jouit par rapport i ﬂB-?' (‘B”) de la pro-

priété du n° 4.4, on peut attacher & chaque ¢/ (1 < i =< « ,) Ul sommet

/

)

Py (¢f) de P de maniere que chaque sommet intérienr de ')) contigu & o/
hlbbe partie de P (¢!). Posons P (of) = n" Pi(l) (1 </ < u?,)_
Supposons généralement que pour une certaine valeur de 2. (0 < 1 < p—1),
on ait déja attaché i chaque o' (1 <7< «, ) un sommet P} (¢)+Y)
du réseau gén. PiHt tel que chaque sommet intérieur de 3 contigu & o/t
en soit un sous-ensemble. Soit donnée une valeur de ¢ (1 < i < «y).
Distinguons deux cas. Premicrement, si le 3-simplexe ¢/ n'est pas une
face d’aucun (241, 3)-simplexe intérieur, choisissons un sommet P (o7)
de P de manitre que chaque sommet intérieur de 3 contigu & /" en soit

+1 >
un sous-ensemble; ceci est possible, car le réseau gén. P& est un affine-
n . . ; .
ment de Pj. KEn second lieu supposons quil existe des valeurs de j
(1 \7 <« ) telles que ),” 4 0. Dans ce cas choisissons le sommet

Pl (] de 2134 de manitre quon ait P (/YD P (¢/"") pour toutes les
valeurs de j telles que 4" § 0; ceci est possible, car le réscau gén. Pl
jouit par rapport & P de la propriété du n° 4.4. Dans les deux cas le
sommet P! (1) est donc construit de maniére que chaque sommet intéricur
de 3 contign & ¢! en soit un sous-ensemble. Comme le réseau gén. P
jouit par rapport & P! de la propriété du n° 4.3, il existe un sommet
Pl(e?) (1 =i < «) tel que P! (c})> P! (al). Posons encore P (d})
= mj, Pl (¢). En procédant de cette maniere, on attache de proche en
proche & chaque (h, B)- Qimplexe intérieur ¢} (0 <A< p—1,1 <7< «)
des sommets Py (m) Plaly, Pl (el resp. de ?B Ri, Pb.

Le réseau gén. pUit ]oulssant par rapport & P! de la propriété du n® 4.3,
il existe (pour 1 < ¢ << ;) un sommet P? () de Y tel que P (67)D P} (a7).
Posons P° (6%) = 7, P? (G;’), Q° (69) = m, " (¢]). Supposons généralement
que, pour une certaine valeur de 2 (0 <72 = p—2), on ait déja attaché

& chaque o} (1 < ¢ < «,) un sommet Q" (o) de Q" tel que chaque sommet
intérieur de 3 contigu & ¢ en soit un sous-ensemble. Soit donnée une
valeur de ¢ (1 < i < ¢ 1). Comme le résean gén. QM jouit par rapport

15
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a PrH de la propriété du n°® 4.4, il existe un sommet P! (olt1) du
réseau gén, PI1 tel que Prit (al.h'*‘l)DQJ’.‘ (¢}) pour chaque valeur de j
(1 <j £ «) telle que ’7’// 4 0. Posons encore

»Ph+1 (()-lll+l) —_— ﬂllH»l P{! i1 (qih%fl), Qh—{-—l (O-l(u—l) —

nyr M (0] )

(I =7 = anp).
En proecédant de cette maniere, on attache de proche en proche & chaque
(2, B)-simplexe intérieur o} (0 </ < p—1, 1 < 7 = «;) des sommets
Plh (01']1'\); ph (Uih)r Q" (Gzlb) resp. de SB;‘: P, QN

Comme le résean gén. Q¥ jouit par rapport a P7 de la propriété du
n° 4.4, on peut enfin attacher & chaque o? (1 <7 < (zp) un sommet P? (¢7)
de PP de manietre que P?(¢})D Q¥ ! (fr}’*l) pour chaque valeur de j
1<y < “,)_71) telle que 7/12}‘1 + 0.

31. Gardons les conventions des n° 8, 29 et 30. Soit A un sous-ensemble
bicompact de R; soit B un entourage de A. On peut choisir le véseau
gén. B m° 29) de manicre que (3 satisfaisant & la condition énoncée au
commencement dw n’ 30) on ait la propriété suivante: Soit W wun réseau
commode (v.18.1). Soit C* P (1) un (n—p, W)-cycle mod S A dans A essentiel.
1l existe une (n—yp, W-chaine élémentaire D=7 () dans B telle que
Cr=p (W)~D"? () mod B R— R, dans B.

En fait il suffit de choisir P! de manicre que chacun de ses sommets P’
qui rencontre un sommet P" de P! tel que P" A4 0, fasse partie de B. Un
tel choix de PBf est évidemment possible (v. 4.3 et 4.4). Tous les réseaux
introduits dans 29 étant des affinements de B, ils possédent aussi la
méme propriété.

La démonstration fera I'objet des n°® 32—42.5,

32. En tenant compte de 19.2, on voit sans peine qu’'il suffit de donner
la démonstration en supposant que le réseau commode U soit suffisamment
fin. Or (v.29) laffinement SBQ du réseau gén. SB’;' (0 < < p—1) ainsi que
Iatfinement B3 (BF) de By (BL) jouit de la propriété du n° 4.3. On peut
donc supposer que le réseau U soit tel que: 1° pour 0 <A < p—1,
1 <4< a, chaque sommet de U qui rencontre ZT@'S fasse partie de
Pl (aly; 2° pour 1 < i< e (x,) chaque sommet de W qui rencontre
PY(a?) [Py (o7)] fasse partie de PP (a?) | PP (67)]. De plus on peut supposer
qu’aucun sommet de 1 ne rencontre simultanément S et un des ensembles
P{l’(cl(’) (1 <4< e«). Ensuite on peut supposer que, si U’, U"” sont deux
sommets de U tels que U' R4 0, U”S40, on ait U'U” = 0. Puis, on
peut supposer que si un sommet de U rencontre simultanément A et un
des ensembles PI‘T(;?) (1 <7< ), on ait A4 I;;’i(crf)#() En outre on peut
(v. 17.5) supposer que G" (W) 40 mod R— Pr (o7) (1 <7 «,). Encore,
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comme (v.30) chaque sommet intéricur de 3 contign (v.30) de o,
(0 < 71 <p—1,1<i< a/,) est un Qom ensemble de l’ensemble ouvert
les 1ndlces i, j étant tels que les 8 qlmplexes ,;h rt (r’~ %01ent des faces
d’un certain (7, 3)-simplexe intérieur (I > 7, 1 > IL), ('lmque sommet de 11
qui rencontre T(o’") fasse partie de P7 (u") En effet T(a}f) est un sous-
ensemble blcompact de chaque sommet de rj" ; or chaque sommet de 0‘}“ étant
contigu & ¢}, il en résulte que 7'(cf)C P} (s]). Pareillement on voit qu'on
peat supposer que, si ¢ est un sommet de ¢, chaque sommet de U qui
rencontre 7' est un sous-ensemble de PP (7).

Il est évident que ces plopnetes de U appartiennent aussi
affinement de 1.

33. Posons Uy = U. Soit B un affinement de 1 régulier par rapport
A B R—R,. Soit I, un réseau commode tel que 17 U, soit un affinement
de B; 2° U; est un affinement de I normal par rapport aux ecycles
mod R—P? (¢?7), pour 1 § i=e . Soit m, ;= Pr.(B,N), m, = Pr.(11, ),

v

¥ = m, = Pr.(0;, ). Supposons généralement que, pour une certaine

valeur de Jz 0<r< ])—1), on ait déja défini le réseau Uyp—op—1. Alors,

Y

a4 chaque

s0it Upp—op, un résean commode qui soit un affinement de Hq,,w;/ ~1 normal
pal mppoxt aux cycles dans P’ ( (cr") pour chaque ¢ (1 << 7 < a;) et soit
af, oy =L Wy, o, Wy, o, )5 ensuite, soit 1, ,, , un réseau commode
qui soit un affinement de ., o, normal par rapport aux cycles dans
ﬁ’_‘(;d”) P (o) pour chaque i (1 </ <e,)et °01t7rjp o, == . (llz%?h H,uzjr—zh).
En plocedant de cette maniére on constlult de proche en proche les réseaux
commodes 1, pour 1 < A< 2p41.

33.1. Le cycle C2 (1) (v. 31) étant essentiel, il existe un (n—p, Uapt1)-
cycle C"~? (1, ) mod S dans A tel que (P (W) ~a* mf - wf C" Wy, )
mod S dans 4 Il est évident qu'il suffit de démontrer le théoréme du n° 31
en supposant que C* 7 () = a* 7 7} .- - nB*p crr (1121,,‘ ). Définissons de
proche en proche les chaines €~ (1) (1 </t << 2p) en posant 7 ("7 (U, ;)
= (W) (1 <7 < 2p); on aalors n* O (11,) = (- 2(11). Générale-
ment, introduisons (pour le n° 34) la convention suivante : Si I'on a défini une
certaine 11, -chaine (0 <7 <2p) E*(11,,,), on pose EF(1l,) = mE EFQL, ).
34. LEmME. On peut attacher a (‘haque (h, B)-simplexe 1ntenem Gl

O<h<p—1) une (n—p+7~+1,1)-chaine L" pHtt (gl 1) dans B
de maniére que: 1° pour 1 == i << &, la chaine

FLrri (o, N)— C*77 )

ne contienne pas des simplexes situés dans P" (G“), 2% pour 0 << < p—2,
1 <7 = w4, la chaine

45*



672 E. CECH.

Cy
FLr—p+h42 ((rih,Jrl, ul) __j; ,/Z I—pthtt (G}L’ ul)

ne contienne pas des simplexes situés dans P+ (¢} 1) ; 3° pour 1 <7 < «y,
la chaine

o,

j:zl gyt L (ap—h 1)

soit un (n, R)-cycle mod R — P¢ (o).

La démonstration fait 1'objet des n°® 34.1—34.3.

REMARQUE. Si on change D'orientation d’un simplexe ¢, on doit évi-
demment changer le signe de L~ 7th1i(gsk 1).

34.1. Pour 1 <7 < «, soit " ?(d), U, ) la partie de la chaine

¢"=*(U,,,,) dont les simplexes sont situés dans P{(a)). Excluons pour le
moment le cas olt p = n. Soit

rn—r-1(g?

o1, ) = FO2(o? 1

1p+1)

Or C™P(Uyprq) est un cycle mod S; puisque (v. 32) aucun sommet de U
ne rencontre simultanément S et PP (¢?), on.voit qu'aucun simplexe de

FCrr (1121, ) Dest situé dans P{’ (6)). Donc I'"~P~1(a?, 1127, 1) estla partie
de la chaine
(*) Ferr (e, 0,,,,) — FC*?W,,,,))

dont les simplexes sont situés dans P{ (¢?). Or le noyau de chaque simplexe
de la chaine (x) rencontre R — P{(c)) et par suite (v. 32) ce noyau ne

peut rencontrer P?(a?); donc*
=169, W) C PO(e%) — P2(a?) (0<k<2p+1).

Or Patfinement Ugpi1 de Uy, était (v. 33) normal par rapport aux cycles
dans P?(a)) — P (a)); done I'"?-1 (g0, 11, ) estun n—p— 1, 1, )-cycle
essentiel dans P) (o)) — P)(¢)). D’aprés la définition du réseau gén. P
(n° 29) et celle de son sommet Py (07) (n° 30) il en résulte I'existence d'une
(n—p, uzp)-chaine Dr—» (112p) dans P° (o) — P) (7)) telle que C"7 (a7}, u,,)
— Drp (112p) est un (n — p, 1,,)-cycle, situé naturellement dans P (a)).
L’affinement U, de u,, , étant (n° 33) normal par rapport aux cycles
dans P°(¢)), on voit que C" 7 (s}, 112%1) — Dr (g, W,

(n—p, 2p_1)-cycle essentiel dans P°(¢)). D’aprés la définition du réseau

) est un

4 Il taut tenir compte de ce que I »~1(a?, N) = nf I"~*=' (s, U
dans ce qui suit.

1) €t pareillement
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gén. P° (n° 29) et celle de son sommet P°(a)) (n° 30) il en résulte I'existence

dune (n —p-1, llzpfl)-chaine Lr=rti(a?, u,, ) dans Qf’_(;loj telle que

(%) Lr=rit(af, Wy, ) = C*2 (a7, U, )—0pr,, ).

On peut arriver au méme résultat dans le cas ou p == n: D’apres la
définition du réseau gén. P, on a P(s¢)) — PY(s?) 0 et par suite
P (6?) — P2(a?) 4 0. Soit done a; un point de P (s?) — P9 (s?) et soit U,
un sommet de Uy, tel que a; € U;. Déterminons ;€N de maniére que
I[C° (), 112P2 — D“; (112],)] =0 (v.*%), ot DY (W,,) == r,U; est une (0, ,)-
chaine dans P°(¢)) — P (s?). D’aprés la définition de B° et de son sommet
PO (a?) il existe une (1, Hzpvl)-chaine L' (a?, 1121,_1) dans Q‘R%T telle qu’on
ait la relation () avec p = m. Dorénavant, nous pouvons traiter simul-
tanément toutes les valeurs de p (1 < p < n).

Chaque sommet de 1l qui rencontre P)(c)) étant (v.32) contenu dans
P2(09), il résulte de linclusion D»—2(1) C P%(a?)— PY(6?) quaucun sim-
plexe de D!—7(1) n’est situé dans 13;6(71?_), pareillement on voit qu’aucun
simplexe de C"2(l1)—C"7(a), 1) n’est situé dans 154‘)' (E?vb. Par suite aucun
simplexe de la chaine
(*) Frrriied, W) —CmrU,) O=k=2p—1)

n'est situé dans P (o).

34.2. Supposons généralement que, pour une certaine valeur de 72
0L h<p—2), on ait déja attaché a chaque o (1 <i<e) une
(n—p+h+1, 10, ,, ,-chaine dans Q-".(;z”—), soit Lr—rthtt(gh 10

-

' 21142/:,_1) ’
de maniére que, pour 1 <i < ¢, aucun simplexe de la chaine*’

Cp—1

(5 %) F [v—pthit ((;lh, uk) . Z ,]:_L}_—A L—pth (G}L—l’ uk) 0 § A g 2p —2h—1)
J=1"

ne soit situé dans P;"(atf@. Il s’agit d’attacher & chaque o/ ™ (1<i <« )
une (n—p-4+~-4 2, 112p_2,b_3)-chaine Lr—rptht2 (ght) U, ., 5 dans
Q"1(olt) de maniére qu’aucun simplexe de la chaine

®p—1

F Ltz (ghi1 1) _,; oy L il ) (0 < k< 2p—2h—3)
ne soit situé dans Pi+1(o?+). Or la chaine

(2
[ n—p+-h--1 ( gh+1 — h Tn—p-h+t1(gh
M Ly (di ) u2p—21»—1) - J; ﬂij Lr=phs (Gj ) u2p~2h—1)

45 Pour A = 0 on doit remplacer la chaine (xx) par (x).
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se trouve située (v. 30) dans

7/,J4:0
12jsey
Cp CQp_y
En outre, comme Fo!t1—0, d’on Z} 2 17“ ni’k 1= 0, aucun simplexe de
la chaine ’

F Mr—ptht1 (O’/' -+ 1 u

z/L__

ah ®p -1

""" ’75' [FL"WPU' (dJl, 2p—2h— 2 ’ih Lt oyt u21)—»2h—‘1,)]
n’est situé (v. 30) dans

h (I lil hi-1)46
H P'((T’)D Dh (o«il )
EE

12j3ey,
Donc le cycle FM;L~p+h+1(,,h+1 uzp - 1) est situé dans 1')h+1(r,h/+1‘)_ Ph,+1(o—£z,+1).
Par suite (v. 33) F M ”‘1’+"“(G’l+l Uy, o) estun (w—p+44 U, o -

cycle essentiel dans PhJrl (r’b+1) — P, (a}); d’aprés la définition du réseau
gén. EBHI (n°® 29) et celle de son sommet Pt (n° 30) il existe donc une
nm—p+ht1, U, _,)-chaine dans P (o}t — P (alt1) soit
NP (W, o), telle que '

—p+h+1 , _h+1 —p+h+1
MY G Ny ) — NPT (W, o)

soitun (n — p+0-+1, 1,
Par suite (v. 33)

—p+h - h-1 —p-+h—+1
(*) MV G gy o g) — NPT (U, )

ap_an—z)-cyele, situé naturellement dans P (ol +1),

est m(n—p+r+1, llzp_zh g-cycle essentiel dans prti (a+1), 11 existe
donc une (n— p + 7%+ 2, llQP_Zh_:;)-cllaine dans Q_"‘:LT(EZTFT), soit

[—phA2 (a{'n“l, 11210_%_3), dont (*) est la frontiere. Comme le noyau de

%o

< . a

% Pour h =0 on a Z, 75 =0, d'out
Jj=1

()
J
PR @ W, ) = 3 g [FLr @, ) =0, ),
de maniére que, ici encore, aucun simplexe de F'M»*—»+'(s}, U, ,) n'est situé dans
[T ErGep) 2P,
75 %0
1zjze,
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chaque simplexe de la chaine Nw—7I7F1 (gl 11, rencontre

» 7211,4‘3)

Phit(ghtl) —— PIt1(ahil) et comme (v. 32) chaque sommet de 1l rencontrant

P (ol fait partie de P21 (ol +), on voit qu'aucun simplexe de la chaine

Nwpthtd (gh it 1) (0 <k < 2p — 24— 3) n'est situé dans Pj’f’c ! '(:@;435. Or
52

79— / - T 99— ) ) Y o .
— NP Fhi1 (O-Z{H 1, uk) — F L n+-I- ((71{1 H, u/c) __J21 ',/ijbj L {hit (Ojih’ ulc)

O <L k< 2p—2h—3).

34.3. En procédant de cette maniére, on finit par attacher & chaque o7t
1<i< «, ;) une (n, 1)-chaine L (6771, U)) dans QP~* (¢7!) de maniére

quaucun simplexe de la chaine*?

Cpoy

FL*(or—11,) — 271 7]5}*2 Lt ((rj?"'*’, 1, (k= 0o0ul
J=

ne soit situé dans Pr—(sP=1). Alors la chaine

)y
M ((;ip’ 111) = 2 7;;%".’*[ L (0‘[.7"’1, 111)
S '
est située (v. 30) dans ‘ S
> Qi hc Pr(s)).
750 ’ Z

15j3e,

En outre aucun simplexe de la chaine

Cp—1 Cp—2
FM" (o, ) = ,-2 i [F L (o=t 10y “_/%’:‘1 nf * LT o, 111)]

=1

nest situé (v. 30) dans

T e Horre.

V)

15jsep—
Done M" (a7, U,) est un (n, W)-cycle mod P7 (67) — Py(s?) dans PP (7).
34.4. Si I'indice ¢ (1 <4< «) est tel que AP?(s)) = 0, on voit sans
peine (v. 32) que C*7(sf, N, )= 0; on peut daus ce cas supposer que
L2 (), u,, ) = 0. Plus généralement, si lindice ¢ (1 = 7 < ¢,
0 < < p—1) est tel que Alsl‘_)(Tr;dj == () pour chaque sommet “_,-0 de ol
on peut supposer que Lr7Hti(gl U, ., ) = 0. On na done

Cp—y

47 Dans le cas p = 1 on doit remplacer 2 75~ L=t (ap=2, 1Y) par €72 ().
=1
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Lrrittel, W, o, )4 0 que dans le cas ot AP)(6)) 4 0 pour un
sommet o) de of. Or la chaine Lr—rthdt(gh, n,, ., ,) est située dans

Q" ((rlf' . Les réseaux gén. P et Q' étant (v. 29) des affinements de R,
il existe deux sommets P’, P” de P} tels que P} (¢))C P, Q" (s])C P".
Or (v.29) P?(a?) Q" (s}) Dol + 0, d'ot P'P" 4 0. Comme AP} (sf) % 0,
e (0’0) P’y on a AP'4 0, P'P"4 0 et par suite Q" (1) C P"C B d’aprés
la deﬁnltlon de B. Or ceci signifie que toutes les chaines L»—2 Hi1(¢l 11,
O<h<p—1,1 < ¢ < ) sont situées dans B.

35. Nous allons modifier un nombre fini de fois le cycle C*—7 (1) ainsi
que les chaines L* 7141 (gh 1) de maniére que, *C et *L étant les
éléments modifiés, on ait les propriétés suivantes: 1° chaque simplexe de chaque
différence *C"—2 (1) —C"=P (1)) ou *Lr2Hhil(eh N )—Lr-rihti(gh 1)
est une face d'un simplexe de (=7 (11)) ou de *L* 7% (¢F, 1) de maniére
que les chaines modifiées restent situées dans B; 2° les relations 1°, 2°, 3° du
n° 34 restent vraies pour les chaines modifiées *C, *I; 3° *C*—2(U,)~ C"»(l))
dans B.

Toutes ces modifications ayant lien dans le réseau commode fixe U,
nous omettrons 11; dans I'écriture.

Pour 0 < ¢ <p—1, 1 <r < e, nous dirons qu'une U,-chaine ne contient
presque aucun simplexe d’espéce ol si chaque simplexe v d’espéce 6 de cette
chaine est une face d’un Uy-simplexe despéce o1,

Ceci posé, le résultat de toutes ces modifications sera que pour 0/ <p—1,
0< k<, 0 < g =< les chaines modifiées posséderons la propriété @ (k, q, h)
suivante : Si les simplexes o‘f, 07 (1<) <ok, 1 <7< e sont des faces
du simplexe o, alors la chaine L”“N"Hl(a.’f) (modifiée) ne contiendra
presqu’aucun SImplexe d’espece af.

Dans le n° 36, nous donnerons un lemme. Dans le n° 37, nous réaliserons
la propriété @(0, 0, 0). Dans le n° 38, nous supposerons que, pour une
certaine valeur de 2 (0 < 7 < p—2), on ait déja réalisé les propriétés
Ok, q,9 pour 0 < g <% et nous en déduirons qu'on peut réaliser aussi
la propriété Ok, 0, -4 1). Dans le n° 39, nous supposerons que pour
0<h<p—2, 0L Q< 1h, on ait déja réalisé les propriétés O, q, g)
O0<g<h) ainsi que Ok, ¢, h+1) 0<¢g<(@ et nous en déduirons
qu'on peut réaliser aussi la propriété @41, Q@+ 1, A+1). Dans le
n° 40 nous supposerons que, pour 0h <p——2 O < Q <h, h—Q< K< h,

2p—2h—1 )

Ok, Q+ 1, +1DH)(K+1<kE<h + 1) et nous en déduirons qu on peut
réaliser aussi la propriété O(K, Q-+ 1, 24 1). Dans le n° 41, nous sup-
poserons que, pour 0 < h<p—2, 0<< Q< h, on ait déja réalisé les
propriétés Ok, q,9) (06 <h), O, q, h+1) 0L g < Q), O, Q+1, h+1)
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(h—Q < Ik < h1) et nous y démontrerons que les propriétés @ (k, Q+1, -+1)
0 < k< _h—Q—1) se trouvent alors aussi réalisées.

Le Iesultat de toutes ces modifications sera évidemment qu'on peut
réaliser la propriété O(k, q, 1) pour 0 < 7 < p—1 ce qui était notre but.

36. LummE. Soit 0<% <p—1, 0<k<h, 0=q=<h, 1<i<an,
1 <j<eax, 1 <7< e, Supposons que ¢f et o7 soient des faces de ol.
Soit » un U;-simplexe d’espéce o?. Alors chaque sommet de # est un sous-
ensemble de Py (rr’f) )

Dnmonstmtzon Smt ® un sommet de ¢, D’aprés 8.3 il en résulte que
1 T(67)40. Le résecau 1, étant un affinement de U, il en résulte (v. 32)
que °C Pk (0}“).

37. Pour 1 < v < «, soit K™ 7t (af) la partie de la chaine L 711 (a))
dont les simplexes sont d’espece o)) (v.8.3). Posons

0
FON—D — Un~p — 2 FE"‘I’ H1 (0‘:/’),
=1
)

KL () = LrrH (of) — 21 En-rt1(g0),
V=
$ T p bt (ghy —= Ta—p+hd1 (gh . o
FLner i (ghy = LrorHdtel) pour 1< 0 << p—1.
Les proprie’té‘ ; 2° 3° du n° 35 sont évidente%. On Voit imme’diatement
done qu’apres notre mOdlﬁCdthll 011 a la proprlete 00, 0, O).

38. Soit 0 < 7 < p—2 et supposons réalisée la propriété GOk, q, 9)
pour 0 < g < %. Soit 1 < p < e, 1 =v< ¢, . Lorsque a, nest pas un
sommet de o1, posons En-rHhi2(g0 ¢hi1) = 0; dans le eas contraire
soit Evrihi2 (g0 oht1) Ja partie de Lr—2thi2(gl41) dont les simplexes
sont d’espece aﬁ“‘. Pour 1 <5 < ey, soit

Dn—pf—ILfFZ(()‘Jllb) — 2{En—p+h+2(qﬁ o/ 0‘"),
y22
p parcourant toutes les valeurs (1 == p < e) telles que o dl** soit un
(41, B)-simplexe. Posons
FON=D == C”‘p, * [ p—ptkA1 ((;l(c) - Ln-p+k*{~1(62}c) pour J 1 ]1’ 7L+ 1;
* T u—p4+ht1(gly —— N=pLh41 (ghy — ] —p-+i--2(gh
L (0)) L (o} 1(’:]) (o),
1

* I —pt I+ (O-IH 1) = [N -p+n-t 2(Gh+l) — Z ,rh D —prh2 (()‘.h),
J

011 V01t sans peine que les propriétés 1°, 2° ,3 du n° 35 sont véritides,

N —p 2 e e s
158 on Lhange Vorientation de ¢, la chaine E"? i (6'27 1) se multiplie par
—1 (v. la remarque & la fin du n° 34) ‘
¥ Silon a (ouenmtlon comprlse) ah = (rr, , t gy at“_), on a par définition (orientation
J

comprise) g, o; = = (¢° 11 O zrto, ceey ﬂ’t'). La notation analogue sera employée maintes fois
J

dans ce qul sult
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1l s’agit de voir que la propriété supposée @(k, q, ¢) (0 == g < ) reste
vérifiée apres la modification. L’unique cas ol ceci n'est pas immédiatement
évident est le cas k= g = /L. Ici il suffit de montrer que si ¢7 est une
face de ol, la chaine

:kLnrAle, i1 ((;z[],) — [ ht1 (O-ih) = FDnrt h--2 ((;Z{L)

ne contient aucun simplexe d’espéce a7. Or chaque simplexe de la chaine
Dr-rthiz(ghy est d’espece «r}‘l, Iindice w étant tel que (1#0 ol soit un (21, 3)-
simplexe, de maniére que (rﬁ n’est pas un sommet de ¢/, Donc d’apres 8.34,
aucun simplexe de F D" rtit2(gl) ne peut étre d’espece of.

On doit enfin démontrer (v. 35) que la propriété @k, 0, -+ 1) se trouve
réalisée apres la modification. Supposons done que les indices %, j, », 7 soient
tels que of soit une face et que o7 soit un sommet de o}*'. On doit
prouver que presqu’aucun snnplexe de la chaine "‘L"“?H 1 (af) n'est
d’espéce ¢, Il n’y a que deux cas ol ceci n’est pas simplement une con-
séquence de la propriété @(k, 0, i) qui est, comme nous le savons déja,
conservée aprés la modification; ce sont: 1° k=714 1,j =1i; 2° k=,
o}t = 4ol ol

Premier cas. Soit 5 un indice tel que 1]%1 0, c’est-a-dire soit (ijﬁ une
h-face de ol'1. Les simplexes d'espéce ¢° dans la chaine D’l“f"‘?”’*ﬂ(fr}’) ne
peuvent exister, comme nous avons va plus haut, que dans le cas ou o
n'est pas un sommet de ¢f'; ceci n’a lieu que pour une valeur de j, & savoir
pour la valeur » = j telle que o} = 9" ¢° ¢!, Les simplexes d’espéce o
dans D P12 (g") sont alors évidemment les mémes que dans la chaine
Enrth+2(0° 60 l). Donc les simplexes d’espece ¢ dans la chaine

Cp

& s
Lr—rilet2 (ghtl) — * [pptht2(ghtl) — j% 1y DR (o)

sont les mémes que dans g%, En—7tit2(q? oltl) et par suite que dans la
chaine L= ih+2(gh+1), de maniére que presqu’aucun simplexe de *Ln—74712
n'est d’espéce .

Second cas. Soit k= h, o]t = 460a!, et par suite ¢t = gl 60 dh,
Il s’agit de voir que presqu’aucun simplexe de la cha.lne L "1"’”1(_0"’1)
n’est d’espece ¢f. Supposons que l'indice j parcoure toutes les valeurs
(1<j<a) telles que G}L soit une Z-face de o}, La propriété ©(h, 0, h)
étant conservée aprés la modification, pour j 4 » la chaine * L7721 (ajlb)
ne contient presqu’aucun simplexe d’espéce of. Donc les simplexes d’espece o?
sont dans la chaine " * Ln—P+hi1(g!) presque les mémes que dans la chaine

Cp
> *L"“N”“fl(ajb). Or nous savons déja que presqu’aucun simplexe de
j=1
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la chaine *Lr~Pihi2(gli1) n'est d'espece o). 11 en résulte sans peine
(v. 8.34) que la chaine F'*Lr—2th2(¢h+1) ne possede non plus presqu’aucun
simplexe d’espece ¢. Il s’agit donc de montrer que la chaine

22

() F o [p—ptht2 ((;ZhrH) . Z_:l ,/?1 * [a—pth 1('(7}")

ne contient ancun simplexe d’espéce o2, Or, d’aprés 36, chaque 1l -simplexe
d’espece o est situé dans PP 1(el'), tandis que la chaine () ne contient

aucun simplexe dans Pt 1((';’7‘7) parce que la propriété 2° du n° 34 reste
conservée apres la modmcatlon.

39, Soit 0 <7 <p—2, 0 Q <. Supposons réalisées les propriétés
Ok, q,q9) ('O/q<7z airm' que O, q, h4+1) (0<q =< Q).

Soit 1<p ey, 1=v =@, Sile 51mp1exe GQ 1 n'est pas une
(Q-+1)-face de a’l M posons Jnp ikt g0+ ol'1) = 0; dans le cas con-
traire, soit F“"l’ L'h’('rQH oli1) la partie de la chaine Zr—7rihiz2(ghit)
dont les simplexes sont deqmuu oo,

On peut évidemment attacher @ chaque indice w@ (1 <,««:j ®giq) un
indice ¢(p) [1 < ¢(u) < «,] bien déterminé de manitre que o soit pour
chaque p (1 < ,w < @, ) un sommet du simplexe (i/’f 1,

Si les indices w, v, 2 (1 <p e, 1:2v Zapp, LS4 §' nm sont,

)

‘I (1)

tels que 1° 63*1 soit une (Q-F1)-face de o 1; 2° G" = 4 ff,‘; g 4s bosons
(o8t ol o) = uly;
dans tous les autres cas, posons
e(aQ rl G/’f (r’HI) = 0.
Pour 1 < A < @, posons
Cott Cnti
Dn—p%hf‘l(d}lf) - zl ’;1 GQfl OJL O—’I’LH) Enmp:lwz(,r;%l, O—’III,H)_

Ceci étant, soit
*On—p = (P, # [ —piktl (O-ik) — otk "'1(0‘1.’") pour % :Ir Iy &k * h41;

* [ a—p hi1 (O;h) J— Lnfp#-IH»l (Gjh) — o Hhy ;‘(O—ih)’
7
# [ u—pt-ht2 (O«lh+1‘) = [npthi2 (GL[LJH) J%l ,I{t Drptht2 (Gh)

On voit sans peine que les propriétés 1°,2°, 3°, du n° 35 sont vérifiées.
% 8i I'on change l'orientation de ¢*', la chaine En—rtrt2? (ﬁ‘,?*‘., a?+1) se multiplie par —1
(v. la remarque & la fin du n°34).
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Démontrons que les propriétés Ok, q, g) (0 < g < /i) restent conservées
aprés la modification. L’unique cas & considérer est évidemment le cas
k=g = h. Soit donc o7 une g-face (0 <qg=17) du simplexe Gj’”. 11 s’agit
de montrer que presqu’aucun simplexe de la chaine

kT n—p+h4-1 (50 n—p-+h+1(gh) — n—p+h—+2 (I
L (o) + Lr—rihH(e]) = FD (97)

n'est d’espece of. On voit sans peine (v. 8.34) qu'il suffit de prouver que,
si o7 est une fa(‘e de vrh presqu’aucun simplexe de la chaine D"-P*h“(oh)
n est d’espéce of. Or chaque simplexe de Dn—2+h- H((fh) est d’espece aQH
ou la valeur de w est telle que, pour une valeur convenable de », on ‘ut
s(q@ 1 ah, o' 4 0. Or cette inégalité donne o= 4+ a&(w ol de
mamere que o? o n’est pas un sommet de ah tandis que c’est un sommet
de o2t; O‘QH n’est done pas une face de trJ”

11 est ev1dent que la propriété @k, q, -+ 1) (0 < g < @) reste conservée
apres la modification, car (v. 34) presque chaque simplexe de chaque *L— I,
est d’espéce a}“ ot [ >g-1.

On doit enfin démontrer (v. 35) que la propriété @(h+1, Q-+1, 1)
se trouve réalisée apres la modification. Supposons done que les indices 2, #
soient tels que o%+! soit une face de o/*1. On doit prouver que presqu’aucun
simplexe de la chaine *Ln—7+h+2(g]+1) n’est d’espece o1, Supposons que
I'indice j parcoure toutes les valeurs (1 <j < e,) telles que 7]:.;.4: 0. 1
existe une seule valeur de j, soit j = 4, telle que ¢/"*! = & ) al. Pour

¥, T €St un sommet de GJ’L d’ott 11 résulte que &(a? 1, o" a’“r‘) = 0.
On en déduit sans peine que la partie de D* I’*’LH(GI’L) dont les simplexes
sont d’espéce oft!, est égale & O pour jF A et égale & gly En—pthiz
(621, ]+1) pour j = A. Donc les simplexes d’espece 021 dans la chaine

Cy

D p—pt+-h42 (g h) — n—p+h+42( g h+1y —— * T n—p-+h42 (5041
2D (@) = L (o)) —*L (a1

constituent la chaine E"—P1+2(¢@+1 ghtl), qui était égale & la partie de
Lp—p+h+2(gh+t1) dont les simplexes sont d’espéce 621, Par suite presqu’aucun
simplexe de *L—Pth+2(glt1) n'est d’espéce o@tl.

40. Soit 02 <p—2, 0Z5QZ 0, b —Q=< < K < h. Supposons réalisées
les propriétés O (k, q, g) () g g < h), @(k, g, h+1) 0 < qg<Q et
Ok, Q+1,2+1) (K+1<k<h-41). 1l sagit de réaliser encore la
propriété O(K, @+ 1,2+ 1). Ceci sera effectué dans les n°s 40.1—40.5.

40.1. Choisissons les indices ¢ et » de maniére que le simplexe o2 soit
une face du simplexe o}*1; ensuite, déterminons 'indice s de maniére que
Pon ait
(1 oIt = 4 g@tt gh—0—1,
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Pour chaque (K — 7.+ Q)-face of~"+¢ du simplexe 6911 soit: 1° Ep—pHKit
(of7+9) la partie de la chaine L»-7+HK+ (af—’lw gl=@=1) 3 dont les sim-
plexes sont d’espece o2tt; 2° Ep—pHE{l(gh=7+Q) g partie de Ep—r+itHt
(eF="+Q) dont chaque simplexe est une face d'un U,-simplexe d’espéce 61
3° En-—p+K+1 (G}{I—IL+Q) — Eln—p+K+1 (G{(—thQ) R E5L7]>+K+1 (O—i{—h—{ Q).

Soit G;’f—h+9+1 une (K — %+ Q- 1)-face de a¥'! de manitre que

oK+l — ggHE—NhtQ+1 gh—@—1 (6 — 1)
v )i s —
est une (K -+1)-face de o}™'. Nous allons démontrer que
@) ;”ﬁhw En—r R+ (E-hi0) = ),
La relation (2) dit que presqu’aucun simplexe de la chaine

(3) %‘ Pl e R (0 6=

n'est d’espéce o2t1,
Lorsque of~"+@ parcourt toutes les (K—/7 4 Q)-faces de oX—7+et1 oy
peut attacher & chaque 4 une valeur de j de maniére que

oK — +04K—~IL+Q oh—e—1
J — 72 s

soit une K-face de oft! telle que o!—9~' en soit une face; et on voit
sans peine que le terme correspondant de la somme (3) est égal a
eqll [P HE+1 (o). Lorsque s >1, il y a encore d’autres K-faces o/ de
oK1 qui ne correspondent & aucune valeur de 4; ce sont les faces o
de ot telles que o} ~¢~" n'est pas une face de o/<; & chaque telle valeur
de j correspond, comme on le voit sans peine, une valeur de v telle que
GjK et 0971 soient des faces de ¢” (tandis que ¢” est une face de o/''!);
la propriété @ (K, Q4 1, ) étant supposée vérifiée, il en résulte que, dans
le cas actuel, la chaine L*~?+5t1(¢k) ne contient presqu’aucun simplexe
d’espéce o@t1,

Done, les simplexes d’espéce @t dans la chaine (3) sont presque les
mémes que dans la chaine

Cx
+K T an—ptK+1 K.
4) /—Zl W L (o)
on doit donec prouver que presqu’aucun simplexe de (4) n’est d’espece 6@t1,
Or ¢2t! et oft1 étant des faces de ¢}*!, il résulte de 36 que chaque

! Puisque «rf—Hq est une (K — & + @)-face de ot Gf_hw o ¢ est, en vertu de
(1), une K-face de o*+!,
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simplexe d’espéce ¢@t1 est situé dans PFH1(¢E+1). La propriété 2° du
n° 34 étant vraie (v.n° 35, 2°), il en résulte qu’aucun simplexe de la chaine

(ZK
—p+K+42 K+1y K —p+K+1 (o K
n'est d’espéce 0?1, Donc il suffit de montrer que presqu’aucun simplexe

de la chaine
FLr—pt+E+2 (o K+1)
Vv

n'est d’espece o@t1. A cet effet, d’aprés 8.34, il suffit de prouver que,
of étant une face de o¥t!, la chaine L*—P1+X+2(¢K+1) ne contient pres-
qu'aucun simplexe d’espéce oZ. Or ceci est une conséquence de la propriété
OK+1,q,h+1) 0= ¢ < Q4+ 1), réalisée par hypothése.

40.2. Considérons le cas K>/42—@Q, d’ot K = 1. Continuons & supposer
qu'on ait choisi les indices » et ¢ de maniére que o2 soit une face
de g}t1. Silon attache & chaque (K—h-+Q)-face of712 du simplexe g2+1
un entier a;, on obtient une (K—7% - Q)-sous-chaine de ¢@t':

Bt Q — ;6‘1 Gl

Posons
N e -l .
(5) Er—p+E+1 (1K—h+Q) e 2 a, Er—pt+E+1 (G{{—M-Q ),

les chaines & droite ayant été définies dans 40.1; () est une (n—p—+K-1,1,)-
chaine dont tous les simplexes sont d’espéce o271,

En particulier, si «57+¢ est la frontitre d'une (K—7 -+ Q- 1)-face
ofh+erl de 0@, la velation (1) du n° 40.1 dit que

(6) ErrHER (K@) — (),

Or on sait que, si ##t2-0, il existe des entiers b, tels que z# 71¢
= F2'b, oltest, done zK—"+@—( entraine (6). On en déduit sans
peine que la chaine (5) dépend seulement de la frontitre FeE—7+¢ de la
chaine ¥—"+¢, On peut donc poser

(7 Er—rtE+ (TK—h +~Q) — @rpt+EH (FTK—h'wLQ)_

Si oK1+ e1 est un (K — %+ @ —1)-sous-cycle®® arbitraire de o@t1, il
existe, comme on sait, une (K — % Q)-sous-chaine de ¢2t!zK="+Q dont
la frontieére est égale & t5—"+@+1  La relation (7) définit done (comme on voit
sans peine, sans ambiguité) la (n—p-+ K-1, U,)-chaine @ P+EH (zK-I+Q-1)
pour chaque (K — 4 -+ Q — 1)-sous-cycle de g2,

%2 Lorsque K —h+ @ —1 = 0, on doit convenir d’entendre par un O0-sous-cycle de
c¥+! seulement une O-sous-chaine de ¢2+' dont la somme des coefficients égale a zéro.
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Or soit 7, 7y, ---, 7, une base (lin. indépendante) de toutes les
(K — 1 4 @ —1)-sous-chaines de o?*! sousmise & la scule condition que
les premiers b élements de cette base constituent une base de toutes les
(K — N+ Q—1)-sous-cycles de o?*1. A chaque (K —/ -} — 1)-sous-
chaine ¢«%~712-1 de ¢2%1 on peut attacher, et d'une seule manitre, des
entiers ¢, ¢y, - - -, ¢, tels que

a
> Wl
cFK—h4-Q—1 — Z ¢4 T4

=1
On définit alors
b
(8) @R (Rl Q1) — 2 o QPPEERL (g
=1

les valeurs de @ & droite étant déterminées par (7). Dans le cas particulier
olt H—1t€-1 est un cycle, le premier membre de (8) était déja défini; or
on voit sans peine que I'ancienne définition est dans le cas actuel d’accord
avec (8).

40.3. Nous sommes en état d’atteindre, dans le cas ou K>1—Q, le
but proposé dans 40. Si les indices ¢, 7, u sont tels que 1° ¢@*! est une face
de o/t de maniére qu'il existe une valeur de s telle que o} = 4@+t gl €1,
27 o1 est une face de o't!; 3° chaque sommet de ¢/'*1 est un sommet
de a2 ou de ¢!, posons

(9) Hp#—p+KEA+1 (o‘rQ'H, 0-1{(——1’ O-L[I,+l) — g n—pi+K+1 (GtK I+ Q—1)
Iindice ¢ et le signe ¢ = 41 étant tels que
E-1 — gghK-h+Q-1 gh—@—1.
Oy = &0 e asL e

quant & la valeur de la chaine @, elle est déterminée par I'équation (8)
du n°40.2. Si les conditions 1°, 2°, 3° ne sont pas toutes vérifiées, posons

n—p K41 (Q+1 sE—1 ght1ly
H"? (67‘ ’ (ru ’ Gi ) 0.
Posons encore
cedr
—p+ R (s E—1) — B Tn—p+ K41 [ Q+1 K -1 shil
Dn p!»rl— (Gu ) itz 2/ H" pHEE (G;")F ’ Gu ’Gil )'

=1 i=1
Ceci posé, soit

*OWP = Onp, K [rpihtl(gh) = [ thilel)  pour k4 K—1, k+ K,

*Ln—p‘}‘K (0«1{(—1) = [pD +K (O-Jx’—l) S Z,WD)L—]:—}«K—{ 1 (0‘1{(41)?

Cg—1
3 e F- N KoKy S K1 —p+ K41 (K1
* I p—}hu(ajﬁ) = [P M(gjx) 1%1 '/j:t Do+t (0'“ ).

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3% du no® 35 sont vérifides.
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Démontrons que les propriétés @k, q, g) (0 < g < 1) restent conservées
aprés la modification. Deux cas seulement exigent une considération:
1°k=K,¢q=Q+1;2° &k = K—1, ¢ = Q-1 (v. 8.34).

Supposons done en premier liew que les indices ¢, j, r, t soient tels que
ng et 6@t soient des faces de 6! (0 < g < 7). On doit prouver que la
chaine

Cg—1
an)H'—K—}-]. (O‘JK) . *L71,~])+K-+1 (6JK) — KZ ”jli,_l Dn—p«k]ﬂ—lﬁi(—-l)
ne contient presqu’aucun simplexe d’espéce o?'’. Dans le cas contraire
il existerait des valeurs des indices u et ¢ telles que 1° ¢/ est une face
de ¢ft; 2° Hr P HER (g4, gkt gl 1) 4 0. Or ceci entrainerait que chaque
sommet de ¢!T! serait un sommet de 02! ou de ¢/, donc de g?"! ou
de GJ.K, done de Gg‘, ce qui est impossible, car g<<h-1.

En second lien, supposons que les indices q, g, u, v, ¢ soient tels que
o1 et 6f (g = Q1) soient des faces de of (0=¢g<7). On doit prouver
que la chaine

> IAK(O.Q{(—l)_,*Ln~p+K(O.I€(—1) J— FD)L—-)HJCH(GI{(—I)

ne contient presqu’aucun simplexe d’espéce ¢Z. Dans le cas contraire, il
existerait une valeur de » telle que la chaine ])"—?”*'K’*»'l(au’f—l) contiendrait
un simplexe d’espéce o?t?, olt ¢?1* est une face de 6. Comme plus haut,
on en déduirait l'existence d'un indice ¢ tel que chaque sommet ¢ scrait
un sommet de ¢ ou de ¢f', donc de ¢f, ce qui est impossible, car
g<h-+1.

Il est évident (v. 8.34) que les propriétés Ok, q, h4+1) (0 < q<Q)
restent conservées aprés la modification. De méme il est évident que les
propriétés O (k, Q+1, h+1) (K41 <k < h+1) restent aussi conservées.

Il ne s’agit donc que de prouver que la propriété O (K, Q+1, h+41)
se trouve réalisée apres la modification. Supposons donc que les indices
7, 7,7 soient tels que o'J.K et ¢?'1 soient des faces de ¢/™'. On doit dé-
montrer que presquaucun simplexe de la chaine *I»P+Ei1(gK) p’est
d’espéce o271, Ceci est évident dans le cas oul ¢/ et ¢! sont des faces
d'une %-face de oft?, car nous savons que la propriété O (K, Q+1, /)
reste conservée apreés la modification. Supposons done que chaque sommet
de ¢} soit un sommet de (ij ou de g2t

Supposons que lindice » parcoure toutes les valeurs telles que ¢f!
soit une (K —1)-face de ajK. Les simplexes d’espéce ¢?*! dans la chaine
Dr—rtE+1(gE=1) constituent la chaine

Opt1

2D Hnr Kt (GOt gE-1 g1y,

v=1
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Or pour » 47 on a
n—p+HK4+1(Q-+1 K1 h41y —
HY B (011 g1 ghtl) — (),

car: ou bien les simplexes ¢?t! et ¢~' ne sont pas tous les deux des
faces de o**!, ou bien ces deux simplexes sont tous les deux des faces
communes de ¢!*! et de ¢! de manitre qu'il existe un sommet de ¢’
qui n’est sommet ni pour ¢ ni pour ¢X . Donc les simplexes d’espece @11
dans la chaine DV PH+Ei1(gK—1) constituent la chaine

n—p+HKi-1(50+1 K—1 h-+1
(*) H (0@t1, gE-1 ght1),

Si lindice w est tel quiil existe un sommet de o~¢~'[v. 40.1 (1)] qui ne
soit pas un sommet de i1 on a de nouveau le résultat que la chaine (*)
est égale & zéro. Il ne reste donc que des valeurs de w telles qu’il existe
tne (K—h+Q—1)-face oX1+e-1 de ¢&—1 telle que

K—1 K—h+Q—1 h—Q—1 N
(* *) g, == sto‘t g (g-t — 4_]‘)

et on voit que les simplexes d’espéce ¢?t! de la chaine

g —1
. P | . ) . .
Ln—p+K+1(q’gx ) — * [rptE i (Uf‘) — u‘él "/ﬁfl D+ E+1 (\Gﬁvl)
constituent la chaine
&) %,]ﬁ;—l Hnw—rHE (gQ1 | g1 ghit)

ou l'indice u parcourt toutes les valeurs déterminées par (+x), l'indice ¢
parcourant toutes les valeurs telles que 7 "+9=1 4 1, ol 4 est déterminé
par la condition

oK = §gli-It0gh—e-1 (0 = +1).

Or pour chacune de ces valeurs de » on a [v. 40.3 (9)]

—p+E-4+1 1 gK—1 gh+1y — —p K41 ((gE—hA4Q—1
Hr—rtEt (GrQ‘L y 0, o'l.‘ ) = std)" p+HEA (Gt‘ Q1)
ainsi que
pE—1 K—h+Q—1
N  — 683 My ’

de manitre que la chaine ({) est égale [v. 40.1 et 40.2] &

N Y > | > o C— -0 T4 O—
6% RN @ (K1) = d (tZ/;,ft et i)

— 4 ) (Fﬂi(_h ,JTvQ) — d‘]en—m+K—+ 1 (g{f—h»%())'

Or E#rHE+1(gh=7+0) est, abstraction faite des simplexes qui sont des faces
d’'un 1;-simplexe d’espece o1, cette partie de la chaine
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n—p+-K+1 (oK—-h4Q h—Q—-1) —. n—p--K4-1 (gH
L (a3 ol @) = g L1 (Gj)

dont les simplexes sont d’espece o?'l. Il en résulte que les simplexes
d’espéce 6211 sont dans la chaine

Ln—p/}— K-+-1 (()‘}K) — k[ a—p FR--1 (GJK)

presque les mémes comme dans 2751 (¢F). Done presqu’aucun simplexe
de la chaine *L*7HH(6f) n'est d’espéce o2 i1,

40.4. 11 reste & considérer le cas K = h-— (). Soit d’abord K >0 ou
h> Q. La relation (2) du n° 40.1 dit que, si o7, aﬁ sont les deux sommets
d'une 1-face de ¢2'!, on a

En—qul—KJrl (G/{)) = Jn—p +H+1 (0-[3)

I1 en résulte que la chaine E" 71541 (¢f) reste la méme, si on y remplace o)
successivement par tous les sommets de g?''.
Done, si les indices 7, 7, s sont tels que

ht1l Q41 K—1
(1) ot + gl gkl
on peut définir sans ambiguité la chaine
Hn»p-l—]ﬂ—l (O-;Qq‘—l’ 015{—17 O-SIH—-l)

égale, abstraction faite des simplexes qui sont des faces d’'un U,-simplexe
d’espece o', & la partie de la chaine Lr—#+KH1(g) 6X-1) (o0l o) est un
sommet quelconque de o) dont tous les simplexes sont d’espéce ¢?t1,
Si les indices 7, », s sont tels que la relation (1) n’est pas vraie, on pose

—pHEH (1 gE—1  ght1l) —
H" =0T E (gf11 ) gh=1 ghtl) = 0.
Posons encore

o1 "‘hi-‘l
b KA1 (gE—1) — > — K41 1 gK—1 sh+t1
DK (Gs ) = 7%1 i% Hr—p+E+ (O‘;QJF , 0] ’o‘z‘H ).
Ceci étant, soit

*On—p -— Onﬂn, *L‘)L—]M Ie-F1 (O.Ic) J— Ln~p+lc+1 (Utlc) pour k 4: K——l, I 4: K;
* I n—p +K (Gg(‘l) = Jn—p +K (0‘:{_1) . FD;7,~—17+K+1 (O-SK~1‘)7
Cg_1

* Tn—p+EK+1 (¢ Ky — n—p+K+1 (s K) K—1 pn—p+K41 (oK—1)
L (@f) = L (@) — 2 afi D (o).

On voit sans peine que les propriétés 17, 2°, 3% du n° 35 sont vérifiées.
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On vérifie de la méme facon comme dans le n° 40.3 que les propriétés
Ok, q, 9 (0< g <1) sont conservées aprés la modification. Comme an
n° cité, il est évident que les propriétés Ok, q, 14+ 1) (0 < g < Q) et
O, Q+1,2+1)(K+1 <k <L+ 1) restent aussi conservées.

On doit encore vérifier que la propriété G(K, Q--1, 7+ 1) se trouve
réalisée aprés la modification. Supposons done que les indices j, 1, ¢ soient
tels que of et 2! soient des faces de ¢]''. On doit démontrer que
presqu’aucun simplexe de la chaine * L”_?’”‘“(GI‘) n'est d’espéce g1,
Comme au n° cité, 'unique cas & considérer est ce]m ot chaque xommet
de ¢/"' est un sommet de O‘I‘ ou de o1, Or cette hypothese entraine,
d&llb le cas actuel o K = h—Q\O que le simplexe GJ.K posséde une
(K—1)-face GSI‘“l telle qu'on ait la relation (1).

ot parcourant toutes les (K—1)-faces de ¢/, on voit comme au
n° cité que

Hv—rthE+1 (’O‘)QH, 041{{ «17 O’],'”H) — ()
si v$4 ou bien » = ¢ et uts. Donc la partie de la chaine

Cg 1
ITn—p+KF1( Ky __ % Tn—ptEfl (gK) — N K1 A KL (K1
L (¢f) —*LrriEit(al) 2,1 yh 1D (61

u=

dont les simplexes sont d’espéce o1, est presque égale &
(*) ”}g—l Hn—ptE+1 (6,,.(‘)'“, GSKa1, UZ]L+1‘).

Or si Pon détermine le signe ¢ = 41 et la valeur de l'indice 2 de maniére
que a" =ee)ofl, on a &= 7/17‘ —1 et on voit que () est presque égale
ala pamc de ld chaine L4 1‘0‘1‘) dont les simplexes sont d’espece 621!,
Par suite presqu’aucun simplexe de la chaine L*—2 741 (gf) n’est ’espéce 0‘;‘) i,

40.5. On doit enfin considérer le cas o K =0, @ ==1/7. La relation (1)
du n° 40.1 dit que la partie de la chaine L*77'(g})) dont les simplexes
sont d’espece oft! est la méme pour tous les sommets de o) T!; désignons
la par Er—rtt (\a,l-’” ). Posons

“IHLI
FOR—DP — (NP — 2 F]ﬂn——p+1 (O.thl
i=1
oy
*Ln—p—H (0:?) J— L?L-]H,—l (O-JU) . 2 Enw-p-i—l ('O’Z.h’*’l),
1=1

* [ —ptlt1 ("/’f) = [n-ptit (a/’j) pour 1 < k < p—1.

On voit sans peine que les prop“iétés 1°, 27, 3% du n° 35 sont vérifides.
0L qg<h) et ()(L, h-1, 54 1) restent conbelvég dprés la modification
et que la propriété @(0, 2-+1, i-1) se trouve réalisée apres la modification.

46*
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41. Soit 0 <L <p—2, 0 < ¢ < /h. Supposons quon ait déja réalisé
les propriétés suivantes: O(k, q, ¢g) pour 0 < g <k, @, q, -+ 1) pour
0<e<@, Ok, Q+1,24+1) h—Q <k <7nh-+1). On doit démontrer
que les propriétés Ok, Q+1,24+1H O <E<h—@—1) sont aussi ré-
alisées. Supposons donc que les indices k,j,7,¢ soient tels que 0 <k <7—Q—1
(@olt @<h) et que les deux simplexes of et o @+1 soient des faces de o} ;
on doit prouver que presqu’aucun simplexe de la chaine Lr—»+k+1 ((,ch) n’est
d’espece o2t1. Ceci est évident si of et 6,2+ sont des faces d'une /-face
de ¢}t car la propriété O(k, Q--1, /) est vérifiée. Supposons donc que
chaque sommet de ¢! soit un sommet de of ou de ¢2*'. On a alors
E+Q-+1=> h; dautre part on avait £t < 72— Q@Q—1, de manitre que
k=75Ih—Q—1 et on a évidemment

gl = | gt gh—e—1,
(2 - r J

Puisque Q <7, on peut distinguer deux cas: 1° @ < h—2; 2° @ = L—1.
Premier cas: @ < 7 — 2. Choisissons un sommet o} du simplexe ¢@1,

D’aprés 34.2, 2° la chaine

(*) FL”“IH‘IL_(H’I (GR O.-}L_-Q_]) — Ln—p—HL—Q (()‘jh—Q—l)

Cp—Q—2

+ Z’I ,,/51}3—6272 IA—pt—@ (Jf a:f"Q—Q)
Y=

ne contient aucun simplexe situé dans Pf-*é (o} GJ?L:Q‘fI). D’aprés 36, il en
résulte qu'aucun simplexe de la chaine () nest d’espéce o@t!. Puisque
notre but était de montrer que la chaine L* 79 (¢"~?"1) ne contient
presqu’aucun simplexe d’espéce ¢?, il suffit donc de prouver que ceci est
vrai pour la chaine FLA—PT1—¢H (¢) a}"Q*l) ainsi que pour chaque chaine
Lr—pih=0 (g} ¢"=9=2), ol o/ —%=2 parcourt toutes les (2 — @ — 2)-faces de
oh—0-1,

"or des propriétés Ok, q, h+1) 0 < g = Q) et O, Q+1,7+1)
(h—Q < k < I+1) il résulte que, si o7 est une face de ¢?™ (0 < ¢
< Q+1), 1a chaine Ln—r+h=0+1(g) crjh“‘?—‘l) ne contient presqu’aucun simplexe
d’espece o D’apres 8.34, il en résulte que la chaine FL71'1’+]L_Q+1(0'2()'J.’L”Q_l)
ne contient presqu’aucun simplexe d’espéce ¢@tl. D’autre part, ¢/~¢—2
étant une (4 — @ — 2)-face de )¢, les deux simplexes o ¢~ ¢~2 et 2!
étant des faces de la A-face ¢?t!¢!—@=2 de ¢/'t! il résulte de Ok, q, /)
que presqu’aucun simplexe de la chaine L*» 71" (49 ¢!—972) n’est
d’espéce o@t1,

Second cas: @ = h—1, d’olt k= 0. Les indices j, r, ¢ étant tels que
ot = 4ol o}, on doit démontrer que la chaine L*7%1 (/) ne contient
presqu’aucun simplexe d’espéce ¢”. Choisissons un sommet ¢f du simplexe o’.
D’aprés 34.2, 2° la chaine
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(*) FLn—p (0- 0-0) — I p+1 (0.0) + L7 1 (0-0)

ne contient aucun simplexe situé dans fﬂ%ﬂ et par suite (v. 36) aucun
simplexe d’espéce ¢*. On ne doit don¢ montrer que ni FL"7+2 (g} /) ni
L7+ (6)) ne contient presqu’aucun simplexe d’espece ¢’ Si6? (0 < g < /)
est une face de ¢}, les deux simplexes o) ¢ et of sont des faces de /',
de maniére qu’il résulte de O, ¢, 2+1) (0 < ¢ < Q = h—1) et de
O, hy, h4+1) = O, Q+1,+1) 1 = h—Q <k < h+1) que la
chaine L2712 (¢} 0’0\) ne contient presqu’aucun simplexe d’espéce 0% D’aprés
8.34 il en résulte que la chaine FL 712 (g} ") ne contient presqu’aucun
simplexe d’espéce ¢, D’autre part, il résulte de ®(, h, 1) que la chaine
L7711 (g)) ne contient presqu’aucun simplexe d’espéce o,

42. Le but proposé au n° 35 est atteint. Projetons toutes les U,-chaines
obtenues dans le résean 1. En tenant compte du fait que (v.33) 1, est
un affinement de 11 normal par rapport aux cycles mod P”(«ﬂ’)——P?’ (a?)
dans P{’ ("f) (1 < ¢ = ), nous avons donc le résultat suivant: 1° La
chaine C*—2(11) primitive a été remplacée par une nouvelle (n—p, U)-chaine,
que nous continuons d’appeler C*~7 (1) et qui est homologue & l'ancienne
dans B. 2° A chaque (7, 3)-simplexe intérieur a0 h<p—1,1<iZ«)
on a attaché une (n —p-h-1, W-chaine L+2+41(gk, ) dans B.
3° Pour 1 < ¢ < «p la chaine

FL—rt1 (o), W) — O P (1)

ne contient ancun simplexe situé dans Pf(—aﬂ 4°Pour 0 < < p—2,
1 < i < apya, la chaine

(22
FLa—p+ite ((,Zgz’ n — Z 7]2 [A—pthl (O-;L, )
=1 :

ne contient aucun simplexe situé dans P!*1(¢l'1). 5° Pour 1 <i < ap,
[

est un (n, R)-cycle essentiel mod R — P (a). 6° Pour 0 <72 <p—1,
0<k=h, 0=q=h, siles simplexes ¢, o (1 <j <a, 1=Zr=<a)
sont des faces du simplexe ¢, la chame L" Pkt (6" 1) ne contient
essentiellement aucun simplexe d’espéce o7, ce qui veut dire que chaque
simplexe d’espéce of de la chaine L»7H+1 (of, 1) est égal a zéro
mod Iw 0%,

53 En effet, soit 7 un simplexe de la chaine L*~»+*+! (¢}, 1) tel que 40 mod R—R..
11 existe alors un simplexe 7, de Lr—r+i+t (6 1,) tel que (v.33) v = nfr,. Evidemment
7.+ 0 mod R— Ro. Par suite, comme on le volt sans peine, 7; n'est pas une face d'un
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Or nous en déduirons (dans les n° 42.1-42.5) que la chaine C*—7 (1) est
égale mod B R — R, & une (n — p, 1;)-chaine élémentaire. Avec cela le
théoréeme du n° 31 sera évidemment prouvé.

42.1. Soit z un 1 -simplexe dont le noyau rencontre et B et R — R,.
Alors le noyaun de 757 (v.33) et donc aussi celui de 7 # rencontre B R—R,.
Or toutes les U-chaines que nous considérons ici sont des projections de ;-
chaines situées dans B; done si un simplexe d’une de nos l-chaines est

— 0 mod I — R,, il est aussi = 0 mod B R :7’0. Les chaines élémentaires
ne contenant que des simplexes 4 0 mod R — Ro (v. 19.1, 1°), on voit sans
peine qu'il suffit de démontrer que (2 (1) est égale mod R — R, & une
chaine élémentaire.

42.2, Lemme A (0 <k <p-—1): Supposons que les simplexes o}, o7
soient des faces de o7 (1 <7 <, 1< r<e, 1<i< ). Soitk E”"ﬁ’“l
(af, a7, 1) la paltle de la chaine Ln »ilit ((r" 11) dont les simplexes sont
1“” lespece of, 2° 40 m()d R - R,. Alors ': 1°sigdp—Fk—1, on a
Lotk (gl g, W) = 2° i g = p—DKk—1 il existe un nombre
ay€NR tel que L’" /”"‘1(0" of, W) = ajy K1 (o).

Dans le n° 42.3, nous demonnerons Ay—. Dans le n°42.4, nous
déduirons A5 (0 < k < p —2) de Ay4q. Par conséquent, le lemme A,
sera vrai.

42.3. Soient GJ?H, o? des faces de ¢/. Pour ¢ =1, on a K" (rﬂ”*l of, 1)

= 0 d’aprés 8.33. bmt done ¢ = 0. Dans le cas ol ) est un sommet
de ¢/1, on a K" (01, 60, 1) = 0 daprés 42, 6°. Il ne reste que le
cas ou of = —£o!op1. Si ¢/ % est une (p — 2)-face quelconque de o1,
nous savons déja quo £ (o) o2, 6% 1) = 0. 11 en résulte que K” (61’ -
o), 1) est la partie de la Chdllle

M ((;7]1, u) = [ (0}771, u) _121 773]”-2 I (04;) 0«1]/)—2, u)
dont les simplexes sont 1° d’espéce o, 2° 4 0 mod K — E,. D'aprés 42,
57 M (oF, M) est un (n, R)-cycle essentiel mod R — PP (07); puisque
SCR-—Pr (ag’), G () est aussi (v. 17) un tel (n, R)-cycle. D’apres la
définition du réseau gén. Py (n° 29) et celle de P2 (¢7) (u° 30), il en résulte
Iexistence de deux nombres 7y, 7o €R, dont un au moins F 0, tels que
e M (of, W) 47, P (N) ~0 mod R— P (¢f). Or (v.32) G (11) 40
mod R — ”’( ") de maniere qu'il existe un nombre a€R (2 = ) tel

111 sumplexe d'espece o', Soit ¢} I'espéce du simplexe 7. On a 1= 0 et, en vertu de la
propriété 6 (k, q, h), o} n’est pas une face de . Or si le simplexe 7 était d'espéce of, on
voit tout de suite que o} serait une face de of, donc de o

' Dans le cas p =1, il existe un indice » tel que +o¢/—>0?— o) et on doit poser

M (o}, W) = L*(of, W) — L (o, ).
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que M" (e, 0)~aG" () mod B — Pl(sT). 11 existe donc une (n-4 1, 1)-
chaine H"'" (1) et une (n, W-chaine N" (W) C R — PP (a]) telles que

M (o), W) = a4 FH" () + N ().

Le réseau U étant commode, il est d’ordre = n mod S'; par suite chaque
(n- 1, M)-simplexe posséde un sommet U tel que /S 4 0. Or si U, U”
sont deux sommets de 1 tels que U'Ry4 0, US40, ona m°32) U'U"'=0.
Il en résulte que FH" (1) = 0 mod B — R,. Lorsque = est un sommet
de 1 d’esptee o?, chacun de ses sommets U rencontre 7' et par suite (v. 32)

Uc P! (). 11 en résulte que la chaine N (11) ne contient aucun simplexe
d’espece o, Done E™ (671, o)), c'est-d-dive la partie de la chaine
M" (o), W) dont les simplexes sont 1° d’espéce o, 2° 4 0 mod R — 1R,
coincide avec la partie pareille de la chaine «G”* (1), ¢’est-d-dire (v. 19.1)
avec a K" (s7, 10).

42,4, Soit 0 < I << p—2 et supposons la validité du lemme 44. 11
s’agit d’en déduire la validité du lemme .7;. Supposons donc que les sim-
plexes q}’ﬁ, o4 soient des faces de of. Nl existe un sommet de ¢7 qui n’est
sommet ni pour GJ’:‘, ni pour o7, il existe une (p—1I)-face o2~ de o7 telle
que o¥ et of sont des faces de of'; par suite KTVHEI(o, 6f) = 0,
d’aprés 42, 6°. Supposons done que chaque sommet de ¢7 soit un semmet
de rrir‘ ou de o2, 1l en résulte que k-+¢q => p—1. Lorsque ¢ = p—1F~, on
a E"“’”’*"’“(rfj’:’, of) = 0 d'aprés 8.33. Il ne reste done que le cas ol
q = p—k-—1, les indices j, », 7 étant tels que of == —of g7 F1,
Choisissons un sommet of de ¢2~%~1 et supposons que of~ parcoure toutes
les (k—1)-faces de of. Alors of 160 et o2 "1 sont des faces dune
(p—1)-face de o7, de maniére que K7 iFH (gl g0 gkl e ()
d’aprés 42.6. En outre, d’aprés 42,4° ct 36 la chaine®®

gy

F Ltk i—z(o-(; (rj."', W) — Lrrlkl 1(01';,, mW -+ 2 '1;-';2 Jr-rikil (G? Ovéﬁf‘l, m
. =

ne contient aucun simplexe d'espece o?%~1, Il en résulte que E" il
(o, o271, 1) est la partie de la chaine

(+) FLvrHe2 (60 k1)

dont les simplexes sont 1° despéce o2~ %1 2° 4 0 mod R—R,. Soit 7
un tel simplexe de la chaine (x). Il existe alors un simplexe z; de la chaine
T n—p4Iet2 (60 gk
vl (o} at, w

5% Pour k == 0 ce symbole signifie o).
% Pour k=0:
F L2 (al 60, W) — Lm0t (o0, W) - Lr=rdt (af, 1),
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tel que = appartienne & la chaine F'z;. Puisque v 4 0 mod R—R,, évidem-
ment 7; + 0 mod R —R, de maniére que (v.8.32) 7, n'est pas d’espéce oL
Done (v. 8.34) le simplexe z, est d’espéce o”, ol o est une face de o?—#~1,
Donc 7y est un simplexe de la chaine En—r+e+2(gf o, o, ). Or en vertu

du lemme A4y, on a
1° Errikt2(e) ok ol W+ 0 pour b p—k—2,

9°  Fn—ptkit2 (ng 0}6, 0-33- k—Z’ u) — '”g-);k-z (LVKn*7)'+'k+2(0'17:7’"‘v2, u) (aye ER)’

oit o27%=2 parcourt toutes les (p—Fk —2)-faces de o2~"=1, 1l en résulte
que E”—P*"C‘rl(aj’.‘, o1 1) est égale & la partie de la chaine

Cp—k—2

(+ *) F 2 A €t Hek2 (gp—h—2, 1)

=1

dont les simplexes sont 1° d’espéce o?~*—1 2° 40 modeR;. Or la
chaine (%) est égale, en vertu de 19.1, 3°, & la chaine

€y g—2 Cp_—1

p—k—2 pp—k—1 n—p+k+1( xp—k—1
y=1 p=1 v ﬂ"“’ “ K (0’“ ’ U)’

de maniére que, d’aprés 19.1,1° et 2°,

Enp 41 (\G}c’ Uj;—h—l, u) J— aKn-—zH»lc—H (G{,’"k"l, u)

42.5. Le lemme A4, étant démontré, passons & la démonstration du fait
que (v. 42.1) la chaine C*»2»(1) est égale mod K— R, & une chaine
élémentaire.

Soit v*—? un simplexe F 0 mod R— R,. D’apres 8.32 et 8.33, ¢ est
d’espéce o, ot 0 < & < p. Choisissons un sommet of de o¥. D’apres 42, 3°
et 36, la partie dont les simplexes sont d’espéce o est dans C»7(11) la
méme que dans F'L*~7+1(a? W) et par suite, comme on voit par le raison-
nement employé dans le n° 42.4, la méme que dans

(%) th? En-rti(gf, UJ’_L’ ),

o o) parcourt toutes les faces de of. Or d’aprés 42, 6° et d'aprés le
lemme 4,, on a

1° Evrii(e}, o) = 0 pour htp—1
ainsi que pour 2 = p—1, si 6} est un sommet de a;?—l;

90 En—p—%—l(g(t), 039—1, u) — “ij Knr—p+1 (U}J~1’ 11),
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si k= p et si l'indice j est tel que o? = +o}0?'. Done, si k- p—1,
la chaine (*) est égale & zéro; si k = p, la chaine () est, d’aprés 19.1, 3°,
égale & 77" a,; K* (o}, ). Par suite

Cr () = 2 a, K" (o7, 0) mod R— R,.
=1

V.

43. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p (1< p < n).
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II ainsi que celle
des axiomes G* (v. 21) pour n —p <k < n—1 et des axiomes H” (v. 27)
pour n —p < k< n—2.

44, Soit B3E€E (v. 23). Soit S; la somme de tous les sommets extérieurs
de 3; soit L un entourage donné de Sy. Soit A un sous-ensemble bicompact
de R; soit B un entourage donné de A. Il existe un affinement B de 3
et un réseaw gén. M tels que U'énoncé suivant soit vrai: Soit 3€E un af-
finement de B et un affinement mod S de M. Soit t un réseaw fermé cor-
respondant & § (n° 8) et possédant par rapport & § la propriélté du ne 2.
On peut choisir la projection mw = Pr. (3, 3) de manicre que, le réseau fermé T
corrvespondant & 3 étant construit selon le n° &4 en y faisant usage de 3, t
et w, on ait la propricté du n° 25 ainsi que la propriété suivante, valable
pour chaque réseanw W suffisamment fin et commode relativement a §-+1 (et
par suite aussi par rapport & 3+T (v. 24)) : C*P () étant un (n — p, N)-
cycle mod A R— Ry élémentaive (v. 19.1) par rapport o 3+ et tel que
Cv7P W) ~ 0 mod A R— Ry, dans A, il existe une (n — p-1, W-chaine
Enrti() dao’zsmﬁ élémentairve par rapport a 3+t et telle que E" 11 (1)
— C"P(0) mod L.

La démonstration fera I'objet des n° 45.1—54.3.

45.1. Soit T* un réseau fermé correspondant & 3 (v. 8) et choisi arbi-
trairement ; soient 77 (1 <i < &) les sommets de T* (v. 8) de maniere

a()
que T Ca)(1 <7< e); posons RF :i‘§1Ti* CR—S (v.8).

A chaque point a € R attachons un voisinage W(a) tel que pour 1 =7 = a,:
1° a€ T} entraine W(a) Co?; 2° a€ R — T} entraine W(a) 7 = 0. Soit
W'(a) un entourage de a si petit que W (a) € W(a). L’espace R étant bi-
compact, il existe un nombre fini de points a = a,, ds, - - -, am tels que les
entourages correspondants W, = W'(a,) constituent un réseau TW'®"; soit
encore W, = W(a,) (1 <r =< m). On peut supposer qu’il existe un entier m’

5 On voit sans peine qu'on peut s’arranger de fagon que le réseau W soit arbitraire-
ment fin.
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(0 <m'<<m) tel quo @€ Ry pour 1-Z» <</, m €R—Ry pour m'++1<r<"m.
Pour 1 <y << m' il existe un indice ¢ (1 <7 < e, tel que a,€ T, dolt
l"CW CU"C R— 8. Pour 1 <7< e, il existe évidlemment un en-
tourage f, de T si petit que: 1° T'"C H,C 0! 2° W' T#* = 0 entraine
ﬁ’r’ H,= 0. Pour 1 <» <_m, soit W un entomagc de a, si petit que:
1° W/ eW,; 2° a, € TF entraine W”CH pour 1 <i< e« ; 3° H"’U”' =0
pour 1 <7 <ls < m. Pour 1<<r g m, soit W,’.“ un entourage de ay S
petit que W, € W',

11 existe évidemment un affinement B, de 3 jouissant des propriétés
suivantes: 17 Pour V€B,, 1 < r<s < m, on ne peut avoir simaltanément
VIV 40, VW40, 2° Pour V€D, 1 < <m, la relation VI, §0
entraine VCW,. 3° Pour VEDB,, 1 << » << m, la relation V1,4 0 entraine
Vaw,'. 4° B, est un affinement du réseau W. 5° B, est un affinement
du réseau $ dont les sommets sont les ensembles H; (1 <7 < &) et 'en-
semble R—Ry. 6° Pour 1 < » < w/ soit M, un réseau fermé dans
Iespace W, tel que chaque sommet de 9%, soit un sous-ensemble d'un
sommet de B;; alors l'ordre (v.7.2) du réseau M, est > n. Il résulte de
2.24 que la condition 6° est réalisable, car dim W, = n, d’aprés 12.2%8,

45.2 Dorénavant, supposons que le réseau 3€5E soit un affinement de B,
et par suite de 3. Nous allons choisir une projection = = . (3, 3).
Soit z un sommet de 3. Deux cas sont & distinguer. En premier lieu,
soit zCR— Ry. Dans ce cas on choisira le sommet 7z = Z de 3 de
maniere que ZS40; nous savons (v.8) que c’est possible. En second lien,
soit zRo 0. En vertu de la propriété 5° du réseau B,, on peut choisir
Uindice 7 (1 < ¢ < «p) de telle facon que zC H;; on peut donc poser
wz = o6}, car H,Coa). La projection 7 n'est pas encore completement
determinée et nous poserons tout de suite des conditions ultérieures.

Choisissons un réseau fermé t correspondant & 3 (v.8). Comme dans le
n® 24, désignons par 7% (1 <» < 8) les sommets 1nte11e111s de 3 et par ¢, les

sommets correspondants de t et posons Ry = 21 t,. D’aprés 8, on a
Ri-+g =R, ou g désigne la somme de tous les sommets extérieurs de 3.
Smt bEW, ;” (1 <r<m) et soit z un sommet de 3 contenant b. On a
2W/ 40, dolt 2z, d’apres la propriété 3° du réseau B;. Or W, C R—S8,
car 1 < » <" m'; donec zCR—S est un sommet intérieur de 3. Donc
])ER‘—".(]CZL(), cest-a-dire W, <Ry pour 1 < » < /. 11 en résulte que
les ensembles W) £, (1 <» < B,) constituent (si 1 < <m') un résean
fermé dans W,’'. D’apres la propriété 6° du réseau LB;, on en déduit la
validité de la remarque suivante: Si 1 <<» </, on peut indiquer un

% En effet, puisque 1 < =m’, on a W, C W, CR—S.
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point b€ W, tel que b,€t, ponr au moins 271 valeurs différentes de
Iindice » (1 <» <7 8,). Pour m'-1 <+ <" m, choisissons arbitrairement
un point I),AE W,f”.

Pour 1 < » <<m', il existe des indices 7 (1 <7< «) tels que a,€Ts;
soient 7, 7y, - - -, 7, tous ces indices. D’aprés 8, on a 0 < ¢ < . D’apres
la remarque que nous venons de faire, on peut done mdlquu q-+1 valeurs
différentes de » (1 << » < 8y telles que 0,€4 ;5 soient »,, vy, -+, v, ces
valeurs. Posons pour 0 < 2 << ¢: n’z",’,h == o‘l.‘h. J'est possible et ¢’est aussi
d’accord avec les conditions déja posées pour . En effet: 17 Une valeur
donnée de » (1 <» < B,) ne peut appartenir & la suite »,, »,, ---, », que
pour une valeur de » (1 << 7 <~ m’) au plus; ceci résulte de la propriété 1°
du réseau B, car l'inclusion 0, €7, entraine que r‘,’,ﬁ’;”i:(), Cot 0w
d’aprés la propriété 3° de By, 2° Pour 1 <<r<<m', 0“1 < q, on a
r?,hCW;/, comme mnous venons de voir; d’autre part on a « € Tz;’ Qott
W' C H;, d'aprés la propriété 2° des ensembles W”, donce rj{hCH].h de
maniére qu’il est permis de poser 7”(’)’,, = o;.’h.

45.3. A Taide de 3, t et 7r, construisons le réseau fermé T correspondant,
A 3 suivant la maniére expliquée au n° 24 et faisons usage des notations
de ce n° KEn particulier, on a pour 1 < ¢ << ¢« : T; = X t,, ol » parcourt
toutes les Valem's (1:=Zv <ypp telles que w70 = 0. Il en résulte que
pour 1 <<» </, 0<% <gq, on a (dans les notatlons dun®45.2) 4, CT;,
d’on b, € Tyh poul 0 _§ h << q. Inversement, supposons que, pour de certaines

valeurs de ¢ et de » (1 <<¢ < ey, 1 <7 < m) on ait l'inclusion 0,€7;. 1l
existe alors une valeur de » (1 < » < 70) telle que b €t stel) = o, D'apres

“

nos conventions relatives & 1& projection r, on a donc I’ 1110]1151011 ) CH,.
Ord €t ,Ci%, 1 € W”'CW done H, 1"VT' 40 et par suite 717 4.0 d’apres
la propriété 2° de H;. Or W/CW,, don T W, 40 ce qui entraine
€ TP CRy. Done 1<<»<m' et i= i, pour une certaine valeur de
hO<1L<q.

Nous avons done prouvé que pour 1 < » << m, 1 < ¢ <. «, les deux
inclusions a, € T et b, € T; sont équivalentes. On en déduit le LemmE: Le
réseau W (aux sommets W7, - -, Wy,) posséde la propriété suivante: pour
1 <i< e, 1 <7r<m: 1°0€T; entrainc Wy, Col; 2° h,ER —T;
entraine Wy T; == 0,

Démonstration. 1° Soit b, € T’ alors a,€ Ti*, done W.cCW,col. 27 Soit
b, €R— T;; alors rrrER-—Tf, done W, TV = 0. Supposons, par im-
possible, qu’il existe un point c¢€ W, T;. D’aprés la définition de T, il
existe une valeur de » (1 < v < «) telle que c€t, C7) C H,. On a donc
Wi H; 4+ 0, don W) T 4 0, ce qui donne la contradiction W, 77" 4 0.
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45.31. Nous avons remarqué (v. *") que le réseau T’ peut étre supposé
arbitrairement fin. Nous voulons profiter de cette remarque. Soit B; un
ensemble ouvert tel que
(1) AC B, €B.

Nous supposerons que le réseau T’ soit choisi de maniére qu'il jouisse de
la propriété suivante (v. 1.2): Si W, 4 + 0, W, Ws 4 0, on a W;C B,.

45.4. De la démonstration faite au n° 25.2 du théoreme du n° 25 on
déduit sans peine qu’il existe un affinement B, de LB, jouissant de la pro-
priété suivante: Supposons que le réseau 3€.= soit un affinement de %,.
On peut choisir la projection = = Pr.(3, 3) (satisfaisant aux conditions
du n° 45.2) de maniere que K" 7 (02, U) 4 0 pour 1 <7 < «, dans chaque
réseau commode suffisamment fin.

Dorénavant on suppose j et = choisis de maniére que cette propriété
soit vérifiée, ainsi que le lemme du n° 45.3.

46. LEMME. Soit 1 un réseau commode (relativement & 34 %). Soit
"7 (1) une (n — p, U)-chaine élémentaire (v. 19.1) telle que C*2 (1) —0
mod R — R,. On peut attacher & chaque combinaison 7o, 7y, ---, 71
(1 <h<p—1), dindices 1, 2, - - -, m une (n— p-+1, N)-chaine élémentaire

D;ﬁ;‘? i "H (1) de maniére que: 1° chaque simplexe F+ Omod R — R, de la

chaine FD;"” T — P (1 < - < m) est situé dans R —W;
2° pour 1 << < p—1, D P51 (11) est une fonction alternée des indices
Poy Fry v ooy m, 3° pour cha_@ggo_mbinaison Yoy Y1y -y 1 (1L < p—1),

chaque simplexe + Omod B — R, de la chaine
h

l—wD;L—Tp v—h‘{ 1 (u) . 2 ( l)u 1)’}“7’4"”

Tu—1 u+1
u=0

()

est situé dans R — [I Wy .

=0
Cp
Démonstration. Soit C*—2 (11) = Zci K*=? (op, ). D’apres 19.1, 1°
i=1
et 3°
(1) Zﬂﬂ ¢; =0 pour 1 <y

59

IA

o
p+1

Pour 1 < » < m, soit N, 'ensemble de toutes les valeurs de ¢ (1 << ¢ < e,)
telles que b,€ T; (b, étant les points du lemme du n°45.3); les o, i€ N(»)
sont les sommets d'un 3-simplexe intérieur que nous désignerons par o (r).
Plus généralement, pour chaque combinaison 7y, 74, - -+, rn O =2 < p—1)

soit o(rg, 7y, - -+, 75) la face commune de dimension maxima des A--1
% s1mplexes a(ry), a(ry), - -+, 6(rz).

50 Les équations ne disent rien dans le cas p = n.
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Ceci étant, posons pour chaque combinaison 74, 7, - -+, 17, (0 < 2 < p—1)

Toly 7

DA ) = gl g g T,
1

ol la sommation se rapporte & toutes les valeurs de 7 (1 <i¢-Zapp1)
telles que og""‘l soit une face du simplexe a(ry, 1. -, 97) et ol les
nombres ;""" €R sont des fonctions alternées des indices supérieurs.

Or on déduit sans peine du lemme du n°45.3 que, si le simplexe o
O<Ek<n,1<i< o) n'est pas une face de o(ry, 7y, ---, 73), la chaine
K"*(a¥, ) est située dans R — H W’ Il en résulte aisément (v. 19.1,1°

=0

et 3°) quil suffit de déterminer les nombres ;""" de manitre que I'on ait

Gy

1° Z gt = ¢

~
pour 1 < r<m et pour toutes les valeurs de j (1 =< j << «,) telles que
oj’ smt une face de o(r);

ap h—1

9° Z p~h x;b”n“' "4 Z (— "0...1‘u,17~”+1...r,‘

= u=20

pour chaque combinaison 7, 7y, -+, (1 <2< p—1) dindices 1, 2, -+, m
et pour toutes les valeurs de j (1 <j < @, ;) telles que aj.’“" s0it une
face de o(rg, 1y, -+ -, 12).

Pour voir que ces conditions sont réalisables, choisissons une combinaison
Yoy 11y -+ oy 1h (0 < <p—1) et supposons que les indices 7, j, k parcourent
resp. toutes les valeurs (1 <7< e, g, 1 << j<apn, 1 k< epni)
telles que o?="—1, ag’—"f, ol=ht1 goient des faces de a(ry, r;, -+, 1,). Con-
sidérons le systeme d’équations linéaires pour les inconnues z;€ R

(%) 27]1’ Tty = w,.

Pour que ce systéme posseéde une solution, il faut et il suffit que les
nombres ;€ R satisfassent & 01— ¢p——1 conditions lin. indépendantes,
olt 0y, désigne le nombre des (p—7)-faces du simplexe o(ro, 7y, - -+, 72)
et ¢, ,_, est le rang de la matrice (77"=1). Or le (p— h)Fme nombre de
Betti du simplexe o(rg, 7y, - - -, 71) etant égal & zéro, on a 0)—p—0p—n—1
= ¢, = rang de la matrice (nf;” M, D’autre part, on voit sans peine
‘ al Y J— s N D p—1 — . » .
que (*) entraine X 4f;u; = 0, cax 2}, ypnl = 0. Le rang de la matrice
(7" étant égal & d, ,—0, 5y ON VOit que le systeme

(% ) 24],{3 u
]
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donne la condition nécéssaire et suffisante pour la résolubilité du systeme ().
En faisant usage de ce critére et en s’appuyant sur les équations (1) on
Voit sans peine qu'il est possible de construire successivement les nombres
J o'y T 00

46.1. Remarque. On voit sans peinc que 'on peut s’arranger de facon
quon ait Dy " (W 4 0 seulement si un des indices 7o, 74, - - -, 7%, soit 7,
jouit de la propuete que b€ T'(o7) pour une valeur de 7 (1 —7 <« telle
que le coefficient ¢; de K ”“?'(al?', u) dans la chaine C*2(11) soit 17 0.

47.1. Nous allons démontrer le théoréme du n°44 dans le cas p =
I’espace R étant normal, il existe deux ensembles ouverts £2; et Q, tels que

Se el e,

Soit B un résean gén. tel que 1° chaque sommet de 3 est un sous-ensemble
d’'un sommet W, du réseau W’ (v. 45.1); 2° pour chaque sommet P de P
om a P = 0 ou bien PC L. On voit sans peine que P existe.
Déterminons un affinement O de P ainsi qu'une projection 7’ = Pr.(Q, P)
jouissant de la propriété du n° 14.2, Soit L un affinement du résean B,
(v. 45.4) et donc aussi de By (v. 45.1) tel que 1° VE B, VS, 4 0 entraine
V. 2,; 2° chaque sommet V de 8 tel que VS, — 0 est un sous-ensemble
d'un sommet de Q.

Supposons que 3 soit un affinement de B. La suite 1,2,.-., 8, des
indices » se divise en deux eclasses N', N” d’aprés la convention suivante :
vEN'(vEN") signifie que ), C £, (9 — 2,4 0). Soit v€N". Alors il existe
un sommet Q@) de Q tel que ) C QI 1",). Posons P(2") — ' Q(Y). 11
existe un indice »(») (1 <7 (r);m) tel que P(%)C W, ,. On a @) C L,
ou bien P(¢9) £, = 0.

Pour chaque réseau Wl commode relativement & 3 -1 considérons l'en-
semble M (1) de toutes les (n—1, U)-chaines C*~1(11) dans 4 élémentaires
par rapport & 3+ I et telles que H*(11) - C*»1 (1) mod R— F, pour une
(n, W-chaine H*() C 4. L’ensemble M (1) est un module fini; désignons
par s(l) son rang. On a 0 < s(l1) < n. Par suite I'ensemble de toutes les
valeurs de s(11) admet un minimum s,. Lorsque 11, est un affinement de U,
on voit sans peine (v. 19.1, 3° et 19.2) que s(1,) < s(l); par suite 1’e0a11te
s() = s, entraine s(U) = s;.

Désignons par @ la famille de tous les 1'éseaux commodes (relativement
Azt U jouisszmt des propriétés suivantes: 1° UeU, UL, 4 0 entraine
uc e, 2° Uel, 2,40 entmlne UR~]1’0 =0%;3" Uc, UL 40
1<y < ,8 ) entrame Uc; 4° *A) 40 mod [R— (g(r,,] pour VE]\"’

Bt faut tenir compte de ce que 6(ro, 1, -+, 7s) est une face de (i, -, 72).
S Drapres 8, on a R — Ry C Sy, de sorte que £, est un entourage de R—R,.
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(v. 17.5); 5° s(ll) = s,. On voit sans peine que €@ entraine que 1, €@
pour chaque affinement commode U, de 1.

47.2. Pour démontrer le théoréme du n°® 44 dans le cas actuel p =1,
supposons que C* 1€ M), U étant un réseau de la famille @. Soit
H*() une (r, W-chaine dans A telle que H*(1)— C*~1(1) mod R — R,.
On doit démontrer qu’il existe une (n, ll)-chaine E*(11) dans B élémentaire
relativement & 34t et telle que £7(l)— C* (1) mod . 11 suffit done
de prouver qu'il existe une (n, 11)-chaine E7(ll) élémentaire relativement
a 341t et telle que H* (W) = E*(11) mod 0,

D’apres 8.33, chaque simplexe ¢ de H™1) est (relativement & 3-|-1)
d’espece v ou d'espéee ¢, ol 1 <» << g . Si ¢" est despece v, on
a (v.8.32) ¢ =0 mod R — Ry C R— R; C Q. Si ¢ est d'espeéce 79, ol
vEN', on a ¢, C £, ; or chaque sommet U/ de ¢" rencontre #),, de manitre
que U C £ d’apres la propriété 1° de la famille @; done, ici encore, on
a ¢" = 0 mod L.

Considérons le cas ot le simplexe ¢ de H" (1) est d’espece ¢V, ot vEN".
On a 1’3CQ(L?,)CZP(;"),)CWl',(,,). Lorsque P(z))C £, on a de nouveau
¢" — 0 mod £; supposons donc que Pd)— 2,40 ce qui entraine que
P) L, = 0.

11 suffit donc de démontrer 1’énoncé suivant : Soit v €N, P@°) 2, = 0.
Soit £7(1l) cette partie de la chaine H”(11) dont les simplexes sont d’esnice ).
11 existe un nombre c€R tel que E*U) = ck"(0, N).

Soit U, € @ un affinement de U normal par rapport aux cycles mod /2 — P(29),
pour chaque »€ N”. Comme s(ll) = s,, on voit sans peine quil existe une
(n—1, Uy)-chaine C7»1(U,) € M) telle que C* 1) =7 C"*1(U;)mod R—R,,
w = Pr. (U, ). 11 existe une (n,U;)-chaine AU, dans A telle que
H»(11y)— -1 (U;)mod R — K,. On peut donce snpposer que H™(1)=nH"(1l,).

Ceci étant, d’apres le lemme du n° 46, il existe une (n, 11;)-chaine D" (11;)
élémentaire [relativement & 34 T et par suite aussi relativement & 3--t,
v. 24 (3)] telle que C»-1(1l,) — FD*(1,)C R— Ry-F[R — W/p»l. Comme
P@)CW,,,,ona PE))[R— W,',(,/)] =0. Comme (%) 2,=0,2,D8 DR—R,,

on a R—R,CR—Pk%. Par suite ("~1(1l)— FD"1l)C R— P)).
Drautre part H*(11)) - C*~ (1) mod R— j{’{, C R— P(«%). Par suite H*(11))
— D*11) est un (n, U)-cycle mod R— P(«)). Or soit (v. 19.2) D*(ll) une
(n, W-chaine élémentaire telle que D*(1l) = = D*(ll;) mod ]?:“LTO. Evi-
demment (W) — D*(1) est un (n, W)-cycle essentiel mod [R — P(«9)].
D’aprés 14.2, il existe deux nombres ¢, ; €R dont un au moins + 0, tels
que ¢, [H"(W)— D* (W] + ¢ (W) ~0 mod [R—Q%)]. Ona ¢ + 0 dapres
la propriété 4° de la famille @. Done il existe un nombre ¢, €R tel que
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H*(W) — D) — ¢, ") ~ 0 mod [R — Q(z9)]. 1l existe donc une (1, 1)-
chaine X"(1) C R — Q(z%) et une (n--1, W)-chaine Y 1(1) telles que

() H(Wy = D)+ ¢, ") + X2 W)+ FYH1(0).

Or soit ¢" un (n, W-simplexe d’espece ¥ et soit U un sommet de ¢
On a Ut,40, dott UCY d’apreés la propriété 3° de la famille @. Puisque
) C Q%) la chaine X" (1) ne contient aucun simplexe d’espéce 9. Puisque
UC ) C Q) C P C R—L,, U ne peut rencontrer aucun sommet U’
de 11 tcl que U'S+0 (v. 8.1, 2 ) D’aprés 8.1, 3° il en résulte qu’aucun
simplexe de la chaine £} 1 (11‘) n’est d’espéce ¥, L’inclusion UC R— 2,
montre encore que ¢”F 0 modR;R(;. De (*) il résulte maintenant que
E;/(11) est cette partie de la chaine D"(11)4¢,@"*(11) dont les simplexes
sont d’espéce ». Donce [v.19.1, 27, 3° et 4° ainsi que 24, (3)] il existe un
nombre ¢€R tel que E*W) = ck"(:%, N).

48. Le théoreme du n° 44 étant démontré pour p = 1, supposons
dorénavant que 2 < p < n.

49.1. L’espace R étant normal, il existe un ensemble ouvert 2, tel que
Si&€ 2, Q. Soit P un réseau gén. jouissant des propriétés suivantes :
1° PERY™, PB, 4 0 entraine PC B [v. 45.31 (1)]; 2° « étant un point
quelconque de R—S, il existe un sommet du réseau ' du n°45.1 conte-
nant la fermeture de tous les sommets de B! qui passent par a (v.4.3
et 4.4); 3° la fermeture d’aucun sommet de B! " ne rencontre simultané-
ment bl et R— 9.

49.2. En palmnt du réseau gén. P, construiqons les réseaux gén. Q"
B BY, By, B, Ph (0 <1 < p—2) ainsi que P PLL BY, B selon
la maniere expliquee dans le n°29, en y remplagant p par p—1.

50.1. Supposons que 3 soit un affinement du réseau LT = BV, du n°45.4
(et donc aussi du réseau B, du n°45.1) et que 3 soit un affinement mod.sS
de M = P&

Pour 0 <2 <p—2, 1 <»v< B, attachons & % des sommets Pl (),
I)h(lh _Ph(l]') Ph( V), Ph(l'if), Qh(le,’) resp. de §B SBh S ;L IIL, S’Bh, Q}z; pour

1<»=4g, ,attachons & z?~'des sommets PP~ (¢[), Py~" (21), Py~ (x )

resp. de R, BYTY, PP Ceei soit fait selon la manitre expliquée au
n° 30, en y remplacant p, 3, crzh resp. par p—1, 3, ¢
50.2. Les réseaux gén. ?Bl (0<7 < p—1) étant des affinements de P!,

il résulte de 491 2° qu on peut attacher cL chaque v (1 _y <,80) un

’
sommet W, du réseau T’ de maniere que Py (z3) C W, pour 0 <

et pour chaque valeur de 2 (1 <A <48,) telle que r?, s01t un sonnmet de ot
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50.3. Les réseaux gén. BY (0 </ << p— 1) étant des affinements de ?]3” -

on ne peut pas (v.49,3°) avoir simultanément 1”’(:"%— Q 40, P’wr") R— 11
F0 0O<h<Zp—1, 1 <»-< 8.

51. Désignons par @ la famille de tous les réseaux Il commodes (rela-
tivement & 3-+1t) tels que: 1° pour 0 <7 <p—2, 1 <» <8, UEU, la
relation U P} (¢)4 0 entraine UC PH(e!); 2" pour 0<< 7 —p—2,1<» <8,
Ucl, la relation UP;‘{L?,) 10 entraine UC Pl(ef); 3° pour 1 <v<<g |
Uell, la relation UP/~'(z2=1) 4 0 entraine UC Py el 1; 47 pour
1<<v <8, UEU, les relations UA+40, U IW 4 0 entrainent A 1.')??%9 +0;
5% pour 1 <» =g ., on a G0 mod[R—Pé’”1 (z?-1]; 6° pour
0<h<p—2, 0<k<p—2, 1/v<,8h, 1 <p << By, les indices v et w
étant tels que les noyaux de zh et de 1 » aient un point commun, la relation
Ut( T")qL 0 (ot UEWN) entraine UCP"(z") Tpour 1 <2<B, 1<v-8
les lndlces 4 et v étant tels que z) est un sommet de z277, la relation
Ut,4$0 (ot U€ W) entraine UEC P/~ Y; 8% pour U€U, la relation
US+0 entraine UP’(xY) = 0 pour 1 <» <8 ; 9° pour U’, U" €1, les
relations U'S 40, U"R; 4 0 entrainent U'U"=0; 10°ona s() = minimum,
s(1) désignant le rang du module M (1) de toutes ]es (n— p,-chaines C*—7(1)
dans A4 élémentaires (v.19.1) par rapport & 3+ et telles qu'il existe
une (n—p-+1, W-chaine H*»7+1(11) dans 4 telle que H*7F1(l)— C*—»r ()
mod R—Ry; 11° pour 0 <7 < p—1, 1 <» < g, UEWN la relation

P’L(z’b)i 0 entraine UC W/, pour chaque sommet z§ de «; 12° U€ll,
U840 entraine UC &

On voit sans peine (v. 32 et 47.1) que la famille @ est parfaitement complete.

Nous démontrerons que 1'énoncé du n® 44 est vrai pour chaque W€ @.

52.1. Choisissons un réseau 1 =11, € @ et déterminons les affinements sue-
cessifs U, €@ (1 << 2p—1) selon la manieére expliquée au n°33, en y
remplacant p, 3, o% resp. par p —1, 3, o%. Soit m, = Lr. Wy, W) (0 = 7
< 2p—2).

52.2, Supposons donnée une chaine C* 2 (U,)eM (1,) (v.51,10°). On
doit démontrer (v.44) qu'il existe une (n — p -+ 1)-chaine £ 71 (lly) dans B
élémentaire par rapport & 3 -+t et telle que E* 7+ (U ) — ¢ 7 () mod L.
Comme s (1,) = minimum, il existe pour 1<7%<2p—1 une chaine
Crr (Up)eMUy) telle que 7y, C* 2 (Upqq) = on=r () mod B — R, pour
0 << < 2p—2. Puisque C" 7 (Uy,_1) €M (Uy—1), il existe une (n —p+1,
Uy,—1)-chaine H*71(ly,—,) dans A telle que H" 711 (Uy,—1) > C"2( ng 1)
mod R — R,. Convenons généralement, si on a déterminé (pour O < /
< 2p—2) une certaine 1 4s-chaine D (1), de désigner par D) la
chaine 7, D (W) Alors, pour 0<% < 2p—1, H" 7 (,) est une

(n—p 4 1,W)-chaine dans A telle que Hrert (1) - O W)mod B —R,.

47

r(A)
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53.1. Rangeons les sommets intérieurs de 3 dans la suite 9, 7§,
de telle facon qu'il existe un entier B (0 < 8y < B,) tel que

PPy — 9,40 pour 1< v < 8; Pl 9 pour By+1 <» < g,.
Pour 1 < & < mn, rangeons les /i-simplexes intérieurs de 3 dans la suite
L’lb, ,h I’; de telle fagon qu’il existe un entier /3, 0 < ,3h < 8,) tel que

0
T
igo

1° pour 1 < v < B,, on a A< B pour chaque sommet 7 de 1’, 2° pour
B, +1=»r< ,8 , le simplexe r" posséde un sommet z) tel que By A Si

0<n<p—1, 1<pr<g, ona ]””(z”) 2.4 0; en effet, d’apres 51
(v. 30) on a P (rO)CP" (z") pour chaque sommet z° de o,

53.2. LEMME. On peut attacher & chaque couple d’indices 7, », ol
0<h<p—2, 1<v<g, une n— p-7-+2)-chaine L2427 1)

dans B de manitre que: 1° pour 1 << » << 8 il existe une (n — p-+1, U;)-
chaine élémentaire (vel. & 3--t) E?»711(ll)) telle que la chaine

FL "2 00, 0y — H P W)+ B2y

ne contient pas des simplexes situés dans I (1,,) 2° pour 0 < h < p—3,
1 <» <A1, il existe une (n —p -+ %+ 2, U,)-chaine élémentaire (rel. &
3t ESTTTRAL) telle que la chaine

FLn~1r~+h T 3 L 111 ) — %1§ Ln—p—, It ( [u, + anyH I+2 (u ’
ne contient pas des simplexes situés dans Ph\ﬁi(rﬁ“, 3% pour 1 <p < ,81, 1
il existe une (1, 1;)-chaine élémentaire (rel. & 3-+1) E, (11,) telle que la

chaine

ﬁ/! 2
2 O LE T U+ B
[U =1

soit un (n, R)-cycle mod R — Py ().

La démonstration sera donnée dans les n° 53.21—53.25.

53.21. D’apres le lemme du n° 46 [v. aussi 24 (3)], on peut attacher &
chaque combinaison 7y, 7y, - -+, r2, (0 < 2 < p —1) d’'indices 1, 2, - - -, m une
chaine 4; " H’“(H)p 1), fonction alternée de 7y, 7y, ---, 7%, de manitre
que: 1°

(1) FAT T Nyyq) — C" " (Uyy 1) © B — Ry+ R—W/
pour 1 <» <m; 2°
(2) FAn ~p+h# 1 u’p 1) . 2/ (_l)u Anap% I e (u2p_1)

h
CR—R+R—][] W/,
u=0
pour chaque combinaison 7y, 7y, - -+, (1 <2 <p—1) de 1,2,--- m.
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Ceei étant, soit 0 << 7 < p—1, 1 <» < 8, et soient w0, 1 z‘; tous
- o g M
les sommets de ¢/ écrits dans un tel ordre que

— L (40 0 ... 40
- {“(lluyfl;\, 711/"-

Distinguons denx cas. En premier lieu, supposons que les indices 7(4,),
7(Ay), - - -, 7(42) ne soient pas tous distincts; on pose dans ce cas Er-rtit
Uy, 1) == 0. En second lieu, les indices 7(4,), (4,), ---, r(4;) soient distincts
, LY —
1'un de Iautre ; on pose dans ce cas 2 27 (1, ) == Ail(,/m,/u oy (Uapa),
Or je dis que: 1° pour 1 << v << B8

(3) FE M Uoyo) — " Myp) © R — P
pour 1 <7 <p—1,1<<v<g,
It i Y ]
(4) FE%W“WmWJ~;2gﬁ:3“'nﬂgch—4MﬂL
frpes

Supposons, par impossible, qu’il existe un couple 7, » (0 < I < p—1,
1 <» < B tel que la relation (3) ou (4) correspondante ne soit pas vraie,
La chaine considérée contient alors un simplexe ¢ 71+1 qui nest pas
contenu dans R — Pl(«"), de maniére que 3 C Pt(«!), § étant le noyau
de ¢n 2ttt Le simplexe " tombe nécessairement sous le second des
deux cas distingués plus haut, car on voit sans peine qu'autrement la chaine

considérée serait égale a zéro. D’apres (1) et (2), on a done

I
JR—R + [:} — T 1 whay| 4+ o.
=0
Mais la supposition 1 << » < 8, donne (v. H3. 1) fl’ﬁfﬂ — 0 40, don
(v. 50.3) P" (") - 11-11 = 0 et donc § ]»~~11 0; d’autre part, puisque

SCI’{L(z'i‘,), on a {\jCIIUHA) d’aprés 51, 11°, Incidemment, nous avons

remarqué que

(5) Py . R—Ry = 0 pour 0<h<p—1,1=»=4.

D’aprés 19.1, 3° il existe des chaines elvmentnneq vel. & 3--t: B 2L
(() <h<p— 1 0<Lk<2p— 2 1<»v< ~ B telles que 7oy, By T W)
— E* "“L’l(llk) pour 0 < &k << 2p — 2. Les relations (3) et (4) restent
naturellement vraies si on y 1emplace Wy)—1 par W (0 <K< 2p—2).

53.211. 11 résulte de la remarque du n° 46.1 qu'on peut s’arranger de
fagon qu'on ait Er—7 (U, )+ 0 seulement §'il existe un sommet 2§ de "
tel que b,u)éz‘.(}rﬁ), I'indice g (1 < g << ﬂﬂ) étant tel que le coefficient de

47*
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kv an, 0, ) dans la chaine C*~7(1,, ) soit 3 0 [v. 40 (3)]. On a alors
la propriété suivante: Er—rihi1 Uy, )F0O0=2=p—1, 1<v=8)
entraine que P{‘(_z;‘)CBI.

Démonstration. Soit ) le sommet de v}t tel que b, €1(r?) et soit «% un
sommet arbitraire de 2, de maniere que DM)EP"(W Soit’ U un sommet
d’un simplexe de la chaine k=7 (z, n, ). La chaine C»~»(11) étant située

dans 4, on a UA+ 0; d’autre part UP"(z" + 0 d’aprés 19.3. Comme
N, . €w, il en résulte (v. “')1 4°) que AP" z“)#() Le réseau gén. P

2p—1
étant un affinement de ‘Bl , on déduit de 491 2° qu’il existe un indice s

tel que PO(IU)CW’ Comme b, € P} (z,), APU(TO )4 0,ona W, - W, $0,
AW, 0, d’ou W, 4, © B, d’apres 45.31. Or on d.]"” (z”)CW,’w d’apres 50.2.
53.22. (Cf 34.1). Soit 1 <» < 8. Comme
H 74 (U, ) = C" 7 (Ug—y) mod R— Ry,
on déduit de (3) et (D) que
(6) FIH" 7 o) — B2 U] € R — PLES).

Désignons par H» 71z, 1
En-p-}—l (u

op—1) cette partie de la chaine H n=ptl M\, )
) dont les simplexes sont situés dans PY(z%) et soit

Ve

2p—1

(M r—r, )= FH"?+ &, 1,

2p—1 2p—1

Soit ¢"*~? un simplexe de la chaine I (ly,—). Kvidemment ¢"—7 est

situé dans P‘)tr“). Plus précisément on peut prouver que ¢*—? est situé

dans P9 (¢)) — P? (9). A cet effet, il suffit de démontrer qu'aucun sommet U
de "7 ne peut rencontrer ) (z)). Supposons le contraire. D’aprés 51,
2° on a alors UC P! (Y). Il résulte donc de (6) que U est un sommet de

(*) Hr=r+1(0, ) — Erri,

2p—1

_ —p1
2p—1 ) Hrr (r 21;—)

ce qui est une contradiction, car UC P} (z0), tandis qu'aucun simplexe de

la chaine (*) n’est situé dans PP (¢]). 1l est ainsi démontré que 7"~ (U, )

est un (n —p, ,, )-cycle dans POz — P (9. Done I''7 M, ,) est
un (n —p, U,, ,)»-cycle essentiel dans PP (x9) — P! (2%, Par suite, il existe
une (n —p-+41, u,p ,)-chaine

(8) Dp—rtt W, ) C P () — Py (z))

telle que

(9) Hnr—p+1 (,[(J’ 11227_9) —_— Dn—p+1 (uzp_‘z)

est un (m—p+1,1,, ,
H=r1 (), 10

)-cycle, situé nécessairement dans P (29) (z9). Donc

)1;—3) - D;l—-]l—}-l (u2;n—-~3)
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est un (n —p-1, U,  j-cycle essentiel dans P (1"} de maniere qu’il

existe une (n —p+-2, 0, _)-chaine L*~7**(z), U, ) dans Q" (70 telle que

Lrrt2 o, 0, ) - Hoort uql, 3»—1)371>%'1<u2p_3).

FLnfp—{—:: (, (;, uk) - n—p+1 (ul.:) + E;wp 1 ‘uk

(10) , S 0
= [H"" @), W+ B (W — HH ] — DY .

Chaque simplexe ¢*7*1 de la chaine [---] & droite de (10) est (v. 19.1, 1°)
la projection d'un U, ,-simplexe Yrril et en vertu de la définition de
la chaine H" 7*'(zj, N, ,), le simplexe ¢ #i! n'est pas situé dans
P{’ (?‘f) Par suite le noyau de y» 7t1 est un sous-ensemble de R— P (2%);
done le noyau de ¢" 2t rencontre R — PV («)); il en résulte quaucun
sommet U de ¢» 7! n'est un sous-ensemble de P} (a9), d’olt (v.51,2°)
UPR(';"?) = 0 pour chaque sommet U de ¢”?11, Done ¢” 271! n'est pas
situé dans P9 (9D P9 (r9). D’aprés (8), chaque sommet 7 de D' 7i1(11,)
rencontre I — P (+}), d’olt UP" 0) = 0 d’aprés H1, 1°. 11 est ainsi
démontré qu’aucun simplexe de la chaine (10) n’est situé dans PWT‘?, ce
qui est d’accord avec 53.2, 1°,

53.23. (Cf. 34.2.) Supposons généralement que, pour une certaine valeur
de 7 (0 << I << p—3) on ait déja attaché & chaque «! (1 <» < 8,) une
m—p+h+2, 112],_2h_3‘)-crhaine L ptht2 (gh, 1L,p gy dans Q] de
maniére que pour 1 < » < B aucun simplexe de la chaine®®
(11) FLn—p+h+2 (’Lh u )__‘ ﬂi:l rh—1 Ln—p{h +1 (Th 1 u )_{_Eza - l(u )

“ 0 <kE<2p—20—3)
ne soit situé dans 137'7(7;) Il s’agit d’attacher & chaque «# 1 (1 <» <48, )
une (n—p-+1+3, 0,, ,, -chaine L7 t3alit 11 ) dans @1zl i1)
de maniére qu’aucun simplexe de la chaine

h
FLV—r+hts (TLH‘I’ n,)— él Cff‘u L2 (\',[h n)+ Bt
o 0L k<L 2p—2h—5H)
ne soit situé dans P’Lﬁ_(r’“rl) On arrive a ce but par un procédé presque
identique & celui du n° 34.2 de maniére qu'il ne semble pas nécessaire de
répéter ici cette construction. Au lieu de M~ 7i*H1 (a1, U, . ), p.ex.,
on doit maintenant poser

2p—2h—>

52 Pour A =—0 on doit remplacer (11) par le premier membre de (10).
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; Mr—p 2 (Th F1 u)p 2]"))
W

= 2 ;Gﬂ th}] A2 (t,’LLL! 1122)—-2], ’ + F)L4])+h k2 (u

— 2p—2h - )

Pour démontrer qu'aucun simplexe de la chaine FA/*2Hrhi2Glit 0, )

nest situé dans PPit(«0F1), on doit s’appuyer sur le fait que la chaine
B

(12) FE;ﬁ“i’”‘“(ll,l,ﬁh 5 2, C" L’”‘?’ h+1(ll,p oh—sy)

posséde la méme propriété; la validité de ce fait résulte de (4) en vertu

de 51, 2°,

53.24. (Cf. 34.3.) En procédant de la maniére indiquée on finit par con-
struire les chaines L (72, N) (1 < » < ,8;,_2) et on démontre comme
dans 34.3, en s’appuyant de nouveau sur (4), que la chaine

ﬂ,’»ﬁz
M? (=1, ) = Zl L, W)+ E e, 0) 1<y =g

n— 1)

est un (n, U )-cycle mod j327‘_’1‘(;;:T)——P?’“1(1‘7’*1) dans PP=* (277,

3.25. (Cf. 34.4.) Si lindice » (1 < v < 8) est tel que l)"( 3) n’est pas

un sous-ensemble de B, on a Er 7t 1(1121, ) = 0 daprés 53.211. En

outre on a A PP@Y) = 0 en effet, puisque (v.50.2) PP (%) CW, . dans
le cas contraire on aurait A W, (;,)JrO d’onu (v. 45.31) W, (A)Cﬁl, ce qui
donnerait la contradiction P?(z)C B,. 11 en résulte que (v. 53.22)
Hr—rtl (@, 1 Syt J=20; en effet, U étant un sommet d'un simplexe ¢ de
cette chaine supposée non vide, ¢ est (puisque Kr—7ft 1, ) =0) un
simplexe de la chaine H7*» 711 (lly, 1) située dans 4, d’ol I/AJfO d’autre
part, U P} (z’ﬂf)#O d’aprés la définition méme de H n—p“(r" 112]) )5 comme
u,, ,€9, on arrive (v. 51.4) a la contradiction AP{’ (12,#0. Puisque
1["'1’41(1“ 1, op— _) =20, on voit sans peine quil est permis de poser
In—p )(TO u2p 0) 0.

On démontre de la méme maniére qu'on peut supposer que Lr—2th+2
@, U, o ,)+0 seulement dans le cas ou le simplexe z}; posséde un
sommet 79 tel que PP B,. Or la chaine Lr—7tht2(h U, g est
située dans Qw”w(v-’f), comme 1710@)-@@313350, I'inclusion P} (z))C B,
entraine B, Q" (#" 40, ce qui donne Q" (B (v.49.1, 1°), car Q" est
un affinement de P~'. Done les chaines L*—7H2(, U, ,, .) et par
suite aussi les chaines L»—7+h+2 (" 11)) sont situées dans B.

54 1. On peut (cf 3D) modiﬁer un nombre fini de fois la chaine H"“?"L1 N

maniere que *H et *I étant les elements modlﬁes, on alt les proprleteb
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suivantes: 17 chaque simplexe de chaquedifférence * Hr—r+1 (1) —H»ri1(1)
ou FLAmP M2l A1) L2 (g A1) est une face d’un simplexe de
Hr=ritQ1) ou de *Lr—r k2 11,) de manitre que les chaines modifiées
restent situdes dans B; 2° les relations 17, 2°, 37 du n° 53.2 restent
vraies [sans qu'on y change les chaines élémentaires E, "”"H(llq)] pour
les chaines wmodifiées *H, *L; 3° *H» 71 (1) — H*» 27t (1) est un
(n—p-+1, I)-cycle homologue & zéro dans B.

Le résultat de toutes ces modifications est que powr 0 <<% <p—2,
0L u<h,0<q<hles chaines modifiées posseédent la propriété suivante :
Si les simplexes Ty Ty (1 = p < B, 1 <0< ,3:1) sont des faces du sim-
plexe 7%, alors les simplexes d'espéce z‘z (rel. & 3-1 de la chaine
L e ‘r’;) (modifiée) constituent une chaine qui est 17 =0 pour
gtp—u—2, 2° = al* 1)) pour q = p—u—=2 (a€R).

Pour voir que ces modifications sont réalisables on procédo exactement
comme dans les n° 36-41°, Tl faut seculement remplacer p, ', 3, o, «; resp.
par p—1, H, 3, v, B; et dire quune ll,-chaine ne contient pwqqu’aucun
simplexe d’espeéce 1’1 (1 <¢<=4) siecllealaforme ak"( 4 0 (e€).

54.2. Ces modlﬁcatlons étant eﬂectuees pour la démonstration du théoréme
du n°44 il suffit évidemment de démontrer que la chaine /772 1(1,) modifice
est égale mod 2 & une chaine élémentaire (rel. & 3-4-1).

On commence par le lemme -/, (0 <% =p—2): Supposons que zj;, v 1
soient des faces du+? (1 <p =<8, 1 <e<48,, 1 =i=4g). Soit " ru:? b
(s, 4, Ug) cette partie de la chaine L*7twt2(e% 1) (modifiée) dont les
sunplexes sont d’espéce 7. Alors la chaine ¢~ 71wy, «f, U ) est 17 =
pour g p—u—2; 2° = " ’1(12{, u) (e€R) pour d::\])“7t—2.

La démonstration par récurrence du lemme 4 étant parfaitement analogue
a celle du lemme du n°42.2, nous pouvons la laisser au soin du lecteur.

54.3. Le lemme 7, étant vrai, il est facile de compléter la démonstration
du théoréme du n° 44 en démontrant que la chaine H7* 7+1(ll,) est égale
a une chaine élémentaire:

Soit ¢ 7+1 un simplexe 4 0 mod £ de la chaine H™» 7+ (ll,). D’apres
8.32 et 8.33, ¢ Pl est d’espece h o 0 <q<p-—-1. D’apres b1, 67
on a UCP)())C P} pour chaque somme’r 1) de g5 or ¢" ARE )

0 8i e, si le U-simplexe ¢ d'espece r1 (12 ¢ = 8,) est une face du U-simplexe v/,
¥ ne peut pas étre d'espéee r L. 1l sufnt (v. 83 )) de démontrer que le noyau JF de vy

rencontre R, C Rj. Dans le cas contraire, chaque sommet U de ¢ rencontrerait B — K, CS,
(v. 8 et 44). Or, puisque ¢ = ﬁ(’l, on a (v.5H3.1) PI" (r',f)—ill + 0 et par suite (v.49.1, 3°)

Pf (r(}) S, = 0 pour chaque sommet r(,{' de r;{; d'autre part, U C Pf (1'2) - P{] (rﬂt)
d’apres 51, 6°.
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mod 2, de manitre que U— 240, don P'(r))—2,$0. On a donc
(v.53.1) 1 <o < 8.
11 suffit done de démontrer que, ¢* 71 (27, ) 0O<Lg<p—1, 0< o< ﬂ )

—J =

étant cette partie de H”~7T1(ll)) dont les s1mp1exeb sont d’espece e la
chaine ¢ 21 (k1g 1) est: 17 =0 pour g+ p—1; 2° =a, k" ’1(1(1 1)
(ag€R) pour ¢ = p—1. Cette démonstration, analogue & celle du n° 42.5,

sera aussi laissée au soin du lecteur.

VI.

55. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p
(0 << p < m). On suppose la validité de tous les axiomes des Chap.I et II
ainsi que celle des axiomes G* (v.21) pour n—p <k <n—1 et des
axiomes H"* (v.27) pour max (0, n—p—1) <k <n—2.

56. Soient A4; et 4, deux sous-ensembles bicompacts donnés de R,
assujettis & la condition 4; 4,8 = 0. Soit I (Iy) la famille de tous les
p-cyeles [(n— p)-cycles] mod 4, S dans 4, (mod 4,5 dans 4,). Le but de
ce Chapitre est d’attacher & chaque couple C?€Iy, C*P?¢TI, un nombre
CrC™rER jouissant des propriétés snivantes: 1° (»C?) C"? = CP(rC"7)
= (""" pour 7 €ER, CTer,, C"Pen,; 2° (cf+ehH et T =cf c"?
+01) C,n'p pour C 611, C]JEI‘I, Cu—pE r? . (,p (On p__l_Cn ]7 Op anp
+ercy P pour CPETy, CYVET,, CZ"A”EI“ 3 4° 0T 0" =0 pour CT€Ty,
C*PET, si 'on a soit C?~0 modA4, S dans 4,, soit C*" 7~ 0 modA,S
dans 4,. Remalquons qu'il résulte de 1°,2°,3° et 4° que CY O ' =07 ¢ 7
pour Cf, CFer,, "%, ¢ Per,, si Ton a €7~ Cf mod 4,8 dans A1 et
Ol e~ 0 » mod 4, S dans As.

57. Commengons par le cas p = 0. Soit =, la famille de tous les
réseaux 3 €5 (v. 23) jouissant de la propriété suivante: Z;, Z,, Z; étant
trois sommets de 3 tels que Z; 2,40, Z, Z;+0, Z; 4:+0, Z3 A, +0 on
a Z,S = 0. Puisque 4; 4,5 = 0, on voit sans peine (v. 1.3) que la
famille 5| est parfaitement compléte. Pour 3 €5, désignons par A(3) la
famille de tous les réseaux fermés I correspondant (v. 8) & 3 et vérifiant
la condition du n° 25, c’est-a-dire tels que (dans les notations habituelles)
Kr(e?, M+0 1 <i<a) et K (e}, F0 (1 < i< e) pour chaque
réseau commode 1l suffisamment fin, B€5;, et T€A(8) étant choisi, dé-
signons par @ (3, ¥) la famille de tous les réseaux commodes U tels que,
outre les conditions K" (o}, W40, K™ '(o}, W40 on ait encore U€ %,
(v. 20.2) et que U soit un affinement de 3 ; la famille @ (3, ) est évidemment
parfaitement compléte.

Ceci étant, soient donnés les cycles C°€ Iy et C"€I;. Choisissons 3 € .5,
T€A(3), Ned(3, ). 1l existe des nombres a;€R tels que
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() = } a, 0} mod s

1,~-1

d’apres 20.3, il existe des nombres J;ER tels que

() = Zb K"(0, 1) mod B— I.

i=1

Posons C°C* = 2, a; b;. 11 s’agit de prouver que ce nombre est déterminé
i=1
sans ambiguité par les deux cycles C° et C* et que les propriétés 1°—4"

du n° 56 qont vérifiées.
L’égalité 2 b, K" (a7, ) = 0 mod E:W]?O est évidemment (v. 19.1,1°,2°)

i=1

poss1b1e seulement si b; = 0 pour chaque 7 (1 < ¢ < ap). L’égalité

2, a,6) = 0 mod S est évidemment possible seulement si a, = 0 pour
=1
(Y

chaque 7 (1 <7 < ). Donc le nombre 2, a; bz est bien déterminé, si on
=1

a choisi les réseaux J€=,, T€A(F), Uen(F

Nous venons de remarquer que les nombre% b (1 <7< ) sont bien
déterminés (3, T et U étant choisis). Or il résulte de la démonstration
du n° 20.3 que C*—10; G"~0 mod(R— P;) pour 1 <: < «, et cette con-
dition détermine les nombres b; sans ‘Lmblo‘lntb en vertu de 20. 2,17, 1l

en résulte que, 3 étant donné, le nombre ? a; b; est indépendant du choix
= 1

de T et de . De plus on voit que ce nombre reste inaltéré, si on rem-
place C* par un cycle (i ~C" mod 4, S dans A,.
“O
» N ; Y 0 —
Remarque. Pour 1 <j < «,, on a i‘gﬁ 75 b; = 0.

Démonstration. Puisque C*—0mod S, on a
({

;1 b, K (6%, 1) > 0 mod R— R,,

d’ou (v.19.1, 30)
2 Z’/“ b; K»1(a!, ) = 0 mod R—R,
J=1 i=1

et par suite (v.19.1, 1° et 2°)

Zwb = 0.

Remplagons C°(3) par C?(3)~ € (3) mod 4, S dans A;. On a

(10
C*(3) = X a} 6" mod S.
i=1
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De plus, il existe des nombres ¢;ER tels que

(lo

«

1

3 1 _. AU 0 J
- ¢; 0; = 2’1 (a,— a,) 67 mod S,

d’ott
”1
Wh—a; = > 7 ¢
j=
Donce
g [ o g
N Y N' 0
Db — 2 aib; = ¢ by = 0
i=1 i=1 J=1"1i=1
Co
d’aprés la remarque. Done le nombre > a; b; reste inaltéré en remplacant
i=1

C°(3) par €/ (3). La propriété 4° du n° 57 cst done vraie; les propriétés
1°,2°,3° du n° 57 sont banales.
¢4
On doit encore prouver que le nombre 2 a; b; reste inaltéré en rem-
=1
placant 3 par un autre réseau 3 € =,. La famille =, étant complete, il
suffit de faire cettc démonstration en supposant que 3 soit un affinement
de 3. Choisissons un réseau fermé t correspondant a 3 (et satisfaisant rel.
& 4 a la condition du n° 25). Choisissons une projection 7 = Pr. (3, 3) et
déterminons le réseau fermé T correspondant & 3 selon le n® 24; c'est
permis, car ¥ vérifie évidemment la condition du n° 25 [v. 24, (3)]. Faisons
usage des notations du n° 24. Posons

Bo
C°3) = 2 a,® modS,
y=1
bo, o
Cr) = 20 b ke, W mod B — R,

U étant un réseau commode (rel. & 3+t et par suite aussi rel. & 34 %)
. %, &, , .
suffisamment fin. Il §’agit de prouver que > a; b; =2 ay by. Pour1 <i<
i=1 y=1

osons (l%, = (l; la sommation étant étendue & toutes les valeurs de »
’
V4

Oy
(1 <» <8 telles que wz) = 0%, On a alors 7C°(3) = '21a:.’ o)~ C°(3)
1=
mod 4, S dans 4; de maniére que, comme nous avons vu plus haut,
«, oq
izlai bi :_Z‘laé' bi. Pour 1 < v < B, ne) = 09, posons b, = b, de maniére
= 1=

o Bo

que X ai b= Xayby, o by =0 pour B+ 1 < » < By. Il suffit done
=1 y=1

de montrer que Pon a ay(by — b)) = 0 pour 1 <» < g,. D'aprés 24 (3)
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c'y = Zbl K" (o}, 1) = z by K (), ) mod B— Iy,

=1
de sorte que

ﬁﬂ
() 20— 1)K @, W = 0 mod R~ Iy

g
Supposons, par impossible, que ay (b;—0y) + 0 pour une valeur donnée de ».
Soit U un sommet dun simplexe de la chaine %" (z), ); on a U« 4 0
d’aprés 19.3; d’autre part, Ud, + 0, car by— 10y + 0 et la chaine (4) est
évidemment située dans 4,; enfin, U R— Ry 4 0 d’aprés (+). 11 étant un
affinement de 3, il existe un sommet 7, de 3 tel que Z,C U et donc
Zids 0, Zi29 40, Zi R— Ry + 0. De la dernitre de ces relations on
déduit sans peine (v. 8) qu’il existe un sommet Z, de 3 tel que Z; Z, § 0,
Z,8 4 0. La chaine C°(3) étant située dans A,, Uinégalité ay + 0 entlaine
w04, 4+ 0. Le réseau 3 étant un affinement de 3, il existe un sommet Z,
de 8 tel quesiC Z,. On a done £, 2, +0, 2,7, 40, 2, 4, 4 0, Z.S 4 0,
Zs Ay ¥ 0, ce qui est une contradiction, car 3€X5,.

58. Reste a considérer le cas 1<p<mn. Puisque 4,54, =0, il existe
un entourage B de A, tel que A, BS = 0. KEnsuite, il existe un entourage 2
de S tel que 4, B2 == 0. Soit encore B’ un eantourage de A, tel ‘que
dcC B eB.

Soit =, la famille de tous les réseaux 3€= (v. 23) pour lesquels vaut
I'énoncé du n° 31 en y remplacant A, B resp. par 4,, B’. La famille =,
est évidemment parfaitement compléte. Soit =, la famille de tous les réseaux
3€E, jouissant de la propriété suivante: 1° Si Z,, €3, Z 4, 10,
ZB40,Z % %0, ona(Z+27)2=0;2° pour chaque sommet extérieur
de 3 on a Z& 2. On déduit sans peine de 1.3 et de 5.4 que la famille =,
est parfaitement compléte, car A4, B2 =0.

Pour chaque 3€5,, soit A(3) la famille de tous les réseaux fermés
correspondant & 3 (v. 8) et choisis selon I’énoncé du n° 44 ol on choisit
3€E, et ol on remplace A par B’, tandis que 2 a la valeur que nous
venons de déterminer.

Pour 3€5,, T€A(B) soit @(3, ) la famille de tous les réseaux com-
modes 11 si fins que: 1° on puisse appliquer le théoreme du n° 44 avec B’
au lieu de 4; 2° I'énoncé du n° 26 soit vrai pour chaque U, €@ (3, 2);
3° U soit un affinement de 3; 4° on puisse appliquer 1'énoncé du n° 25
non seulement rel. & 3 et ¥, mais aussi rel. & 3 et t dont on construit
(cf. 44) le réseau fermé TEA(J3) correspondant & 3.

Ceci étant, supposons qu'on ait des cycles CP€Il, et C" 7€, (v. H6).
Choisissons 3€5,, T€A(B), Uew(3, T). D’aprés la propriété 2° de la
famille =,, il existe des nombres a;€R tels que
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(1) Cr(3) = Zn o? mod 2.

=1

D’apres 31, il existe des nombres h;€R tels que

@) -1 () ~ z b, K" (or, 1) mod B' R— R, dans B
i=1
Posons
3) crenr = 2 a; b
i=1

Pour justifier cette définition, nous procéderons comme il suit: 1° dans 58.1
nous démontrerons que le nombre (3) reste inaltéré en remplacant C7(3)
par CT(3)~ C"(3) mod 4, 8 dans 4, ; 2° dans 58.2 nous démontrerons que
le nombre (3) reste inaltéré en remplacant " 7(1) par Ci" () ~ C" 7 ()
med 4, S dans 4y ; 3° dans 58.3 nous démontrerons que, 3, T et U étant
choisis, le nombre (3) est bien déterminé; 4° dans 58.4 nous démon-
trerons que, 3 et T étant choisis, le nombre (3) ne dépend pas du choix
de UeDd (3, T); b° dans 58.5 nous donnons un lemme; 6° dans 58.6 nous
démontrerons que, 3 étant choisi, le nombre (3) ne dépend pas du choix
de TEA(B); 7° dans H58.7 nous démontrerons que le nombre (3) ne dépend
‘non plus du choix 3€5=,. Il en résulte que le nombre (3) est déterminé
sans ambiguité par les deux cycles CP€Iy, C"P€I; et qu’il jouit de la
propriété 4° du n° 56 ; les propriétés 1°, 2°, 3°, du n° 56 sont banales.

58.1. Puisque C*P(11)—0 mod S, il résulte de (2) que Zp,' b, K*=7(e?,)~0
=1
mod R—-R,. Or pour p<<mn on a (v.19.1, 3°)

%y Cppn
Zz; Kn= (a2, 11)»2 2 7%, b; K== (a7 11, ) mod B— Ry,
71=1
de sorte que dans le cas p<<m on a [v.19.1,1°, 2°, et la propriété 4° de
la famille @ (3, )]

(*) :Zp:l 1 by =0 pour 1 <j < @,y
Ceci étant, soit Cf(3)~ C"(3) mod 4, S dans 4,. Puisque 3€ =, il existe
des nombres a;€R tels que

Cr3) = ZZ,: ai o mod £
et pour p<<n il existe des nombres ¢;ER tels que

p

Cpt1
o+ , B
n+1 PR N
,-2’:1 ¢ oy 221 (a;— a,)o? mod £ dans 4,
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Oy

tandis que pour p =mn on a X (a;—a,)0? =0 mod 2. On a done dans

=1

les deux cas

oy (ij‘l \

QR ) — (¢)
2 (“’1 a, Z ke J) 6/ = 0 mod¥
=1 J=1
(Zpi,l
en convenant que > == 0 pour p = n. Il en résulte que
1
C(],‘_{._‘l

— . — ?e - sy ==

a;—a, j%,l i (= 0 pour p = n)
pour chaque valeur de ¢ telle que 62 4 0 mod £. Or on a, en vertu de (*),

®p41
Pe =
1_21 b, ; wfh¢ 0
o, «, .
de sorte que, pour arriver au but > a;b; = D a;b; il suffit de montrer
’
=1 =1
- , Cpt1
; — (0} i = q. = > vPe¢ = 501 =

que pour ¢ = 0 mod £ on a soit a; a; > i c; =0, soit b, .

Supposons que ceci ne soit pas vrai pour une certaine valeur de 7 telle
que ¢f = 0 mod 2. Les chaines X« 0f, Xa; 6, 2 ¢; 0Pt étant situées

dans 4, on aurait 67 = 0 mod 4, ; la chaine ZZ) K" ~ 01’ 1) étant située
dans B'C B, on aurait K*~2(¢?, 1) = 0 mod B. Soit Z, un sommet de 67
et soit U un sommet d'un simplexe de K*~7(c?, 1) [v. la propriété 4° de
la famille @ (3, )]; on aurait 7,240, Z, 4,40, UB+ 0 et aussi UZ, 4 0
en vertu de 19.3. Or d’aprés la propriété 3° de la famille @ (3, ), il
existe un sommet Z, de 3 tel que UC Z,. On aurait done Z; Z, } 0,
Z,A,+0, Z2B+0, Z,2 $0, ce qui est une contradiction, car 3€5;.

58.2. D’apres la définition de la famille 3, il existe un affinement 3€ =,
de 3 et une projection 7w = Pr.(3, 3) dont on obtient T moyennant la
construction du n°24 (aprés avoir choisi le réseau fermé t correspondant & 3).
Faisons usage des notations du n°24. On peut poser [v. 58 (1)]

Cr(z) = z a) t7 mod 2.

Or on a C?(3)—0 modS, d’ou Z a, 7 =0 mod 2, done

=1

Bo Bp-1 .
> 2> Cg’;l a, vl 1 =0 mod£.
=1 Au:
Il en résulte que
By
() 2 ta, =0
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pour chaque valeur de p telle que frl?}—l + 0 mod Q, Pour 1< i< «,

posons aj = X a,, la sommation étant étendue a toutes les valenrs de »

v
) o U d
telles que 772 = 6. On a
«,

m(CP(3) = 2, ay o mod Q.

Ceci étant, remplacons C" (1) par Ci" ") ~ C™ "(11) mod 4,5 dans 4.
11 existe [v. 58 (2)] des nombres b;€R tels que

Op

(3" crr(y~ 270 Kvr(2, 1) mod B’ B— R, dans B’
i=1
((
Il s’agit de montrer que 5 f(, b = Zaq b;. Or dapres B8.1 on a

i=1
«,

D ai by = 2, a;i’ Ui, 2, a; by = 2, ai’ by, ecar w(C? (3~ C?(3) mod 4,8

=1 i-=1 i=1

dans 4,. 11 suffit donc de prouver que 2, a;’ (b; — b;) = 0. Posons

i=1
pour y,+1 < » < B, ainsi que pour toutes les valeurs de » telles que
D — () - ~ . . N NV X
1<v=yp me? =0; p()}n 1<v<y,, mt)= o} posons b, = b,—0,.
D’apres la deﬁmtlon de a; on a alors
o

»

s

18

a; (bi—1b;) = 2, ay by

1=1 v=1
By
on doit done démontrer que > ay by = 0. On a [v.(3), (3) ainsi que 40, (3)]
y==1
gg o,
2V (er, W) 2 (b, —b) K»7 (6P, Wmod B' R— R, dans B',
y=1 =1

et les deux membres de cette égalité sont ~ 0 mod 173’157:1?0 dans B'.
D’aprés 44, il existe donc des nombres du€R tels que

ﬁp 1

2 d, et @, W Z v k7 (22, 1) mod £ dans B,

p=1

de maniére que (v.19.1, 3°)

ﬂﬂ .ﬁp—l -
2 (b;’-— Z rotd )k n=7 (zP, N) = 0 mod Q dans B,

y=1
d’on il résulte (v.19.1, 2° et la propriété 4° de la famille @) que
8,
(%) b= 204,

pour chaque valeur de v telle que k*~7 (:7, W40 mod £.
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Remarque 1. Si 17;1 =0 mod £ on a soit d,=0 soit 2, reta, = 0.

VU
Remarque2. Si k=7 (12, 1)==0 mod £ on a soit a,==0 soit #}:‘1 eotd,=0.
En supposant la validité de ces dex remarques, on obtient de () et
de (**) que

@; m P,x
" _ ’ ,
u%ﬁ a, ) = »;1 uz,l ota,d, =0, qf.d

11 ne reste donc qu'a démontrer les deux remarques. Supposons donc
que les indices » et w soient tels que C{’;‘:I:O et que soit rfl'l =0 mod £

— P
soit kP (¥, N) = 0 mod L. Puisque la chaine 2 a, 0 est située dans 4,

et puisque les chaines Z b ke (an, W) et Z d, k=t @t ) osont

y=1 rn=1

situées dans B, dans le cas a,40 ou Z rta, 40 on a Z, 4,40 pour

v
p—«l
p—1 . N ' -1
chaque sommet Z, de ), ' et dans le cas d,0 ou ,,—2110”“ d,F0 on

a UB$0 pour chaque sommet U de chaque simplexe de %" 7 (2, W)™,

Puisque soit rﬁ -1 — () mod .0 soit A7 («2, ) = 0 mod !2, ona(Z,+0U) !):1—0
D’autre part on a UletO d’aprés 19.3. D’apres la propriété 3° de la
famille @ (3, T) il existe un sommet 7, de 3 tel que UC Z,. Done Z, Z,F0,
(Z,+ Zy) .Q:k() et, si une de nos deux remarques n’'était pas vraie, on
aurait encore Z; 4, F0, Z: B+0 ce qui donnerait une contradiction, car
8652- '

58.3. 1l résulte de H8.1 que le nombre (3) est indépendant du choix des
nombres @; pourva que ces nombres satisfassent & (1). J1 résulte de 58.2
que le nombre (3) est indépendant du choix des nombres J; pourvu que
ces nombres satisfassent & (2). Done, 3, T et 1l étant choisis, le nombre (3)
est bien déterminé.

58.4. Il est presque évident que 3 et T étant choisis, le nombre (3)
ne dépend pas du choix de € @ (3, T). La famille @ (3. T) étant complete,
il suffit de prouver que le nombre (3) est le méme pour U = U; et pour
U =1, L,ecO(I, ) étant un affinement de U, € (3, T). A cet effet
il suffit de remarquer que, si les nombres ;€ R sont telles qu’'on ait (2)
pour U = U,, on a aussi (2) pour U = 11;; et cette remarque est évidente
en vertu de 19.2 (v. aussi 19.1, 1°).

41l faut tenir compte de ce que chaque simplexe de K271 (rﬁ‘l, ) est (v.la dé-
monstration de 19.1) une face d'un simplexe de "7 (<0, 1).
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H8.5. Lrmme. Soit 3€ 5, un affinement de 3€ =5,; soit w = Pr.(3, 3).
Soit t€ A4(3); construisons le réseau fermé T correspondant & 3 selon la
maniere du n° 24, en faisant usage de 3,t et #. On a TEA(B) et on
obtient la méme valeur pour C? ("7, en le calculant soit relativement
a3 et T, soit relativement & 3 et t.

Démonstration. On voit sans aucune difficulté que T, 3€ 4(3). Faisons
usage des notations du n°® 24. Déterminons les nombres a,, ;€ R de maniére
que

By
Cr(3) = Za 7?7 mod Q,
y=1

293

Cn=r (W)~ 2 b, K*7 (67, 0) mod B’ R-——R, dans B,
i=1

olt le réseau 11 commode rel. & 3-+t (et donc aussi rel. & 3+7%, v.24)
est choisi (v. 58.4) si fin qu’il appartienne & @(3, T) et & @ (3, t). Pour
1 < i< ap, soit a; = Z,a,,, la sommation se rapportant & toutes les
valeurs de » telles que 7w#? == ¢?. On a alors

(199

nC?(3) = Z ai o} mod £,

de sorte que C? C* 7, caleulé rel. & 3+ % a la valeur Z a; b;. D’autre

i=1
part on a, d’aprés 24 (3)
By o _
onr () ~§ b, k7 (z7, 1) mod B' R — R, dans B,

olt I'on a posé: 1° by = 0 pour y,+1 < » < 8, ainsi que pour toutes les
valeurs de » telles que 1 < » <y, wr? = 05 2° by = by pour 1 <» <y,
wt? = of. Donc le nombre C? "7, calculé vel. & 3+1t, a la valeur

B,
Zp ay by. On doit donc seulement démontrer que Z’ ai by = Z av by ce
V‘] y=1

qui est évident d’aprés la définition méme des nombres a; et by.

58.6. Supposons donné Z€5,, T€A(Z), NeD (3, ). Soient U, (1 <» < m)
tous les sommets de U tels que UR, F 0 (v. 8). Pour chaque » (1 < » < m)
on peut (v. 8.1, 6°) indiquer un Z-simplexe intérieur o(¥) = o} tel que
1° U, T(e?)F0; 2° U, T, = 0 pour chaque valeur de j (1 <7 < a,)
telle que o} n est pas un sommet de o(»). Choisissons un point a, € UT (a?)
1gr < m) On ne peut avoir ay, = ay que si o(v) = ar(,u) Soit V,
(1 < » < m) un entourage de a, si petit que 1° V, C Uy 2° Vy V=0

pour a, F an; soit V, un entourage de a, si petit que V, €V,. Soit N
Iensemble de tous les couples (4, U) (1 < < ey, UEN) tels que UT; =0
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et par suite aussi (v. 8.1, 5°) UT; = 0. Soit B un réseau si fin que pour
(i, U)EN auncun sommet de B ne rencontre simultanément U et 7h. Soit
3€5, un affinement de 3 si petit que 1° z, 2€3, 212 F 0, 2V, F0
(1<» <m)entraine z,CV, (v.1.2); 2° 3 estun affinement de%; 3" la chaine G"(3)
n'est située dans & — 7V, pour aucune valeur de » (1 < » < m; v.17.5). En
vertu de la propriété 3° de 3, il existe pour chaque » (1 < v < m)un (n, -
simplexe intérieur ¢ dont le noyau rencontre Vy; en vertu de la propriété

° de 3, chaque sommet de ¢” fait partie de V,; il existe donc une h-face
[/ étant déterminé par 1'égalité o = o (»)] ¢! de ¢». On peut supposer
que ol = ()Z pour a, = a,. Puisque V, V, =0 pour a, F a,, on peut
évidemment choisir la projection 7 = Pr. (3, 3) de maniére que 1° wol = a(»)
pour 1 <y <<m;2°2¢"€3, we"=0?(1 <i<< ) entraine quez® 7;4-0. Choisissons
t€A(3). Puisque chaque sommet de ¢! est un sous-ensemble de U,, on a
t(Ec U, pour 1 <v<m. A laide de 3, t et m, construisons le réseau
fermé T* correspondant & 3 (v. 8) suivant la maniére expliquée au n° 24,
Supposons que 7' (o) ait la méme signification rel. & T* que 7'(o}) rel.
a T, Puisque ¢ (") C T* () [0} = o (¥)] [v. 24 (2)] et puiqquo tehcU,,
on a U, T*(e") 40 Autrement dit: 0 <<72<n, 1 i< ¢, U,
UT(o}) F 0 entraine UT* (¢") 4 0. Réciproquement supposons que, pour
de certaines valeurs de ¢, b, U</ <n, 1<i<ea,, UcU) on ait
UT(d}) = 0 et par suite U7 (o)) = 0. Nous prouverons que U T (o )=
D’apres 8.1, 5° et 6°, il existe un sommet ¢} de o} tel que UZ)=
11 suffit de prouver que U TTJ = 0. Dans le cas contraire, il existerait un
sommet 7° de 3 tel que Ut°F 0, me® = oJ D’apres la propriété 27 de
la projection 7, on aurait «° 75 0 d’ou la contradiction Ur® =0 d’apres
la propriété 2° du réseau 3. Maintenant on voit sans peine que le réseau U
est commode non seulement rel. & 3 -+ T, mais aussi rel. & 34 T*. Puisque
t€Ad(3), on a T*€A(3) (v. H8.5). Choisissons un affinement U, de 1 de
maniére que U, €@ (3, T¥). Déterminons les nombres ;€N d’apres 58 (1).
Déterminons les nombres 0;€R de maniere que

p o -
CTTA) ~ 20K (6!, ) mod B' R— R, dans B,
i1
*K désignant les chaines fondamentales (v.19.1) relatives & 34 *. On
voit sans peine (v. 58.4) que la relation (*) reste vraie en y remplagant
1, par . Or on déduit facilement de 19.1 que *K™ 7 (o, ) = K" "(a, ).
Par smte, la relation 58 (2) est vraie. Donc on obtient la méme valeur

65 t(uh) + 0 car 3€Z et par suite (v. 23) le noyau de 9,, contient un point b n'appartenant

a la fermeture d’aucun sommet de 3 qui ne soit pas un sommet de g’:, d’ol il résulte sans
peine que b et(y{f)

@
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pour le nombre C? C*7 en le calculant soit rel. & 3-+Z, soit rel. & 34+ I*
et par suite, d’aprés le lemme du n° 58.5, aussi en le calculant rel. &
3+t

Ceci étant, supposons qu'on ait donné 3€5; et T, T,€4(3). On voit
sans peine que l'on peut déterminer 3 et t de maniére que les conditions
qui ont été énoncées plus haut soient vérifiées simultanément pour & = I,
et pour £ = T,. Il en résulte que le nombre C? C* 72 reste le méme en
le calculant soit rel. & 3+, soit rel. & 34 Z,.

58.7. Le nombre C? C*—P dépend donc tout au plus du choix de J€ =,
le choix de T€A(3) et celui de Uew (Z, T) étant sans influence sur lui.
Or supposons donné 3, 3,€5,. La famille 5, étant compléte, il existe
un affinement simultané 3 de 3, et de 3,. D’aprés 58.5 le nombre C? O 2,
caleulé rel. & 3 est le méme que si on le caleule rel. & 3, ou rel. & 3.
Done C? C»~7 peut étre calculé indifféremment soit rel. & 8, soit rel. & 3,.

59.1. Si les deux ensembles A;, 4, du n° 56 sont sans point commun,
on a C? ("2 =0 pour chaque C?€l}, C*P¢cl,, La facile démonstration
sera laissée an soin du lecteur.

59.2, Soient A, et 4, deux sous-ensembles bicompacts donnés de I,
assujettis & la condition 4; 4, S = 0. Définissons I'y et I'y comme dans 56.
Soit F' un sous-ensemble bicompact de R tel que #'DS, 4, 4, F = 0. Tous
les axiomes supposés au n° 55 restent évidemment vérifiés en remplagant S
par F. Désignons par Iy et Iy ce que deviennent les familles 77 et 7% si
on remplace S par F. Soit CP€ Iy, C* 2T, 11 existe évidemment des
eyeles CT €Ty, Ci V€T3 tels que C7(3) = CI'(3) mod I, C" 7 (3) = 1" 7 (3)
mod F dans chaque résean 3. On voit sans peine que C¥ "7 = C" ot

VII.

60. Dans ce Chapitre, nous ferons de nouveau les hypothéses énoncées
au n° bb.

61. Supposons donné un sous-ensemble bicompact S, de S. Posons
Sy = 8—28,. Soit I'y 'ensemble de tous les (p, L)-cycles mod S4, dans A4,,
olt 4; parcourt tous les sous-ensembles bicompacts de £ tels que §4,C S, ;
deux éléments CF, CF de I'y seront considérés comme égaux si I'on peut
attacher & chaque entourage .Ql de S, un sous-ensemble bicompact A4,
de R tel que 1° 84, 2, 2° O ~ ¥ mod 2, A, dans 4,. I’ensemble I
est évidemment un module. Soit I, ’ensemble de tous les (n—p, R)-cycles
mod S4; dans A, out 4, parcourt tous les sous-ensembles bicompacts de R
tels que 84, C S, ; deux éléments €17, €57 de I'y seront considérés comme
égaux si l’on peut attacher & chaque entourage £, de S, un sous-ensemble

66 On voit sans peine qu’on peut supposer que £2;S; = 0.
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bicompact A, de R tel que 1° §4,C2,;2° " P~ (""" mod £, 4, dans As.
L’ensemble 7, est aussi un module.

D’apres le n°56, on peut attacher & chaque couple CPery, C*PErl,
un nombre C? C* PR de manitre que :

17 (CPyCr2 = CP(rC*7) = p(C?P C*7) pour rEN;
20 (0177_'_ (’7.?7)(]71“]1 — (/y17) (/,717]7-_{_ 0)}7 ()71"“1‘:
30 CP (0171*27_%_ (/yébfpj — 02’ 0171'—1)_{_ C]’ Cz’l*]’_

En vertu de 56, 4° (v. aussi 59) on voit sans peine que le nombre C? =2
est toujours bien déterminé, malgré les conventions que nous venons de
faire sur V'égalité de deux éléments de 7' et de I'.

Le but de ce Chapitre est de montrer®? que, relativement & la multiplica-
tion CP P considérée, les deux modules I'y et I'y sont duels (primitifs)®®
c’est-a-dire, outre les propriétés 1°, 2°, 3° déja énoncées, on a encore les
deux suivantes (les égalités C? =0, (" ? = 0 y ont le sens conventionnel
adopté) : 4° lorsque le cycle C?€T est tel que C? C*~P =0 pour chaque
choix de C"»P€rl,, on a C? = 0; b° lorsque le cycle C* 7€, est tel que
C? C"P =0 pour chaque choix de C?€ T, on a C"?=0. La propriété 4°
sera démontrée dans le n° 62, la propriété 5° dans le n° 63.

62. Soit A4; un sous-ensemble bicompact de R tel que 4, 5CS,. Soit
C? un (p, R)-cycle mod 4,8 dans 4,. Supposons que C?, considéré comme
élément du module 7, soit 0. Il existe alors un entourage 2, C R— S,
de S; tel que, A7 étant un sous-ensemble bicompact de R assujetti a la
condition 45SC S, on nait jamais C?~0 modd; £, dans A;. On doit
prouver qu’il existe un élément C*—2 de I, tel que C? " 7P = 1.

Soit 21 un entourage de S; si petit que Q;C 2, Q) — S 0,%, Posons
Ay = R— £} de sorte que A, est un sous-ensemble bicompact de I tel que
A; 8= 8,. Soit @ la famille de tous les entourages £, de S. si petits
que A4, 2, = 0. Pour chaque 2,€0, désignons par Z7(£2,) la famille de
tous les (n—p, R)-cycles C"~7 mod 4, 2, dans 4, et tels que CJ’ cr—r =1
(v. 59.2 oit on remplace F par A, 9,). Lorsque 2,, 2€6; £, C £,, on
voit sans peine (v.59.2) qu'avee chaque € P ()il existe un C”""EII(--,)
tel que C7—2 = *Cn—2 mod 4y £2,. Si 17(£2,)F0, c’est évidemment un systéme
linéaire (v. Homologie, 1, 14). D’aprés le théoréme du n° 6.1 (v. aussi 59.2),
ot on remplace R par A, et S par Sy (ce qui est évidemment permis) il
suffit done de montrer que 77(£2;) 3 0 pour chaque £2,€6.

67 (Pest essentiellement le premier théortme de dualité de M. Lefschetz [v. S. Lefschetz,
Topology, p. 142, formule (7)].

% V. Pontrjagin, Math. Ann., t. 105, 1931, pp. 1656-205.

09 Q] existe, car R — S, est un espace normal.

48*
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Soit done £,€6G et choisissons un entourage £, de S, si petit que
2, Q,. Choisissons un réseau 3 de la famille =, (v. b7 pour p==0
et 58 pour p > 1) suffisamment fin pour que les conditions suivantes aient
lien: 1° pour chaque sommet Z de 3 linégalité 7210 entraine que
ZC £, on bien ZC £,; 2° chaque sommet extérieur de 3 est un sous-
ensemble de ;- 25; 3° pour chaque sommet Z de 3 Vinégalité Z 2,40
entraine que ZC £,; 4° il n'existe aucune chaine D?**(3) dans R— 2,
telle que F'Dr+1(3) = (7 (3)mod £, (c'est possible, car C?4-0mod 45 2,
dans A; pour A; = R— 2,); 5° aucun sommet de 3 ne rencontre simul-
tanément 4, et £2,; 6° si 'on a Z4,40 et Z9170 pour un sommet Z
de 3, alors ZC £,. Choisissons T€A4(3) et supposons que 1l parcoure la
famille @ (3, T) (v. b7 pour p = 0 et HY pour p > 1).

D’apres la propriété 2° du résean 3, on a (v. 8) R— R,C 2, -+ 2,. 1
existe donc (v. la propriété 5° de 3) des nombres a; tels que

({

Cr(3) = >‘ a, 67 mod A, 2, dans A,.

1= 1
Posons

(m—p(UJ Z b Kn—»p (0-17 u)

i=1
les nombres ;€N étant assujettis aux conditions suivantes: 1° ;=0

o
:
si o7 posséde un sommet of tel que o) 2/40; 2° AZ 7% b; = 0 pour chaque

valeur de j (1 <j = «, ) telle qwaucun sommet de 07’+1 ne rencontre 2y ;

a}

3° 2> aib; = 1. Supposons pour un moment qu'on puisse vérifier ces
i=1

conditions. D’aprés 1°, la chaine C»—2 (1) est située dans R— 2; = A,.
Dapres 2°, 19.1, 3° et 19.3 la chaine FC» 2 (1) est située dans
A, R rlto Z, T (a7 1), parcourant seulement de telles valeurs que o/ -1

posséde un sommet rencontrant £ et par suite (v.la propriété 3° de 3)
contenu dans £,; donc FC*7(M)C L, (v. la propriété 6° de 3). Donc
Cv=7 (1) est un (n—p, W-cycle mod 4, 2, dans £,. En faisant varier
les U, on voit (v. 19.2) que les chaines C*?(11) définissent un (n—p, I)-
cycle mod 4, 2, dans 4. D'apres la propriété 3° des nombres b;, on a
crCnr =1,

Reste & prouver que les conditions posées pour les nombres h;€R sont
réalisables. Il résulte de la théorie élémentaire des équations linéaires que,
dans le cas contraire, il existerait des nombres ¢ER (1 < j < apiq) tels
que 1° ¢ = 0 pour chaque valeur de j telle que GJP“ possede un sommet
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rencontrant £2;; 2° pour chaque valeur de / telle qn’aucun sommet de oP ne
rencontre £; on a

Or des conditions imposées pour 3 on déduit sans peinc que I'on aurait
dans ce cas C7(3)~0mod £, dans R— £, ce qui est une contradiction.

63. Soit 4, un sous-ensemble bicompact de R tel que 4, SCS,. Soit O »
un (n—p, R)-cycle mod 4,5 dans A,. Supposons que (%7, considéré
comme élément du module I}, soit 0. Il existe donc un entourage 2,
de S tel que, A» étant un sous-cnsemble bicompact de R assujetti a la
condition A5 SC £,, on nait jamais C*7~0mod 45 2, dans 4. On doit
prouver qu'il existe un élément C? de I tel que C? C* 7 =1,

Soit £ un entourage de S, tel que £ & 2,. Posons 4, — R — Q) de
sorte que A; est un sous-ensemble bicompact de R tel que 4,8 S;. 1l
suffit donc de prouver qu'il existe un (p, R)-cyele (7 mod A, S dfm% A,
tel que C? C"? =1, Or soit @ la famille de tous les entourages 2 de S
si petits que A4, Qc 9. Pour chaque 2¢€ 6, désignons par 77(£2) la famille
de tous les (p, R)-cycles CPmod 4, £ dans 4, et tels que C? C* 2 =1 (v.59.2,
ot 'on remplace /' par A ). Lor squic 2, Q*€G; 2¥*C Q, on voit sans peine
(v. D9.2) qu'a chaque CP€II(L*) il existe un *C7€ I (L) tel que O7 = *C?
mod 4, 2. Si I7(2) F 0, c’est évidemment un systéme linéaire. D’apres le
théoréeme du n° 6.1 (v. aussi 59.2), ot 'on remplace R par 4, et S par 4, .5 (ce
qui est permis), il suffit donc de montrer que /(L) %= 0 pour chaque e,

Soit donc L€ G et choisissons un entourage £’ de § si petit que '€ L.
Soit B un entourago de Ay si petit que BSC L2,. Choisissons un réseau 3
de la famille =, (v. 57 pour p = 0 et 58 pour p > 1). Soit €=, un
affinement de 3 si fin que les conditions suivantes aient lieu: 1° pour
chaque sommet extérieur z de 3 on a Bz C Ly; 27 € 3, 2 2’k 0 entraine que
FC ;3% 2€3, 22,F0 en’rmme que 2 C £,; 4° 5 est un affinement de 3
normal rel. aux ecycles mod 4, Q dans .

Choisissons t€A(3) et supposons que 1l parcoure la famille @ (3, t) (v. 57
pour p =0 et H8 pour p = 1). Choisissons une projection 77 = Pr. (3, 3).
Construisons le réseau fermé T correspondant & 3 d’apreés n° 24, en y faisant
usage de 3, t et 7. Employons les notations du n° 24, Evidemment (v. 58.5)
on a TEAB), (3, DG, 1.

D’apres 31 et 24 (3), il existe des nombres b;€R™ tels que

@, By
Crr (1) ~ 21, Ko (o2, W 20y k2 (e, 1) mod 2, dans B.

1=1 y=1

00n voit sans peine (v. 26) qu'on peut supposer que les nombres b; soient indépendants
du choix de Ne¢@ (3, 1).
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nous y avons posé: 1° by = 0 pour y,+1 < » < B8, ainsi que pour
1< v < yp, wal = 05 2° by = b; pour 1 < v <y, el = af. Posons
B
Cr(3) —2, a, vl
les nombres a,€R étant assujettis aux conditions suivantes: 1° a, = 0
si un sommet de 2 rencontre £,; 2° Z Cf’“l a, = 0 pour chaque valeur
de p (1 < p < B, ) telle qu'aucun sommet de o~ ! ne rencontre 2'7;
_l) . ,_»
3° X ayb, = 1. Supposons pour un moment qu'on puisse vérifier ces
yve=1

conditions. D’aprés 1°, la chaine C?(3) est située dans R— 23 = A;;
d’apres ‘>°, chaque simplexe de la chaine FC? (3) posséde un sommet ren-
contrant 2" de sorte que la chaine F'C? (3) est située dans £ en vertu de

lX
la propriété 2° du réseau 3. Donc C?(3) = 3 a, 67 est un (p, 3)-cycle
=
essentiel (v.la propriété 4° de 3) mod 4, £ dans 4,. On voit sans peine
o,

que D a;b; = 1. 11 existe donc un (p, R)-cycle CPmod 4, 2 dans 4,

i=1
et tel que C7C*? = 1, c.q.f. d.
Reste & prouver que les conditions posées pour les nombres a, sont
réalisables. On voit sans peine que, dans le cas contraire, on pourrait
déterminer des nombres ¢, €R (1 < p < B,-1) tels que: 1° ¢, = 0 si le

V[L(/
chaque valeur de » (1 < » < 8,) telle qu'aucun sommet de 77 ne ren-
contre 2,2, Or d’apres 1°, la chaine

Bp—1
Dt () = Z‘ c Jo—p+1 (Tp 1)

{u,*l

simplexe rﬁ“l posséde un sommet rencontrant £'; 2° b, = ‘7 CI’“l . bour
[LL

serait située dans B — Q' et d’apres 2° on aurait, en tenant compte de la
propriété 3° du réseau 3,

By _
FDr—rtt Q) = Dby k2, U) mod £, ™.

yv=1

" Cette condition n’exige rien si p = 0.
Pour p = 0: On aurait b, = 0 pour chaque valeur de » (1 = » = §;) telle que
2} = 0.
By
3 Pour p = 0: On aurait y21 bLE" (29, 1) = 0 mod £2,.
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Done on aurait €72 (1) ~0 mod 2, dans R — 2" et par suite, la famille
@ (3, 1) étant complete, €2~ 0 mod 4. 2, dans As pour Ay = R — &', ce
qui est une contradiction.

64. Pour S = 8,, Iy est (v.6.2) le (n— p)™ groupe de Betti de I'espace R
mod S. En désignant par = la famille de tous les sous-ensembles bicompacts
de B —8, on voit sans peine que, dans le cas actuel § = S,, 7T, est le
ptme groupe de Betti bicompact (= d’espece = au sens de " Homologie, V, 9)
de l'espace B —S. Pareillement, pour 8, = 0, I, est le (n-— p)™° groupe
de Betti bicompact de R — S et I'y est le p*m° groupe de Betti de R mod S.

Done, pour ¢q=1p ouw q=1n—yp, le ¢ groupe de DBetti de Uespace R
mod S est duel an (n— @) groupe de Betti bicompact de Uespace B —S.

VIII.

-—1 e .
65. Soit 0 < p < ————. Supposons la validité de tous les axiomes du

Chap. I et 1T ainsi que celle des axiomes G* (v.21) pour n—p <k <mn -1 et
des axiomes H" (v. 27) pour n—p—1 <k <n—2. Alors les axiomes
GF (0 < T < p) sont aussi vérifiés.

Démonstration. 11 suffit de montrer la validité de G? (pour G* on rem-
place p par k). Soit donc ¢ € R —S. On doit prouver qu'a chaque entourage
UCR—S de 4 on peut attacher un entourage V" tel que chaque (p, R)-
cycle dans V est ~0 dans U. Or il suffit de prouver que l’entourage V
de @ peut étre choisi de telle sorte que chaque (p, R)-cycle dans V soit
~ 0 dans un sous-ensemble bicompact de X —&S. En effet, le cas général
s'en déduit en remplagant S par £ — U, ce qui est sans influence sur la
validité de nos axiomes.

Soit done a€ R — §; soit U&€ R — 8 un entourage de «; soit £ un
entourage de S si petit que UL = 0. (7 étant un (p, R)-cycle dans U et
P étant un (n—p, K)-cycle mod §, pour calculer le nombre C? C*~? on
peut (v.59.2) remplacer "7 par un (n— p, R)-cycle 1" " mod £ homologue

a gnp mod 2. 11 existe ev1demment un réseau 3 et un réseau fermé T
conebpondant qui soient tels que: 1° l'énoncé du n° 31 est vrai pour
A=B=R; 2°R—R,C 2; 3° le point @ appartient & un sommet unique
(nécessairement intérieur) de 3 de maniére que @€ Ry— R, (dans les notations
de 8). Ceci étant, on peut (d’aprées 31) attacher & chaque C™ 2 un
17 " mod £ de maniére que (v. 19.3) (17 soit un (n — p, R)-cycle
mod £ dans R,. Or soit 7 un entourage de « si petit que VCR— 0—111,
si CI’ est un (p, R)-cycle dans V, on a, en excluant d’abord le cas p = 0,
Cr 0P = d’apres H9.1 et par suite aussi C? C*? = (0 pour chaque
choix du (n — p, R)-cycle C*?mod S. D’apres 62 (ol on pose §; ==
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v. 64) il en résulte que C?~ 0 dans un sous-ensemble bicompact de B — S,
pour chaque choix du (p, R)-cycle C'? dans V, ¢ q.f. d.

Dans le cas p == 0 le raisonnement préeédant ne s’applique plus. Or on
peut alors (v. 14.1 et 17.5) déterminer un entourage U& R —S de a de
maniere qu'on puisse attacher & chaque (n, R)-cycle ¢ mod S un nombre
r€R de manieére que C"—y G%~0 mod L2 — U. Soit V un entourage de « tel
que V€ U. Pour chaque 0O-cycle C° dans ¥ on a alors C*(C?—yG") = 0
d’apres 59.1 (v.aussi 59.2). 11 en résulte que si C° est tel que C°G*»==0 on a
C°C" =0 pour chaque (n, R)-cycle C* modS. Il suffit donc de montrer que
1(C% = 0 (v.%8) entraine que C°G@"= 0. Or soit €} le (0, R)-cycle (dans V)
correspondant (v. Homologie, III, 17) au point a. Posons Cj G"=3s. On a
s 0; en effet, dans le cas contraire, on aurait C, C" = 0 pour chaque "
et par suite, d'aprés 62 avec S, = S (v. aussi 64) Co~0 dans un sous-
ensemble bicompact de R, ce qui entrainerait, comme on sait, que 7(Cy) =0,
tandis que, évidemment, I(Cy) = 1. Puisque s30, on peut attacher & chaque
0-cycle C° dans V un nombre f€R tel que (€' —¢Cy)G" = 0, ce qui
entraine que (' —{Cy~0 dans un sous-ensemble bicompact de Iu, d’olt
I —tC) = 0. Or I(C°—tCy = I(C)—tI(Cy = I(C")—t, donc
t = I(C". Par suite I(C°) = 0 entraine que ¢ = 0, d’olt C* G* =0, c.q.f.d.

65.1 Les axiomes des Chap. I et II entrainent que l'espace R—S est
Zocalcment connexe.

Cela résulte de 65 (avec p = 0), car l'axiome G° équivaut évidemment
(v. Homoloyie, 111, 14—18) 4 la connexité locale de R—S.

66. Soit 0 <p < 2

Chap. I et 1T ainsi que celle des axiomes G* (v. 21) pour n—p <L < n—1
et des axiomes H" (v. 27) pouwr n—p—1 <k <n—2. Alors les axiomes
HE (0 < k< p) sont aussi vérifics.

La démonstration sera donnée au n° 66.2.

66.1. LrmmE. Soit 0 < p < n—2. Supposons que R soit un espace
normal et que S = SCR. Supposons la validité de I'axiome G2 (v, 21),
Soit a€ R—S. Soit U&€ R— S un entourage de «. 1l existe un entourage
VeU de a jouissant de la propriété suivante: Soit C*72 un (n—p, R)-
cycle mod (S+7V); il existe un (n—p, R)-cycle € " mod S et un (n—p, R)-
eyele €5 ? mod V dans U tels que "7~ (24577 mod S+ V.

Démonstration. D’apres Paxiome G271 déterminons 'entourage VEU
de maniére que lon ait 7'"7-1~0 dans U pour chaque (n—p—1, R)-
cycle I'™»—1 dans V. Soit @ la famille (compléte) de tous les réseaux dont
aucun sommet ne rencontre simultanément V et S. Pour chaque W€ @, on a

—1. Supposons la validité de tous les axiomes des

Fcn—p (u) — [‘ln—«p—l (u) _+_ ].;1.»11——1 (u)’
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ot IP777H ) [P ] est un (n—p—1, W-eyele dans S [dans 17].
Lorsque TE® est un afﬁnemeqﬁ de WEM, on a, en posant 7w == Pr.(B, 1),
7w O (B)~ C» 7 (W)mod (S+ V). 1l existe done une (n—p + 1, N)-chaine
E"TNA) et deux (n—p, W-chaines E7(W), E5 "L telles que
EfPQcs, ETTACV et
aC" B —C" T = FE"TT QU4 BT QU4 BT,
d’onl
Al TN Q) 1T ) —FE T
= gl N — 1T —FEST ).

Or la chaine & gauche (& droite) est située dans S (dans V); dapres la
définition de la famille @, on en déduit que chacune de ces deux chaines
est eg‘xle a zéro, d’oll nl Y PTHB) ~ 1PN ) dans V. 11 en résulte que
ryrt =y r L)) est un (nwp 1, R)-cyele dans V. Dapres la
définition de V7, il cxiste donc pour chaque nem une (n—p, W-chaine
dans U dont la frontiére est égale a 737 " (). Pour chaque € @, soit
Ly " () Ta famille de tous les (n—p, 1W)-cycles €2 (1) mod V dans U tels
que FC3 (M)~ 197771 (1) dans V. Nous venons de voir que L5 (1130
pour chaquc e (l'. On voit sans peine que Ly (1) est un systéme linéaire
et que wly 7(B)C Ly 7 (). Daprés Homologie, 11, 21, on peut done
choisir C5 (W)€ Ly (1) pour chaque 11 € @ demaniére que Oy == {5 " (1)}
soit un (n—p, R)-cycle mod V dans U. Puisque €3 ()€ Ly ™7 (W), il existe
pour chaque W€D une (n—yp, W)-chaine DY 7 (1) dans V telle que

F(,H ])(u) n, P - l(u)_L~ FD;L—]J (1“

Le cycle ¢3 7 étant déterminé, il s’agit encore de démontrer l'existence
de (""", Or désignons pour W€D par L (1) la famille de tous les
(n—p, W-cycles C1" " (W) mod S tels que:

CTTW~ 0T AD 4T Q) mod (S+ V).
En supposant pour un moment que L;” (1) 0, on voit sans peine que
¢’est un systeme linéaire. Or on a évidemment nL” @y L"), 1l
résulte done de 1'Homologie, 11, 21 que le cycle Ci" 7 existe. On doit encore
démontrer que Li (1) F- 0; c’est évident, car on voit sans peine que

T — G A DYPAnEe LY.

66.2. Passons & la démonstration du théoréme du n°66. Il suffit de
démontrer la validité de 'axiome H?. 1l suffit méme de prouver I'énoncé K
suivant : Soit a € R—8; soit I, & R—S un entourage donné de a. A chaque
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entourage P, C P de ¢ on peut attacher un entourage Ps C P de «a de
maniere que: Si €7 est un (p, R)-cycle dans P,— P, tel que C?~0 dans
un sous-ensemble bicompact de £—S, on ait aussi C?~0 dans un sous-
ensemble bicompact de R—(S-+Py). En effet, d'une part, I'axiome H?,
sous la forme énoncée au n° 27, est une conséquence de £ si P= R—J¥;
d’autre part, en remplacant S par K— P (et donc BR—S par P) on ne
détruit pas la validité des axiomes supposés vrais au n° 66.

Soit done a€ R—S et soient P, P, deux entourages de a tels que
P, Pye R—S. Choigissons un entourage U& P, de a et déterminons
I'entourage V=P, de a d’aprés 66.1. Soit C? un (p, R)-cycle dans P, — P,
tel que ¢ ~0 dans un sous-ensemble bicompact de R— . D’aprés 64,
on a CP(C" P =0 pour chaque (n—p, R)-cycle ¢ 2 modS. On doit
prouver que C?~( dans un sous-ensemble bicompact de R — (S 1.
Or le théoréme du n° 64 reste évidemment vrai en y remplacant S par
S4Ps (car les axiomes dont on a déduit ce théoréme restent vrais). Or
on a évidemment P, —P, C R—(S+P,) de sorte quil suffit de prouver
que C?C"? =0 pour chaque (n —p, )-cycle ("7 mod (S+P;). D'aprés66.1
il existe un (n—p, R)-cycle €7 et un (n—p, R)-cycle €37 mod P
dans U tel que

C" P~ O TY mod(S-Py).
"On a done (v. 56, 3° et 4°)
(/727 0”*‘]7 —_ C?’ (/"1”—1’_}_ C]’ C;*P'

Or nous savons que C?C{" 7 =0; d’autre part, C”Cy" 7 = 0 d’aprées 59.1,
car O’ P,—D,, (3P C U, UP,—P:) = 0.

67. Faisons les hypotheses du n°55. Il se peut qu’il existe un nombre
infini de (n—yp, R)-cycles modS lin. indépendants mod S (c’est-a-dire tels
qu'aucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit ~0 modS); or il
résulte du théoréme du n°31 que, £ étant un entourage donné de §, il
n’existe qu'un nombre fini de (n—p, R)-cycles mod S lin. indépendants mod £
autrement dit, 2 étant donné, on peut indiquer un nombre fini de (n —p, R)-
cycles modS tels que chaque (n—p, R)-cycle modS soit homologue mod S
4 une combinaison linéaire de ces cycles donnés, augmentée d'un (n—p, R)-
cycle modS dans 2.

Pareillement il peut exister un nombre infini de (n —p, R)-cycles absolus,
dont chacun est situé dans un sous-ensemble bicompact de R—S, et tels
qwaucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit homologue & zéro
dans un sous-ensemble bicompact de B — 8. Mais, 4 étant un sous-ensemble
bicompact de B—S donné, il existe un nombre fini de (n-—p, R)-cycles
dans 4 tels que chaque (n—p, Rj-cycle situé dans A soit homologue
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a une combinaison linéaire de ces cycles dans un sous-ensemble bicompact
de R—S.

Du théortme du n°64 on déduit (v.59.1) que ces remarques restent
vraies en remplacant p par n—p.

Supposons en particulier que S = 0. Alors 'ensemble K—S = R lui
méme est bicompact, et par suite le p®™e, ainsi que le (— p)¥™° nombre
de Betti de R est fini. Ces deux nombres sont égaux 1'un & Iautre d’aprés 64
(théoréme de dualité de Poincaré).

68. Soit 0 < p < n—1. Supposons la validité des axiomes énumérés
au n° 55, en y remplacant S par 0.

Soit S un sous-ensemble bicompact de R. Soit 4, I'ensemble de tous les
(p, R)-cycles C? dans A homologues & zéro dans R, ot 4 parcourt la classe K
de tous les sous-ensembles bicompacts de & —.9; considérons deux éléments
Cf, CF de A, comme égaux si Pon peut déterminer A€ K de manitre que
CF ~ ¥ dans A. Soit 4, Iensemble de tous les (n—p—1, R)-cycles I 7!
dans S homologues & zéro dans R; deux éléments 172" 1P 77" de A,
seront considérés comme égaux si 117 T~ T3 7T qans S.

Nous allons définir une multiplication C? x I'*=7-1 rel, & laquelle les deux
modules Iy et Iy sont duels (théoréme de dualité de M. Pontrjagin™).

Soit I'*P-1¢ A,. Pour chaque réseau U, il existe un systéme linéaire
Lr=2(0) de (n—yp, W)-cycles C*—2(11) dans R tels que FC"—2 ()~ I—2-1(11)
dans S. De 1'Homologie 11, 21 on déduit sans peine qu’on peut choisir
Cn=r () € L7 (1) de maniere que C"? = {2 ()} soit un (n—yp, R)-
cycle dans S. Posons C" P = ¢ (I'"771); la fonction ¢ n'est pas du reste
univoque. Ceci étant, posons

P x I'n—nr—1 — (» ¢ (]‘n«zwl) .

Les propriétés 1°, 2°, 3° dans la définition de dualité de deux modules

(n° 61) sons évidentes. Reste & montrer: Ay : le produit C? x I'=7~1 est

univoquement déterminé; 4, : i C? € 4, jouit de la propriété que C?x I"—1=1=(

pour chaque I 7=1¢ Ay, on a C?=0; Ag: si "7t 4, jouit de la

propriété que C? x I''7=1 = ( pour chaque C? € 4;, on a I 71 =0,
Démonstration de A,. Soit

D ___ P n—p—1 ___ n—p—1
Cl - 02 y f1 - r2 )

Cln—p = ¢ (rln p——l), Cék‘p = ¢ (,L)z——pr— 1).
On doit prouver que
oF O = f ¢

T Gottinger Nachrichten, 1928, p. 448 (Satz I).
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I égalité Cf = CF signifie qu’il existe un sous-ensemble bicompact A de R—S
tel que O —C3 ~0 dans 4. Done d’aprés 64, on a (C7—C3) 0y P =0, car (37
est un (n —p, R)-cycle mod S. Reste & prouver que C7 (7" 7 — ¢y 7)) = 0.
Or Dégalité IV 7" = 1y 7" signifie que 11" 7 "~ 137" dans §. D’autre
part, dans chaque réseau U on a FOI P()~ 177777 dans S,
FC "W~ 1) dans S dont il résulte qu’on peut déterminer une
(n—p, W)-chaine D" 7 (1) dans S telle que C1 7 (W) — " (W)—D" " (N)-0.
Pour chaque réseau U désignons par L7 (11) la famille de tous les (n—p, W)-
cycles absolus de la forme

G — TP WD W)+ BT+ FHTT (W),

oit £7—2 (1) parcourt tous les (n—p, W)-cycles dans S tandis que H7»—7+1 (1)
parcourt toutes les (n— p -1, W)-chaines. D’apres Homologie, 1I, 21 on
voit sans peine qu’il est possible de choisir C*—2 ()€ L7 (1) de maniére
que Cv7? = {C»7(1)] soit un (n—yp, K)-cycle (absolu). Evidemment
P~ 0 P—0 Pmod S, don OF (C"?— )= 0P C" ", de sorte
quon doit seulement prouver que Cf C"” =0, ce qui résulte de 64 (en
y remplacant S par 0), car Cf ~0mod R.

Démonstration de As. Supposons que le cycle C?€4; ne soit homologue
a4 zéro dans aucun sous-ensemble bicompact de B—S. On doit prouver
quil existe un IP-1€A, tel que CPxI'»-1 =1, Or d’aprés 64 il
existe un (n—p, R)-cycle C*?mod S tel que C? C*? = 1., Pour chaque
réseau W soit 7771 () = FC* 7). On voit sans peine que I*—7—1
= {I*7-1(11)} est un élément de A, tel que O 7 = ¢ (I'* P~ ol
Cp X rnv—m-1.— 1.

Démonstration de As. Supposons que le cycle I'"7—1€A, ne soit pas
homologue & zéro dans S. Soit €7 = ¢ (I 77", On doit prouver qu'il
existe un C} €4, tel que C* C;"? = 1. On voit sans peine que le (n—p, R)-
cycle C*»2?mod S n’est homologue mod § & aucun (n — p, E)-cycle absolu.
Supposons par impossible que, pour chaque réseau U, le (n — p, W)-cycle
mod S: C*»2(11) soit homologue mod S & un (n —p, N)-cycle absolu B*—7(U);
désignons par L*—? (1) la famille de tous ces B* 2 (1); de I"’Homologie,
I1, 21 on déduit sans peine qu’on peut choisir B*—2 (1) € L*—7 (1) de maniére
que Bvr = {B»P(11)} soit un (n — p, R)-cycle absolu, d’ott il résulte
la contradiction C;' ¥~ B" ¥ mod S.

Soit done 11, un réseau tel que C; 7 (1) ne soit homologue mod S &
aucun (n — p, Uy)-cycle absolu; on voit sans peine (v. la démonstration
de 6.1) qu’il existe un entourage £ de S tel que, dans le réseau U,, les
frontieres, cycles, homologies mod S soient les mémes comme mod £2. Donc
Co” 7 (1) n'est homologue mod 2 & aucun (n— p, Uy)-cycle absolu; par

suite Cy" 7 n’est homologue mod £ & aucun (n—p, R)-cycle absolu.
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D’aprés 67, il existe un ensemble fini z de (n — p, I)-cycles mod S tel que
chaque (n—p, R)-cyclemod S soit homologue mod S & une combinaison linéaire
de ces cycles, augmentée d'un (n — p, R)-cycle mod S dans 3.;, tandis
qu’aucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit ~ 0mod £2. On voit
sans peine qu'on peut supposer que le eycle (17 appartienne & la famille 7
en outre, on peut supposer que la famille v contienne des cycles ;' 7,

" p

; ] C;L p (h=0,1,2,--) tels quun (n — p, R)-cycle mod S ESt

~ Z a; O Pmod £ si et seulement s'il est homologue mod £ & un (1 —yp, R)-
=1

eycle absolu. Soit
n—p n—p [ -
(, 7 (,1 / Cn ]7 th &'12)7 e C])L »

v

0=/ =%k la famille . K, étant la famille de tous les sous-cnsembles
bicompacts de R — £, il résulte facilement de 64 (ol 'on remplace S
par £) quil existe des (p, R)-eyeles absolus

P 1’ 14 14
(\' c y7I~ O/L#ly"'} Clc;

P (0 <7 < k) étant situé dans A;€ Ky, tels que pour 0 -2 7 << Lk, 0 <j < k:
('1’ P — 1 pour i = j, = 0 pour i ¥+ j.

Je dis que Cf est I'élément cherché du module 4,. Puisque (¥ )77 =1,
il faut seulement démontrer que C§ ~ 0 dans R. D’aprés 64, il suffit de prouver
que CF C"" = 0 pour chaque (n — p, R)-cycle absolu C"”, Or d’apres
ce que nous venons de dire, il existe des nombres ;€R et un (n—p, R)-
cycle *C"7mod S dans £ tels que

— O — % —
c" ]7"’42/ a; C7P47C"P mod S,
=

d’ont

NP wn y4 ,p n » ~P Gk n—p

cl 21 a; C4 +ob e,
Or mnous savons que CfC"7 = 0 pour 1 < i < /; dautre part,
CPHC" P =0, car Ol C 4y, "C" T O, 4,2 = 0.

Remarque. Soit d; = 1 pour ¢ = 0, d; = 0 pour / > 1. Supposons
que le p®™e et le (n—p —1)™° nombre de Betti de I'espace R soient
resp. égaux i 0, et & d,—,—1. Alors 7} est le module de tous les (p, R)-
cycles CP bicompacts dans R — S (tels que 7(C?) = 0 si p = 0) tandis
que Iy est le module de tous les (n —p —1, RK)-cycles C*7=1 dans §
(tels que I(C*7?1) =0 si n—p—1 == 0). Le fait que les deux
modules I'; et I's sont duels constitue le théoréme de dualité de M. Alexander.

69. Faisons I'hypothése du n°55. Soit I; l'ensemble de tous les (p, R)-
cycles absolu dans 4, ol 4 parcourt tous les sous-ensembles bicompacts
de R—S; deux éléments C7, CF seront considérds comme égaux si (1 ~ ¥
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mod.S. Soit Iy 'ensemble qui s’obtient de Iy en remplacant p par n-—yp.
On voit sans peine (v. 56, 4°) que le produit C? C*—2 ou CP€Ly, CvPET,,
est bien déterminé malgré les conventions faites sur 1'égalité de deux
éléments de Iy ou de I,. KEn procédant comme dans les n° 62 et 63, on
démontre sans peine que les deux modules I et I, sont duels relativement
& la multiplication C? C™=2, C’est le second théoréme de dualz’t(" de M. Lefschetz™.

70. Soient A4; et 4, deux sous-ensembles de R— 8, fermés dans R— S
et tels que A A, c R—S. Soit C? un (p, Id)-cycle modA S dans A, ; soit
("7 un (n—p, R)-cycle mod A,.S dans A;. On voit sans peine qu’on peut
étendre la définition du produit C» C*2 du Chap. VII (qui a été exposée
seulement sous lhypothese A Ay = 0) au cas plus général ici envisagé,
et que les propriétés 1°, 2°, 3%, 4° du n° 61 restent vraies.

Sous la forme ainsi généralisée, le produit C? C*? ne dépend évidem-
ment (cf. 6.3) que de I'espace R—S (et de son orientation).

On pourrait aussi généraliser le théoréme général de dualité du n° 61
en lui donnant une forme qui ne dépend plus que de l'espace R—S7.
Nous omettons de le faire, car on n’arrive qu’a un énoncé fort compliqué
et peu susceptible d’applications; d’ailleurs, il est évident que l'important
théoréme de dualité du n°64 exprime une propriété topologique de I'espace
R—S (V. 6. 3

S, Lefschet/, Toepology, p. 149, formule (20).
0 (f. Lefschetz, Topology, p. 314, formule (18).
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