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UVOD DO THEORIE HOMOLOGIE.

(AVEC UN RESUME EN FRANQAIS.)

I. Moduly.

1. R znamens mnozstvi viech raciondlnich d&sel.

2. Necht I je mnozstvi jakychkoliv prvkié. Pravime, Ze It je
modul, kdyz 1° M =4=0 (t. j. mnozstvi <M neni prizdné, obsahuje tedy
aspoli jeden prvek); 2° pro 4 e M, B e P * je definovan soucet 4+ BeM;
3° pro aeR, AeI je definovdn soucin a A =a.4 eI, p¥i demz de-
finice soudtu a soudinu jsou takové, Ze jsou splnéna ndsledujici pravidla
(axiomy) 2°1—2:7%**:

21, A+ B=B+ 4;

22. (A+ B)+ C=A4+ (B+ 0);

23. a(4+ B)=a A + aB;

24, (a+b)A=ad+b4;

25. a(bA)=(ab)4;

26. 14— 4;

2'7. Existuje neutrdlni prvek O mnozsvi MM, t. j. takovy, Ze
A+0=4,04A=0, aO=0 pro viecka AeI, aef.

3. Obecny soudet Z”,‘ 4; (n=0, 1, 2,...) definujeme rekurentns:

Z,'A_O "= Z’A;-{—A,._H TedyZ?A _AI,ZA Ay + 4,

i=1

Zax1omu22seodvod1na.pr Ze Z’ A — 3 A; + 2.7 4;, kde 2 A;

i=1 i=m+41 i=m-1
znamend ovsem Z An i Z axiomu 2°1 se OdVOd], Ze, kdyz (T 7 7

i=1

je jakékoli permutace cifer (1, 2,..., n), Jest 2 4,,= 2 A;. Z axiomu
23 se odvodl, e @ Z'A =3 ad;; z axiomu 24 se odvodi, Ze

i=1

i=1
(Z a,-) A— = (a; A). Podle axiomu 2'5 miZeme bez obavy z dvoj-

i=1 i=1
znadnosti psiti na p¥. ab4.

4. Podle axiomu 2'7 jest 04— 0, a O = O. Obr4cend, kdyZa 4 = O,
jest budto a =0 nebo 4 = 0. Vskutku necht a 4 = 0, a 5 0. Pak jest
A—1d4= (l .q) A=tun=Lo—0t; 4—o0.

a a a

5. Misto (— 1) A pifeme — A4, misto B + (— 4) pifeme B — 4.

* Ae I znamend, %e A je prvkem mnozstvi M.
*#% V nich a v celé kapitole mald pfsmena znaéi raciondlnf ¥sla, velkd pismena
znadéf prvky daného modulu.

1%



6. Jest X | 4 — B tehdy a jen tehdy, kdyz X — B — 4: I. Necht
X+ A=B. Pak B—4=(X+44)—A=X4+UA4—-4A)=X+
+ 14+ (—1)4]=X+1—-1N)4=X4+04=X+0=X, t j
X=B—A IIL Necht X=B—A4. Pak X+ A=(B—A)+ A=
=B+ (—A4A+4+A4A)=B4+[(—1)A+14]=B+(—1+1)A=
=B+04=B+0=B8B,tj X+ 4=232B.

7. Z 6 nésleduje zejména, Ze, kdyz o prvku O modulu I vime,
ze existuje aspoii jeden prvek A4 modulu M takovy, ze 4+ O'= 4,
jest O’ = 0. Nebot podle 6 ms rovnice .4 4+ X — A4 jediné FeSeni.

8. Jednoduchych pravidel, ziskanych ve 3—7 a Stené¥i zcela béznych
z poéitani &isly, budu v dal$im ovSem uzivati bez jakéhokoli vysvétlovani.

9. Jednoduchy ptiklad modulu tvoii I = R samo, ddme-li soudtu
A+ B a soudinu a4 obvykly aritmeticky vyznam. Neutrdlnim prvkem
je ¢islo O.

Obecnéjsi piiklad modulu tvoii pro m =1, 2, 3,... mnozstvi I
viech m-Glennych vektord (ay, ag, - .., a,), definujeme-li

(ab A2y ooy am) +(b17 b2) RS bm)=<a1 _l"bl) az + b27 ] am_l_bm))

a(ay Ay v vy Gn)= (a0, Gz ..., Ady),

kde napravo soudet a soudin md aritmeticky vyznam. Neutrdlnim
prvkem je vektor (0,0, ..., 0).

10. Necht I je modul a necht N cIM* Pravime, ze N je pod-
modul modulu I, kdyz mnozstvi N tvoii modul vzhledem ke séitdni
a nésobeni, jak bylo definovédno v . Z¥ejmé k tomu je nutné a stadi:
1°N40; 2° kdyz AeNR, BeMN, pak 4+ Bedt; 3° kdyz 4 e, pak
adeN.

Podle 1° existuje 4e N ; podle 3° jest 0 =04 e N. Tedy neutralni
prvek O modulu 9t nalezi do kazdého podmodulu N a je ziejmé neutralnim
prvkem modulu Mt

11. Necht 4,, ..., 4, (m=0,1,2, ...)jsou dané prvky modulu It **.

Mnozstvi Nt vech X — 217" a; A;, kde kazdé a; probihd R, zfejmsé tvoii

i=1
podmodul, ktery ozna¢ime {4, ..., An}***.
#%% Pii m =0 mnoZstvi N obsahuje jen neutrilnf prvek O.
O prvku X modulu 9 pravime, Ze je sdvisly na danych prveich
Ay, o ooy Apy, kdyz X e .
12. O prveich 4,,...,4, (®=0,1,2,...) modulu M pravime,
Ze jsou mezi sebou nesdvislé***, kdyz Em K A; = O implikuje, Ze @, =0

pro 1< i< m. To nastane vidy pro m —O.

* RN cIM nebo M >N znamend, %e mnoZstvi N je &4sti muoZstvi M. (Pii tom
miZe byti = I nebo N=0.)
**¥ Pro m =0 to znamend, %e neni d4no nic.
*¥% V opadném piipadé jsou mezi sebow zdvislé.
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13. Prvky 4y, ..., 4 (m=0,1,2,...) modulu M tvoii basi tohoto
modulu, kdyz 1° jsou mezi sebou nezivislé; 2° M= {4, ..., 4n}. Pro
m =0 to je splnéno, kdyz a jen kdyz 9t obsahuje pouze O.

14. Necht M={4,, ..., 4.}. Kdyz 4;,..., 4, netvof'i basi, jest
m>0 a 2 a; A;= 0, kde tfeba a,, 4= 0. PakJestA,,,_ 23' b A;, kde
i=1
bi=— @;: @u. Z toho ndsleduje snadno, ze M ={4,, ..., ,,,_1}

Opé&tovnym uzitim pravé udinéného usudku vychazi, ze, kdys M —
= {4y, ..., An}, budto A, ..., An tvoFi basi modulu M, nebo dostaneme
basi, kdyé nékteré z dangch prvks Ay, ..., An vynechdme.

15. Modul 9 nazyvd se koneiny, kdyz M= {4, ..., An} (m=
=0,1,2,...). Podle 14 kazdy koneény modul m4 basi. Obrédcené kazdy
modul, ktery m4 basi, podle 13 2° je koneény.

16. Necht Ay, ..., An je base modulu M. Necht n > m. Necht
By, ..., B, jsou proky modulu St. Pak B,, ..., B, jsou mezi sebou zdvislé.

Dtkaz Jeito M={4y, ..., An}, existuji raciondlni &isla ay
takovi, %e B, = 2 ai A; (1 <k < m). Soustava m linedrnich homogennich

i=1

rovnic 2 a2, =0 o n>m nezndmych m&¥* FeSeni (2y,...,%,), kde
k=1

aspoll jedno z racionélnich d&isel a Je:I:O. Avsak ziejmé b3 2 By =0,

17. Ze 13 1° a 15 nésleduje, Ze, kdyz 4, ..., 4, je bkasé modulu IR,
lze v I udati m, nikoli viak vice nez m, mezi sebou nezdvislych prvki.
Tedy &islo m je stejné pro viecky base. Nazyvs se hodnost konecného
moduly M. Ziejm& m =0, kdyZ a jen kdyz It obsahuje pouze O.
Hodnosti nekoneéného modulu rozumime symbol oo, ktery povazujeme za
vétsi nez kazdé m—=0,1,2,...

18. Necht proky Ay, ..., Aw (m=0,1,2,...) modulu M jsou mezi
sebou mnezdrislé, mecht viak neexistuje v MM m 4+ 1 mezi sebou nezdvislyjch
proka. Pak Ai, ..., A, je base modulu M (a tedy M je koneény modul).

Dukaz. Jeito podminka 13 1° je splnéna, jest pouze ukdzati, Ze
kazdy prvek B modulu I je zdvisly na A4,...A4,. Jezto prvka 4;,...4
B jest m + 1, jsou mezi sebou zdvislé. Tedy existuji raciondlni ¢isla

.y Om, b, z nichz aspoii jedno je =0, takovi, Ze Z’a, 4;+bB=0.
Jezto 4i, ..., An jsou mezi sebou nezdvislé, jest b:|:0. Tedy B =

_20, A;, kde-¢c;— — a;: b.

19 Necht U je podmodul konecného modulu M. Pak N je konecng
modul. Mimo to hodnost n modulu N je < hodnost m modulu M a n=m
Jjen v pfipadé N =M.

Dikaz. Necht 4, ..., 4, jsou mezi sebou nezdvislé prvky mo-
dulu N (to lze pro n= 0), volené tak, aby ¢&islo # bylo eo nejvétii (to

* V.na pf. B. BydzZovsky, Zdklady teorie determinanti, str. 71, ¥. 8—6 zdola.
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1ze, nebot #n < m podle 16). Podle 18 jest = {4,, ..., 4,},tedy 4, .
A, je base modulu . Kdy# n = m, podle 18 jest t — {Al, vy A= ‘JJE

20. Necht 9, M jsou dva moduly. Necht ¢ je funkce v oboru
PM* takova, ze 1° ¢ (M) =M **; 20 kdyz Ae M, Be M, pak ¢ (4 + B)=
=@ (4)+ ¢ (B); 3° kdyz A e M, pak ¢(a4) =a ¢ (4). Pak pravime,
%e f je homomorfni zobrazeni modulu SR ma modul IV, nebo ze M’ je
homomorfni obraz modulu IN.

Jest ¢ (4) + ¢ (0)= ¢ (4 + 0)= g (4). Tedy podle 7 ¢(0) je
neutralni prvek modulu I

21. Kdyz ¢ (4) = ¢ (B) implikuje 4 =B, pravime, Ze moduly I a
M’ jsou isomorfui. Isomorfni moduly jsou v podstaté totozné: lisi se jen
oznadenim prvkd. Na pFf. maji vidy stejnou hodnost.

22, Kdyz Mt ={4;, ..., 4n} a kdyz M, znameni modul viech

m-clennych vektord (v. 9), polozme @ (ay, ..., an) = = a; A.. Ziejmé
i=1

¢ je homomorfni zobrazeni modulu M, na modul M. Kdyz 4,, ..., 4n
je base modulu M, jsou M,, a M isomorfni.

23. Homomorfni obraz ¢ (M) konecného modulu M je konecny modul.
Nebot M={4,,..., 4.} implikuje ¢ (M) ={¢ (4y), ..., ¢ (4n)}. Mimo
to zfejmé hodnost m' modulu ¢ (M) je < hodnost m modulu M a jest
m=m', kdys a jen kdys zobrazeni ¢ jest isomorfns.

24, Necht 9t je podmodul modulu . MiZeme rozdséliti prvky modulu
M ve tiidy [A], definujice pro dané A eI : Be[4], kdyz a jen kdyz
B — AeM. Vidime lehko, Zze kazdy prvek A4 modulu It ndlezi do je-
diné tiidy, totiz do [4]. Mimo to, kdyz [4]=[4'], [B]=[B'], jest
[A+ Bl =[4"4+ B’), [ad]=[ad4]. Tedy miZeme definovati zcela

jednoznadéné: [A] + [B]=[4 + B], a[4] =[a A].

Vzhledem k témto definicim mnoZstvi vSech t¥id tvoii modul, ktery ozna-
¢ime M — N. Neutrdlnim prvkem modulu Pt — N je tfida [0] =
Klademe-li ¢ (4) = [4], je ¢ homomorfni zobrazeni modulu 9t na modul
m— N

V nésledujicich kapitoldch nebudeme uZivati znadky [A4], nybri
misto [ 4] budeme psati prosté 4. Ze mdme na mysli t¥idu [4], naznadime
vyrokem: Prvky 4 e, BeI povazujeme za stejné, kdyz B— 4 e ***,

25. Necht I je podmodul koneéného modulu M. Pak katdow basi

Dikaz. Necht 4y,..., 4, je base modulu N. Modul N — N podle
24 je homomorfnim obrazem modulu M. Tedy (podle 23) M — N je

* To'znamend, e ¢ piifazuje kazdému AeIM prvek ¢(4) jakéhosi mnozstvi.
*% o (M) je mnozstvi viech ¢ (4), kde 4 probihd M. Obecnéji, kdyz N c M, ¢ (N)
je mnoZstvi viech ¢(4), kde A4 probfhd N.
##% Vgkutku B — A e N tehdy a jen tehdy, kdy# [A] = [B].
+ N mé basi podle 19.
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koneény modul, takze existuji prvky duyq ..., du(m=mn, n+1,...)
modulu M takové, Ze [A,44], ..., [Am] je base modulu Nt — N. Mdme
ukdzati, Ze 4, ..., dn je base modulu IR, t. j. 1° Ze 4, ..., A4, jsou
mezi sebou nezdvislé, 2° Ze kaidy prvek B modulu It je zdvisly na
Al) trt A-m

I. Necht EaLA = 0. Pak Za,[AJ]_[O] Pro 1<i<n je 4;e,

i=1

tedy [4;] =[0], takze Z a [A] =[0]. Jezto [4n14], - -, [Am] je base
modulu M — N, je tedy a,_O pro n 4+ 1< i< m, takzeZa,A =0.

i=1

Jeito 4y, ..., A, je base modulu R, je a; =0 také pro 1 <i<n.
II. Jeito [Aniq]y -+, [4m] je base modulu M — N, existuji racio-

nalni éisla a; (n + 1< i< m) takova, Ze [B] 2’ a [4i], z ¢ehoZ n4-

sleduje [B—-_ Z a,A]__[O] t. j. B— = aLA eiTt Jeito A4, ..

i=n4

b
A, je base modulu N, existuji raciondlni dsla a; (1< i< w) takovd, Ze

B— 2 a,A_Z’aLA,, tedy B = Za.A
i=n41

26. Necht £ je ¢ast modulu im. Pravmle, ze 8 je linedrni systém
vahledem k I, kdyz existuje prvek Adye 8 a podmodul $ modulu Mt
takové, Ze A e tehdy a jen tehdy, kdyz 4 — Aye N.

Podmodul $ je ostatné linedrnim systémem £ jednoznaéné urden:
N je mnozstvi viech 4 — B, kde Ae&, BeQ. Nebof: 10 Kdyz de S,
Be& je A— A,eM, B— A4,eN, tedy A —B=(4— 4,) — (B— 4y)
e podle 10 2° a 3% 2° Kdyz Ce®, A= A,+ C, jest A— Aje N,
tedo 4e a C=4— A,

Prvek A, nehraje v linedrnim systému £ Zddnou vyznadnou roli:
Necht 4; je libovolny prvek linedrniho systému 8, Pak jest Ae £ tehdy
a jen tehdy, kdyz A — A4, eMN. Nebot: 1° Jeito 4, e, existuje prvek
CoeN takovy, ze 4;— Ay=—0C,. 2° Kdyz de8, jest O =4 — 4,eN,
tedy A—A;=C—CyeN. 3° Kdyz C'=A4 — 4, eN, jest 4 — Ay=
=0+ CheMN, tedy 4eg.

27. Necht A je neprdzdnd tFida™ linedrnich systémi vehledem k modulu
M. Necht Q je soucin** vsech prvka t¥idy A. Pak existuji proky 24, L,

k
, & (k=1,2,...) tFidy A*** takové, se O = II ;. Kdys mmnoéstvi
i=1

£, nent prdedné, je to linedrni systém vzhledem k IN.

Dikaz Kdyz lze ve tfidé A4 nalézti koneény podet prvkil, jejichz
soudin je prézdny, je O —0 a véta je ziejmd. Predpoklidejme tedy

* Tfida (nebo systém) je mnoZstvi, jehoZ prvky jsou mnoZstvi.
**¥ Soulin v¥ech prvkd dané tiidy A je mnoZstvi viech prvkd spolednych kaz-
dému mnoZstvi, je% je prvkem tfidy A. Oznadeni jako u soudinu é&isel.-
*¥% Podstatnd je, Ze podet & je konedny.
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opak. Necht £, je libovolné mnozstvi z t¥idy 4. Kdyz £, 2,, ..., & je

koneény podet mnozstvi z tiidy 4, tedy linedrnich systémd vzhledem k I,
N k

necht My, Ny, ..., M jsou piislusné podmoduly a nechi- P, = IIN;,

i=1

k
Qr =1II'Y. Snadno shleddme, Ze £, je linedrni systém vzhledem k IN

i=1
a Ze P, je piislusny podmodul. Jeito M je koneény modul, podle 19
také 9, je koneény modul, a je-li n; hodnost modulu Py, jest 0< nyq 4 < 74
Z toho nésleduje, Ze volice postupné &, Ly, ... z t¥dy 4, p¥i demz,
pokud mozno, volime &, , tak, aby bylo 7,4 ; < %, dospéjeme k takové
hodnoté %, %e to uz moZno neni, Ze tedy pii kazdé volb& &, . jest
e 41 = - Podle 19 je pak pro kazdé £ e 4 : Py = P Je-li viak
Ay e Q4 4, tedy 4, € O, pak O je mnozstvi téch A, pronéz 4 — A4, e Py,
a Qx4 je mnozstvi téch 4, pronéz 4 — Ay ePriq. Tedy Qpiy = Dy
t. j. Ly 100 pro kazdé L, e .4, tedy O rovnd se linedrnimu sy-
stému ;.

28. V dalsim bez obavy z nedorozuméni neutrdlni prvek kazdého
modulu zna¢ime prosté &islem O.

II. Komplexy.

1. Necht & je konefné (event. prdzdné) mnozstvi. Necht 2 je dan4
t¥ida, jejiz prvky jsou ¢éésti mnozstvi ®. P¥i tom necht jsou splnéna tato
dvé pravidla (axiomy):

1"1. Kdyz de &, pak (4)e 2%

12, Kdyz 0= Uc B, kdyz Be 2, pak U e L.

Pak mnoZstvi R nazyvé se komplex a jeho prvky nazyvaji se jeho
vrcholy. Pravime, ze U je simplex komplexu &, kdyz U e 2; kdyz U ob-
sahuje p 4 1 vrchold, pravime, Ze dimense simplexu U rovns se p a ze A
je (p, &)-simplex. Specielné (0, &)-simplex podle této definice je mnozstvi
obsahujici jediny prvek, vrchol komplexu £. Rozlifovati mezi vrcholem
komplexu & a jemu pf¥ifazenym (0, &)-simplexem neni bez dalezitosti:
Viz pozn. pod darou ke IIT, 2,

Dimense komplezu 8 je maximilni dimense jeho simplexi, resp.
dislo — 1, kdyz totiz  =0.

2. Necht p=1,2, ... Necht ¥ je (p, R)-simplex. Vrcholy simplexu
U mizZeme (p + 1)! zpisoby uspofddati. Jak zndmo **, Ize tato usporddani
rozdéliti ve dvé skupiny ;, v, z nichz kazd4d obsahuje (p+ 1)!
uspofddéni, a to tak, Ze, kdyZ vyménime mezi sebou dva z vrchold
simplexu 9I, pfejdeme ze skupiny v; do 1Y, neb naopak. Rozhodneme-li
se pro jednu z obou skupin v, a 1, pravime, Ze jsme simplex 9
orientovali. Lze tedy kazdy (p, ®)-simplex privé dvéma zpfisoby orien-

# (A) je mnozstvi obsahujici jediny prvek, totiz A.
#% V. na pf. BydZovsky, 1. ¢, § 2, 6 (str. 9—13).



tovati (kdyz p >1; pro p =0 orientaci nedefinujeme). Jsou-li 4y, 4;, ...,
Ap vreholy U v uspofddéni z dané orientace 1, nebo 1Y, piSeme U —
= (dyy 4y, - -+, Ap). Je tedy na p¥. pro p =2 (4,, 4;, 4s) = (44, 44, 4,),
nikoli v8ak (vzhledem k orientaci) = (4, 45, 4;).

3. Necht & je komplex; necht p =0,1,2, .... (p, R)-Fetézem roz-
umime funkei ¢, kterd kazdému (orientovanému, je-li p >1) (p, &)-
simplexu 9l pFifazuje urdité raciondlni é&islo ¢ (), p¥i demz, jeli p >1
a je-li A tyz (p, R)-simplex jako 2, ale jinak orientovany, musi byti
¢ (W) =— ¢ ().

Je-li ae, pak a @ znamend ovSem tu funkei, kterd kazdému U
piitazuje ¢islo a.¢ (X); jsou-li ¢, dvé funkce uvazovaného typu, pak
oviem ¢ -1 znamend tu funkei, kterd kazdému A pfifazuje d¢islo
@ (A) 4+ ¥ (A). Vzhledem k témto definicim mmnoistvi M, vsech (p, K)-
Fetézi je modul.

Necht 0,7, 0.7, ..., 0ap? jsou viecky (p, R)-simplexy®*. Kazdy
simplex 0;? (p>1,1< i< ap) necht jest urditym (libovolné zvolenym)
zplsobem orientovén. Bez obavy z nedorozuméni symbol ¢;? (p > 0) nech{
také znamend tu funkei ¢ (tedy -(p, &)-Fetéz), pro kterou ¢ (0,f) =1
a ¢(02)=0 pro 1<j< e, jFi** Pak kaidy (p, R)-Fetéz je tvaru
5 r; 02, r;e R, a &sla #; jsou danym (p, &)-Fetézem jednoznaéné urdena

i=1
(nebot 7; = ¢ (;*)). Jinak Fedeno, (p, &)-Fetdzy 0;? (1 < i< ap) tvoii basi
modulu I,. Tedy M, je koneény modul hodnosti e,.
(p, ®)-Fetdzy budeme znaditi symboly C? (&), Ci? (R), D? (R),I'? (R) atp.
4, Necht p>1. Necht o7 jest orientovany (p,®)-simplex. Necht
o?—1 jest (orientovany, je-li p >2) (p — 1, &)-simplex. Pravime, Ze ¢?
a o?—1jsou incidentni, kdyz kazdy vrchol simplexu ¢?~* je vrcholem
simplexu o?.

Predpoklddejme, Ze ¢? a ¢P?—! jsou incidentni. Necht 4,, ..., 4,
jsou vrcholy simplexu ¢?—*'; mimo A, ..., 4, m4 o? jesté jeden vrehol,
ktery oznadme A, Necht 0?—'=(4,,...,4,) (i co do orientace, je-li
p>2). Pak jest (i co do orientace) o? = 7 (4,, 4y, ..., 4,), kde
n=+1. Jeli By, ..., B, jakdkoli permutace vrcholt 4, ..., 4,, jest
o~ 1'=[((By, ..., By), kde {=+1 (pro p=1 oviem {=1). Snadno
se zjisti ¥**, ze 0P =1 (Ao, 4y, - - -, Ap)-Specielnd 62=1n (4o, 4y, - . ., 4p),
kdykoli {=1. Tedy znameni 7 je (orientovanymi) simplexy o? a ¢»—1!
jednoznadné urdeno. Mimo to vidime, Ze pFi zméné orientace simplexu
o? (a kdyz p >2, také pii zm¥nd orientace simplexu ¢?—1), ¢islo 7 p¥ijde
v —17. Pi§me uréitdji n =17 (0% 0?—1), a kdyZ ¢? a ¢?—*! nejsou inci-
dentni, polozme 7 (¢?, 6? =) =0.

* Jest oviem op = 0, kdyZ a jen kdyZ &islo p je vétsi neZ dimense komplexu .
#% Podle udinéné dohody znamens tedy (kdy% p >1) symbol — &P tjZ (p, R)-
simplex jako oiP, ale se zménénou orientaci.
#%% V, BydZovsky, l..c, § 2, 6, d (str. 12).
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5. Necht 'opét 6,7(p=20,1,2,...) maji tyZ vyznam jako ve 3.
Necht p >1 a necht 67 je orientovany (p, &)-simplex. Klademe

a

—1
For—'3 1 (6%, 02— 1) .02 (1)
i=1
Je-li o= (4, 44, ..., 4p), snadno nalezneme, Ze

. ap
For= 3 (—1)or, @

i=0 :
kde 0,7, 1vznikne z (4y, 4y, ..., 4p). vynechémm-vr‘cholu 4;, pti demz
pofddek ostatnich vrchold zﬁstane beze zmény.

Tedy F (0?) je (p —1, R)-Fetéz, ktery patrné (kdyz » 2> 2) nezi-
visi na volbé orientaci simplexii 6;>—. P¥i zm&n& orientace simplexu ¢?
méme F (— o?)= — F (o?).

Necht nyni v ap
Ccr (.@) S .217'; ;P (7’.‘ (5 SR)

je libovolny (p, &)-Fetéz. Kiademe, zobeciiujice oznaleni prdvé zavedens,

FCOr(R) = ZIr, Fop.
Tedy FCr () je (p—1 .@)-retez, ktery patrné nezdvisi na volbé orien-
taci simplext o;*. Nazyvﬁme jej hramici (p, ®)-retézu Cr (R).
Misto F O (R) = I'*—! (R) pifeme velmi dasto C?(R)-=T*—1(Q)
Upozorfiuji na zfejm4 pravidla: Kdyz C? (®) a D () jsou (p, 8-
Fetézy, kdyz ae @R, jest

F[C* () + D*(R)] = FC*(®) + FD*(R), 3)
FlaC?(R)] = a FC» (R).

Jinak Fedeno: Operace I je hor;wmorfn'é zobrazenti (v. 1. 20) modulu N,
véech (p, R)-Fetéeis ma Jjakgsi podmodul N, _ ; modulu M,_; viech (p—1,K)-
retézi.
6. Kdyz C° (R) je (0, 8)-Yetéz, pak jeho hramici rozumime nulu a
piieme FC°(R) = 0 nebo C°({) =O0.
Necht o;° (1 Lilay) jsou viecky (0, R)-simplexy. Pak mime jedno-

znaéné C0 (R) = 2 i a:. Cislo 3 r; e R nazveme indexem (nebo Kronecke-
i=1

rovym indexem) (O R)-Yetézu C°(R) a znadime je J[C°(R)]. Jeou-li
C°(®) a D°(R) dva (0, R)-tetézy a je-li ae R, je patrnd
J[C°(R) 4 D° (R)] =J [C° (®)] + J [D° (&)], 1)
J[aC(®)]=ad [CA(R)].

Jinak Yedeno, operace J je homomorfni zobrazeni modulu MM, na modul R.
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7. Necht § a & jsou komplexy. Kdyz kazdy simplex komplexu $
je simplexem komplexu & [takZe zejména kazdy vrchol komplexu 9 je
vrcholem komplexu K], pravime, Ze $ je podkomplex komplexu R. Kdyz
viecky vreholy néjakého simplexu ¢ komplexu & jsou vrcholy podkomplexu
9, nemusi jestd o byti samplexem komplexu $.

Necht a;? (1 <iLa,) jsou jako obvykle viecky (p, &)- s1mplexy

Necht C» (ﬁ): Zr; o je (p, R)-Fetéz. Pravime, ze O?(R) lezi v pod:

komplexu 9, kdyz pro kazdé i (1 < i< a,) budto ;= 0 nebo 0.? je (p, .S;:))
simplex ; piSeme-pak C#(R)c $ nebo C?(R)=0 mod @ Obecnéji C? (R) =
= D?(R) mod $ znamens, ze C? (R) — D* (/) c $. Misto FC*+1(R) =
C*(R) mod-H piseme tasto Cr+1 (R)-= C?(R) mod H.

Z¥ejmé mnozstvi M, (§) viech v § lezicich (p, R)-Fetézd je modul
isomorfni s modulem vSech (p, )-Fetézfi, Mizeme oba moduly bez obavy
z nedorozuméni povazovatl za totozné.

8. Necht § je podkomplex komplexu R. Necht p > > 1. Necht Cr (R)
c . Pak FC?(R)c$.

Dikaz stadi provésti v piipads, kdy C? (R) = o® je (, $)-simplex,
Podle 12 kazdy (p — 1, R)-simplex incidentni se 67 je (p — 1, £)-simplex.
Tedy Forc$.

9. (p, Q)-Fetéz I'? ) nazjvé,me absolutmm (p, .@) -cyklem, kdyz
FP»()=0. Tedy absolutni (0, R)- -cyklus je synonym (0 R)-Fetézu.

Podle 5 (3) mnosstvi ®, vsech absolutnich () .Q)wyklu je podmodul
modulu M, vsech (p, K)-Fetézi.

Kdyz p>1, pak na konci odst. 5 zavedeny modul N,_, hrawic
(, R)-Fetézn je podmodul modulu &,_,.

Jezto v obvyklém oznadeni (v. I 11) §,_;={Fo?, ..., Fog.?},
stadi ukdzati, Ze, kdyZ o® jest orientovany (p, .@) simplex, pak For Jest
absolutni (p — 1, R)-cyklus, t. j. 76 For—=0. To je ziejmé, kdyz p=1.
Necht tedy p>2 Podle 5 (1) jest o obvyklém oznaceni

-Olp—2

F@)= 2 Z n(on a7 g (00, 6p70). o,
i=1
Tedy mdme dokdzati; %e pro kazdy (p — 2, ﬁ)—sump]e:_: 02 jest
Op—1
= (o 0. (o, =0, 0
Necht 07—*=(4,, ..., 4,). Kdyz 4,, ...; 4, nejsou vesmés vreholy
simplexu 67, zfejmé& v soudtu (1) kazdy ¢len je roven nule. Necht tedy
P — (.Ao, Al, Ag, . . .A.p) = — (A17 Ao, .A.g, e ey Ap).

Mtizeme predpoklddati, ze 0,7~ =(dy, 4, - - -, Ag), 071 = (Ao, s, - - ., 4p).
Pak (v. 4)
9%
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n (O'py dlp—l)z 1) n (Gp) 0121’_;1) =—1, n (Glp_l) 60—2) =n (0'21"_.1) 6p—-2) = ])
7 (0% 02~ 1). n (027, 0P~ =0 pro 3<Li< o, ,,

z ‘dehoZ nasleduje (1).

10. Necht p>0. Necht I'? (&) jest absolutni (p, ®)-cyklus. Exi-
stujedi (p -+ 1, R)-Fetéz Cr+1(R), jehoz hranici jest I'? (R) [tedy kdyz
Tr (R) e 9], pravime, Ze I'? (R) je homologicky s nulow a piseme I'? (R) ~0.
Obecnéji, kdyz I'? (&) a 42 () jsou dva absolutni (p, &)-cykly a kdyz
I (R) — 47 (8)~0, pravime, ze I'? (R) a 4?(R) jsou homologické a p1-
feme I'? (R)co AP (R).

Mnozstvi viech absolutnich (p, R)-cykld, ve kterém homologické
cykly povazujeme za rovné, neni nic jiného nez modul &, — R, (v. I
24). Jeizto M, je konedny modul, také @&, — N, je (v. I 19, 23 a 24)
konedny modul. Jeho hodnost nazyva se p* absolutni Bettiovo céislo kom-
plexu K; oznadeni Br (K).

11. Necht I'° (R)~0. Pak J [I'° (R)] =0.

Dtukaz. Méme ukdzati, ze J [FC! (@)] =0 pro kazdy (1, &)-Fetéz
C*(R). Podle 5 (3) a 6 (1) stadi to provésti v pripadé, ze O (®) =(4,, 4.)
je (1, &)-simplex. Pak je viak F'O(®)=(4,) — (4y), tedy J[FC*(R)] =
=1—1=0.

12. Necht $ je podkomplex komplexu & (p, &)-fetéz I'’(R) na-
zveme (p, &)-cyklem mod $, kdyz FI'*(R)c§ (v.7). Ziejm& mnodstvi
®, (D) vsech (p, R)-cyklic mod § twori podmodul modulu M, vsech (p, K)-
Fetézn. Jest &, (9) =M, pii kazdé volbé $.

Ztejm& absolutni (p, &)-cyklus je totéz jako (p, &)-cyklus mod O.
Kdyz & je podkomplex komplexu § a kdyz $ je podkomplex kom-
plexu &, zfejmé kazdy (p, R)-cyklus mod § je také (p, )-cyklem mod $.
Zejména absolutni (p, &)-cyklus je (p, R)-cyklem mod $ pki kazdé
volbé 9.

Kdyz I'* (®) je (p, ®)-cyklus mod §, kdyz C?(R) je (p, R)-Fetéz
a kdyz C? (®) =I'*(R) mod $ (v.7), podle 8 také C?(R) je (p, K)-cyklus
mod $. Zejména C? (R) je (p, ])-cyklus mod P, kdyz existuje (p + 1, &)-
Fetéz Crt1(R) takovy, ze F(Or+!(®) = C?(R) mod H. -

13. Necht $ je podkomplex komplexu & Necht I'” (R) je (p, ®)-
cyklus mod §, Existuje-li (p 4- 1, ®)-Fetéz Cr1! (R) takovy, ze FC* ! ({) =
I'» () mod 9, pravime, ze I'* (R) je homologicky s nulow mod & a
pifeme I'? (R) ~ O mod $. Obecnéji, kdyz I'’ (R) a 4° () jsou dva
(p, R&)-cykly mod § a kdyz I'’(R) — 42 (®) ~ 0 mod §, pravime, ze
I'? (R) a 47 (R) jsou homologické mod § a piSeme I'2 (R) ~ 42 (&) mod H.

Kdy% $ =0, miame znovu definice z odst. 10.

Kdyz & je podkomplex komplexu §, kdyZ § je podkomplex kom-
plexu &, kdyz IV (R) a 42 (R) jsou (p, R)-cykly mod &, kdyz I'? (R) ~
47 (R) mod ', je také I'’($) ~ 42(R) mod §. Viimnéme si pFipadu
' =0.
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Oznadime-li N, ($) modul viech (p, K)-Fetézt rovnych mod $ hra-
nici n&jakého (p 4 1, R)-Fetézu, pak mnozstvi viech (p, &)-cyklt mod §,
ve kterém cykly homologické mod § povazujeme za rovné, neni nie ji-
ného nez modul &, (H) — N, (H). Je to opét (v. 10) konedny modul. Jeho
hodnost nazyvd se p*-relativni. Bettiovo éislo komplexu £ mod $; ozna-
deni Br (R, ). Tedy B? (R 0)= B*(R).

14, Necht § je podkomplex komplexu £; necht £ je podkomplex
komplexu K. Necht I'? (R) je (p, ®)-cyklus mod §; necht I'?(R) lezi
v 8 (v. 7). Pravime, Ze I'?(R) je homologicky s nulow mod $ v &, kdyz
existuje (p 4 1, &)-Fetéz Cr+! (R) c takovy, ze Cr+1(R) = I'? (R) mod
$; piseme I'? (R) ~ Omod § v 2. Obecndji, kdyz I'? (R) a 47 (R) jsou
dva v & legici (p, R)-cykly mod $, pravime, ze I'* (R) a A7 (R) jsou
homologické mod Hv L a pifeme I?(R) > 42 (R) mod $ v &, kdyz
I'r(R) — 47 () ~ O mod $ v L. Viimnéme si zvldstniho pipadu § =0;
tu piSeme I'? (R) — 4?7 (R) ~ 0v &, vynechdvajice symbol mod £.

15. Rozdé&lme viecky vrcholy komplexu & do m skupin &y, &,, ... &,
tak, ze kazdy vrchol je v jedné a jen jedné skupiné*. Kdyz kazdy (1, &)-
simplex mé4 oba své vrcholy ve stejné skupiné**, pravime, Ze skupiny
Sy, Gy ..., B, jsou oddélené.

Cislo B (R) je maximdlni pocet neprdzdnych oddélengch skupin, ve
které lze roazdéliti vrcholy komplexu K.

Dukaz. I. Rozdélme viecky vrcholy komplexu & ve skupiny
tak, Ze vrcholy 4, B jsou ve stejné skupiné tehdy a jen tehdy, kdyz
(A)~(B). Ziejms kazdy vrehol je v jedné a jen jedné skupiné, které oznaéme
Ty Ty, -+ ., L, Jedli (4, B) (1, R)-simplex, jest (4, B) = (4) — (B), tedy
(A)~(B). Tedy skupiny %y, Zs, . .., T, jsou oddélené. Zvolme vrchol 4;
ve skupiné %; (1<i<n). Pak kaizdy (0, &)-simplex je homologicky
s jednim z (0, &)-simplext (4;), takze kazdy (0, R)-cyklus je homologicky

s (0, ®)-cyklem tvaru *%1ri (4;). Tedy B°(8) < n.

II. Zbyvéd ukdzati, Ze, kdyz vrcholy komplexu & jsou jakkoli
rozdéleny v m neprézdnych oddélenych skupin &, &, ..., &,, jest

B° (&) >m. Je-li C°(]) = 3 7; 69 pak pro 1 < i< e, 1 < j< mnecht
i=1
7;; =1;, kdyZz 0,° pat¥i do skupiny &, a 7;; = 0, kdyz ¢,° nepat¥i do &;.
Pro 1<j<m necht J;[C°(R)] = b 735 Je-li o' = (4, B) libovolny
i=1

(1, ®)-simplex, jsou oba vrcholy 4, B ve stejné skupiné &;. Tedy
J;[F ¢'] = 0. Z toho nésleduje snadno, ze J, [FC* (R)] =0 prol1<j<m
a pro kazdy (1, &)-fetéz C*(R), t. j. Ze C° (R)~0 implikuje J; [C°(R)]=0
pro 1 <j< m. Necht A4; je zvoleny vrchol ze skupiny &;. Pak

# Jest m =0, kdyZ a jen kdyz R =0.
*% Tato podminka je splnéna vZdy, kdy% dimense komplexu & (v. 1) je rovna nule.
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T, [ Z re(4)] =74 takte 3 7, (4) ~O0 jen, kdyz = ... =1, =0.
k=1 k=1 . f

Tedy B° (8)>m. .

16. Symbol (4, 4y, ..., 4,) m& vyznam, jsou-i 4,, 4y, ..., 4,
mezi sebou rizné vrcholy simplexu komplexu f. Nékdy je vyhodné,
d4ti tomuto symbolu vyznam i tehdy, kdyz sice Ay, 4;, ..., 4, jsou
vreholy néjakého simplexu komplexu £, nejsou viak mezi sebou razné.
V tomto pi¥ipadé necht symbol (4,, 4, .., Ap) znamend nulu (urditéji:
neutrlni prvek modulu- viech (p, R)-Fetézi).

Formule 5 (2) .je spravnd, kdykoli symbol (4,, 4y, ..., 4,) mi
vyznam. Nejsou-li totiz 4, 4,, ..., A, mezi sebou razné, je ¢» =0,
tedy F' ¢? = 0. Necht tieba 4; == 4, (0<j < % < m). Pak jest 6=+ =0
pro 0< i< p, ij, ik, mimo to ¢;,—! =021, takie také pravi
strana formule 5 (2) rovnd se nule.

» 17. Necht £ a £ jsou komplexy. KdyZ kazdému vreholu 4 komplexu g
prifadime urdity vrehol 7z A komplexu K tak, ze, kdykoli 4, 4;, ..., 4,
jsou vrecholy néjakého simplexu komplexu &, také w 4, w4, ..., w4,
jsou vrcholy néjakého- simplexu komplexu R, pak pravime, Ze 7 je
simplicidlni zobrazeni komplexu & do komplexw K. Kdyz B je dany vrchol
komplexu &, nemusi byti w4 =2DB pro ziddny vrchol 4 komplexu L.

Necht 77 = (4y, 4y, ..., 4p) je (p, )-simplex. Klademe 77?7 —
=(wA, w4 ..., ®A4,). Vzhledem k dohodé udinéné v 16 m4 symbol
7P vidy vyznam a podle 5 (2) (v. 16) jest Fwvr — v F vP.

Necht 7,7, 7,?, ..., 74* jsou viecky (p, 8)-simplexy (n8jak oriento-

vané, jeli p>0). Jeli C?(®)= 2 r;w# (p, ©)-Fetés, pak symbolem
i=1
7 C? (8) rozumime (p, R)-Fetéz
n:C'P (8)-"—_ Za' 7. TP,
i=1

Z¥ejmé hodnota symbolu 7z C? (®) nezévisi na volbé orientaci simplexi 7;”.
Jest patrné

% [CF (8) 4 D# ()] = C° (%) 4 = D7 (2), o
7 [a O (8)] = a.w C? (). «
Jinak Fedeno, operace 7 Je homomorfni zobrazeni modulu vsech (p,%)-
Fetézt na jakiysi podmodul modulu vsech (p, K)-Fetéen.
Jezto F wv? = F ©7, jest
FaCr(Q)=nFCrQ (2)
pro kazdy (p, 8)-Fetéz Cr (R).
Je-li 7% libovolny (0, 8)-simplex, je #z° (0, &)-simplex, tedy
J (7°) =J (#7°) = 1.. Tedy
J[wC° (®)] =J[C°(9)] ©))
pro kazdy (0, )-fetéz C°(Q).
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18. Necht =, a m, jsou dvé simplicidlni zobrazeni komplexu |2
do komplexu . Pravime, Ze m; a m, jsou sousedni, kdyZz kdykoli
Ay Ay, . .., A, jsou vreholy néjakého simplexu komplexu g, také

nl A‘O? ﬂ’l Al)""”l A‘P’ n2‘A'0’ ”2 Ai)"‘) ’12 AP

jsou vrcholy n&jakého simplexu komplexu R.

Necht =, a s, jsou dvé sousedni simplicidlni zobrazeni komplexu &
‘do komplexu K. Srovnejme viecky vrcholy komplexu & jakymkoli (ale
pevné zvolenym) zpisobem v koneénou posloupnost

Ay Ay v vy g (1)

Kazdy (p, Q)-simplex lze pak psiti jednim a jen jednim zpisobem
ve tvaru

7= (dyy Ay, -y 4 ), 1<y, < <o < ppLa @)
Klademe pak
z’P _ 0(-— 1) (ﬂl .5y 7‘1 Ayi’ ”2 AVE’ P ;-, 7'62 'A‘Vp)‘ (3)

Podle dohody udinéné v 16 pravé strana ve (3) je vidy urdity (p + 1, &)-
Fetéz [zdvisly podstatnd na volb& uspofidini (1)].
Necht 7,7, ..., 7g? jsou viecky (p, £)-simplexy, libovolng uspo¥4-

B
dané, ale (kdy% p>1) orientované v souhlasu s (2). Je-li C?(8) = X r,7,»
libovolny (p, )-Fetéz, klademe k=1

8
PGP (g) 2 Tk P‘fk y (4)

takze PC?(Q) je (p + 1, R)-Fetéz. Jest
P[C?(R) 4 D* (8)] = PC» (8) + PD» (), ®
PlaC? ()] =a [PC? (2)].

Vratme se k formulim (2) a (3).
Podle 5 (2) (v. 16) jest

F(nlAvo, vy WAy, Wy Ay -, W Ay ) =
= z,‘(— 1Y (i Ay, oy Ty Ay B Ay, - ooy Mo dy); —

- Z (_ 1)’ (’71 2R 7_":1Av;7 ﬂﬂAvi, «eey T3 Av,)j)

j=i
kde index j znamen, je-li umistén dole, Ze jest vynechati vrchol , 4, p B
je-li umistén nahofe, Ze jest vynechati vrechol 7, 4,;. Tedy

FPrr —= Z(rvl vp o Ty e Ay o W Ay )i —

- 2(77;114\:7 ceey Ty Aw ﬂsA-v'p' cey "vav?).i +

i=0
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(= N)ti(m Ay, Ay e Ay e, W Ay);—
0=5<iZp
- Z (— 1)i+j(ﬂ1Ayo, ey nlAVV WQAV,‘-, ooy ﬂg.A_vpj:.
0=/j<izp
ZSI—SE“i_Sa —S4.
Kdyi p=0, jest S3— S, =0. Kdyz p>1, soudet téch &lent z S;— Sy
které pat¥i urdité hodnoté indexu j, jest patrné roven (-—1)+1Pgr—1,
kde 72— = (4,, ..., 4y,);, pii demZ index j znamens vynechani vreholu
4,;. Podle (4) a 5 (2) je tedy S;—S,=— PFr?, takze pro p>1 jest
F.P’L'P,: :71/’2’6?— ner—PF’EP.
Tedy obecné pro kazdy (p, &)-fetéz Cr (L) plati: 1° kdyz p =0,

FPC(8)=m, C°(8) — m, C° (Q), (6)
20 kdyz p>1,

FP Or(R)=my CP () — 7, C? (¥) — PF C» (). (7

IIl. Site,

1. Obecny pojem (fopologického) prostoru R jsem vylozil v odst. 1
¢ldnku Mnosstvi ireducibilné souvisld mezi n body (éaéopis p-p m.af,
LXI, 1932, str. 109—129). P¥ipomeiime si (1. ¢. 5), ze kazdd &dst pro-
storu je prostor. .

2. Necht R je prostor. Sit (v prostoru R) je koneéné ti¥ida U ne-
prézdnych v R otevienych mnozstvi Uj, Uy, ..., Us (zvanych vrcholy
sité) takovd, Ze 3 Ui = R. Mezi sebou riizné vreholy U, , U, ..., U, sité

i=1 . 7o 1
R tvofi (p, N)-simplex, kdyZ a jen kdyZ mnozstvi
1 , ™
i=0
je = 0. Podminky II 11 a 1-2 jsou splnény, takze sif je komplex. Mnoz-
stvi (1) nazyvé se jddro (p, W)-simplexu (Uy, Uy, ..., U,).

3. Necht S jest uzaviené v R. Necht I je sit v R. Necht 11(S)
znamend podkomplex (II 7) sité 11 takto definovany: (p,1)-simplex je
simplexem komplexu 11(S), kdyZz a jen kdyZ jeho jidro K protne §
(t. j. KS==0). Snadno vidime, Ze 11 (S) je skuteéné podkomplex sité 11.

Necht C? (1) je (p, N)-Fetéz (II 3). Misto C? (1) cU (S) (IL 7) piseme
Cr()c S a pravime, ze C? (W) lesi v S*. Tedy [kdyZ jako ve II 3.

op
1% ..., 0aP jsou viecky (p, 1I)-simplexy] je _Zl' r;02c S, kdyz a jen

* KdyZ U je vrchol sitd U a kdyZ o®=(U) je jemu pi’ifazeﬁj (0, N)-simplex:
[podle dohody udinéné ve II 3 o° je (0, U)-fetdz], pak o®c S neznamend naprosto, Ze:
Uc 8, nybrz pouze, ze US 0.
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kdy% pro kazdé i je budto »; = 0 nebo SK;3=0, kde K; je jidro sim-
plexu o;2. Ziejmsé, kdyz ScTc R (S a T uzaviens v R), pak C? (1) c S
implikuje O? (1) c 7. Naproti tomu, kdyz C? () c S;, C» (U)c S, (S; a S,
uzaviend v-R) nemusi byti C? (11)c S, S, Misto C? () = D» (1) mod
u(S) (Il 7) piseme C? ()= D*(11) mod S.

Podobné Cr (1) je (p,N)-cyklus mod S, kdyz je to (p, W)-cyklus
mod U (S) (IL 12). Jsou-li C? (1), D?(U) dva (p, 1N)-cykly mod S, pak
Cr (1) ~ D? (1) mod S znamend, ze C? (1)~ D (1) mod U (S) (II 13).
Jsouli Or (1) a D» (1) dva (p,11)-cykly mod S v T (S a T uzaviend
v R,ScT), pak C? (1) » D? (1) mod S v T znamens, ze C? (1) ~ D? (11)
mod 1L(S) v U (T) (II 14).

Vsimnéme si zvléstntho p¥ipadu absolutnich (p,1)-eykla (S = 0).

4. Sit B nazyvd se zjemnénim sité 1, kdyz kazdy vrehol sité B
je &asti nékterého vreholu sité S. /

41, Jeli Uy, Uy, ..., U, koneény pocet dawyjch siti, existuje sit B,
kterd je zjemnénim kasdé z danych siti.

Dukaz Za B mizeme zvoliti sit o vrcholech.}nf Ui, kde U; pro-

i=1
bih4 viecky vrcholy sité 11;, pfi éemz vylouéime takové hodnoty, pro
néz Imf U;=0.
i=1

5. Necht R je prostor; necht S jest mnoZstvi uzaviené v R. Necht
U je sit v B; necht U, Uy, ..., Us jsou jeji vrcholy. Pak mnozstvi
SUy, 8U,, ..., SUs, ze kterych vynechédme ta, jeZ snad jsou prdzdnd,
a z nichz kazdé poditime jen jednou, a¢ se form4lné miize vyskytnouti
nékolikrét, tvofi sit v prostoru S, kterou oznadime S1I.

Ziejmi je véta:

51. Necht B je zjemnéni sité 1 v prostoru R; pak SDB je zjemnéni
sité S

52, Necht U, je sit v S; pak existuje v R sit U takovd, se 1, = S1.

Dikaz. Necht Uy, Up, - .., Uy jsou vrcholy sité U, Pak exi-
stuji v R oteviend mnozstvi Uy, U, ..., U, takovs, ze Uy = SU.
Mnozstvi Uy, U, ..., Uy a R— S (posledni odpadne v trividlnim pii-
padé S = R) jsou vrcholy z4dané sits 1.

5'3. Necht N je sit v R; necht Ny =— SU; necht B, je zjemnéns U,
Pak existuje zjemnéni B sité N takové, se B, — SB.

Dikaz Necht Vo, Vog, - .., Vg jsou viecky vreholy sits B, Pak
pro 1< i< B lze udati vrchol Uy sité U, tak, %e Vi c Uy, dile vrehol
U’; sité U tak, ze Uy = SU’;, a koneéné mnozstvi W; oteviené v R
tak, ze Vo= SW; Necht U, U, .... U, jsou viecky vrcholy sit& 11
Mnozstvi

U Wy Us Wy ..., UgWp, U,—8, U;—S8, ..., Us—8,
3
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z nichz kazdé prazdné vypustime a kazdé neprazdné poéitdme jen jednou,
jsou vrcholy Z4dané sité B. '

6. Necht B je zjemnéni sité 11 v prostoru R. Kazdému vreholu ¥V
sité B mbzeme piifaditi vrchol U= V sité 11 tak, Ze ¥V c U. Operace
7 nazyva se projelice sité B do sité 11; oznadeni 7w = Pr. (B, U). P¥i da-
nych U, B projekei 7 mizZe byti nékolik.

Projekce m je simplicidlni zobrazeni (v. IL 17) sité B do sité U.
Kdyz S jest uzaviené v R, a kdyz z? je (p, B)-simplex, pak nwz? (v. II
17) budto je =0 nebo je to (p, )-simplex, jehoz jidro protne S, nebot
obsahuje jako ¢4st jadro simplexu 7z?. Tedy kdyz C?(8B) je (p, B)-Fetéz
lezici v S (v. 2), pak (p, U)-fetéz w C? (B) lezi v S. Z toho nésleduje
ddle, pF¥ipomeneme-li si formuli II 17 (2):

Necht ScTcR. Necht S a T jsou uzaviens v R. Kdyz CO?(D) je
(p, B)-cyklus mod S v T, pak 7z C?(B) je (p, W)-cyklus mod S v 7.
Kdyz C» (B)~>D?(8B) mod S v T, pak w C? (B)~w D2 (B) mod S v T.

Specielné: Necht S jest uzaviené v R. Kdyz C* (B) je (p, B)-cyklus
mod S, pak 7w C? (B) je (p, 1)-cyklus mod S. Kdyz C?(B)~ D? (B) mod S,
pak 7w C?(B)cow D? (B) mod S.

Kdyz C»(B) jest absolutni (p, B)-cyklus, pak 7 C? (B) jest abso-
lutni (p, U)-cyklus. Kdyz C? (B)coD? (B), pak & Cr (B)cow D? (B). Kdyz
S jest uzaviené v R a kdyZz C?(B) jest absolutni (p, B)-cyklus v S, pak
7w C? (B) jest absolutni (p, U)-cyklus v S. Kdyz C? (B)~D? (B) v S, pak
w0 (B)ow D? (V) v S.

7. Necht ScTc Rj; necht S a T jsouw uzaviend v R. Necht U je sit’
v R; necht B je jeji zjemméni. Necht my — Pr. (8, N). Necht w, = Pr.
(B, ). Necht C» (B) je (p, B)-cyklus mod S v T. Pak

70, O (B) oy C2(B) mod S v T. (1)

Vsimnéme si zvldstnich pFipadi: 1°T—=R;2° §=0;3°S=0,T=EK.
Dikaz. Snadno se nahlédne, Ze 7y a 7w, jsou dvé sousedni (v.II
18) simplicidlni zobrazeni sité B do sité 11. Tedy podle II 18, (7) a (6) jest

PC* (B) = 7, C2(B) — m, C7 (B) — PFC» (D),

kde posledni &len odpadne, kdyz p=0. Jezto C? (B)c T, a (pro p > 0)
FOr (B)c S, vychézi snadno z II 18 (3), Ze PC? (B)c T a (pro p > 0}
PFC» (B)c S. Tedy plati (1).

8. Necht U je sit v R. Necht Sc T c R; necht'S a T jsou uzaviend
v R. Pravime, ze C? (11) je podstatny (p, W)-cyklus mod S v T (kdyz
T = R: podstatny (p, U)-cyklus mod S; kdy% S = 0: podstatny absolutni
(p, W)-cyklus v T; kdyz S=0, T = R: podstatny absolutni (p, N)-cyklus),
kdyz netoliko C? (1) je (p, U)-cyklus mod S v T, nybrz dokonce pro
kazdé zjemnéni B sité U existuje (p, B)-cyklus C?(B) mod S v T ta-
kovy, ze w C? (V) C? (11) mod S v T. Pii tom = = Pr. (B, N); na blizsi
volbg projekce 7 zde a zpravidla nikde pozdéji nezélezi vzhledem k 7 (1).
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Z¥ejmé podstatné (p, W)-cykly mod S v T tvori podmodul modulu
vSech (p, W)-cyklis mod S v 7.

8'1. Kazdy (0, )-cyklus mod S v T je podstatny.

Duakaz. Necht Ui, ..., U, jsou ty vreholy sité U, které protnou
T. Pro 1<i<m zvolme bod a;e U;T. Necht C°(U) je (0, 1)-cyklus

mod S v T'; pak jest C° ()= = 7; (U;). Necht B je zjemnéni sité 10;
i=1
necht w =Pr. (B, N). Pro 1< i< m zvolme vrchol V; sité B tak, zZe
a eV tedy V;T+0, takze C°(B) = z r; (Vi) je (0, B)-cyklus mod
i=1

S v I. Jeito a;e U; . w V;, je budto (U, wV;)=0 (v. II 16) nebo
(U, = V3) je (1, U)-simplex lezici v T. Podle 5 (2) jest

m

Zri (U, V) =m C°(B) — C° (),
i=1

tedy w C° (B)~>C'(N) v T, tedy tim spise 7 C° (V) C* (1) mod S v T

82. Necht Uy je zjemnéns sité U, necht wy — Pr. (U,, Uy). Kdy#
Cr (,) je podstatny (p, Uy)-cyklus mod S v T, pak sy Cr (Uy) je pod-
statnyg (p, W,)-cyklus mod S v T.

Dikaz. Necht U je jakékoli zjemnéni sité 11,; necht g — Pr.
(113, U,). Mdme dokézati, Ze existuje (p, Us)-cyklus C? (Ulg) mod Sv T
takovy, Ze 7y CP (Uz)comy OF (1) mod S v 7. Necht (v. 4+1) sit 1, je
zjemnéni obou siti U, a g; necht wy, — Pr. (U, U;), w3 = Pr. (U, Uy).
Jezto Cr(11,) je podstatny (p, Us)-cyklus mod S v 7, existuje (p, Uy)-
eyklus C?(11,) mod S v T takovy, Ze my O2 (U)o CP (11;) mod S v 7.
Podle 6 jest™® my w4y C° (1) omg CP (1) mod S v T. Podle 7 (1) jest
Ty yy OF (Uy)comwgy 745 OF (U,) mod S v T, nebot mwy 7w, — Pr. (U, Uy)
Ty 743 = Pr. (U, Iy). Tedy gy wyg OF (U)o, CF (1) mod S v T, takze
stagi poloziti C? (11,) —= mw O (Uy).

9. Necht 11 je sit v R. Necht Sc T c R; necht S a T jsou uzavien.
v R. Pravime, ze B je zjemnéni sité N normdini vehledem k p-cyklim
mod S v T [kdyz T = R: vehledem k p-cykléom mod S; kdyz S=0:
vehledem & absolutwim p-cyklim v T; kdyz S=0, T= R: wvehledem
k absolutwim p-cyklim), kdyz netoliko B je 'zjemnéni sité U, nybrz také,
kdykoli C? (B) je (p, B)-cyklus mod S v T, vidy = C? (B), kde w = Pr.
(3B, U), je podstatny (p, 1)-cyklus mod S v 7. Na blizsi volb& projekce
7 opét nezalezi podle 7 (1).

Z 81 niasleduje:

91, Kazidé zjemnéni sité N je normdini vzhledem k (0, W)-cyklim
mod S v T.

Z 82 nisleduje:

92, Necht N, je zjemnéni sité U,. Necht U5 je zjemnéni sité U,

* my, my, znamend, Ze se provede nejprve. operace my a potom operace wy.
g%
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normdlnt vzhledem Lk p-cyklam mod S v T. Pak U je zjemnéni sité Uy
normdlni vehledem k p-cykliom mod S v T.

Ziejma je véta:

9'3. Necht U, je zjemnéni sité N, normdlni vzhledem k p-cykliom
mod S v T. Necht U; je zjemnéni sité Uy. Pak Uz je zjemnéni sité U,
normdlni vehledem k p-cyklim mod S v T.

10. Necht U je sit v R. Nechd S a T jsou wzaviend v R; necht
ScTcRB. Neht p=0,1,2, .... Existuje zjemnéni sité U normdlni
vehledem k p-cyklim mod S v T.

Dikaz Pro kazdé zjemnéni P sité U necht I (B) znamens
mnozstvi viech (p, W-cykla C?(11) mod S v T takovych, Ze, kdyz
7w = Pr. (B, ) [na bliz§i volbé = nezédlezi podle 7 (1)], existuje (p, B)-
eyklus C?(B) mod S v T takovy, ze 7w C?(B)~ C? (1) mod S v 7.
Ziejm& M (B) je podmodul modulu P> viech (p, U)-Fetézt. Jezto (v.IL 3)
M, je koneény modul, také M (B) je konedny modul (v. I 19). Necht
h (B) je hodnost modulu It (B).

Kdyz B je zjemnéni sité Il a kdyz T8 je zjemnéni sité B, z¥ejmé
M (W) je podmodul modulu It (B), takze (v. I 19) & (W) <k (B).

Zvolme nyni zjemné&ni 11, sité 11 tak, aby &islo % (1I;) bylo co nej-
men§i. Dokédzeme, Ze 11, je normilni zjemnéni sit§ 11 vzhledem k p-
cyklim mod S v T.

Necht 7, = Pr. (I;, ). Necht C? (11,) je (p, 1,)-cyklus mod S v T.
Méme dokizati, ze sy, C? (1)) je podstatny (p, U)-eyklus mod S v T,
t. j., kdyz U, je libovolné zjemnéni sité 11 a 7wy = Pr. (U,, 1), Ze existuje
(p, Uy)-cyklus C?(11;) mod S v T takovy, Ze my, C? (11,) v 7wy C? (11,)
mod S v T. Necht (v. 41.) sit U; je zjemnéni obou siti 11, a U, Pak
modul M (U;) je podmodulem obou moduldt M (U,), M (U,), takze
h(U3) < B (W), h(Us) <h(Uy). Vzhledem k minimalni hodnoté é&sla A (11,)
nemiize byti & (U3) < & (11,), takze M (U;) = M (U1,) podle I 19. Aviak
o OF () e M (Uy) 5 tedy 759 CF (Uy) e M (U3); jezto M (11;) je podmodul
modulu I (Uy), jest myy C? (Uy) e M (U,). Tedy existuje (p, U,)-cyklus
Cr(U,) mod S v T takovy, zZe 7y C?(U,) oy, CP (1) mod S v T.

IV. Kombinatorické eharaktery prostoru.

1. Necht R je prostor. Necht S a 7 jsou uzaviens v R; necht Sc 7.
Necht p =0,1,2, .... (p, R)-cyklus mod S v T’ [kdyz T'= R : (p, R)-cyklus
mod S; kdyz S =0: absolutni (p, R)-cyklus v T; kdyz S=0, T = R:
absolutni (p, R)-cyklus| je funkce, jejimz oborem je mnozstvi viech siti
v R a jejiz hodnota CF (1) v kazdé siti 1 jest (p, )-cyklus mod Sv 7,
pli demz je splnéna ndsledujici podminka: Je-li B zjemnéni sité 1, je-li
w = Pr. (B, ), pak 7 C? (1) ~ C? (1) mod Sv 7. Na bliz§i volb& pro-
jekee 7 nezdlezi podle III 7.
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(», R)-cykly budeme znagiti C?, C,#, D», I'? atp. Kdyz na pf. Cr
znamend (p, R)-cyklus mod §v T, pak p¥i kazdé siti 11 znamens C? (1)
p¥islusny (p, N)-cyklus mod S v 7' (hodnotu funkee C? v siti U).

1-1. Necht C° je absolutni (0, R)-cyklus. Cislo J [C0 (U)] (v.1L6) je
nezdvislé na volbé siti 1.

Budeme pséati J (C°) =J [C° (N)].

Diakaz. Necht U, U, jsou dvé dané sité. Necht (v. III 4-1) U,
je zjemnéni obou siti 11; a 1,; necht 7wy = Pr. (113, ), 7, = Pr. (115 11,).
Pak jest m; C° (U3) v C°(1,), 7, C°(U;) o C° (Uy), tedy J[C° (1) =
=J[C°11,)], J [C°U) =J[C° (Uy)] podle II 6 (1), 11 a 17 (3).

Jsou-li C? a D» dva (p, R)-cykly mod S v T'a jeli a e R, definu-
jeme (p, R)-eykly Er = Cr + D»?, I'’=q C? mod S v T takto:

Er()=Cr M)+ Dr (1), T*(N)=1a C? (1) pro kazdou sit 1.
Vzhledem k témto definicim tvo¥i (p, R)-cykly mod S v 7 modul.

2, Kdyi C? je (p, R)-cyklus mod S v T, pak C* © 0 mod S v T
znamend, ze v C? (1) o Omod S v T pro kazdou sit U. Jsouli C? a
Dr dva (p, R)-cykly mod S v T, pak C? ~ D? mod S v T znamend,
e CP — D?~ 0 mod S v T, tedy ze C?(U) ~ D? (1) mod Sv T pro
kazdou sit 1.

Mnozstvi N* viech (p, R)-cykld mod S v T homologickych s nulou
mod S v T ziejmé je podmodul modulu NP vSech (p, R)-cykla mod
S v T. Tedy (v.124) také M» — N? je modul, jehoZ hodnost oznadime
B* (R, T, S). Klademe B» (R, S)= B* (R, R, S), B* (R)=B* (R,0)=
= B’ (R, R, 0). Cislo B® (R, S) nazyvé se p* relationi Bettiovo cislo
prostoru B mod S. Cislo B?(R) nazyvi se p absolutni Bettiovo éislo
prostoru R.

Podle I 18, 16 a 17 plati:

2:1. Jest B* (R, T,S)=0, kdy? ‘a jen kdyé kasdy (p, R)-cyklus
mod- S v T je homologicky s nulow mod S v T.

22, Jest B* (R, T,S)=m(=1,2,3,...), kdyé a jen kdyZ existuji
(p, R)-cykly Cr(1<i<m) mod S v T takové, Ze: 10 kaidému (p, R)-
cyklu I’ mod S o T lze piitaditi raciondlni disla ry,. .., 7, takovd, Ze
I? o Z7; G mod 8o T; 20 37y O o 0 mod 8o T implikuje ry — . .. —

i=1 i=1
=7, =0.

2:3. Jest B? (R, T,8)= 0, kdys a jen kdys existuje nekonecnd po-
sloupnost Cy?, Cy?, Cs?, ... (p, R)-cykla mod -Sv T takovd, Ze, kdykoli

% 7,020 mod SoT (m=1,2,3,...,7:eR), jest ry —=...=r,=0.

3. Necht S a T jsou uzaviend v R a necht ScT.

Necht 11 je sit v R;necht 1, je sit v T'; necht 11, = T'1 (v. III 5).
Necht U, Ug, .++y Uy jsou ty vreholy sité 11, které protnou I'; pak
TU,;, TU,, .. TU jsou viecky vrcholy sité 1,; pro 4 :|: kjest U; &= U,
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mize viak byt TU; = T'Us. Jeli CP M) =2,y ;. ., (U, Uyy -5 Uyp)
libovolny (p, )-fetéz v T, pak (v.IL 16) Z7, , . . .y, (TUVD, TU,,...,TU0,,)
je (p, Ug)Tetéz, ‘ktery oznaéime (11|11,) CP (11) Zrejmé operace (11| 11,)
je homomorfni zobrazeni modulu vSech v T lezicich (p, Il)-fetézd na
modul viech (p, 11,)-Fetézt, Zre_]mé

J[C0 ()] = J[(1L[ 1) C° ()] @

Ziejms
kdys C» (1) je (p, W)-cyklus mod S v T, pak

M| u,) C? () je (p, U,)-cyklus mod S. )

Obréceni neni’ vZdy spravné, ziejmé viak
kazdému (p, Uy)-cyklu Co? (1,) mod S lze prifaditi ( p, )-cyklus
Cr () mod S v T takovy, Ze
: | 11,) O () = C,» (U,). 3
Dl plat, 2o M 1,) €2 () = Cp* () ®)
Jsou-li CP(1) a D? () dva (p, W)-cykly mod S v T, pak
Ce(l) > De () mod S v T, kdys a jen kdys

(11| ) Ce (1) ~ (| 11,) D2 (1) mod S. (4)

‘Dikaz Kdyz C?(1)~D? (1) mod S v T, zfejms (11 | ;) C? (1) v
(| U,) D° (1) mod S. Necht tedy (I|U,) C? ()~ (U|U,) D* (1)
mod S. Necht T'(U) je podkomplex sité Il definovany jako ve III'3; jeho
vreholy jsou Uy, Uy, ..., Ua. Muzeme pfedpoklddati, ze 77Uy, TU,, .. .,
TU, jsou mezi sebou razné, a ze kazdéma i (1< i< m) lze prifaditi
f () (1 <i<n) tak, ze TU; = TUy; jest oviem f(§)=1i pro 1 < i< m.
Pro 1 < i< m necht #; Uy = U, w, U; = Uy(;). Snadno vidime, Ze 7, a 77,
jsou dve sousedni simplicidlni zobrazeni komplexu 7'(11) do komplexu
T (1), takze podle IT 18 (6) a (7) existuje (p + 1, U)-Fetéz P [C? (1) —
— Dr ()] a (p, W)-fetéz PF[C> (1) — D?(1)] (ktery odpadne pro p=0)
takové, Ze

P[C? (W) —D? ()] =, [C° () — D* (W)] —
— (07 (@) — De ()] — PFC* (W) — De (1L)-
Jeito Ce() — D* (W) c T, F[C? () — D? ()| c S, je tedy
Cr (1) —D? (M) v,y [CP () — D ()] mod S v 7.

Jezto (1| Up) [C? (1) —- D? ()] ~ 0 mod S, vychdzi snadno z definice
operace Ty, Ze 7y [OP (1) — D? ()]~ 0 mod S v T, takze C¢ (1) —
—DP(U)~>0 mod S v T.

Necht B je zjemnéni sité 1, takée By =T B je (IIL 51) zjemnéni
sité U, ' '

Necht w="Pr. (B, N), #’=Pr. (B,, Uy). Necht C? (B) je (p, B)-
cyklus mod S v T. Pak
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(| Up) 7 C? (B) > 7' (B]B,) C° (B) mod S, )

Dikaz Necht Vi, Vs ..., Vi jsou ty vrcholy sité B, které
protnou 7' Jsou to tedy vreholy komplexu T (8B) (v. LIL ). Mohu pted-
poklaidatl, te TV, ...,TV, jsou mezi sebou rizné, a ze ‘kazdému
(1L i m) lze phfadm f@ A<f6E) <n) tak, e T'V; = TVy; jest
f(z)_z pro 1< i< n. Pro 1<i<m necht w, Vi=T=xnV, 7 Vi=
=T % Vyy. Ziejmd m, a m, jsou dvé sousedni SImphcléIm zobrazeni
komplexu 78 do sité U, Pro 1<é<n polozme &' TV, =T Vy);
pak ' =DPr. (B, Uy); podle IIT 7 stadi vésti ditkaz pro tuto volbu
projekee ' '

Podle II 18 jest

FPCP (B) = my O (B) — 7, C? (B) — PFC* (),

kde posledni ¢len odpadne pro p —0. Aviak PF(? (B) < 8, m, C° (B) =
=U|U,) 7 C?(B), 7, C? (B) =’ (V| By) C? (B).

Necht C? je (p, R)-cyklus mod S v T. Necht W, a U, jsou dvé sité
v B takové, 3¢ TNy = T Uy =W,. Pak jest

W, | ) €2 () ~ (U | ) € (1) mod §S. (6)

Dukaz. Necht (III 4-1) sit U,y je zjemnénim obou siti U, a 1,
takze (ILI 51) sit B,=T1; je zjemnénim sité 1,. Necht v; — Pr. (I3, 1),
7wy=Pr. (U3, U,), 7’ =Pr. (By, Uy,). Jeito C? je (p, R)-cyklus mod S v T,
je OP (1) o, C? () mod 8 v T, Ce(lly) o, CP(1l;) mod S v T,
takze podle (4)

(11, | ) €7 (1) ~ (1L | W) 774 C° (1) mod S,
(U] 1) C? (U) > (11| 11,) 72, €7 (1) mod S.

Aviak podle (5)

(W[ Uo) 72, C? (W) v 72" (1 By) C? (115) mod S,
(1, Uy) 7w, Cr (U3) o 7" (113]B,) C? (113) mod S,
takze (U,|U,) C? (Uy) ~ (3| U,) Cr (115) mod S.

4. Necht opét S a T jsou uzaviend v B a ScT. Podle III 52
miZeme kazdé siti I, v 7' piifaditi sit ¢ll, v B tak, Zze U, =T ¢,
Funkce @ neni oviem jednoznaéné uréena.

Necht C? je (p, R)-cyklus mod S v 7. Kazdé siti 11, v T p¥ifadme
(p, Ug)-Fetéz Cpf (1)) = (¢ U, |Uy)) C? (p1,). Podle 3 (2) Cpr (U,) je
{(p, U,)-cyklus mod S. Necht B, je zjemnéni sité 11, ; necht 7’ =DPr. (B,, U,).
Podle III 53 existuje zjemnéni 2B sité ¢ 1, takové, ze T — B,.. Necht
w="Pr. (B, ¢1,), takze w C? (W) ~ C? (¢ U,) mod S v 7, tedy podle 3 (4)

(9 Uo| o) 7 O (TB) ~ Cy? (1) mod 5.
Aviak podle 3 (5)
(U | o) 7% C7 (W) ~ 7 (TW|B,) 2 (T8) mod 8,
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a podle 3 (6) je (TW|B,) C? (W) ~ Cy? (B,) mod S, tedy podle III 6
' (B |B,) Cr (W) ~ ' Cy? (By) mod S,

takze 7’ Cy? & Cy? (1) mod S. Tedy fetézy Cy? (1) definuji (p, 7)-cyklus
Cy* mod S; piseme Cy? = (R|T) C~. '

Obricené necht Cy? je (p,T)-cyklus mod S. Je-li U libovoln4 sit
v R, zvolme podle 3 (3) (p,U)-cyklus C? (1) mod S v T tak, aby bylo

1| TW) Cr () = Cp? (T1D).

Necht sit B je zjemnénim sité 11; necht 7 = Pr. (B, ); necht (v. III 51)
a' = Pr. (T8, TN). Pak jest

7" O (TDB) ~ Oy (T1L) mod S,
7' (B TB) Cr (B)~ (11| TU) Cr (1) mod S.
Avsak podle 3 (5)
7' (B|TB) Cr (B) ~ (1| TU) 7 C? (B) mod S,
(U|Tw) = Cr (B) ~ (1] T11) C? (11) mod 8,

tedy podle 3 (4) 7w Cr (B)~ C? (1) mod S v T, t. j. Fetézy C» (1) definuji
(p, R)-eyklus Or mod S v T. Ziejmé (R|T) Cr = Cy.

Tedy operace (R|T) je zobrazeni modulu %, viech (p, R)-cykla
C? ;mod S v T na modul ', viech (p,T)-cykla C,» mod S; zfejmé
toto zobrazeni (z4vislé na volbé funkce ¢) jest homomorfni. Necht 9,
je modul téch C,, jez jsou ~0 mod S v T'; necht N, je modul téch
Cy?, jez jsou ~0mod S. Kdyz CreN,, podle 3 (4) zFejmé (R|T) Cr e N,
Obrécené necht Cp?» = (R|T) C? e N',; dokdZeme, ze C?e M, Necht U
je libovolnd sit v R; mdme dokdzati, Ze C? (1)~ 0 mod S v 7. Necht
Uy= TU; necht 1; = ¢l Podle 3 (6) (11,]1,) C? (1)~ (1|U,) CP(11)
mod S; aviak (U;[U,) C? (U;) = Cy? (Up) ~0 mod §; tedy (U |U,) C7 (1)
mod S, tedy C? ()0 mod S v T podle 3 (4),

Z prévé dokdzaného vysledku nésleduje z¥ejmé, Ze operace (R|T)
definuje isomorfni zobrazeni modulu I, — N, na modul I, — N,.
Ze 3 (6) ndsleduje snadno, Ze tento isomorfismus je nezdvisly na volbg
funkce ¢. Aviak hodnost modulu I, — N, jest B? (R, T,S) a hodnost
modulu I, — N, jest B? (T, S). Tedy

Br(T,8)=Br (R, T, S) (1)
Br (T)= B (R, T,0). (2)

5. Necht R je prostor. Necht S a T jsou uzaviend v R a necht ScT.
Necht kazdé siti W v grostoru R je pritazen linedrni systém (v. I 26)
@ (W) vehledem k modulu M, (W) vsech (p, W)-cykle mod S v T. Je-li B
gjemnénd sité N, je-li w=Pr.(BV,N) a jeli Cr (B) e & (B), necht ewistuje

£ .

takze

a zejména
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Cr () e ® () takové, de C°(N)omw C°(B) mod S v T*. Pak existuje
(p, R)-cyklus T'* mod S v T takovy, Ze pro kaidou sit N existuje
C> W) e @ (U) takové, s¢ I'» (1) C?(U) mod S v T.

Obecny dikaz tohoto teorému d4 se vyloZiti pouze s uzitim t. zv.
¢disel transfinitnich; takovy ditkaz je v kap. II, odst. 21—27 pojednéni
Théorie générale de Uhomologie dans un espace quelconque (F'undam.
Math. XIX, 1932, str. 149—183). Zde poddm dfikaz za pFedpokladu,
%e R je metricky kompaktni prostor *¥*. Pak existuje *** posloupnost {8,,}
sitf takové, Ze 1° 8,,, je zjemndni 8., (necht m, ; =Pr. (8.1, B8.);
20 je-li U libovolnd sit a je-li » dosti veliké, pak sit 3, je zjemnéni
sits U. Necht 72, 3 == 7y 1 i1 1, Tn s = T3 Tnt g1y - - -

Necht n=1,2,8,...; k=1,2,3,.... Necht %, , je mnozstvi
viech (p, 8.)-cykla C?(8,) mod S v T takovych, Ze existuje (p, 3a4x)-
cyklus 0 (8a14) € D (8n4s) mod S v T takovy, ze C? (8,) vz CP (Brta)
mod S v T. Ziejmé ¥,, mé nisledujici vlastnost, které v dalsim
uzijeme: kazdému O¢(8,)e ¥, lze piifaditi D’(8,)e ?(B8.) tak, Ze
0?(8.)~>D?(8,) mod S v T. Jeito C?(8.4x) € P (8a41), existuje pak
O (Biti+1) € P (Batrts) takovy, Ze C2(Batr) > air,1 O (Barrst 1)
mod S v T, z &hoz nésleduje C?(8,)~>u i1 C?(Bitrtq) mod Sv T
Tedy ®ni>¥nrts. ZLiejmé kazdé P, jest linedrni systém vzhledem
k modulu M, (8.). Jeito ¥, x> P, i1, Vychdzi z I 27, Ze kazdému
2=1,2,3,... lze prifaditi f(n)=1,2,3 ... tak, Ze pro k>f(n) je
Por= P s PiSme T, =%, ;).

Necht C? (8,) € ¥,. Pak pro kazdé k=1,2,3"... je C?(8.) e ¥n 1
takze existuje 0.2 (8,41) € P (8.41) takové, ze C?(8.) > mn i Ci? (8. 1)
mod 8 v T. Polozme D?(8.11) =nt1,s(n+1) Cortnt1)+1 (Bat14s(nt1)
Pak jest D?(8ny1)€Pniy & C°(8y) >, D?(8ayy) mod S v T

Zvolme I'?(8,)e ¥, libovolné. Je-li ui sestrojeno I'”(8,)e ¥,,
mfzeme podle pravé dokdzaného vysledku udati I'? (8,4.;) e ¥, 4, tak,
Ze I'? (8,) >, 1 I'" (8,44) mod § v T. Tim je rekurentné vytvoiena
posloupnost {I'?(8,)} takové, ze I'?(8,)e ¥, I'?(8.)~>nr I'? (8aix)
mod S v T pro n,k=1,2,3,... Podle vySe uvedené vlastnosti
mnozstvi ¥,, muZeme kazdému # piiFaditi C?(8,) e @ (8. tak, Ze
I»(8,)~C?(8,) mod S v T.

Necht nyni 1 je libovolnd sit v R. Je-li U =3, pro néjaké =, je
I'» (1) jiz definovdno. V opaéném piipadé zvolme n tak, 7e 8, je zjem-
néni sité U a polozme I'* (N) =7 I'?(8,), kde # = Pr. (8., ). Pak jest
rr() w02 (8,) mod Sv T, C?(8,) e (8.), takze existuje C (11) e & (1)
takové, ze I'* () ~ C?(U) mod S v T.

Necht sit B je zjemnéni sité 11; necht 7z = Pr. (B, U). Pak existuji

# Podle III 7 tento pfedpoklad je nezdvislf na volbé projekce .
## Definice metrického kompaktniho prostoru jest uddna na pf. v kap. II, odst. 1
dldnku Uzits teorie homologie na teoris souvislosti, kter§ vyjde v téchto Spisech.
#%% V, tamtéz, kap. II, odst. 11.
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n, m takovd, Ze. B, je' zjemnéni U, Ze-3, je'zjemnéni B a zZe I (1) ==
=" T? (8n), ' (B)=n" I"? (8,), kde 7’ = Pr. (8,,, ), 2" = Pr. (8m, B)«
Necht & > n, h >.m. Pak jest 2 (8,) o 7y sy, I? (8,,), Irr (8, ~
© T, j—m T2 (8), tedy I'? (B) 2" 7y TP (8a) mod Sv T, T (1)

~ 7 TP (8s) mod S v T. Podle IIT 7 je 7' 7wy 5 I'? (8s)
© A" pe TP (8) mod Sv T, tedy I'*(U) © 7w I'? (B) mod S v 7.
Tedy fetézy I'? (1) definuji z4ddany (p, R)-cyklus I'? mod S. v .T..

6. Z 1 a III 8 a 10 nésleduje, Ze, kdyé C? je (p, R)-cyklus mod
S v T a kdys U je libovolnd sit v R, gak Cr- (1) je podstatny (p, N)-
cyklus mod S v T. Obricend plati:

6'1. Necht U, je sit v R. Necht Cy? (110) Jje podstatny (p, Uy)-cyklus
mod S v T. Pak existuje (p, R)-cyklus I'* mod S v T takouvy, ze I'r (1) =
= Gy (Uy).

Dikaz Necht B je libovoln4 sit. Necht & (B) je mnozstvi viech
(p, B)-cykli 01’ B) med Sv T majicich nés]edupcx vlastnost: Ex1stu3e
sit B, kterd je ZJemnenlm obou siti B a By, a (p, B')-cyklus D? (V') mod
S v (T takovy, ze C? (L) ~ 7/ D? (B') mod Sv T, Cp? (By) ~ 'y D? (%’)
mod S v T, kde ' =Pr. (%', B), #, = Pr. (B, By). Jeito 001’ Uy) je

odstatny (p, U)-cyklus mod S v T, ztejmé & (B) £ 0. Ziejme & (B)
je linedrni systém vzhledem k modulu viech (p,®)-cyklda mod S v 7.
Zyejmé C? (Uy) e @ (U,), kdyz a jen kdyz C? (y)~ Cy? (1) mod S v. T,

Necht sit B je zjemndni sité 11; vzhledem k siti B podrime do-‘
savadni oznaceni. Necht = = Pr. (% ). Podle III 6 jest = C” (B) ~
~ i’ D? (B') mod Sv T. Tedy O (B) e & (B) implikuje & C7 (B) e (W)

Podle 5 existuje ( p, R)-cyklus I'* mod S v T takovy, ze I'* (1) e @ (U)
pro kazdou sit U. Zejména I'? (11y)  Cp? (U,) mod S v T, takze mlizeme
predpoklédati, ze I'? () = Cp? (1,).

7. Jeli N sit v R, ozna¢me I, (1) modul viech podstatnych
(p, W)-cykla mod S v {T'; N, (1) necht je podmodul modulu PN, (1)
sklddajici se z téch Cr (1) e M, (U), jez jsou ~0 mod S v 7. Necht
N, je modul viech (p, R)-cykli mod S v T; N, necht je podmodul
modulu M, sklddajici se z téch CreIM,, jez jsou ~ O mod S v 7.
Modul I, (U) — N, (U) (v. I 24) je z¥ejmé koneény; jeho- hodnost
ozna¢ime B,” (U, S, T). Piteme B> (U, §)= B> (U, S, R), B> ()=
= B,*» (1, 0, R). Cislo B,? (11, S) nazveme p* redukované relativni Bettiovo
¢islo sité U mod S; &islo B,? (1) nazveme p* redukované absolutni Bettiovo
¢islo sité U. Slovo redukované vztahuje se na okolnost, ze do. I, (U)
bereme pouze podstatné (p, U)-cykly mod S v T.

Z 6 soudime snadno, Ze modul I, (1) — 9N, (1) je homomorfni
obraz modulu I, —N,, takZe podle 23 je B,» (U, S, )< B? (R, S, T)
(v. 2). Snadno se dokédzi véty: '

71. Kdys B* (R, S,T) je koneéné, pak B> (5 S, T)= B (R; S, T),
pro vecky dosti jemné sité .
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» 7-2. Kdys B* (R, 8, T) = c akdys m=1,2,8, .. ., pak B* U; S, T)
> m pro vSecky dosti jemné sité .
Podle 111 91 jo (v. I 18 a III )

B , S, T)=B"[u(T),u S (1
B, (1, 8)= B[, U(S)], B, (W)= B’ (). @

8. Pocet komponent prostoru R roond se B° (R)
Diikaz. I Necht B mi nekonedné mnoho komponent Necht

specielné

m=1,2,8,... Podle M 18* ex1stuJe rozklad R = 5] U s neprézdnyml

i=1
* M znamend-tldnek citovany ve III 1.

odd&lenymi séitanci (v. M 7), kde n > m. U, . .. U jsou_vreholy sits 1
Podle II 15 ziejm& B'(U) = n. Tedy B’ (R) _‘w podle 71,72 a (2).
II. Necht B m4 koneény podet komponent; ozna¢me je K;(1 <z<m)

Podle M19 R = Z’ K; s oddélenymi scitanci = 0. Tedy B°(R) = m, kde

R je sito vrcholech K, ..., K, Necht 11 Je hbovo]né sit v B; rozdélme
vreholy sité 11 v oddélend skupmy (v. I 15); jsou-li S, - oy Sa souéty

vreholtt z jednotlivyeh skupin, je zfejmé R — 2 S; s oddélenymi séitanci;

takze zfejmé n<m; tedy B° (1)< m podle II 15 Tedy B (R)=m podle
71,72 a (2)

9. Necht R je prostor. Necht I, je modul viech: absolutmch (0, R)
cyklu C°. Necht Ty, je modul téch C°, pro n&# J (C°) = 0 (v. 1'1). Necht
Ny je modul téch C° jez jsou ~ 0. Pak My, je podmodul modulu M,
a (podle IT 11) RN, je podmodul modulu Myo. Oznacme B,° (E) hodnost
modulu My, — N,.

91. Kdyé R =0, pak B,* (R) = B0 (R)=0:. Kdyz B (R) = pak.
B°(R)= 0. Kdyé R=40 a B, (R)=m(=0,1,2, ...), pak B*(R)=m+ 1.

Dikaz. Prvé tvrzeni je ziejmé a druhé nésleduJe z 1 19. Necht
tedy B =0 a necht My, — Ny je koneény modul. Nechi C° G, ...,
Cr° je base modulu My, — N,. Necht a e R. V kazdé siti U zvolme vrechol
U tak, ze ae U a polozme C°(1)= (U). Ziejmé Fetézy C° (1) definuji
absolutni (0, R)-cyklus C° takovy, ze J (C°) = 1. Z¥ejmé C°, C,% ... C,°
je base modulu M, — Ny, takie B (R)=m + 1.

Obdobné pro T uzaviené v R, definujeme ¢&islo By’ (R, T, 0). Podle
3(1) a 7(2) jest

B (R, T, 0) = By® (T). (1)

10. Necht R je prostor. Nechi S jest uzaviené v R. Necht p —0,
1,2, .... Necht a e S. Litery U, V, W znamenaji mnozstvi oteviend v R
a obsahujici bod a.

Necht V.c U. Necht %, znamend mnozstvi viech .(p, R)-cykla C»
mod (§— U) v S; necht B, znamend mnozstvi viech téch C», jez jsou
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~ 0 mod (§— V) v 8. Pak ¥, je modul a B, je jeho podmodul. Hod~
nost modulu ¥, — B, oznadme B, (V, U; S, R).

Kdyz Wc VeU,ztejmé 8, (W, U; S, R)< 6,(V, U; S, R). Z toho
nésleduje snadno, Ze, kdyZ U je ddno, mohu zv oliti V'c U tak, Ze pro
viecka Wc V d&slo 8, (W, U; S, R) ma pevnou (na W nez4vislou) hod-
notu, kterou oznaéime @, (a, U; S, R).

Kdyz Wc VU, ztejmé 8, (W, V; S, R) > 8, (W, U; S, R). Tedy>
kdyz VcU, jest B,(a, V5 S,R) 28, (a, U; S, R). Z toho nésleduje
snadno, Ze jsou t¥i mozné piipady:

I. Existuje m (=0, 1,2,...) a U takové, ze @,(a, V; S, R)=m
pro viecka V< U. Tu klademe @, (a; S, R) = m.

IL Cislo B,(a, V; S, R) je kone¢né pro viecka V, ale pii libovolns
daném m(=0,1,2,...) existuje U takové, ze @, (a, V; S, R) > m
pro viecka Vc U. Tu klademe 8, (a; S, R) = w.

III. Existuje U takové, ze @,(a, V; S, R) = o pro viecka Vc U.
Tu klademe @, (a; S, R) = oc.

Symbol @ povaZujeme za menii nez symbol oo, ale za v&tsi nez
kazdé, m(=0,1, 2, ...).

Klademe @, (V, U; R, R)=§,(V, U; R), B, (a, U; R, R) =
= @, (a, U; R), B, (a; B, R) =8, (a R).

Z diskuse provedené v odstaveich 3 a 4 nésleduje snadno, Ze
B, (V, U; 8, R)=P,(V, U; 8), By(a, U; S, R)=B,(a, U5 5), B, (a; S, R)=
=0, (Va’ 8).

Cislo 8, (a, R) nazyvd se p* lokdini Bettiovo ¢éislo prostoru R
v bodé a.

Snadno se dokdze, Ze, kdyz S; a S, jsou uzaviend v R, kdyz
aeS S, kdyz existuje mnoistvi U oteviené v R a takové, Ze ae U,
US;=1US8, je 8,(V,U; S, R) =8, (V, U; 8, R) pro vieckaV takovs,
ze ae Vc U. Z toho nésleduje, Ze

* Bs (a, 81) = 85 (@, Ss)- 1)

11. Necht R je prostor. Necht a e B. Kvasikomponentou prostoru R
uréenow bodem a rozumime mnozZstvi [v dalsim oznadené- @ (a)] vSech
bodt e R majicich ndsledujici vlastnost: Kdyz R—= A4 + B s oddsé-
lenymi séitanci (v. M7, kde M znamen4. opdt ¢ldnek citovany ve III 1),
kdyz ae 4, pak ze A. Zfejmé ae @ (a).

Z M 11 nésleduje:

11:1. Komponenta prostoru R obsahujici bod a je cdsti kvasikom-
ponenty prostoru B urcené bodem a.

112, Kaidd kvasikomponenta prostoru R jest uzaviend v R.

Dakaz. Ziejmé @ (a) =IIA, kde A probihd vSecky d&dsti R
takové, Ze 10 ae 4, 2° soudet 4 4 (B — A) m4 oddélend s¢itance. Jezto
(v. M7) kazdé A jest uzaviené v R, podle M 14 také @ (a) jest uza-
viené v R.
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11°3. Kady bod prostoru R je v jediné krasikomponenté prostoru R.
Dukaz Necht be @ (a). Stadi dokézati, ze @ (a)= @ (b). Stadi
dokonce odvoditi, ze @ (a) c @ (b), nebot pak ae @ (b), takie také
'@ (b)c Q(a). Necht z e @ (a) a necht R = A -+ B s odd8lenymi stitanci,
kde b ¢ A. Mdme odvoditi, ze z € 4. Kdyby bylo a4 e B, bylo by ¢ (a)<c B
podle definice @ (a), tedy beB, coz je spor. Tedy ae 4, takie podle
definice @ (a) jest @ (a)c 4, tedy ze A.,
11'4. Kdys prostor R md konecny pocet kvasikomponent *, pak
jeho komponenty jsou identické s kvasikomponentami.

Dtkaz. Necht R — 3 @ (#;), kde kvasikomponenty napravo jsou
i=1

mezi sebou rézné. Pcdle 11'1 a podle definice komponenty stadi uké-
zati, Ze na p¥. mnoZstvi @ (a;) je souvislé. Predpoklddejme opak. Pak
Q (a;)=A+ B, kde 4 a B jsou uzaviend v @ (a,), ;e d, B0,
AB=0. Podle 11'2 a M5 mnoZstvi 4 a B jsou uzaviend v R, Tedy

R— A+ [B+320Q(@)] s oddslenymi sditanci (v. 11:2). Jeito a, ¢ 4,
i=2

podle definice @ (a,) jest @ (a,)c 4, tedy Bc 4, coz je spor, nebot
B30, AB=0.

11'5. Kdys R je metricky kompakini prostor, pak jeho komponenty
jsou identické s kvasikomponentams.

Dtkaz. Podle S$II9 (S znamens ¢ldrek Uziti tecrie homologie atd.
citovany v 8) z kazdého nekonecného systému v R otevienych mnozstvi
pokryvajiciho R Ize vybrati koneény pocet mnozstvi pokryvajici R. Podle
SII3 kazdé v R uzaviené mnozstvi md stejnou vlastnost.

Opét staéi ukdzati, ze mnozstvi @ (a) je souvislé. Predpoklédejme
opak. Pak ¢ (a)= A -+ B s oddélenymi sditanci 3= 0, kde a e 4. Mnozstvi
A a B jsou uzaviend v (a), tedy podle 112 i v R. Mimo to AB=0.
KdyZ z e B, pak mnozstvi () jest uzaviené v R, mnozstvi B — 4 jest
oteviené v R a jest (#)c R — A. Tedy podle odst. 10 a 16 ¢ldnku Pri-
sgévek & teorii dimense (Casopis p. p. m. a f., LXII, 1933, str. 277—291)
existuje v R oteviené U, takové, ze ze U,c U,c R— A. Kdy# « pro-
bihd B, mnozstvi BU, jsou oteviend v B a pokryvaji B. Jeito B jest
uzaviené v R, existuje konedny pocet bodt zy, z, ..., T, € B takovych,
ie X U, > B. Necht C = g’ ﬁ‘”i_ 2 U, Pak mnozstvi C jest uzaviené

i=1 i=1 i=1
v R ajest AC=BC=0, tedy CcR— @ (a). Tedy kazdému y e C Ize
piitaditi rozklad R = H, 4 K, s oddélenymi séitanci takovy, Ze ye K,
kdezto ae H,, tedy @ (a)c H,. Mnozstvi K, jsou (v. M 7) oteviend v B
a pokryvaji C. Jeito C jest uzaviené v R, existuje konetny pocet bodt

. n
Y1r Yoy + - s Yn € O takovyeh, ze X K, > C. Jeito
j=1

* Tedy (v, 11°1) tim spi¥e, kdyZ R mé kone!ny polet komponent.
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C=2U,;— 2U,c 3K,
=1 i=1 j=1
mohu poloziti !

M= U, +2K—2U +2Ky

i=1

Jezto mnoistvi U, a K, jsou oteviend v R, také M jest oteviené v R.
Jeito mnozstvi U, a K, jsou uzaviend v R, také M jest uzaviené v R.
Tedy R= M+ (R — M) s oddslenymi séitanci. Jezto ae 4, U,c R— A4,

aeH,, H K,=0, jest ae R— M. Tedy @ (a)c R— M podle definice
Q (a). Tedy Bc R — M, jeito Bc @ (a). Aviak Bc Z?U,,,.CM. Tedy
i=1

BcM R —M), t. j. B=0, coz je spor.

11'6. Necht K je Lomponenta metrického kompaktnihoYprostoru R.
Necht @ jest oteviené v R; necht K c G. Pak existuje rozklad R—A + B
s oddélenygmi séitanci takovy, 4e Kc Ac G.

Dikaz. Necht ae K, takze K= ¢ (a) podle 11°5. Kdyz ze R — G,
jest x e B — @ (a), takse existuje rozklad R = U, + ¥, s oddélenymi
séitanci takovy, Ze xe V,, kdezto ae U, tedy K= @ (a)c U, Kdyz z
probihd R — @, mnozstvi (R — G) ¥V, jsou oteviend v R — G a pokry-
vaji R— @G. Jeito R — @ jest uzaviené v R, podle SII 8 a S IT 9 existuje

koneény poéet bodi :vl, Zgy .+ .y &y € B— @ takovyeh, Ze 2 V ;2B —G.
Polozme HU =4, b5 Ve;= B. Jesto U, a V, jsou otevrenévR také

i=1 i=1

4 a B jsou oteviend v R. Jeito B = U, + V,, jest R= A4 + B. Jeito
U,V,=0, jest AB=0. Tedy R—= A4 + B s oddélenymi séitanci. Jezto
KcU, jest Kc A. Jeito BoR— G, AB=0, jest Ac G

12, Necht R je prostor. Necht ae R. V kazdé siti 11 mohu zvoliti
vrehol U tak, Ze a e U. Kdyz U probihd vSecky sité v R, vidime snadno,
ze (0, N)-simplexy (U) definuji absolutni (0, R)-cyklus, ktery oznadime
{a}. Ziejmé {a} lezi v (a), kde (@) znamen4 mnozstvi obsahujici jen bod a.

(0, R)-cyklus' {a} neni bodem @ jednoznadng urden, jsou-li viak
{a}s, {a}s Av& jeho hodnoty, dokdZe se snadno, Ze {a};~fa}s v (a).

Ziejmé J ({a}) = 1.

12'1. Necht R je prostor; necht ae R, be R. Body a a b jsou
ve stejné kvasikomponenté prostoru R, kdyé a jen kdys {a}~o{b}.

Dikaz. Necht {a} = C°, {6} = D"

I. Necht C9~D°. Necht R = U, -+ U, s oddélenymi séitanci; necht
ae U,. Méme dokdzati, ¢ be U;. Mnozstvi U, a U, jsou oteviens
v B a tedy tvoii sit 11 v R. Jeito C°~D? existuje (1, U)-Fetéz
Er()=C°(1) — D° (). Aviak sit U m4 ¥4d O; tedy E!(11)==0,
takze C°(U) =D°(U). Jezto ae Uy, U; U, =0, jest C° (11) = (U). Tedy
D* () = (U,), takZe be U,.
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II. Necht @ (a) = @ (b). Necht U je sit v R. Mdme dokézati, Ze
C° (1) » DO (U). Nechi C° (1) = (U"). Necht &, je systém tdch vrcholt
U sité 1, pro néz plati (U) o (U); necht &, je systém ostatnich vrehold
sité U. Nechf A4 jest soudet viech prvki systému &,; necht B je soudet
viech prvkd systému ®,. Pak mnoistvi 4 a B jsou oteviend v E a
jest R=A 4 B. Kdyz ce AB, existuji U,e®, a U, e P, takové, Ze
ce U; U,. Pak (U, U,) je (1, W)-simplex a (Uy, Up) = (U;) — (U,), takze
(Uy) ~ (Uy). Jezto U, e By, jest (Uy) o (U”); tedy (Uy) > (U, t. j. Uge By,
coz je spor. Tedy 4 B=0, takze R—A4 + B s oddélenymi séitanci.
Jezto ae U'c 4, jest Q (a) c A podle definice @ (a). Jeito @ (a) = @ (),
jest be A. Tedy existuje U” e ®; takové, ze be U’. Jeito be U,
jest (U)o D). Jezto U” e dy, jest (U)o (U)=C°(11). Tedy
Co (1) ~ D° ().

13. Necht p =0, 1, 2,.... Prostor R nazveme acyklicky 7ddu p
1° pro p =0, kdyz B,°(R) =0 (v.9); 2° pro p>1, kdyz B* (R)=0
(v. 2).

Podle 8 a 91 prostor R jest acyklicky #ddu O, kdyé a jen kdys
Je prdadny nebo souvisly.

14. Necht R je prostor. Necht S jest uzaviené v R. Necht p =0,
1,2.... Necht g eS. Litery U, ¥V, W znamenaji mnozstvi oteviend v R
a obsahujici bod a.

Necht V' c U. Necht €, znamens mnoZstvi vSech absolutnich (p, R)-
eyklt I'* v SV; pro p=0 predpokliddme jeits, ze J (%) = 0. Necht
D, znamend mnozstvi téch I'?, jez jsou ~0 v SU. Pak €, je modul a
D, je jeho podmodul. Hodnost modulu €, — D, oznadme y, (V, U; S, R).

Kdyz Wc VcU,ztejmé y, (W, U; S, R) < 7,(V, U; S, R). Z toho
nésleduje snadno, Ze, je-li U ddno, mohu zvoliti ¥V c U tak, Ze pro viecka
WcV éislo y,(W,U; S,R) méd pevnou (na W nezavislou) hodnotu,
kterou oznadime 7, (a, U; S, R).

Kdyz Wc VU, ziejmé y, (W, V; S, R) >y, (W, U; S, R). Tedy,
kdyz Vc U, jest y,(a, V; S, R) > v, (@, U; S, R). Z toho nésleduje snadno,
Ze jsou tii mozné pFipady:]

L. Existuje m (=0,1,2,...) a U takové, ze y,(a, V;S,B)=m
pro viecka Vc U. Tu klademe y,(a; S, R) = m.

II. Cislo ¥ (@, V3 S, R) je konecéné pro viecka V, ale p¥ilibovolné
daném m (=0, 1,2,...) existuje U takové, zZe y,(a, V; S, R) > m pro
viecka V¢ U. Tu klademe 7, (a; S, R) = o.

III. Existuje U takové, Ze y,(a, V; S, R) =0 pro viecka ¥V c U.
Tu klademe 7, (a; S, R) + oo.

Klademe y,(V, U; R, R)=y,(V,U; R),7,(a, U; B, B) =y, (a, U; R),
7 (a; B, B) =7, (a, B).

Z diskuse provedené v odst. 3 a 4 nisleduje snadno, Ze y, (V, U; S, R) =
=7, (V,U;8), 75 (a4 U; 8, RB)=1,(a, U; 8), 5 (a; 8, BR) =7, (a, 8).
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Pravime, Ze prostor R je v bodé a lokdlné acyklicky Fddw p, kdy#
Ve (a, R) =0.
Snadno se dokdze, Ze, kdyz S; a S, jsou uzaviend v R, kdyz
a e Sy Sp, kdyz existuje mnozstvi U oteviené v R a takové, ze ae U, US; =
= U8, je 7»(V,U; Sy, R) =1y, (V, U;Ss, R)fpro viecka V takovs, ze
ae VcU. Z toho nésleduje, Ze

Vp (a” Sl) =7r (a) S2)~ (1>

15. Prostor R nazyvdme reyuldrni v bodé a e R, kdyZ m4 nésledu-
jici vlastnost: Je-li U oteviené v R a je-li ae U, existuje mnozstvi V
oteviené v R a takové, ze ae Vc Ve U.

Podle D 10 (D znamen4 pojednéni citované v ditkaze véty 11°5) plati:

151. Normdlni prostor je v kaédém svém bodé reguldrni.

Tedy podle D 16 plati:

15°2. Metricky prostor je v kaédém svém bodé reguldrni.

16. Necht p=20,1,2.... Kdys prostor R je reguldrni v bodé a,
je budto y,(a, R)=0 nebo ¥, (a, R) = cc.

Dikaz. Necht y,(a, R)>1. Pak existuje v R oteviené U ob-
sahujici bod @ a takové, ze y,(a, U; R)>1. Méme dokézati, Ze
7p (a, U; R) = oc. Necht V jest oteviené v R a necht a e V' c U. Médme do-
k4zati, Ze y, (V,.U; R) = «. Necht naorak y, (V, U; R)=m(=0,1,2...).
Pak existuji absolutni (p, R) eykly I'p (1 < i <m, J (I'®)=0 pro p=0)

ve V takové, Ze homologle Z’ 7 I? 0 v U(r, e R) implikujery = ... =
=7, =0.
Pro kazdou sit 1 nechf P (1) je mnozstvi viech vektord (ry,7s. . ., ¥m)

(v. 19) takovych, ze Zn rr()~>0 v U. Ziejmé M (1) je koneény
i=1

modul hodnosti 2 (1) <m. Kdy% B je zjemnéni sité U, ziejmé M (B)
je podmodul modulu I (11), tedy (I 19) A (B) < h(11). Ziejmé existuje
sit 1, takov4, Ze pro kazdou sit 1 jest 2 (1) >h (U,), takze pro kazdé
zjemnéni U sité U, jest & (1) =1 (U,) a tedy (I 19) M (1) =M (Uy),
takze pro kazdou sit U jest M (1) cMU). Kdyz (ry,. . «7m) ¢ Ik (Uy),

Jest (- 7a) € T (11) pro kazdou sié 1, tedy %r,- I*~0 v T, tedy

1= ... =1,=0. Tedy homologle Z r; T'? (1, ) ~0 v U implikuje
rv=...=2,=0.

I\echt U, je vrchol sitd U, takovy, Ze aeU, Jeito R je re-
guldrni v bodé a, existuje mnozstvi W oteviené v R a takové, ze
ae Wc Wc U,U. Dvé oteviens mnozstvi U, a R— W tvoii sit 1;. Necht
(v. II 4'1) sit U, je zjemnénim obou siti U, a 11;. Jezto U, je zjemnéni
sité 11, jest Uyc U, pro kazdy vrehol U, sitd 11, takovy, ze U, W=k 0
Tedy existuje projekee 7w = Pr. (Us, U,) takova, Ze # Uy = U, pro kazdy
vrchol U, sité 11, takovy, Zze U, W 5= 0.
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Jezto 7, (a,U; R) >1, jest v, (W,U; B) 21. Tedy existuje ab-
solutni (p, R)-cyklus I';? ve W [J (I',®) =0 pro p = 0], ktery neni c 0

v U. Stadi dokézati, e homologie = 7?0 v U implikuje 7y =1, =
i==0

=...=7,=0, nebot pak y,(V,U; R)>m—|—1 coZ je spor.
Necht tedy Z‘r,PPNO v U. Pak jest Zr,I’P(llo) ~0v U. Aviak

i=0
Ty TW; tedy Iy (I1,)c W. To znamené, Ze jadro kazdého simplexu
Fetézu I'y? (1) protne W, takie pro kazdy vrchol U, kazdého takového
simplexu plati Uy W40 a tedy = U, = U,. V dasledku toho pro p>1
je wo? =0 pro kazdy simplex o7 Fetézu I'y? (11,), takze mI'y? (1) = 0.
Pro p=0 je viak =T () =r (U,) (reR); jeito J [wl° ()] =
=J [Ty’ (1,)] =0, jest »r=0. Tedy mI'y?(ll;) =0 pro viecky hod-
noty p. Aviak I () o T2 (U,) v U, takie Ty» (1) 0 v U. Jesto

am — m -
2rP(Uy) >0 v U, jest T IP(Uy) >0 v U, takde ry=... =1,
i=0 i=1

podle definice sits 11y Jeito T 7 I~ 0 v U, jest ro I'y? ~ 0 v U, tedy

i=0
7o =0 podle definice cyklu I'y.

17. Prostor R je v bodé a e R lokdlné acyklicky 7ddu O, kdys a jen
kdyé kaidému v R otevienému U obsahujicimu a lze pFifaditi v R oteviené
Vc U obsahujici a tak, e V je édsti kvasikomponenty prostoru U uréené
bodem a.

Diukaz Zfejmé R je v bodé a lokdlné acyklicky #adu O, kdyz
a jen kdyz ka?dému v R otevienému U obsahujicimu ¢ lze pfifaditi
v R oteviené Vc U obsahujici a tak, e I'°v0 v U pro kazdy ab-
solutni (0, R)-cyklus I'® ve ¥ takovy, ze J (I'?)= 0.

I. Necht V je &4sti kvasikomponenty prostoru U uréené bodem a.
Necht I'0 je absolutni (0, R)-cyklus ve V takovy, Ze J (I'®) = 0. Necht
u je sit v B. Mime dokdzati, Ze PO(u)No‘v U. Necht I'o(11) =
= ZN, (U), U; e 1. Jeito J (I'°) =0, Jest Z r,_O Jeito I'° |7, existuji

i=1

body a;e VU, Jeito a;e V, podle 121 (v téz 3 a 4) jest {a;} ~ {a}
v U, tedy g’ri {a} >0 v T, jezto 5 =0. Kdyz {a} = C;, zFejms
i=1 i=1

U)~CP () ve ¥, tedy i v U. Tedy = 7 (U)~0v U, t.j. 00 v T.
i=1

II. Necht I~ 0 v U pro kazdy absolutni (0, R)-cyklus I
ve V takovy, ze J (I') =0. Necht be V. Pak {a} — {b} jest absolutni
(0, R)-cyklus ve ¥ a J ({a} — {b}) =0. Tedy {a}~{b} v U, takze podle
121 (v. 62 3 a 4) b nélezi do kvasikomponenty prostoru U uréené
bodem a.

17. Pravime, Ze prostor R je v bodé ae R lokdlné souvisly, kdyz
kazdému v R otevienému U obsahujicimu a lze prifaditi v R oteviené
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Vc U obsahujici @ tak, ze V je &sti komponenty prostoru U uréend
bodem a.

Podle 11*1 a 17 plati:

181. Kdyz prostor R je v bodé a lokdlné souvisly, pak R je v a
lokdlné acyklicky Fddu O.

Podle 115 (v. téz SII8) plati:

18'2. Kdyz metricky kompakini prostor R je v bodé a lokdlné acy-
klicky 7ddu O, pak R je v a lokdIné souvisly.

Prostor R nazyvi se lokdlné souvisly, kdyz je v kazdém svém bod&
lokélng souvisly.

18:3. Prostor R je lokdlné souvisly, kdyz a jen kdys kaédd kompo-
nenta kaidého v R otevieného mmodstvi je v R oteviend.

Dikaz. I. Necht R je lokélné souvisly. Necht U jest oteviené
v R. Necht K je komponenta mnozstvi U. Mime dokdzati, Ze K jest
oteviené v R. V opaéném piipadé existuje bod aeK.R — K. Jeito
ae K, jest aeU. Jeito U jest oteviené v R a jeito R je lokdln& sou-
visly v bodé a, existuje v R oteviené Vc U, aeV takové, ze Vc K.
Tedy R—KcR—V,tedy R— KcR—V=R—TV, coz je spor, nebot
aeV.R—K.

II. Necht kazd4 komponenta kazdého v R otevieného mmnoZstvi je
v R oteviend. Necht a e U, kde U jest oteviené v R. Necht K je kompo-
nenta mnozstvi U obsahujici a. Pak K jest oteviené v R, jest ae Kc U.
Tedy R je lokédlné souvisly v bodé a.

Prostor R nazyvd se lokdlné acyklicky #ddu p (=0,1,2, ...), kdy%
je v kazdém svém bod® lokiln& acyklicky ¥4du p.

18'4. Prostor R je lokdlné acyklicky rddu O, kdyz a jen kdys kaidd
kvasikomponenta kaidého v R otevieného mnodstvi je v R oteviend.

Dikaz liff se od dikazu véty 18- jen tim, Ze definice lokdlni
souvislosti se nahradi vétou 17.

18'5. Kdys prostor R je lokdlné souvisly, pak jeho komponenty jsou
identické s kvasikomponentam.

Dikaz Nechf K je komponenta prostoru R; necht ¢ e K. Mime
dokézati, Ze K= @ (a). Podle 183 K jest otevfené v E; jeito R — K
je soudet ostatnich komponent prostoru R, podle .18-8 také R — K jest
oteviené v R. Tedy R— K + (R— K) s oddé&lenymi séitanci. Jezto ae K,
podle definice @ (a) jest @ (a)c K. Aviak @(a)> K podle 11*1. Tedy

Q@ =K.




INTRODUCTION A LA THEORIE DE L’HOMOLOGIE.

PAR
EDUARD CECH.

(RESUME.)

Ce Mémoire, dont la lecture n’exige aucune connaissance de la topo-
logie, contient un exposé tout 4 fait élémentaire des principes de la théorie
de I’homologie dans les espaces topologiques. Il est fondé sur un Mémoire
antérieur Théorie générale de Uhomologie dans un espace quelconque (Fund,
Math., XIX, 1932, pp. 149—183; cité H).

Le Mémoire est divisé en quatre chapitres. Au chap. I, la théorie
élémentaire des modules (cf. HI) est exposée avec des démonstrations
complétes; je m’y borne souvent & considérer les modules finis.

A la théorie des réseaux j'ai fait cette fois précéder, au chap. II,
une bréve exposition des principes de la théorie des complexes abstraits
(eycles absolus et relatifs). En particulier, je prouve (II 18) le théoréme
abstrait correspondant au théoréme HII 12; ce théoréme abstrait a, en
effet, aussi d’autres applications.

Le chap. IIT contient une bréve théorie des réseaux U et des (p, UI)-
cycles. Je ne considére que le cas des réseaux ouverts et des coefficients
rationnels.

Le chap. IV est consacré au principal sujet du Mémoire, & savoir
aux cycles (absolus et relatifs) dans les espaces topologiques. J’y traite
(IV 3 et 4) d’'une maniére détaillée la correspondance biunivoque (4 homo-
logie prés) entre les (p, R)-cycles mod S dans T et les (p, T)-cycles mod
8 (8 =8cT=TcR); cette correspondance n’était traitée que sommai-
rement dans HIII3—11. Dans IV 5, je m’occupe du théoréme HII21.
Je le démontre cette fois seulement dans le cas important d’un espace
métrique et compact, ol la démonstration est beaucoup plus courte (en
particulier, on peut éviter les nombres transfinis). Pour le théoréme que
le nombre des composantes de R est égal au O™ nombre de Betti, je
donne dans IV 8 une démonstration différente de celle donnée dans HIII 18.

Dans IV 10, je définis ce que jappelle les nombres de Betti locaux
d’'un ensemble. Une théorie compléte de ces nombres se trouve dans le
Mémoire Sur les nombres de Betti locaux que j'ai 'intention d’écrire pour
les Annals of Math.

Dans IV 11, je donne un bref exposé de la théorie des quasicom-
posantes d'un ensemble (Hausdorff). Pour le théoréme que les quasicom-
posantes d’une espace métrique et compact sont connexes j’expose (IV 11-5)
la démonstration de M. Menger (Dimensionstheorie, p. 213).
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Dans IV 14 je définis ce que j'appelle Pacyclicité locale* d’un en-
semble. Une étude détaillée de cette notion se trouve au Mémoire Sur
la conmexité locale d’ordre supérieur (sous presse dans Compositio Math.).

On ne trouvera dans ce Mémoire que les notions principales de la
théorie générale de '’homologie. Je n’en donne ici aucune application. Un
autre Mémoire qui en fera la suite s’occupera des applications 4 la théorie
de la connexité.

* Au Mémoire que je vais citer, je dis localement connexe au lieu de locale-
ment acyclique.
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