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Bulletin international de 1'Académie des Sciences de Bohéme. 1932,

Sur la dimension
des espaces parfaitement normaux,

Par

EDUARD CECH.

Présenté le 5 février 1932.

Je modifie légérement la définition récursive (Menger et Urysohn)
de la dimension. Dans le cas des espaces séparables, seul étudié jusqu’a
présent, la modification est purement formelle. Je démontre 10 le théoréme
sur la dimension d’'un sous-ensemble, 20 le thdéoréme sur la dimension
d’'une somme (Summensatz) et 3° le théoréme sur le recouvrement d’un
espace a dimension finie (Zerlegungssatz) pour des espaces trés géneraux
comprenant comme cas particulier les espaces distanciés (metrische Raume).

Les théoremes principaux de cet Ouvrage ont été énoncés sans dé-
monstration dans la Note Swur la theorie de la dimension (C. R., nov. 1931).

I. Theorémes auxiliaires.

1. Un ensemble R s’appelle un espace lopologique (et les ¢éléments
de R s’appellent points) si U'on a donné une famille § de sous-cnsembles
de R (appelés ensembles fermés dans R) de manicre que:

1-1. L’ensemble vide 0 et l'espace R sont des ensembles fermés
dans R.

1-2. x ¢tant un point quelconque de R, l'ensemble (1) est fermé
dans R.

1-3. La somme d’'un nombre [ini d’ensembles fermés dans R est
fermée dans R.

1-4. Le produit (= partic commune) d’'un nombre quelcongque d’en-
sembles fermés dans R est fermé dans R.

2. Un ensemble A C R s’appelle ouvert dans R si 'ensemble K — .1
est fermé dans R.

3. Si SCR, on appelle fermé dans S chaque produit 1 S, .1 ¢tant
fermé dans R. Chaque sous-ensemble S de U'espace topologique R constitue
alors un espace topologique.
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4. Si A CR, je désigne par 4 la fermeture de A (le plus petit sous-
ensemble fermé de R contenant A4).

5. Si A CSCR, la fermeture de 4 dans 'espace S est 4 . S.

6. Les ensembles 4, B C R s’appellent séparés, si 1°4A B =.0, 20 4
et B sont fermés (ou, ce qui revient au méme, ouverts) dans 4 + B.

6-1. Si les ensembles A4,, Bj sont séparés pour 1<¢=<h, 1<7=<k, les
ensembles Zh‘.Az, ﬁB,- le sont aussi.

i=1 j1

6-2. Les ensembles A, B étant séparés, si A,C A, B;CB, les en-
sembles 4, et B; le sont aussi.

T-1. Les ensembles A, BC R sont fermés dans A4 + B si et seule-
ment si A B+ AB=A B.

7-2. Les ensembles A4, B sont séparés si et seulement si 4 B=4 B = 0.

8. Si U C R est ouvert dans R, I'ensemble Hy (U) = U — U s’appelle
la frontiére de U (dans l'espace R).

81. U.H, (U)=0.

82 U+ Hi (U)=U.

83. Si U est ouvert dans R, Hi (U) est fermé dans K.

9-1. 1) Soient U, (1< ¢<m) des ensembles ouverts dans K. Alors

Hy (zl U,-) C,-%lHR (U).

9-2.2) Soient U,V des en"smembles ouverts dans K. Alors

Hp (U—V)CcHg (U) + Hg (V).
10.3) Soient Q,,V, (v=1,2,3,...) des ensembles ouverts dans R.

Soit S =11Q,. Soit TCS, TcXV,. Pour v=1,23,...s0it 0,20,
r=1 v 1
V, cQ,. Alors
Hy EVv)ciHR v,) + M,
y-1 v 1

M= S.HR(VEJIVV)CS—T.

11.4) Soit SCR; soit U un sousensemble ouvert de R. Alors
H; (SU)YcS. Hg (U).
12. Un espace topologique R s’appelle normal®) s’il jouit de la pro-
priété suivante: Si 4 B = 0, les ensembles A4, B étant fermés dans R,
il existe des ensembles U, V" ouverts dans R telsque U> A,V 2> B, UV = 0.

1) K. Menger, Dimensionstheorie, p. 36.

) Menger, 1. c., p. 36.

3) Menger, 1. c., p. 37. L’énoncé de M. Menger est légérement différent de
celui du texte.

4) Menger, 1. c., p. 35.

%) P. Urysohn, Uber die Mdchtigkeit zusammenhingender Mengen, Math.
Annalen, t. 94, p. 265.



12-1.%) Soit R un espace normal. Soit 4 (U) un sousensemble fermé
(ouvert) de R; soit 4 ¢ U. Il existe un ensemble V' ouvert dans R tel que
AcVcVeU.

13. Un espace topologique R s’appelle complétement normal”) s’il
jouit de la propriété suivante: Si les ensembles 4, B C R sont séparés,
il existe des ensembles U, I ouverts dans R telsque UD A, VOB, UV = 0.

13-1.8) Un espace completement normal est normal.

13-2.%) Chaque sous-ensemble S d’un espace complétement normal R
constitue un espace complétement normal.

13-3.19) Soit R un espace completement normal; soit S CR. Soit
U, (U) un ensemble ouvert dans S (dans R); soit U,C U. Il existe un
ensemble V' ouvert dans R tel que

VcU, SV=U,S.Hz (V)= H;s (U,).

14. Un espace topologique R soit appelé parfaitement normalt) s’il
posseéde les deux propriétés ci-aprés: 1° R est normal; 2° chaque sous-
ensemble ouvert de R est un Fg dans R (= somme d’une infinité dénom-
brable d’ensembles fermés dans R). La propriété 2° peut étre énoncée
comme il suit: chaque sous-ensemble fermé de R est un G; dans R (= produit
d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts dans R).

14-1. Un espace parfaitement normal est complétement normal.!?)

14-2. Chaque sous-ensemble d’un espace parfaitement normal con-
stitue un espace parfaitement normal.l)

14-3. Soit R un espace parfaitement normal; soit S un sous-ensemble
fermé de R. Il existe des ensembles Q, (v =1,2,3,...) fermés dans R
tels que

S = 17 0, =10,: 0yi1CO.
Démonstration. S étar;{ lfermé,y cl’est un G5 dans R. Il existe par suite
des ensembles U, ouverts dans KR tels que S = i U,. D’aprés 12:1 on
détermine des ensembles 1/, ouverts dans R telvs 1que Scv,cV,cU,.

Alors 1l suffit de poser Q, = I V..
i1

11. Définition de la dimension.

15. Soit R un espace topologique; on dit que le nombre de dimen-
sions de R égale — 1 (ou au plus — 1) et I'on écrit dim R = — 1 (ou dim

¢) Urysohn, 1. c., p. 272.
7) Urysohn, 1. c., p. 265.
8) Urysohn, 1. c., p. 265.
9) Urysohn, 1. c., p. 284.
1) Menger, 1. c., p. 36.

1) Cette catégorie d’espace a 6ét¢é incidemment considérée (sans un nom spécial)
par Urysohn, 1. ¢, p. 286, note %) au bas de la page.

1) Urysohn, 1. c¢. sub 11).
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R < —1) si et seulement si R = 0. Supposons que l'on ait déja défini,
pour une certaine valeur de # (=0, 1,2, 3...) les espaces topologiques
dont le nombre de dimensions égale au plus # — 1. Soit alors R un espace
topologique et soit 4 un ensemble fermé dans R. On dit que le nombre
de dimensions de R relativement a A égale au plus # et on écrit dim, R <
si I'on peut attacher a chaque ensemble U D 4 ouvert dans R un ensemble V
ouvert dans R de maniere a avoir ACV ¢ U, dim H, (V)=#—1. On
dit que le nombre de dimensions de R égale au plus # et 'on écrit dim R < u
lorsque dimy R <# pour chaque sous-ensemble 4 fermé de R. On dit
que le nombre de dimension de R [évent. relativement a un sous-ensemble
fermé A] égale n et on écrit dim R = » (dimy, R = %), lorsque dim
R=<#n[dimy; R<#] mais non dmR<#-—1 [dimy R<# —1].

16-1. Soit S un ensemble fermé dans R; soit A un ensemble fermé
dans S. Soit dim, R <#. Alors dim, S < #.

16:2. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit dim R < #. Alors
dim S < #. '

Démonstration. On voit sans peine qu'il suffit de déduire 16-1 pour
la dimension % en supposant la proposition 16-2 vraie pour la dimension
#n — 1. Soit donc U, D 4 un sous-ensemble ouvert de S. Il existe donc un
sous-ensemble U ouvert de R tel que U, = U S, donc 4 ¢ U. Puisque
dim, R <, il existe un ensemble V' ouvert dans R tel que 4 CV C U,
dim Hy (V)< n —1. Posons V,, = S V. L'ensemble V est ouvert dans S,
et 'ona A CV,CU, De plus, 'ensemble Hy (V,) est fermé dans S, donc
aussi dans R, et T'on a Hg (V) C Hg (V) d’aprés 11. La proposition 16-2
pour la dimension #—1 étant vraie, il s’ensuit dim Hg (V,) <#n — 1.

17-1. Soit S un sous-ensemble fermé de R; soit A un sous-ensemble
fermé de S. Supposons qu’a chaque ensemble U D A ouvert dans R on
puisse attacher un ensemble V' ouvert dans R tel que A cV c U, dim
S.Hg (V)sn—1. Alors dim, S < n.

Démonstration. Soit U,;D A un ensemble ouvert dans S . Il existe
un ensemble U ouvert dans R tel que U, = S U. Il s’ensuit l'existence
d’un ensemble V ouvert dans Rtel que A cV cU,dimS . Hy (V)=n — 1.
Posons V,, = S V. L’ensemble V est ouvert dans S et 'ona 4 ¢ V,c U,.
Draprés 11 on a Hg (V,) CS. Hg (V). L'ensemble Hg (V,) étant fermé
dans S, on conclut de 16-2 que dim H, (V) =# — 1. '

17-2. Soit R un espace complétement normal. Soit S un sous-en-
semble fermé de R ; soit 4 un sous-ensemble fermé de S. Soit dimy S < #n.
Alors a chaque ensemble U > A ouvert dans R on peut attacher un en-
semble V' ouvert dans R tel que AcVcU, dimS.H; (V)s#n— 1.

Démonstration. L’ensemble U, = S U est ouvert dans S et l'on a
U,> A. Puisque dim, S = #, il existe un ensemble V, ouvert dans S tel
que AcVycUycU, dimHs (V))sn—1. Or daprés 13-3 il existe
un ensemble V' ouvert dans R tel que VcU, SV =V, (donc VD 4),
S Hy (V) = Hq (V).
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18. Soit R un espace topologique. Soient A, B des sous-ensembles
fermés de R; soit CC R. Soit R —C =P + (), les ensembles P, O étant
séparés (v. 6); soit P> A, Q> B. Alors on dit que ensemble C sépare A
et B lun de 'autre dans R.

18-1. Soit R un espace normal. Soient 4, B deux sous-ensembles
fermés de R, soit 4 B = 0. Soit dim, R < #. Il existe un sous-ensemble C
fermé de R séparant 4 et B I'un de l'autre dans R et tel que dimC < n — 1.

Démonstration. D’aprés 12-1 il existe un ensemble U ouvert dans R
tel que A c Uc Uc R — B. Puisque dim, R < #, il existe un ensemble V/
ouvert dans R tel que AcV cU, dim Hg (V)=#n—1. On voit sans
peine que I'ensemble C = Hy (V) possede toutes les propriétés demandées.

18-2. Soit R un espace normal. Soit 4 un sous-ensemble fermé de R.
Supposons qu’a chaque ensemble BC R —A fermé dans K on puisse
attacher un ensemble C fermé dans R séparant 4 et B 'un de 'autre dans R
de maniére que dimC <# — 1. Alors dim, R < #.

Démonstration. Soit U D A un ensemble ouvert dans K. En posant
B = R — U on voit qu’il existe un ensemble C fermé dans K et deux en-
sembles séparés P, ) de maniére que dmC=n—1, R—C =P + (Q,
P>A, Q> B. On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans K,
que ACPcU et que Hy (P)cC, dott dim Hy (P)<n—1 d’apres 16-2.

18:3. Soit R un espace complétement normal. Soit A, B,C CK;
supposons que C sépare 4 et B I'un de I'autre dans R. Il existe un ensemble
C* ¢ C fermé dans R séparant A et B I'un de l'autre dans K.

Démonstration. On a R —C =P + Q,ou P, Q sont séparés. L'espace
R étant complétement normal, il existe des ensembles U, V' ouverts dans R
tels que UDP, Vo Q, UV = 0. Il suffit de poser C* =R — (U + V).

18-4. Soit A un sous-ensemble fermé d’un espace complétement
normal R. Supposons qu’a chaque ensemble BCR—A4 fermé dans R
on puisse attacher un ensemble C séparant 4 et B 'un de l'autre dans R
de maniére qui dimC < #% — 1. Alors dim, R < #n.

Démonstration. D’aprés 13-1, 16-2, 18-2 et 18-3.

II1. Théoréme sur la dimension d’une somme.

19. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S; (! = 1, 2,3 ..)
des sous-ensembles fermés de K; soit dim S;<# pour i =1
Alors dim X S, < .
i=1

Ce théoréme est banal pour # = — 1. On peut donc procéder comme
il suit: Dans les démonstrations du #° 20 on fera usage du théoréme 19
pour la dimension # —1; dans le #° 21 on démontrera le théoréme 19
en continuant le supposer vrai pour la dimension # — 1 et en faisant usage
de la proposition 20-3.

20-1. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble
fermé de R; soient A, B* des sous-ensembles fermés de S. Soit C* un



sous-ensemble fermé de S séparant 4 et B* l'un de lautre dans S et tel
que dim C* <% — 1. Supposons que dim, R =% pour chaque ensemble
FcR—S fermé dans R. Soit B un sous-ensemble fermé de R tel que
B* =S B. Il existe un ensemble C fermé dans R séparant 4 et B I'un
de T'autre dans R et tel que dimC=#— 1.

Démonstration. L’ensemble C* séparant 4 et B* l'un de l'autre
dans S, il existe deux ensembles séparés P, Q tels que S —C* =P + (Q,
P>A4, Qo B* On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans S,
que P.B = 0 et que Hs (P)cC*, dot dim Hg (P)<n —1 d’aprés 16-2.
Les ensembles P, B étant fermés dans I'espace normal R, la relation PB=0
donne l'existence de deux ensembles U, T ouverts dans R tels que U > P,
TcB, UT =0, dou UT =0 d’aprés 7-2. D’aprés 13-3 et 14-1 il existe
un ensemble V ouvert dans R tel que P =SV, VcU, SK = H; (P),
ol K = Hy (V). On voit sans peine que A cV, BV = 0, B K = 0. D’apreés
14-3 il existe des ensembles (Q, ouverts dans R tels que

0,50, 1, K=10, =110, .
r=1 y=1
L’ensemble K — S est ouvert dans K, c’est donc un F; dans K; K étant
fermé dans R, K — S est un F; dans R. Il existe par suite des ensembles F,
fermés dans R tels que
K—S=3%F,

y=1
D’apres 12-1 et puisque K B = 0, il existe des ensembles Z, ouverts dans R
tels que

F,cz,cz,cR—B.
Evidemment F,CcR—S, dou dim,‘-v R=#n. Or F,CQ,Z, de maniére
qu'il existe des ensembles W, ouverts dans R tels que

F,cW,c0Q,Z, dimHg (W,)<n—1.

On a K —S ¢ X W, de maniére que I'on conclut du théoréme 10, en se

y=1

rappelant que S K = Hg (P),
(% W,,) ¢ ¥ Hp (W,) + Hs (P).
»-1 v=1
Posons

X=V4+3SW,

v=1

C = Hg (X), de maniére que d’aprés 9-1
(*) CC X Hg (W,) + Hg (P).
vl

Le théoréme 19 étant par hypothése vrai pour la dimension #—1, le
nombre de dimensions du second membre de la relation (*) est au plus
égal a »— 1, d'ot dimC=n—1 d’apres 16-2. Or on vérifie sans peine
que l'ensemble C sépare 4 et B I'un de l'autre dans R, car



R—C=X+(R—X),X>4, R—XHB.

20-2. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-en-
semble fermé de R; soit T un sous-ensemble arbitraire de K. Soit 4 un
sous-ensemble fermé de S. Soit dim, S = #; soit dim T < #n. Alors
dimy, (S 4+ 71) = x.

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer que
R =S + T (v.14-2). De la relation dim 7" < % on conclut alors sans peine
que dimp R <% pour chaque choix d’un ensemble I* C R — S fermé dans R.
Puisque dim, S=#, d’aprés 181 a chaque ensemble B* CS -— 4 fermé
dans S on peut attacher un ensemble C* fermé dans S séparant 4 et B*
I'un de l'autre dans S et tel que dimC*<#xn-—1. Or soit BCR—4
un ensemble fermé dans R. En posant B* = S B on conclut de 20-1 qu'il
existe un ensemble C fermé dans R séparant 4 et B I'un de 'autre dans R et
tel que dim C <% —1. D’aprés 18-2 on a donc dimy R =dim, (S +71) < n.

20-3. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S,7 des en-
sembles fermés dans R. Soit dim S < #,dim T < n. Alors dim (S -+ T) = x.

Démonstration. De nouveau on peut supposer que R = S -+ T. Soit 4
fermé dans R ; soit U ) 4 ouvert dans R. On doit construire un ensemble
ouvert dans R tel que 4 CV CU, dim Hy (V) =n—1. L’ensemble 4 S
est fermé dans S, d’'ou dim,g S<#; on a de plus dim7T =#n, R =S 4 T.
Donc on déduit de 20-2 que dim, g R < %n. Par suite il existe un ensemble 1,
ouvert dans R tel que 4 SCV,CcU, dim Hy (V;)<#—1. Par raison
de symmétrie il existe un ensemble V', ouvert dans R telque 4 T CcV,CU,
dim Hp (V,) =n—1. Posons V =1, - V,. Evidemment I/ est un sous-
ensemble ouvert de R et A CV CU. D’aprés 91 on a

(*) Hy (VYCHi (V) + Hr (V).

Or le théoréme 20-3 n’est qu'un cas spécial du théoréme 19 dont nous
supposons la validité pour la dimension # —1; donc le théoréme 20-3
est vrai pour la dimension # — 1 de manié¢re que le second membre de (*)
a le nombre de dimensions au plus égal & # — 1, d’ou dim Hp (V)= n —1
d’aprés 16-2.

21-1. Passons a la démonstration du théoréme 19 pour la dimen-

k
sion #. Les ensembles X S; sont fermés dans R ; du théoréme 20-3 on déduit
i1

par récurrence que dim g_‘.Si <u; enfin § Sy = % ]E S;i. Il en résulte qu’il
i=1 ko1 ko1 o1
suffit de démontrer le théoréme 19 sous la supposition
SpCSky pour £ =1,23, ... (1)
Sans restreindre la généralité on peut aussi supposer (v. 14:2) que

o0
Y S, = R. (2)
ko1

Choisissons un ensemble A fermé dans R et un ensemble Z > A ouvert



dans R. Il s’agit de construire un ensemble U, ouvert dans R tel que
AcU,cZ dimHy, (U,)<n—1. Commengons en construisant par ré-
currence, d’apres 12-1, des ensembles Z, ouverts dans R tels que

ACZ,CZ,Z—,CZ,H pour r =1,2,3,... (3)

21-2. Le moyen essentiel pour la construction de l'ensemble U,
cherché sera la construction préalable de trois suites U,,V,, T, (r =1,
2,3,...) d’ensembles ouverts dans R qui posséde, pour » = 1,2, 3, ...,
les dix propriétés ci-apres:

45,cU,cz, (a)
U, U, )
dim S, . Hg (U)<n—1, (c)
U, —U,_,cV,.,, ()
Hy (U)) — S, C Vi, )
HR (Urf]) - Sr—~1 C Vr—-lr (fr)
ACV,,, &)
Sy — U CT,y, (h,)
T, ,C Ty, (%)
T,,.V,.y=0. (7
Nous convenons d’ailleurs de poser
Uy=0,Vy=R, S,=0T,=0,T_,=0. (4)

Nous proc’derons de la maniére suivante: D’abord (en 21-3) on construira
I'ensemble U; ouvert dans R de maniére a avoir (a;) — (j,). Ensuite (en
21-4) en supposant que, pour une certaine valeur de 2 (=1, 2,3,...) on
ait déja construit les ensembles U,, V, T, 1 S7v <k, 1Sssk—1)
de maniére que les conditions (a,) — (j,) soient vérifiés pour 17k,
on construira les ensembles V,, T, ouverts dans R satisfaisant aux
conditions (ft+1) — (jr+;). Enfin (en 21-5) en supposant que, pour une
valeur donnée de %2 (=1,2,3,...) on ait déja construit les ensembles
U,V, T,(1=7<k) ouverts dans R vérifiant les conditions (a,) — (e,),
(f)—U,) 1sv<k, 1=s=<k + 1), on construira l'ensemble U,,,; ouvert
dans R satisfaisant aux conditions (a;.,;) — (e:.,). Le but proposé sera
ainsi atteint.

21-3. L’ensemble 4 S, est ouvert dans S;; 'ensemble Z; est ouvert
dans R et A4 S5,CZ, d’apres (3); 'ensemble S; est fermé dans R et dim
S; £ #. Donc il résulte de 14-1 et 17-2 qu'il existe un ensemble U, ouvert
dans R tel que 4 S;cU,cZ,, dim S; . H; (U;) <#n — 1. En tenant compte
de (4) on voit que les conditions (a,)—(j,) sont réalisées.

21-4. Soit £ =1,2,3,... Supposons que les ensembles U,, V,, T
(1=r<k, 1<s<k — 1) vérifient les conditions (a,)—(j,) pour 1=7r=k.
Montrons d’abord que

A4, Sy — Uy; _ (o)
Hyg (Uk) — Sk, Sk — Uy; (pk)



A, Ty (ve)

Hg (Uy) — Sk, Ty (%)

sont des couples d’ensembles séparés. IL’ensemble S, — U, est fermé
dans R et contient S, — U,: donc d’aprés (ax)

AS—T)+A4.5—U,=A4.5—U,cAS,—U)=A4S,—U,=0.

de maniere que (v. 7-2) les ensembles («;) sont séparés. De plus,

HRV(U/;) ;S:; . (Sk - (7,\,) C Hg (Uk) (R — Uk) =0,
(Hg (U —Si) .St — Ui c (R —S) S, = 0,

de maniere que les ensembles (B3;) sont séparés. Les ensembles V, ,, T)_,,
étant ouverts dans R, ils sont donc séparés en vertu de (7). Donc, d’aprés 6-2
et (¢:), les ensembles (y:) sont séparés et, comme Hy (Uy) — S, ¢ Hg (Uy) —
— Sy d’aprés (1) [pour £ = 1 d’aprés (4)], il résulte de 6-2 et (e) que
les ensembles (8;) sont séparés. Par suite on voit de 6-1que les ensembles

A+ [Hg (U) —Si, (St — Us) + Ty

sont séparés; en tenant compte de 14-1 on en déduit qu’il existe des en-
sembles V;, T} ouverts dans R satisfaisant aux conditions (f;.;) — (z1)-
21-5. Soit £ =1,2,3,... Supposons que les ensembles U,,V,, T,
(1=7<k) vérifient les conditions (a,)—(e,), (f)—() pour 1<r=<k,
1=s<k + 1. Daprés 14-3 il existe des ensembles (, ouverts dans R

tels que
Qy DQ,41 pour v=1,23,..., (5)

M+Hﬂm»&ﬂ:ﬁ@:ﬁ@. (6)

Les ensembles [A + Hg (U;)] . Sy, Sk étant fermés dans 'espace parfaite-
ment normal R, leur différence est un Fy dans R. Il existe donc des en-
sembles F, fermés dans R tels que

(A4 + Hg (U)] .Sy — Sy = S F,. (7)
y=1

Drapres (7), (fi11) et (ge.y) on a F, C Vi En vertu de 12-1, il existe donc
des ensembles P, ouverts dans R tels que

E cVa (8)
et I, CP,. Daprés (6) et (7) I, CQ,. De (3), (7) et (a;) on déduit sans
peine que F, C Z,,,. D’aprés (7) ona F, C R —S,. L’ensemble F, fermé
dans S;., [d’apres (7)] fait donc partie de 'ensemble P, Q, Z,,, . (R — S;).
Or S;,, est fermé dans R et dim S, ;< #; il résulte donc de 141 et 17-2
qu'il existe des ensembles W, ouverts dans R tels que

F,cW, pour v=1,2,3, ..., (9)

W,,CPkaqul‘—Sk pour V:1,2,3,..., (10)
dim S, . Hy(W,)En—1 pour v=1,2,3,... (11)
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D’aprés (5), (6), (7), (9) et (10) les suppositions du théoréme 10 sont satis-
faites si I'on remplace 5,7, Q,,V, par (6), (7), Q,, W,. Donc

HeEW)CEHe (W) + Se. (4 + He (U). (12)
Posons
Uk+1 == Uk + z W,, (13)
v=1

de maniére que U,,,; est un sous-ensemble ouvert de R.

De (ax), (3), (7), (9), (13) on déduit sans peine que la condition (a;.,)
est réalisée. La vérité de (by4;) est évidente. D’aprés (a;), (12), (13) et
91 on a

Hye (Uie) € He (Uy) + 2 He (7). (14)

Drapres (7), (9)et (13) on a Hg (Uitq) - [Sk+1 - Hr (Ur) — Si] = 0, de maniére
que (14) donne

Skar - He (Usi)) CSu He (Us) + X Sy . Hy (W), (15)

Or nous supposons la validité du théoréme 19 pour la dimension # —1;
de (cx), (11), (15) et 16-2 résulte donc (c;.,). D’aprés (8) et (10) W, cV,
de maniére que (13) donne (d,.,). D’aprés (8) et (10) Hg (W,) C V,; d’aprés
(fe+1) Hr (Ux) — Sk C Vi; donc (14) donne (eg44)-

21-6. La construction des ensembles U,,V,, 7T, ouverts dans R
possédant les propriétés (a,)—(j,) pour » =1, 2, 3, , .. est ainsi achevée.
Nous devons (v. 21-1) construire un ensemble U, ouvert dans R tel que

AcU, cZ, (16)
dim H, (U,)<#n — 1. (17)
Posons a cet effet
U, =32U,
r=1

de maniere que U, est un sous-ensemble ouvert de R. La condition (16)
est vérifiée en vertu de (2), (3) et (a,). Choisissons une valeur de % (=1,
2,3,...). Daprés (b,) et (4,) on a

UoCU, + 2V, (18)

r=~k
D’aprés (z,) et (7,) on a T . 9 V, = 0; les ensembles T} et § V, étant
r=~k r=~k

ouverts dans R, ils sont séparés, d’ou (v. 7-2)

Or d’aprés (18)
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de maniére que
Tk . HR (Um) C (]k~

Donc, en vertu de (ks ,) (Si — U) . Hg (U,) = 0, cest-a-dire
St.Hg (U,) CU,.. Or U,CU,CR— Hy (U,); U,— U, = Hg (U));
donc S,.Hp(U,)CS:.Hg(Uy). Ceci étant vrai pour k. =1,2,3,...,
on déduit de (2) que

Hy (Us) € 2 Si. Hp (U)). (19)
k=1

Comme nous supposons la validité du théoréme 19 pour la dimension
n—1, la relation (17) s’obtient de (19) et (c,) en vertu de 16-2.

IV. Quelques conséquences.

22. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R <#. Soit 4
un sous-ensemble arbitraire de R. Soit U > 4 un sous-ensemble ouvert
de R. Il existe un ensemble V ouvert dans R tel que

AcCVcU, Hg (V) = @, + @,
dim ®,<n—1, O, =A . Hy (V) = (A —A) . Hg (V).

_ Démonstration. L'espace R étant parfaitement normal, I'ensemble
A .U est un Fgz dans R. Il existe donc des ensembles F, fermés dans R
tels que

I.U=3F,. (1)

rv=1

D’aprés 14-3 il existe des ensembles (), ouverts dans R tels que
0,001, A= I'IIQ,,:Hl@.. 2)

D’aprés (1) et (2) F, CUQ,; or dim R <# de maniére qu’il existe des
ensembles W, ouverts dans R tels que

F,cW,cUQ,, (3)
dim Hy (W,)<n— 1. (4)
D’aprés 10
He( £ w,)c S, W) + (3 —D). (5)
v=1 v=1

Posons

V= SW,; ® =H,(V). S Hg (W,); ®, =4 .Hpg (V)
o1

r=1

s

L’ensemble V' est ouvert dans R; comme A CU, dapres (1) et (3)
ACA.UCV; donc 4 .Hg (V)=0, doa ®,=(d—4).Hg(V);
d’apres (5) Hg (V) = ®, + ®,; d’apres (4), 19 et 16-2 dim ®, =» — L.

 23. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R <. Soit S
un sous-ensemble arbitraire de R. Alors dim S < #.
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Démonstration. Le théoréme étant banal pour # = — 1, supposons
le vrai pour la dimension # — 1. Soit 4 un ensemble fermé dans S; soit
U, > 4 un ensemble ouvert dans S de maniére qu’il existe un ensemble U
ouvert dans R tel que U, =S U, d’ou U) A. D’aprés 22 il existe un
ensemble V7 ouvert dans R tel que A CV CU, Hy (V) = @, + @,, dim
O, <n-—1, ®,CA—A. Posons V,=SV; lensemble VV, est ouvert
dans S et 'ona ACV,CU, Daprés § 4 = SA4, dou S ®, = 0, donc
S . Hg (V) C @, et par suite Hy (V) C @, en vertu de 11. Or nous supposons
la validité du théoré¢me a démontrer pour la dimension # — 1; donc
dim Hg (V) =#n — 1. Par suite dim S<#.

24-1. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < #. Soit S
un sous-ensemble fermé de R. Soit U, un ensemble ouvert dans S, soit
U> U, un ensemble ouvert dans R. Soit dim Hg (U,) < » — 1. Alors
il existe un ensemble V ouvert dans R tel que U,cV cU, SV = U,,
S.Hy (V) =Hs (Uy), dim Hr (VY =n —1.

Démonstration. D’apres 13-3 et 14-1 il existe un ensemble W ouvert
dans R tel que SW =U,, U, cWcU, S.Hg (W)= Hs(U,). Dapres
le théoréme 22 (ou I'on remplace A, U par U,, W) il existe un ensemble V
ouvert dans R telque U, CV CW C U (donc SV = Uy), H; (V) = ©, + O,
dim ®,<n—1, ®,=U,.Hg (V) = (U,— U,) Hg (V). Lensemble ®,
est fermé dans R. On a Hx (V) CV CW; or SW = U,CV CR— Hg (V),
de maniére S.Hg (V)CS.Hg (W)= Hs (Uy), dou S. Hy (V) = Hs (Uy)

d’apres 11. Or Hs (U) =S . U,— U, =U,— U, (car U, C S entraine
U,CS, S étant fermé dans R) et par suite ®, = (U, — U,) Hg (V) = Hs (V,),
donc dim ®,<%n —1. L’ensemble @, étant fermé dans R, l'ensemble
Hy (V) — @, C @, est (I'espace R étant parfaitement normal) un Fg dans K,

d’'ou Hi (V) = 0, + E F,, les F, étant des sous-ensembles de @, fermés
v=1

dans R. Comme dim @, <#—1, dim F,<#n—1 d’aprés 23 (ou bien
d’aprés 16-2). Donc dim Hy (V) <#n —1 d’aprés 19.

24-2. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S, S,, ...,
Sk des sous-ensembles fermés de R. Soit R =5,>5,>...2 S Soit U,
un ensemble ouvert dans S;; soit U> U, un ensemble ouvert dans K.
Soit dim S, < #, pour 1< v =k Soit dim Hg, (Uy) = n, — 1. Alors
il existe un ensemble V ouvert dans R tel que U,cV CcU, S,.V = U,,
Si.Hr (V) = Hs, (Uy), dim S, . Hg (V)=n,—1 pour 1=v=k.

Démonstration. Le théoréme étant banal pour £ = 1, supposons le
vrai pour £ — 1. Il existe donc (v. 14-2) un ensemble V, ouvert dans S,
tel que U,CV,CS,.U, S,.V,=1U, S:.Hs, (V,) = Hs, (U, dim
S, . Hs, (Vy) =mn,—1 pour 2<v <k Dapres 241 (ot on remplace
n,S, U, par #n,, S,, V) il existe un ensemble V' ouvert dans R tel que
UyCVoCV U, S,V=V, (et donc S,V =U,), S,. Hg (V) = Hs, (V,),
dim Hg (V)= n, — 1. Comme S;CS,, on a S,.Hz (V) = S:. Hs, (V) =
= Hg, (Uy). Comme S, =R, la relation dim S, . Hyz (V)=#n, —1 est
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vraie pour v=1 Pour 2=<v=% on a S, CS,, donc S,. Hg (V) =
=S, . Hg, (V,) d’ott ici encore dim S, . Hg (V) =n, — 1.

V. Théoréme sur le recouvrement d’un espace & dimension finie.

25-1. Soit R un espace normal. Soient U,, . . ., U, des sous-ensembles

ouverts de R; soit X U, = R. Il existe un ensemble }, ouvert dans R
p=1

tel que V,c U, V, + £ U, =R.
=2

Démonstration’®) L’ensemble R — X U, est fermé dans R et est

y=2
contenu dans U,. Donc d’aprés 12-1 il existe un ensemble V; ouvert dans R
tel que

R—3U, cV,cV,cU,:
=2

évidemment V, + £ U, = R.
y=2

25-2. Soit R un espace normal. Soient U, . .., U, des sous-ensembles
ouverts de R; soit £ U, = R. Il existe des ensembles V,, ..., V., ouverts
v 1
dans R tels que V,cU,,...,VuCUn, =V, =R.
v=1

Démonstration.’®) Les ensembles V, s’obtiennent en appliquant #
fois la proposition 25-1.

25-3. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < x. Soient

U, ..., U des sous-ensembles ouverts de R; soit ¥ U, = R. Il existe
1

P

des ensembles V,, . .., Vi, ouverts dans R tels que: V,cU, pour 1= v<m;
s V,=R; V,V, =0 pour 1=u <v=Zm; dimHy (V,)<#n—1 pour
ylé v m.

Démonstration. I)’aprés 25-2 il existe des ensembles Fy, . . ., F,, fermés
dans R tels que F, c U, pour 1< v<m, %IFV = R. D’apres 121 il existe

des ensembles W, ..., W, ouverts dans R tels que F, cW,c W, cU,
pour 1 =<v<m. Puisque dim R<#, il existe des ensembles Z,, ..., Z,
ouverts dans R tels que I', ¢ Z, ¢ W,, dim Hy (Z,) < n — 1 pour 1 < v < m.

v—1 _
Posons V; = Z,; pour 2=<v<m posons V, = Z, — X Z,. Les ensembles
Boi

traire de R; comme R = X F, ¢ £ Z,, soit v le plus petit indice tel que
v=1 y1

13) Menger, 1. c., p. 159—160 (Bemerkung).
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CZ,; on voit sans peine que cV,. Donc % V,=R.Pour 1Sy <v<m
P q %
y=1

ry—1__ _
onaV,CR—XZ,cR—Z,CR—V,cR—V, douV,V, = 0.Comme
=1

"
Vi=2Z,onadmHg(V,)Sn—1. Pour 2<v=<m on a
N v 1
V,=2,—2%2,=2,—%XZ,
w1 w1

donc d’apreés 9-1 et 9-2
Hy (V,)C X Hg(Z,)

u=1
d’ott dim Hy (V,)<#n — 1 d’aprés 19 et 23 (ou bien 16-2).

26. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < #. Soient

m

U,, ..., Uy des sous-ensembles ouverts de R; soit £ U, = R. Il existe

v=1
des ensembles V; (1<¢< (m + 1) m) ouverts dans R jouissant des pro-
priétés suivantes:
1° V,cU, pour 1<v<m, (n+ 1) (v—1) F1<i< (n + 1) v;
(n +71)m .

i=1

PV, . Vi=0pour 151 <j<(n+ 1)m;

4 dim Hy (V))Sn—1lpour 1=7= (m + 1) m;

50 soit 4y, 4y, ..., 2, (2=7=mn -+ 2) une combinaison des indices

1,2,...,(n -+ 1)m: alors dim Ii Visén—r + 1.
s=1

Démonstration. Pour k = 1, il résulte sans peine de 25-3 qu'’il existe
des ensembles V¥ (1< 7= km) ouverts dans R tels que

V¥ cU, pour 1sv=m, k(v—1) +1=i=Zkyv; (ax)
km __

TPk =R; (b2)
i=1

VR V® =0 pour 1= <j=km; (ck)
dim Hg (VW) =n—1 pour 1=i<rkm; (dx)

pour chaque combinaison i, 7,, .. ., 7, des indices 1, 2,.. .,
km telle que 2<7<%k -+ 1 on a dim ITT/;',’” =n—r+ 1.1) (¢)
s=1 S

On doit prouver que de tels ensembles V" existent aussi pour 2 = n + 2.
Supposons donc que, pour une certaine valeur de 2 (1<k=<#% 4 1), on
ait construit des ensembles V'Y (1 =7 <= km) ouverts dans R jouissant
des propriétés (a;) —(e;); il s’agit seulement d’en déduire des ensembles
Vet (1=4< (B + 1) m) ouverts dans R vérifiant (ax.1) — (e41).

r o ___ R —
4) Pour # = 1, donc 7 = 2, on a P =]V = Vﬁ:) ) Vg) . Or d’aprés (c;)
s=1 ¢ 2

V. V=0 d’'od Vi V1V =0 selon 72; donc P C Hg (V1V),d’'od dim P<n  r{1=n 1

1

d’aprés 16'2 et (d,).
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26-1. Pour 1<7<#k, soit S, l'ensemble de tous les points p de
I'espace R tels que (p) C V¥ pour 7 valeurs différentes au moins de I'indice
1(1=2=km). Daprés (b;) on a S; = R. Evidemment S;2S,>...205,
et les ensembles S, (1< 7= %) sont fermés dans R. D’aprés 19 et (¢) on
adimS,<#n—7 4 1 pour 1=7=k. Les ensembles S; U, (1< v=m) sont
ouverts dans S, et I'on a £ S, U, = S;. Donc, en vertu de 14-2 et 25-3,

v=1
il existe des ensembles T, (1= v<m) ouverts dans S, tels que

T, cU, pour 1=v=m; (1)
ST, — S, @)
vy =1

T.T, =0pour 1Sp <v=m; (3)
dim Hg, (I',)=n —*% pour 1S v=m. (4)

26-2. Nous allons construire des ensembles W, (1=v=m) ouverts
dans R tels que:

W, cU, pour 1=v<m; (

Sy . W, =T, pour 1<v<m; @

Se.Hg (W,) = Hg, (T,) pour 1<v=m; (v

dim S;. Hy (W,)<n—vr pour 1=<r=k, 1SvSm; (

W, W, =0 pour 1< <v<m; (e

(

W,..W,cS, pour 1< p<v<m.

Les conditions (g,) et (&) sont A regarder comme banales. D’aprés (1) et
12-1 on construit d’abord des ensembles Z, ouverts dans R tels que

T,,CZszch,. pour 1=v=m. (5)

D’aprés 26-1 les hypothéses du théoréme 24-2 sont vérifiées lorsqu’on
yremplace Uy, U, n, (1<v<k) par Ty, Z,, n —r. 1l existe donc un en-
semble W, ouvert dans R vérifiant () —(¢;). Supposons donc que, pour
une certaine valeur de v (2= v <m), on ait déja construit des ensembles
W,, ..., W, | ouverts dans R tels que les propriétés (a,)—(Z.) aient lieu
pour 1=y < v. On doit construire un ensemble W, ouvert dans R jouis-
sant des propriétés (o) —(Z,). Pour 1<u <v on a d’aprés (B.) et (v.)

(W—,u - S/c) Tl’ C (Wlu - S‘,\.) S/i = O; W/l - S/: . TY CWW/L . Sk Ty C fll Tr ,
les er}§embles T, et T, étant ouverts dans Sk,wils sont séparés d’apres (3),
d’ou T, .T, = 0. Donc (v. 7-2) les ensembles W, — S, et T, sont séparés;

v 1
les ensembles X (W, — Si), T, le sont aussi en vertu de 6-1; donc (v. 14-1)

w=1
il existe des ensembles P,, O, ouverts dans R tels que

v 1.
P,oSW,—S, 0,5T,, P, Q, = 0. (6)

n=1
Or on peut appliquer le théoréme 24-2 en y remplagant Uy, U, n, (1 <7 <k)
par T,,Z, Q,, n — . Il s’ensuit l'existence d’un ensemble W, ouvert
dans R tel que
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T,cW,cZ, 0, (7)

et que les conditions (8,), (v,), (3,) soient réalisées. D’aprés (7) ona W, Cc Z,,
d’ou il résulte («,) d’aprés (5). Les ensembles P,, 0, ouverts dans R sont
séparés d’aprés (6), de maniére que (v. 7-2) P, Q, = 0, donc W, Q, C Sk
pour 1= p <v. Orona W, CQ, en vertu de (7), donc on a (£,). Par suite
pour 1<p<v on a W,. W, =[W,+ H,(W,)].W,CS;, dot, en
tenant compte de (8,), (v.) et (8,),

W W= [Ss W, + Si He (W,)].Se W, = [T, + Hy, (I)] T, =T, T, =0
d’aprés (3) et 7-2; il en résulte (g,).
26-3. Posons
Vﬁy—~Vw——%ﬁapmuogrgm——Lyk+1§i§@4~nk,(&
V\",jil =W, pour 1=v<m, (9)

de maniere que V{**D (1=<7< (k + 1) m) sont des sou-ensembles ouverts
de R. D’aprés (a,) et (o) on a (@x+). Pour 0Sr=m —1, 7k 4+ 1=i=
(r + 1)k on a d’aprés (8) VW P®:D '%—WV, d’ou I—’g") C 7‘;*71) -+ ) w,,

‘ p=1 rv=1
donc (bx+;) en vertu de (9) et (b;). D’aprés (8), (9), (c) et (s,) on a (ckyy).
D’apreés 91 et 92 on a pour 0S7=m—1, rhA 4+ 1S5 (r+ 1) 4

Hy (VE:0) C He (V) + £ Hy (W,),
y=1

d’olt (dy+,) d’apres (3,), (d:), 16-2 et 20-3.
26-4. Il reste a prouver (e,4,). Soit donc 7. 7,, ...,7 2<7r<k + 1)
une combinaison des indices 1,2,..., (¢ + 1) m. Soit
Q =Ty,
s=1 ’s

On doit démontrer que dim Q =% —# + 1. Quatre cas sont a distinguer:
Premier cas. Deux au moins parmi les ensembles V{'+1) (1=s=7)
S
sont donnés par (9); soit pour fixer les idées

Pl = W,, Vi) =W
N A ’
avec p,v=12...,m; w<<v. On a QCW/"W—‘"d,Oﬁ QCS, d'apres

(¢,). En outre W, W, = 0 d’aprés (g,), d'ott Q ¢ Hg (W,). Donc d’aprés
162 et (3,) dlmQ <n—k<n—vr+4 1, car r<k 4 1.

Deuxiéme cas. Parmi les 7 ensembles V{**), un seul est donné par
s
(9). Il existe un indice v (1=v<=m) et une combinaison 7, 4,, ...,
d’indices 1, 2, ...k m de maniére que

0=, . waugwcw waW S

s=1 n=1

Les ensembles W, V(") — E W sans point commun étant ouverts dans R, ils
pn=1



sont séparés; donc W,. II V<>—2.1/I,,~0dapros72 douQcS,.,.Hx(W,)

s=1 'S u=1
et dimQ<#n-—7 -+ 1 d’aprés 162 et (3,).

Troisiéme cas. Tous les ensembles Vg"s" + sont donnés par (8) et
2<r=k. Il existe donc une combinaison 7%y, 7,, ..., 7, d'indices 1, 2,...,
km telle que

Q = l:[ V(k) — S‘ 1Wy' Cslilxvs?’ (%)

=

donc dimQ<n —7 + 1 d’aprés 16-2 et (e).
Quatriéme cas. Tous les ensembles V(”l) sont donnés par (8) et r =
=% 4 1. On a de nouveau la formule (*). ‘Comme 7 = £ +1l,onaQcCS,

en vertu de la définition de S,, d’'ou Qc X W, d’apres (2) et (8,). Or

r=1

(V(k\“z,wﬂ) W, =0, d’ou V(")—LW . W, =0 d’aprés 7-2 de ma-

=1 n=1

nicre que Q . W, = 0 pour 1=v=m. Donc QC ¥ (W, —W,), Qc S, et
" v=1
par suite QC X S, . Hg (W,), donc d’aprés 16-2 et (3,) dimQ<n —*k =

y=1

=n—r + 1.
27. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble
fermé de R; soit dim S < #%. Soient Uy, . .., U, des sous-ensembles ouverts

m

de R;soit X U, D S. Il existe des ensembles V; (1=7= (n 4 1) m) ouverts

y=1
dans R tels que:
1°V,cU, pour 1=svs=m, m+ 1) (v—1) +1Zisn+1)v
(n+1ym

i=1
BV Vi=0pour 1=7<j<(n+ 1)ym
40 dim S . Hyx (V;) =n—1 pour lizg(n—i— 1) m
5% pour chaque combinaison i, 7,, ...,% (2=7=n + 2) d’indices
1,2,...,(n -+ 1)m on a HviscS, diml1f"is§n—r+ 1.
s=1 s=1
Démonstration. D’aprés 26 et 14-2 il existe des ensembles 7'; ouverts
dans S tels que: .
607,cU, pour 1=v=Em, (n+ 1) (v—1) +1=i= (0 4 1)v;

(n+lym __
Y T, =S;

i=1

87T, . Tj=0pour 1si<j<=(n+1)m

9P dim Hg (T;)Sn—1 pour 1S4 (» + 1) m;

10° pour chaque combinaison iy, 7, ...,% (2=7=n+ 2) din-

dices 1,2,..., (+ 1)m on a dim I1 7, <n—r + 1.
s1

[
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D’apres 6° et 12-1 il existe des ensembles Z; ouverts dans R tels que
T.cZicZ,cU, pour 1<v<m, (n+1)(v—1)+1<i<(n+1)v

Evidemment il suffit de construire des ensembles V; (1=7¢< (n + 1) m)
ouverts dans R de maniére que

]‘iCViCZi, Ti:SVi, pour 1§1§(%—{—])m, (al)
Vi.Vi=0pour 1] <i=(n-+1)m (%)

S.Hg (Vi) = Hs (T;) pour 1=4¢= (n + 1) m; (c;)

Vi . Vi=1T;.1T; pour 157 <1< (4 1) m. (d;)

D’aprés 13-3 et 14-1 il existe un ensemble V; ouvert dans R vérifiant (a,)

et (), tandis que (b,) et (d;) n’exigent rien. Supposons donc que pour une
certaine valeur de 7 (2=<¢=< (# + 1) m) on ait déja construit des ensembles
Vi (17 < 1) ouverts dans R tels que les conditions (a;)—(d;) soient
satisfaites pour 1<j <<7. On doit construire un ensemble V; ouvert
dans R vérifiant (a;) — (d;). Pour 1=7 <7 on a

Vi—S).T,c(R—S)S =0,
V,—S.TicV;.S.T;=1[S.V;+S.Hg (V)] T; =
= [T+ Hs (T)] T: =T; . T
et T;.7; = 0 d’aprés 8 et 7-2. Par suite, en vertu de 6-1 et 7-2, les en-

—1 __
sembles X V; — S et T sont séparés; il existe donc (v. 14-1) des ensembles
j=1

P;, 0, ouverts dans R tels que

i—1

j=1

D’aprés 7-2 P; Q; = 0. D’aprés 13-3 et 141 il existe un ensemble V; ouvert
dans R tel que

TicVicZiQ, T; =SV, Hs(I3) =S . Hg (V3).

Les propriétés (a;) et (c;) sont évidentes. Puisque V;C Q;, V,CS + P;
(1<j<d),on a V;V;cP,Q;+S=3S. Donc V,;V; =S, dot V, V; =
=SV,.SV;=T;T; =0,dou (b;). De plus SV; = S . [Vi+ Hg (V)] =
:Ti+H5(1“-)=1—" comme V;V;,cS, on a V;T -*S‘V SVi=
=T1,T;, dot (d).
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