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Sur la dimension |
des espaces parfaitement normaux,

Par
EDUARD CECH.

Présenté le 5 février 1932.

Je modifie légérement la définition récursive (Menger et Urysohn)
de la dimension. Dans le cas des espaces séparables, seul étudié jusqu’'a
présent, la modification est purement formelle. Je démontre 1°le théoréme
sur la dimension d’un sous-ensemble, 2° le théoréme sur la dimension
d’'une somme (Summensatz) et 3° le théoréme sur le recouvrement d’'un
espace 4 dimension finie (Zerlegungssatz) pour des espaces tres géneraux
comprenant comme cas particulier les espaces distanciés (metrische Raume).

Les théorémes principaux de cet Ouvrage ont été énoncés sans dé-
monstration dans la Note Sur la theorie de la dimension (C. R., nov.1931).

I. Théorémes auxiliaires.

1. Un ensemble R s’appelle un espace topologique (et les éléments
de R s’appellent points) si I'on a donné une famille § de sous-ensembles
de R (appelés ensembles fermés dans R) de maniére que:

1-1. L’ensemble vide O et l'espace R sont des ensembles fermés
dans R.

1-2. ¥ étant un point quelconque de R, l'ensemble (x) est fermé
dans R.

1:3. La somme d'un nombre fini d’ensembles fermés dans R est
fermée dans R. :

1-4. Le produit (= partie commune) d’'un nombre quelconque d’en-
sembles fermés dans R est fermé dans R.

2. Un ensemble 4 C R s’appelle ouvert dans R si 'ensemble R — A
est fermé dans R.

3. Si SCR, on appelle fermé dans S chaque produit 4 S, 4 étant
fermé dans R. Chaque sous-ensemble S de 'espace topologique R constitue
alors un espace topologique.
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4. Si A CR, je désigne par 4 la fermeture de A (le plus petlt sous-
ensemble fermé de R contenant A4). '
5. Si 4 CSCR, la fermeture de A dans 'espace S est 4 . S ,

6. Les ensembles 4, BC R s’appellent séparés, si 1A B = 0, 2° A
et B sont fermés (ou, ce qui revient au méme, ouverts) dans 4 + B.
6-1. Sl les ensembles 4;, Bj sont séparés pour 145k, 157 k les

ensembles E A, E B; le sont aussi,
=1 7=1

6-2. Les ensembles 4, B étant séparés, si 4,CA4,B,CB, les en-
sembles A4, et B, le sont aussi. v

71. Les ensembles A, BC R sont fermés dans A4 -+ B si et seule-
ment si AB+ AB = AB.

7-2. Les ensembles 4, B sont séparés si et seulement si A B=A4 B = 0.

8. Si U C R est ouvert dans R, I'ensemble Hg (U) = U — U s’appelle
la frontiére de U (dans l'espace R).

81. U.H; (U)=0.

82 U-+Hy(U)=0U

8-3. Si U est ouvert dans R, Hg (U) est fermé dans R.

9-1. 1) Soient U, (1<7<m) des ensembles ouverts dans R. Alors

He ( 2 U,) ¢ X He (V).

9-2.%) Soient U, V' des ensembles ouverts dans R. Alors
Hy (U—7) C Hy (U) + Hg (V).
10.3) Soient Q,,V, (v=1,2,3,...) des ensembles ouverts dans R.

Soit S=T11Q,. Soit TCS, TCEV,. Pour v=1,2,3,... soit 0, 5 Qyu1,
r=1 y=1
V, CQ,. Alors
He(EV,) 2 He (V) + Mo
y=1

y=1
M -—=S.HR( év,)cs——:r.

11.%) Soit SCR; soit U un sousensemble ouvert de R. Alors
Hs (SU)CS. Hg (U).
12. Un espace topologique R s’appelle normal®) s’il jouit de la pro-
priété suivante: Si 4 B = 0, les ensembles 4, B étant fermés dans R,
il existe des ensembles U, V ouverts dans R tels que U>4,VoB, UV =0.

1) K. Menger, Dimensionstheorie, p. 36.

2) Menger, 1. c., p. 36.
§ 38) Menger, 1. c., p. 37. L’énoncé de M. Menger est légérement différent de
celui du texte.

4) Menger, 1. c, p. 35.

8) P, Urysohn, Uber die Madchtigheit zusammenhingender Mengen, Math,
'Annalen, t. 94, p. 265. .
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12:1.%) Soit R un espace normal. Soit 4 (U) un sousensemble fermé
(ouvert) de R; soit 4 ¢ U. Il existe un ensemble V ouvert dans R tel que
A C Vc V cU.

13. Un espace. topologlque R s’appelle complétement normal’) s'il
jouit de la propriété suivante: Si les ensembles 4, BCR sont séparés,
il existe des ensembles U, V ouvertsdans R telsque UD A, VOB, UV = 0.

13-1.8) Un espace complétement normal est normal.

13-2.%) Chaque sous-ensemble S d’un espace complétement normal R
constitue un espace complétement normal.

13-3.1%) Soit R un espace complétement normal; soit S CR. Soit
U, (U) un ensemble ouvert dans S (dans R); soit U,C U. Il existe un
ensemble V ouvert dans R tel que

VeU, SV =U, S.Hg(V)=Hs (U,).

14. Un espace topologique R soit appelé parfaatement normalt) s’il
posséde les deux propriétés ci-aprés: 1° R est normal; 2° chaque sous-
ensemble ouvert de R est un Fy dans R (= somme d’une infinité dénom-
brable d’ensembles fermés dans R). La propriété 20 peut étre énoncée
- comme il suit: chaque sous-ensemble fermé de R est un G5 dans R (= produit
d'une infinité dénombrable d’ensembles ouverts dans R). :

14-1. Un espace parfaitement normal est complétement normal.?)

14-2. Chaque sous-ensemble d'un espace parfaitement normal con-
stitue un espace parfaitement normal.l)

14-3. Soit R un espace parfaitement normal; soit S un sous-ensemble
fermé de R. Il existe des ensembles Q, (v=1,2,3,...) fermés dans R
tels que .

S_HQv ""HQM Qv+1CQ

r=1

Démonstration. S étant ‘ferme, c’est un Gj dans R. 1l existe par suite
des ensembles U, ouverts dans R tels que S = ﬁ U,. D’aprés 121 on
détermine des ensembles V', ouverts daﬁs R telvs=1que ScV,cV, cU,.
Alors il suffit de poser Q, =-{I1.IIV,-.

II. Définition de la dimension.

15. Soit R un espace topologique; on dit que le nombre de dimen-
sions de R égale — 1 (ou au plus — 1) et l'on écrit dim R = — 1 (ou dim

§) Urysohn, 1. c., p. 272.
) Urysohn, 1. c., p. 265.
8) Urysohn, 1. ¢, p. 265.
9 Urysohn, 1. c., p. 284.
10) Menger, 1. c., p. 36.
11) Cette catégorie d’espace a été incidemment considérée (sans un nom spécial)
dar Urysohn, 1. ¢, p. 286, note 4) au bas de la page.
12) Urysohn, 1. ¢. sub 1),
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R<—1) si et seulement si R = 0. Supposons que l'on ait déja défini,
pour une certaine valeur de # (=0,1,2,3...) les espaces topologiques
dont le nombre de dimensions égale au plus # — 1. Soit alors R un espace
topologique et soit 4 un ensemble fermé dans R. On dit que le nombre
de dimensions de R relativement 4 4 égale au plus # et on écrit dimy R <n
si 'on peut attacher & chaque ensemble U D 4 ouvert dans R un ensemble V'
ouvert dans R de maniére & avoir ACV CU, dim Hg (V)<n—1, On
dit que le nombre de dimensions de R égale au plus # et I'on écrit dim R <%
lorsque dim, R<# pour chaque sous-ensemble 4 fermé de R. On dit
que le nombre de dimension de R [évent. relativement a un sous-ensemble
fermé A] égale n et on écrit dim R =» (dim, R = #), lorsque dim
R=Z n[dimy R<#] mais non dimR<#—1 [dimy RS #n—1)].

16-1. Soit S un ensemble fermé dans R; soit 4 un ensemble fermé
dans S. Soit dim, R < #. Alors dim, S #.

16:2. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit dim R < #. Alors
dim S <. ~

Démonstration. On voit sans peine qu'il suffit de déduire 161 pour
la dimension # en supposant la proposition 16-2 vraie pour la dimension
# — 1. Soit donc U, D> 4 un sous-ensemble ouvert de S. Il existe donc un
sous-ensemble U ouvert de R tel que U, = U S, donc 4 ¢ U. Puisque
dim, R <, il existe un ensemble V ouvert dans R tel que A CV C U,
dim Hg (V) <n— 1. Posons V= S V. L'ensemble V7, est ouvert dans S,
et 'ona 4 CV,C U, De plus, I'ensemble Hs (V,) est fermé dans S, donc
aussi dans R, et 'on a Hg (V,) C Hg (V) d’aprés 11. La proposition 16-2
pour la dimension #— 1 étant vraie, il s’ensuit dim Hg (Vo) <n — 1.

17-1. Soit S un sous-ensemble fermé de R; soit 4 un sous-ensemble
fermé de S. Supposons qu’a chaque ensemble UD 4 ouvert dans R on
puisse attacher un ensemble V ouvert dans R tel que A cV c U, dim
S.Hg (V)Sn—1. Alors dim, S n.

Démonstration. Soit UyD A un ensemble ouvert dans S Il existe
un ensemble U ouvert dans R tel que U, = S U. Il s’ensuit l'existence
d’un ensemble V ouvert dans Rtel que A cV cU,dimS.Hg (V)Sn—1.
Posons V, = S V. L’ensemble V, est ouvert dans S et 'on a 4 cV, C U,.
D’aprés 11 on a Hs (V) CS. Hg (V). L'ensemble Hg (V,) étant fermé
dans S, on conclut de 16-2 que dim Hg (Vo) <n—1. ‘

17-2. Soit R un espace complétement normal. Soit S un sous-en-
semble fermé de R; soit 4 un sous-ensemble fermé de S. Soit dim, S < #.
Alors 4 chaque ensemble U > A4 ouvert dans R on peut attacher un en-
semble V ouvert dans R tel que AcVcU, dimS.Hg (V)Sn—1.

Démonstration. L'ensemble U, =S U est ouvert dans S et l'on a
UyD A. Puisque dim, S <4, il existe un ensemble V; ouvert dans S tel
que AcV,cU,cU, dimHg (V))Sn—1. Or d’aprés 133 il existe
un ensemble V ouveft dans R tel que V' cU, SV =V, (donc V> 4),
S.Hy(V)=Hs (V).
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- 18. Soit R un espace topologique. Soient 4, B des sous-ensembles
fermés de R; soit CCR. Soit R —C = P + Q, les ensembles P, Q étant
séparés (v. 8); soit PD A, QD B. Alors on dit que [ensemble C se’ﬁare A
et B l'un de Uautre dans R.

" 181. Soit R un espace normal. Soient 4, B deux sous-ensembles
fermés de R, soit 4 B = 0. Soit dim, R < n. Il existe un sous-ensemble C
fermé de R séparant 4 et B 1'un de I'autre dans R et telque dimC <»n — 1.

Démonstration. D’aprés 12-1 il existe un ensemble U ouvert dans R
tel que 4 c Uc U cR — B. Puisque dimy R< #, il existe un ensemble V
ouvert dans R tel que ACV CU, dimHg (V)<#n—1. On voit sans
peine que I'ensemble C = Hy (V) posséde toutes les propriétés demandées.

18-2. Soit R un espace normal. Soit 4 un sous-ensemble fermé de R.
Supposons qu’d chaque ensemble BCR — A4 fermé dans R on puisse
attacher un ensemble C fermé dans R séparant 4 et B I'un de 'autre dans R
de maniére que dimC<#n — 1. Alors dimy R < #.

Démonstration. Soit UD A un ensemble ouvert dans R. En posant
B = R — U on voit qu’il existe un ensemble C fermé dans R et deux en-
sembles séparés P, ) de maniére que dimC=<#zn—1, R—C =P 4 Q,
P>A4, 9Q>B. On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans R,
que ACPcU et que Hg (P)cC, d’ou dim Hg (P)<#n—1 d’apres 16-2.

18:3. Soit R un espace complétement normal. Soit 4, B,CCR;
supposons que C sépare 4 et B I'un de 'autre dans R. Il existe un ensemble
C* CC fermé dans R séparant 4 et B l'un de l'autre dans R.

Démonstration. On a R—C =P + Q, ol P, Q sont séparés. L’espace
R étant complétement normal, il existe des ensembles U, V ouverts dans R
tels que UDP, V2o Q, UV =0. 1l suffit de poser C* =R — (U + V).

18-4. Soit 4 un sous-ensemble fermé d’'un espace complétement
normal R. Supposons qu’a chaque ensemble BCR —4 fermé dans R
on puisse attacher un ensemble C séparant 4 et B I'un de l'autre dans R
de maniére qui dimC=<#»n—1. Alors dim, R< n.

Démonstration. D’aprés 13-1, 16-2, 18-2 et 18-3.

III. Théoréme sur la dimension d’une somme.

" 19. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S; (# =1, 2,3 ...)
des sous-ensembles fermés de R; soit dim S;<#» pour =1, 2, 3.
Alors dim 215 .
i=

Ce théoréme est banal pour # = — 1. On peut donc procéder comme
il suit: Dans les démonstrations du #° 20 on fera usage du théoréme 19
pour la dimension #—1; dans le #° 21 on démontrera le théoréme 19
en continuant le supposer vral pour la dimension # —'1 et en faisant usage
de la proposition 20-3. A

20-1. Soit R un espace parfaxtement normal. Soit S un sous-ensemble
fermé de R: soient 4, B* des sous-ensembles fermés de S. Soit C* un
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sous-ensemble fermé de S séparant 4 et B* l'un de l'autre dans S et tel
que dimC*<#n —1. Supposons que dimsR<n pour chaque ensemble
FCcR—S fermé dans R. Soit B un sous-ensemble fermé de R tel que
B* = S B. 1l existe un ensemble C fermé dans R séparant 4 et B I'un
de l'autre dans R et tel que dimC<#n—1.

Démonstration. L'ensemble C* séparant 4 et B* l'un de l'autre
dans S, il existe deux ensembles séparés P, Q tels que S —C* =P + @,
P>A, Qo B* On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans S,
que P.B =0 et que Hg (P)cC*, d’ott dim Hs (P)<#n—1 d’aprés 16-2.
Les ensembles P, B étant fermés dans I'espace normal R, la relation P B = 0
donne l'existence de deux ensembles U, T ouverts dans R tels que U > P,
TcB, UT =0, dod UT = 0 d’aprés 7-2. D’aprés 13-3 et 14-1 il existe
un ensemble V ouvert dans R tel que P=SV, VcU, S K = H; (P),
ol K = Hpg (V). On voit sans peine que A CV, BV = 0, B K = 0. D’apres
14-3 il existe des ensembles Q, ouverts dans R tels que

2201, K =y1=11(,)r =1I10Q,.

v=1
L’ensemble K — S est ouvert dans K, c’est donc un Fgdans K; K étant
fermé dans R, K — S est un F; dans R. Il existe par suite des ensembles F,
fermés dans R tels que
K—S=3F,

y=1
D’aprés 12-1 et puisque K B = 0, il existe des ensembles Z, ouverts dans R
tels que : '
F,cZ,cZ,CR—B.
Evidemment F,Cc R —3S, d’ou dimg, R<#n. Or F,CQ,Z, de maniére
qu’il existe des ensembles W, ouverts dans R tels que

F,CW,cQ,Z,, dim Hg (W,)<n—1.

On a K —S X W,de maniére que I'on conclut du théoréme 10, en se

v=1

rappelant que S K = Hj (P),

He( Ew,) c & He (W) + Hs (P).
v=1 v=1
Posons
X=vV+32w,

r=1
C = Hg (X), de maniére que d’aprés 9-1
(*) Ccc 21 Hg (Wv) + Hs (P).
Le théoréme 19 étant par hypothése vrai pour la dimension #—1, le
nombre de dimensions du second membre de la relation (*) est au plus

égal 4 n—1, d’ott dimC<#n—1 d’aprés 16-2. Or on vérifie sans peine
que I'ensemble C sépare 4 et B I'un de l'autre dans R, car
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R—C=X+((R—X),X>4, R—X>B.

20-2. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-en-
semble fermé de R; soit T un sous-ensemble arbitraire de R. Soit 4 un
sous-ensemble fermé de S. Soit dim, S < #; soit dim T < #. Alors
dim, (S +T)=n.

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer que
R =38 +T (v. 14-2). De la relation dim TS # on conclut alors sans peine
que dimy R £ n pour chaque choix d’un ensemble F C R — S fermé dans R.
Puisque dim, S<#, d’aprés 181 & chaque ensemble B*CS —A fermé
dans S on peut attacher un ensemble C* fermé dans S séparant 4 et B*
I'un de Yautre dans S et tel que dimC*<#%—1. Or soit BCR—A4
un ensemble fermé dans R. En posant B* = S B on conclut de 20-1 qu’il
existe un ensemble C fermé dans R séparant 4 et B 1'un de 'autre dans R et
tel que dim C < #—1. D’aprés 18-2 on a donc dim, R =dim, (S +7T) S #.

20-3. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S,7 des en-
sembles fermés dans R. Soit dim S < #,dim T < . Alors dim (S + 7)) < #.

Démonstration. De nouveau on peut supposer que R = S + T. Soit 4
fermé dans R; soit U 5 4 ouvert dans R. On doit construire un ensemble V
ouvert dans R tel que A CV CU, dim Hg (V)< #—1. L'ensemble 4 S
" est fermé dans S, d’'olt dimys S<#; ona de plus dimT <#n, R=S +T.
Donc on déduit de 20-2 que dims R < #. Par suite il existe un ensemble 7,
ouvert dans R tel que A SCV,CU, dim Hg (V;)<#—1. Par raison
de symmétrie il existe un ensemble V, ouvert dans R telque AT CV,C U,
dim Hg (V) <n—1. Posons V =V, 4+ V,. Evidemment V est un sous-
ensemble ouvert de R et A CV CU. D’aprés 91 on a
(*) Hg (V) CHg (V) + Hr (V).

Or le théoréme 20-3 n’est qu'un cas spécial du théoréme 19 dont nous
supposons la validité pour la dimension #—1; donc le théoréme 20-3
est vrai pour la dimension # — 1 de maniére que le second membre de (*)
a le nombre de dimensions au plus égal & # — 1, d’ott dim Hg (V)< n —1
d’aprés 16-2. :
21-1. Passons 4 la démonstration du théoréme 19 pour la dimen-

k
sion #. Les ensembles X S; sont fermés dans R ; du théoréme 20-3 on déduit

i=1

k : © o k ‘
par récurrence que dim X S;<#; enfin £ S, = X X S,. Il en résulte qu'il

suffit de démontrer le lt:;:éoréme 19 501’;; 118. su;);)t)sii_tlion
Si C Sk+, pour k_ =123,... - (1)
Sans restreindre la généralité on peut aussi supf)oser (v. 14-2) que
kg S = R, . ' (2)

Choisissons un ensemble 4 fermé dans R et un ensemble Z> A ouvert
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dans R. Il s’agit de construire un ensemble U, ouvert dans R tel que
AcU,CZ, dim Hg (U,) £ n—1. Commengons en construisant par ré-
currence, d’aprés 121, des ensembles Z, ouverts dans R tels que

ACZ,cZ, Z,CZ, . pour r=1,2,3,... - 3)

21-2. Le moyen essentiel pour la construction de l'ensemble U,
cherché sera la construction préalable de trois suites U, V, T, (r=1,
2, 3,...) d’ensembles ouverts dans R qui posseéde, pour r=1,2,3, ..
les dix propriétés ci-apreés:

‘9

AS,cU,CZ, . (ar)
U, CU, (&)
dim S, . Hg (U,)sn—1, (cr)
U,— U,y CV,py, (ar)
Hg (U;) = Sr—1 C Vi, (&)
Hg (Up—1) — Sr-1CVymy ()
ACV,.,, &)
Spy— U,y CTy_y, ()
Tyy CTomy, | (&)
T,y .Viy=0. . B (1)
Nous convenons d’ailleurs de poser
Uy=0,TVy=R, §5=0T,=0,T_;,=0. (4)

Nous procéderons de la maniére suivante: D’abord (en 21-3) on construira
Iensemble U,; ouvert dans R de maniére a avoir (#,) — (f,). Ensuite (en
21-4) en supposant que, pour une certaine valeur de % (=1,2,3,...) on
ait déja construit les ensembles U,, V,, T, 1S7<k, 1Sssk—1)
de maniére que les conditions (a,) — (j,) soient vérifiés pour 174,
on construira les ensembles V,, T, ouverts dans R satisfaisant aux
conditions (fz+;) — (fx+,). Enfin (en 21-5) en supposant que, pour une
valeur donnée de 2 (=1,2,3,...) on ait déja construit les ensembles
U,V, T, 1<r=k) ouverts dans R vérifiant les conditions (a,) — (e,),
(f)—Gs) 1<r<k, 1=s<k + 1), on construira I'ensemble U,, ouvert
dans R satisfaisant aux conditions (a;+,) — (é:+;). Le but proposé sera
ainsi atteint.

' 21-3. L’ensemble 4 S, est ouvert dans S;; I'ensemble Z; est ouvert
dans R et 4 S,c Z, d’aprés (3); I'ensemble S, est fermé dans R et dim
51 < #n. Donc il résulte de 141 et 17-2 qu'’il existe un ensemble U, ouvert
dans R tel que 4 S;,c U,CZ,, dim S, . H (U,) <# — 1. En tenant compte
de (4) on voit que les conditions (a,)—(j;) sont réalisées.

21-4. Soit £ =1,2,3,... Supposons que les “ensembles U,, V,, T,
(1Sr<k, 1Sssk—1) venflent les conditions (a,)—(j,) pour 1Sr<k.
Montrons d’abord que

4, Si— U . (o)
Hy (Uy) — Si, S — Us; (B4)
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A, Tiy; (vs)

' Hg (Us) — Si, Ti (34)
sont des couples d’ensembles séparés. L'ensemble S, — U, est fermé
dans R et contient S, — U, donc d’aprés (ax)

A6—T)+A4.5%—Ui=4.5—UcASi—U) =4 S,—U,=0.
‘de maniére que (v. 7-2) les ensembles («;) sont séparés. De plus,
Hpg (Uk) —S:. (Se — ﬁk)_C_HR U)) - R—Us) =0,
(Hg (U) —Si) .S — U c (R —Sy) S, = 0,
de maniére que les ensembles (8;) sont séparés. Les ensembles V,_,, T;_,,
étant ouverts dans R, ils sont donc séparés en vertu de (j;). Donc, d’apres 6-2
et (g:), les ensembles (y;) sont séparés et, comme Hg (Uy) — S; C Hg (Uy) —

— Si—, d’aprés (1) [pour k=1 d’aprés (4)], il résulte de 6-2 et (&) que
les ensembles (3;) sont séparés. Par suite on voit de 6-1 que les ensembles

4 + [Hg (Uy) —Sil, (Se—Ux) +Tiy }

sont séparés; en tenant compte de 14-1 on en déduit qu’il existe des en-
sembles V5, T, ouverts dans R satisfaisant aux conditions (fy+;) — (fx+1)-

21-5. Soit £ =1,2,3,... Supposons que les ensembles U, V,, T,
(=sr<k) vérifient les conditions (a,)—(e,), (f)—(@) pour 1=Z7r=Zk,
1<s=<k%k+4 1. D’aprés 14-3 il existe des ensembles @, ouverts dans R
tels que :
Q, DQ,41 pour v=1,2,3,..., (5)

4 + Hy (U] - i = 110, = T1 0. (6)

Les ensembles [A -+ Hg (Ui)] . Sk+y, Sk étant fermés dans l'espace parfaite-
ment normal R, leur différence est un F; dans R. Il existe donc des en-
sembles F, fermés dans R tels que

(4 + Hg (U] . Siss — Si = §1F o

D’aprés (7), (fs+1) €t (gr+,) on a F, C V. En vertu de 12-1, il existe donc
des ensembles P, ouverts dans R tels que

P,cVy (8)
et F,CP,. D’aprés (6) et (7) F, CQ,. De (3), (7) et (az) on déduit sans
peine que F, C Z,,,. D’aprés (7) ona F, CR—S;. L’ensemble F, fermé
dans Sy, [d’aprés (7)] fait donc partie de I'ensemble P, Q, Z,,, . (R — S).
Or S;,, est fermé dans R et dim S;,, < #; il résulte donc de 141 et 17-2
qu’il existe des ensembles W, ouverts dans R tels que

F,cW, pour v=1,2,3,..., (9)

W,, CP,. Qka-H_'—-»Sk pour V=1, 2, 3,..., (10)
dim Sgyy . Hf (W,)Sn—1 pour v=1,2,3,... (11)
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D’aprés (5), (6), (7), (9) et (10) les suppositions du théoréme 10 sont satis-
faites si 'on remplace S, T, Q,,V, par (6), (7), Q,, W,. Donc_

Hg é W,)c %_IHR (W,) + Sk (4 + Hg (Uy). - (12)
Posons ‘ o - ‘
Urn=Us+ZW, - (18)

de maniére que U,., est un sous-ensemble ouvert de R.

De (), (3), (7), (9), (13) on déduit sans peine que la condition (a4,)
est réalisée. La vérité de (b:.,) est évidente. D’aprés (a;), (12), (13) et
91ona ' : ‘

Hy (Upsy) C He (Us) + gHR w,). (14)

D’aprés (7), (9) et (13) on a Hg (Ui+y) . [Stsy - HR (Uz) — Sk] = 0, de maniére
que (14) donne ' :

Sk+1 . HR (Uk‘i'l) C Sk . HR (Uk) + %15[;4_1 . HR (Wk). , (15)

Or nous supposons la validité du théoréme 19 pour la dimension n—1;
de (cx), (11), (15) et 16-2 résulte donc (ce+,). D’aprés (8) et (10) W, c V,
de maniére que (13) donne (d;.,). D’aprés (8) et (10) Hg (W,) CVy; d’ apres
(fa+1) Hg (Us) — Sk CVi; donc (14) donne (¢.4).

21-6. La construction des ensembles U,, V,, T, ouverts dans R
possédant les propriétés (a,)—(j,) pour » =1, 2,3, , .. est ainsi achevée.
Nous devons (v. 21-1) construire un ensemble U, ouvert dans R tel que

AcU,cZ, (16)
dim Hy (U,) <5 —1. (17)
Posons a cet effet v
U, =32U,
r=1

de maniére que U, est un sous-ensemble ouvert de R. La condition (16)
‘est vérifiée en vertu de (2), (3) et (a,). Choisissons une valeur de % (= 1,
2,3,...). Daprés (b,) et ‘(d,) on a

UCUk+EV (18)

r=~k

D’aprés (7,) et (7,) on a T . Z V,=0; les ensembles T, et 5 V, étant

ouverts dans R; ils sont sépares, d’ou (v. 7-2)

Or. d’aprés (18)
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de maniére que
: T, . Hg (U,) ¢ Uy l

Donc, en vertu de (h+y) (Sp — Ui) . Hg (Us) = 0, clest-a-dire

Sk Hg (Uy) CUy. Or UiCU,CR— Hy (U,); Up—U, = Hg (Uy);

donc Sy.Hp (U,)CS;.Hg (Usy). Ceci étant vrai pour £ =1,2,3,...,

on déduit de (2) que

Hg (Us) C Z S, Hy (U3). | (19)

Comme nous supposons la validité du théoréme 19 pour la dimension
# — 1, la relation (17) s’obtient de (19) et (c,) en vertu de 16-2.

IV. Quelques conséquences.

22. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R <#. Soit 4
un sous-ensemble arbitraire de R. Soit U D> A un sous-ensemble ouvert
de R. Il existe un ensemble V ouvert dans R tel que

AcVcU, Hy (V) = ©, 4+ D,,
dim ®,<n—1, O,=A4 . Hy (V) = (4 —A4). Hg (V).
Démonstration. L'espace R étant parfaitement normal, l'ensemble

A .U est un Fg dans R. 11 ex15te donc des ensembles F, fermés dans R
tels que

A.U=SF, S
y=1
D’aprés 14-3 il existe des ensembles Q, ouverts dans R tels que
Qw)Qv+1» A—= EQ‘A’= H@* (2)

1

D’aprés (1) et (2) F,cUQ,; or dimR<#» de maniére qu’il existe des
ensembles W, ouverts dans R tels que

“F,cW,cUQ,, (3)
dim Hy (W,)Sn—1. (4)
D’aprés 10
HR( £ w,)c £ He (W) + (@ —U). G
Posons ’

V= Z1W" D, -~HR(V) Z Hp (W,); ®,=A.Hg (V).
L’ensemble V' est ouvert dans R; comme A CU, daprés (1) et (3)
ACA.UcCV; donc 4 .Hg (V) =0, dod ®,= (4 —A4).Hy((¥V);
d’aprés (5) Hg (V) = @, + @,; d'aprés (4), 19 et 16-2 dim O, <n — 1.

23. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < #. Smt S
un sous-ensemble arbitraire de R. Alors dim S < #.
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Démonstration. Le théoréme étant banal pour # = — 1, supposons
le vrai pour la dimension # — 1. Soit A un ensemble fermé dans-S; soit
U,> 4 un ensemble ouvert dans S de maniére qu'il existe un ensemble U
ouvert dans R tel que Uy =S U, d’ott U> 4. D’aprés 22 il existe un
ensemble V' ouvert dans R tel que A CV CU, Hg (V) = O, + @,, dim
O, <n—1, ®,CA—A. Posons Vy=SV; lensemble V, est ouvert
dans S et I'on a ACV,CU, Daprés 5 4 = S4, d’ott S®, = 0, donc
S . Hg (V) C D, et par suite Hy (Vo) C @, en vertu de 11. Or nous supposons
la validité du théoréme a démontrer pour la dimension # —1; donc
dim Hs (V) <# — 1. Par suite dim S< #. :

.24-1. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < n. Soit S
un sous-ensemble fermé de R. Soit U, un ensemble ouvert dans S, soit
U> U, un ensemble ouvert dans R. Soit dim Hg (U,) < » —1. Alors
il existe un ensemble V' ouvert dans R tel que U,CcV CU, SV =U,,
S.Hy (V) = Hs (U,), dim Hg (V)= n— 1.

Démonstration. D’aprés 13-3 et 14-1 il existe un ensemble W ouvert
dans R tel que SW =U,, U,cWcCU, S.Hz (W)= Hg (Uy). D'aprés
le théoréme 22 (ol I'on remplace 4, U par U,, W) il existe un ensemble V' -
ouvert dans R telque U, CV CW CU (donc SV = U,), Hg (V) = @, + Dy,
dim ®,<n—1, ®,=U,.Hy V) = (U(, —U,) Hg (V). L’ensemble @,
est fermé dans R. On a Hg (V) CVCW; or SW =U,CVCR— HR (V,,
de maniére S.Hy (V)CS.Hy (W)= Hs (Uy), doit S. Hg (V) = Hs (U,)
d’aprés 11. Or Hs (U)) =S . Uy — Uy, = U,— U, (car U, C S entrame
T, CS, S étant fermé dans R) et par suite @, = (z_f;—~ U,) Hy (V) = Hs V),
donc dim ®,<#—1. L'ensemble ®, étant fermé dans R, l'ensemble
Hy (V) — @, C D, est (1’espace R étant parfaitement normal) un Fg dans R,

d'ott Hg (V) = @, + 2 Fv, les F, étant des sous-ensembles de O, fermés .

dans R. Comme d1m (I)1 <n—1, dim F,<n—1 d’aprés 23 (ou bien
d’aprés 16-2). Donc dim Hg (V) =<#n —1 d’apres 19.

24-2, Soit R un espace parfaitement normal. Soient S,,S,, ...,
S des sous-ensembles fermés de R. Soit R =5,5S5,2...2S,. Soit U,
un ensemble ouvert dans S;; soit U> U, un ensemble ouvert dans R.
Soit dim S, < #, pour 1<v <k Soit dim Hs, (Up)S n — 1. Alors
il existe un ensemble ¥V ouvert dans R tel que U, CV CU, S.V =U,,
Si . Hg (V) = Hg, (U,), dim S, .Hg (V)Sm,—1 pour 1=v=k.

Démonstration. Le théoréme étant banal pour % = 1, supposons le
vrai pour 2 — 1. Il existe donc (v. 14-2) un ensemble V, ouvert dans S,
tel que U,CcV,CS,.U, Si.Vy,=U, S:.Hs,(V,) = Hs, (U, dim
S, .Hg, (Vo) = m,—1 pour 2< vy <k Daprés 241 (ot on remplace
n, S, U, par n;, S,, V,) il existe un ensemble V ouvert dans R tel que
UsCV,CVCU, S,V ="V, (et donc $; V =U,), S, . Hg (V) = Hs, (V),
dim Hy (V) S n, — 1. Comme S;CS,, on-a S;.Hgz (V) = S . Hs, (V) =
= Hy, (U,). Comme S; =R, la relation dim S, .Hz(V)=n, —1 est

" Bulletin international. XXXTIIL. . 4
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vraie pour v=1 Pour 2<v<%k on a §,CS,, donc S,. H, (V) =
=S, . Hs, (V,) d’oil ici encore dim S, . Hg (V) <0, — 1.

V. Théoréme" sur le recouvrement d’un espace & dimension finie.

25-1. Soit R un espace normal. Soient Uj, . . ., Un des sous-ensembles

ouverts de R soit Z U, = R. 1l existe un ensemble V,; ouvert dans R

r=1

tel que 7, C U,, V,+ X U, =R
v=2

" Démonstration3) L'ensemble R — )3 U, est fermé dans R et est
r=2

contenu dans U,. Donc d’aprés 12+1 il existe un ensemble V, ouvert dans R
tel que ‘

R—% U,cV,cV,cUy;

=2
évidemment V, + X U, = R.
r=2 .
25-2. Soit R un espace normal. Soient Uj, . . ., Ux des sous-ensembles

m
ouverts de R; soit £ U, = R. Il existe des ensembles V, . . ., V. ouverts
v=1

dans R tels que V,;C Uy ..., Vn CUn, 2V, =
»-1
Démonstration.3) Les ensembles V, s’obtiennent en appliquant #

fois la proposition 25-1.
25-3. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < #. Soient

m
U,, ..., Un des sous-ensembles ouverts de R; soit £ U, = R. Il existe

v=1
des ensembles V, . . ., Vi ouverts dans R tels que: ¥, ¢ U, pour 1< v<m;
Z V,=R; V,V, =0 pour 1Sp<vEm; dimHg (V,)<n—1 pour
r=1
15 vEm.
Démonstration. D’aprés 25-2 il existe des ensembles Fy, . . ., Fin fermés

dans R tels que F, c U, pour 1S v=<m, 5 F, = R. D’aprés 12-1 il existe
r=1

des ensembles W,, ..., W, ouverts dans R tels que F, cW, C w,cU,
pour 1<v<m. Puisque. dim R<#, il existe des ensembles Z,,..., Zn
ouverts dans R tels que F, ¢ Z, ¢ W,, dim Hg (Z,)<n—1pour 1< v<m.

v—1__
Posons V, = Z,; pour 2<v<m posons V, =Z, —Z Z . Les ensembles
u-

V sont ouverts dans RetlonaV,cZ,cW,cU,. Smt P un pomt arbi-

r=1 y=1

traire de R; comme R = ZF C )5 Z,, soit v le plus petit indice tel que

18) Menger, -1-,0‘-. p. 159—160 (Bemerkung).
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(p)CZ, ; on voit sans peine que (p) CV,. Donc E V =R. Pour 1Sp<vEm

y=1

onaV,CR— ZZcR Z,cR— VcR V,‘,d'oﬁV,,V,=0.Comme

i=1
Vi,=2£2,, onadimHg(V;)S#n-—+-1. Pour 2<v=<mon a
1

v—1__ v k
Vi=2,—%22,=2,—2X2,
pw=1 w=1
donc d’aprés 9-1 et 9-2

Hp (V,)cC leR (Z.)
=
d’ott dim Hg (V,)S#n—1 d’aprés 19 et 23 (ou bien 16-2).
26. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R < #. Soient

U,, ..., Un des sous-ensembles ouverts de R; soit X U, = R. Il existe

r=1
des ensembles V; (1SS (n + 1) m) ouverts dans R jouissant des pro-
priétés suivantes:
1° V,cU, pour 1<v<m, (n+1) (v—1) + 1<i<(m + 1) v
(m+1)m __

2 X V;=R;

i=1
BV,.Vi=0pour 1Si<j<(n+ 1) m;
4 dim Hg (V,)Sn—1pour 1<0< (n + 1) m;
5% soit 4y, 4, ...,% (2=7=<# -+ 2) une combinaison des indices
L,2,...,(+ 1)ym: alors dimIIV; Sn—r+ 1.
s=1

Démonstration. Pour k = 1, il résulte sans peine de 25-3 qu'il existe
des ensembles V¥ (1< 7<% m) ouverts dans R tels que

V‘chU pour 1SvsEm, k(v—1) 4+ 1Si<Sky; (ar)
v Vi = (61)
i=1 s )

Vg").Vg"):Opour'1§i<j§_km; (cx)
dimHR(V;"))gn——-l pour 1=Si<km; (d:)
pour chaque combinaison 4, ¢,, .. ., %, des indices 1, 2,.

km telle que 2<r<k+1onad1mIIV“‘><n-—r+114) (e.)

s=1

On doit prouver que de tels ensembles V¥ existent aussi pour & = #n + 2.
Supposons donc que, pour une certaine valeur de 2 (1Sk2<# 4 1), on
ait construit des ensembles V¥ (1<4i<%m) ouverts dans R jouissant
des propriétés (a;) —(e:); il s’agit seulement d’en déduire des ensembles
VE+) (1S4 < (k + 1) m) ouverts dans R vérifiant (@x41) — (ex+1).

1) Pour # = 1,donc# = 2, on a P = II Vk) = V<1> Vﬂ) Or d’aprés (c;)

s=1 %
Vﬁ’;’. Vil=0 d'oa ViV V§1)=0 selon7 2; donc PC Hy (Vﬁ?),d ot dim PS#n —r+1=n-1
d’aprés 16'2 et (d).
4*



52

26-1. Pour 1<7<k, soit S, I'ensemble de tous les points p de
* Tespace R tels que (p) C V¥ pour 7 valeurs différentes au moins de l'indice
i1 (1Si<km). Daprés () on a S; = R. Evidemment 5;05,2...05;
et les ensembles S, (1 <7< k) sont fermés dans R. D’aprés 19 et (&) on
adimS,S#—7 -+ 1 pour 1< 7= k. Les ensembles S; U, (1< v=m) sont

ouverts dans S, et I'on a g S: U, = S;. Donc, en vertu de 14-2 et 253,

v=1

il existe des ensembles 7, (1< v<m) ouverts dans S, tels que

T, cU, pour 1Svsm; (1)
v =1

T,T, =0 pour 1su<v=m; (3)
dim Hg, (T,)Sn—% pour 1Sv=m. (4)

26-2. Nous allons construire des ensembles W, (1< v=m) ouverts
dans R tels que:

W, cU, pour 1Sv<m; (
Se. W, =T, pour 1<v<m; (
Sy.Hg (W,) = Hs, (T,) pour 1Sv<m; , (
dim S, . Hz (W,)En—r pour 1S7<k, 1SvSm; (
WW—-Opour1<y,<v<m (e
W, .W, c S, pour 1<p<v<m (
Les conditions (e,) et (%) sont a regarder comme banales. D’aprés (1) e
121 on construit d’abord des ensembles Z, ouverts dans R tels que

TVICZVCZCU, pour 1<vSm. (5)

‘D’aprés 26-1 les hypotheses du théoréme 24-2 sont vérifiées lorsqu’on
y remplace Uy, U, n, (1=7=<k) par Ty, Z,, n — . Il existe donc un en-
semble W, ouvert dans R vérifiant («,) —(%;). Supposons donc que, pour
une certaine valeur de v (2= v=<m), on ait déja construit des ensembles
Wi, ..., W, ouverts dans R tels que les propriétés («,)—(,) aient lieu
pour 1= p < v. On doit construire un ensemble W, ouvert dans R jouis-
sant des propriétés («,) —(%,). Pour 1S p <v on a d’aprés (B,) et (y.)

W,—S)T, c(W,—S) Sy =0, W, — S, .T, cW,..5 T, cT.T,;
les ensembles T, et T, étant ouverts dans.S;, ils sont séparés d’aprés (3),
douT,.T, = 0 Donc (v. 7-2) les ensembles W, — S, et T, sont séparés;

les ensembles Z W, ——Sk) T, le sont aussi en vertu de 6-1; donc (v. 14-1)
p=1

il existe des ensembles P,, @, ouverts dans R tels que
v-1__ -
P,OIW,—S, Q,0T,, P,Q, =0. (6)
w=1

Or on peut appliquer le théoréme 24-2 en y remplagant U,, U, n, (1<7<k)
par T,,Z, Q,, n—vr. Il s’ensuit l'existence d’'un ensemble W, ouvert
dans R tel que
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T,. C Wr C Zv Qa' | : (7)
et que les conditions (B,), (Y,;), (3,) soient réalisées. D’aprés (7) on a W, C Z,,
d’ou il résulte («,) d’aprés (5). Les ensembles P,, Q, ouverts dans R sont
séparés d’aprés (6), de maniére que (v. 7-2) P, Q, = 0, donc W, Q, C S
pour 1S <v.Orona W, CQ, en vertu de (7), donc on a (%.). Par suite

pour 1Su<v on a W,.W, =W, —I—HR( W] . W, CS:, dou, en
tenant compte de (B,), Y#) et (B,),

Wi Wo=[Ss W, + Si He (W)]. Sy W, = [T, + Hs, (T)]T, =T,T, =0
d’'aprées (3) et 7-2; il en résulte (e:,,).
26-3. Posons
Ve = P — ST, pour 0Sr<m—1, 7k + 1SiS(r + 1)k, (8)

v=1

Vue+1a =W, pour 1=<v<m, (9)

(k+1)
de maniére que V{¥+1 (1<7< (k + 1) m) sont des sou-ensembles ouverts
de R. D’aprés (a,) et (o) on a (#+,). Pour 0Z7Sm—1,7k + 154
(r + 1) & on a d’aprés (8) Vi ¢ V{t+ + E W,, d’ot V"‘)C V(k“) -+ E w,,

vl

donc (bx4,) en vertu de (9) et (). D’ apres (8), (9), (ci) et (e,) on a (Caty).
D’aprés 91 et 92 on a pour 0ZrSm—1, rk 4+ 15iS(r+ 1)k

Hye (V#+0) C Hp (V19) + Z HR w.,),

d’odt (dy4,) d’aprés (3,), (d:), 16:2 et 20- 3.
26-4. Il reste a prouver (ehﬂ). Soit donc 73, 7, . . .,y 2SSk 4 1)

une combinaison des indices 1, 2, ..., (8 + 1) m. Soit
Q= H V(k+1)
s=1 Is

On doit demontrer que d1m Q=n—r+ 1. Quatre cas sont a distinguer:
Premier cas. Deux au moins parmi les ensembles V(”“) (1< $<7)
sont donnés par (9); soit pour fixer les idées

Ve+1) = W . P+ — W’v
7y “r i,

avec u,v=1,2,...,m; p<v. On a QcW,.W,,d'ou QcS, d’aprés
(¢). En outre W, W, = 0 d’aprés (g,), d’odt Q G Hg (W,). Donc d’aprés
16-2 et (3,) dmQ<n—kSn—r+1,car r<k + L

Deuxiéme cas. Parmi les. r ensembles VY:H)’ un seul est donné par

(9). Il existe un indice v (1< v<m) et une combinaison 7,7, ..., %y
d’indices 1, 2, ... % m de maniére que
Q=Ww, HV“)—-—EW cW, HV(")CW S
sml s pe=1 s$ml

Les ensembles W,, V(") ~3 W, sans pomt commun étant ouverts dans R ils
pu=1
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sont séparés ; donc W,. II V(’*)-—Z W,=0d’aprés 7-2,d'o0 QCS,-, . Hx (W,)

s=1 *s pe=l
et d1mQ<n—~r+ 1 d’aprés 16-2 et (3,).
Troisiéme’ cas. Tous les ensembles V‘“l) sont donnes par (8) et
2<r< k. 11 existe donc une combinaison 7;, zz, ...,1, d'indices 1, 2,.
km telle que :

Q=TMVH—EW,clV®, _ (*)

s=1 " u=1 s=1 s
donc dim Q=9 —7 + 1 d’'aprés 162 et (e:).
Quatriéme cas. Tous les ensembles V(“l) sont donnés par (8) et r =
=k + 1. On a de nouveau la formule (*). ‘Comme r=%k4+1l,onaQcCcS

en vertu de la définition de S, d’ou QC 2 W, d’aprés (2) et (8,). Or

(V(k)—ZWﬂ) W, =0, d’ou V‘*’——ZW . W, =0 d’aprés 7-2 de ma-

h=1

niére que Q. W, = 0 pour 1=v=m. Donc Qcﬁ(W —W,), 9c S, et
par suite QCsz Hy (W,), donc d’apres 16-2 et () dmQ=sn—=k =
_.-n~—r+1.

27. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble
fermé de R; soit dim S < #. Soient Uj, . . ., Un des sous-ensembles ouverts

de R; soit 5 U,oS. Il existe des ensembles V; (1<7< (n + 1) m) ouverts

y=1
dans R tels que:
1°V,cU, pour 1Sv<Sm, n+1) (v—1)+15i<(mn+ 1) v
(n+1)m
203: V,DS,
i=1
OV, Vi=0pour 1Si<jS(n+ 1)m
40 dim S . H; (V;)Sn —1 pour 1<1<(n+ 1) m;
5% pour chaque combinaison 7%,7%,,...,% (2=S7<n 4 2) d’indices

1,2, .. (n+1)monaHV cS, dlmHV Sn—r+ L
s=1
Démonstration. D’aprés 26 et 14-2 il existe des ensembles T; ouverts
dans S tels que:
60T;cU, pour 1SvEm, (n+1)(v—1) + 154 (n + 1)v;
(n+)m __ ' .

X T;=S5;

t=1
8 T;.T; = 0 pour 1<1<7<(n+1)m
9 dim Hg (T;)Sn—1 pour 1S4 (n+4 1) m;
10° pour chaque combinaison 4,7, ...,% (2S7<n+ 2) d'in-

dices 1,2,..., #+ 1)mon a dim I T;,, Sn—7r + 1.
. s=1



55

D’aprés 6° et 12-1 il existe des ensembles Z; ouverts dans R tels que
T;cZ;cZ;cU, pour ISvEm, (n+1)(v—1) + 1<i< (n + 1)

Evidemment il suffit de construire des ensembles V; (1<:< (n + 1) m)
ouverts dans R de maniére que

T,CViCZiy Ty=SVi pour 1SiS(m+Y)m;  (a)

Vi.Vi=0pour 1S <is(n+ 1)m; (%)
S H ) =B (T) pour 1SS (0 + Do (@)
. Vi=T;.Tj pour 1] <i<(n+ 1) m. (d:)

D’aprés 13-3 et 14-1 il existe un ensemble V, ouvert dans R vérifiant (a,)
et (¢,), tandis que (b,) et (4;) n’exigent rien. Supposons donc que pour une
certaine valeur de 4 (2< i< (n + 1) m) on ait déja construit des ensembles
Vi (17 <1) ouverts dans R tels que les conditions (a;) —(d;) soient
satisfaites pour 157 <¢. On doit construire un ensemble V; ouvert
dans R vérifiant (a;) — (4;). Pour 17 <7 on a

Vi—9).Tic(R—S) S =0,
Vi—S.TicV;.S.Ti=[S.V;+S.Hy V)] T; =
=T+ Hs TN T:=T;.T;
et Ty .T; = 0 d’aprés & et 7-2. Par suite, en vertu de 6-1 et 7-2, les en-

‘sembles Z V; — S et T; sont séparés; il existe donc (v. 14-1) des ensembles

7=1

P;, Q; ouverts dans R tels que
i—1
PHoXEV;,—S, Q:0T;, PiQi = 0.
i=1 :

D’aprés 7-2 P; Q; = 0. D’aprés 13-3 et 14-1 il existe un ensemble V; ouvert
dans. R tel que

T.cV,cZ;Q, T:=SV,;, Hs (T -)—S Hyp (V).
Les propriétés (a;) et (c;) sont évidentes. Puisque V;CQ;, V;CS + P;

(17 <4),on a V;VicP,;Q; +S=3S. Donc V;V; =S, d'ou V; V;
=SV;.SVi=T,T; =0, dou(b)DeplusSV=S Vi+ He (V3)]
=T;+ Hg(T;) =T,; comme V,V;CcS, on a V;V;=SV,.SV;=

=T,T;, dot (d).

Il I
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