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Sur la dimension 
des espaces parfaitement normaux, 

Par 

EDUARD CECH. 

P r é s e n t é l e 5 f é v r i e r 1932. 

Je modifie légèrement la définition récursive (Menger et Urysohn) 
de la dimension. Dans le cas des espaces séparables, seul étudié jusqu'à 
présent, la modification est purement formelle. Je démontre 1° le théorème 
sur la dimension d'un sous-ensemble, 2° le théorème sur la dimension 
d'une somme (Summensatz) et 3° le théorème sur le recouvrement d'un 
espace à dimension finie (Zerlegungssatz) pour des espaces très généraux 
comprenant comme cas particulier les espaces distanciés (metrische Râume). 

Les théorèmes principaux de cet Ouvrage ont été énoncés sans dé­
monstration dans la Note Sur la théorie de la dimension (C. R., nov. 1931). 

I. Théorèmes auxiliaires. 

1. Un ensemble R s'appelle un espace topologique (et les éléments 
de R s'appellent points) si l'on a donné une famille $ de sous-ensembles 
de R (appelés ensembles fermés dans R) de manière que: 

1 «1. L'ensemble vide 0 et l'espace R sont des ensembles fermés 
dans R. 

1*2. x étant un point quelconque de R, l'ensemble (x) est fermé 
dans R. 

1*3. La somme d'un nombre fini d'ensembles fermés dans R est 
fermée dans R. 

1 «4. Le produit (== partie commune) d'un nombre quelconque d'en­
sembles fermés dans R est fermé dans R. 

2. Un ensemble A C R s'appelle ouvert dans R si l'ensemble R •— A 
est fermé dans R. 

3. Si S CR, on appelle fermé dans S chaque produit A S, A étant 
fermé dans R. Chaque sous-ensemble S de l'espace topologique R constitue 
alors un espace topologique. 
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4. Si A CR, je désigne par A la fermeture de A (le plus petit sous-
ensemble fermé de R contenant A). 

5. Si A c S c R, la fermeture de A dans l'espace S est A . S« 
6. Les ensembles A, B c R s'appellent séparés, si 1° A B =~ 0, 2° A 

et B sont fermés (ou, ce qui revient au même, ouverts) dans A + B. 
6-1. Si les ensembles Aif Bj sont séparés pour 1 < i<h, l<f<k, les 

h k 
ensembles S A%, S Bj le sont aussi. 

* = i ? = i 

6*2. Les ensembles A,B étant séparés, si AxcA, BxcB, les en­
sembles Ax et Bx le sont aussi. 

7-1. Les ensembles A,BcR sont fermés dans A + B si et seule­
ment s i y 4 B + J B = i4J5. 

7-2. Les ensembles A, B sont séparés si et seulement si A B = A B =-= 0. 
8. Si U C R est ouvert dans R, l'ensemble HR (U) = £7 — £7 s'appelle 

la frontière de C/ (dans l'espace I?;. 
8-1. U .HR(U) ==0._ 
8-2. C/ + # * (U) = U. 
8-3. Si U est ouvert dans i?, HR (U) est fermé dans R. 
9-1. *) Soient tIf (l^i<m) des ensembles ouverts dans R. Alors 

( ж \ m 
SlMcSЯяCŁt,). 

1=1 / i**l 

9-2.2) Soient U, V des ensembles ouverts dans R. Alors 
H*(tf-V)cIMt/) + H*(V). 

10.3) Soient Qv, Vr (v = 1, 2, 3, . . .) des ensembles ouverts dans R. 

Soit 5 — fi o,. Soit T C 5, Tc S F, . Pour v = 1, 2, 3, . . . soit Q„ D o,+i, 
V = l V*=l 

Fy c Çv. Alors 
HK(ÍÍFy)cSHfiW,)+M,. 

= S . H f i ( s F r ) c S — T . M 

11.4) Soit Se Ri soit t/ un sousensemble ouvert de R. Alors 
HS(SU)CS.HR(U). 

12. Un espace topologique i? s'appelle normalh) s'il jouit de la pro­
priété suivante: Si A B = 0, les ensembles A,B étant fermés dans R, 
il existe des ensembles U, V ouverts dans R tels que U^A,VoB,UV = 0. 

*) K. Menger, Dimensionstheorie, p. 36. 
2) Menger, 1. c , p. 36. 
3) Menger, 1. c„ p. 37. L'enonce de M. Menger est legerement different de 

celui du texte. 
4) Menger, 1. c , p . 35. 
6) P, Urysohn, Über die Mächtigkeit zusammenhängender Mengen, Math. 

Annalen, t. 94, p. 265. 
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12-1.6) Soit R un espace normal. Soit A (U) un sousensemble fermé 
(ouvert) de R ; soit A c U. Il existe un ensemble V ouvert dans R tel que 
AcVcVcU. 

13. Un espace topologique R s'appelle complètement normal1) s'il 
jouit de la propriété suivante: Si les ensembles A, B CR sont séparés, 
il existe des ensembles U, V ouverts daiis R tels que Uo A,VoB, [/ F ==- 0, 

13«1,8) Un espace complètement normal est normal. 
13'2.9) Chaque sous-ensemble S d'un espace complètement normal R 

constitue un espace complètement normal. 
13*3.10) Soit R un espace complètement normal; soit ScR. Soit 

U0 (U) un ensemble ouvert dans S (dans R) ; soit U0 C U. Il existe un 
ensemble V ouvert dans R tel que 

V C U, S V - U0t S . HR(V) = Hs (U0). 
14. Un espace topologique R soit appelé parfaitement normal11) s'il 

possède les deux propriétés ci-après: 1° R est normal; 2° chaque sous­
ensemble ouvert de R est un Fa dans R (= somme d'une infinité dénom-
brable d'ensembles fermés dans R). La propriété 2° peut être énoncée 
comme il suit: chaque sous-ensemble fermé de R est un G$ dans R (~ produit 
d'une infinité dénombrable d'ensembles ouverts dans R). 

14*1. Un espace parfaitement normal est complètement normal.12) 
14-2. Chaque sous-ensemble d'un espace parfaitement normal con­

stitue un espace parfaitement normal.11) 
14-3. Soit R un espace parfaitement normal; soit 5un sous-ensemble 

fermé de R. Il existe des ensembles Qv (v = 1, 2, 3, . . .) fermés dans R 
tels que 

S = ÛQ, = ÛQV; Qv+lcQv. 

Démonstration. S étant fermé, c'est un G* dans R. Il existe par suite 

des ensembles Uv ouverts dans R tels que S = n Uv. D'après 12*1 on 

détermine des ensembles Vv ouverts dans R tels que 5 C Vv c Vv C Uv. 

Alors il suffit de poser Qv ==- II V{. 

IL Définition de la dimension. 
15. Soit R un espace topologique; on dit que le nombre de dimen­

sions de R égale — 1 (ou au plus — 1) et l'on écrit dim R = — 1 (ou dim 

6) Urysohn, 1, c , p. 272. 
7) Urysohn, 1. c , p. 265, 
8) Urysohn, 1. c , p . 265. 
9) Urysohn, 1. c , p. 284. 

i°) Menger, 1. c , p. 36. 
n) Cette catégorie ďespace a été incidernment considérée (sans un nom spécial) 

đar Urysohn, 1. c, p. 286, note 41) au bas de la page. 
-2) Urysohn, 1. c sub u ) . 
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R 5= — 1) si et seulement si R =- 0. Supposons que l'on ait déjà défini* 
pour une certaine valeur de n (== 0, 1, 2, 3 „ . .) les espaces topologiques 
dont le nombre de dimensions égale au plus n — 1. Soit alors R un espace 
topologique et soit A un ensemble fermé dans R.Qn dit que le nombre 
de dimensions de R relativement à A égale au plus n et on écrit dim^ i? < # 
si Ton peut attacher à chaque ensemble U ^ A ouvert dans R un ensemble V 
ouvert dans R de manière à avoir A cVcU, dimHR (V)<n — l t On 
dit que le nombre de dimensions de R égale au plus n et Ton écrit dim R < u 
lorsque dim4 R < n pour chaque sous-ensemble A fermé de R. On dit 
que le nombre de dimension de R [évent, relativement a un sous-ensemble 
fermé A] égale n et on écrit dim R == n (dim^ R =- n), lorsque dim 
R < n [dim^ R < n] mais non dim R < n — 1 [dim^ R < n — 1]. 

16-1. Soit S un ensemble fermé dans R; soit A un ensemble fermé 
dans S. Soit dim^ R<n. Alors dim^ S < n. 

16-2. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit dim R<n. Alors 
dim S < n. 

Démonstration. On voit sans peine qu'il suffit de déduire 16*1 pour 
la dimension n en supposant la proposition 16*2 vraie pour la dimension 
n — 1. Soit donc U0 ^ A un sous-ensemble ouvert de S. Il existe donc un 
sous-ensemble U ouvert de JR tel que U0 =-= U S, donc A c U, Puisque 
dim^ R<n, il existe un ensemble V ouvert dans R tel que A C V C U, 
dim HR(V)<n — 1. Posons V0 = S V. L'ensemble V0 est ouvert dans S, 
et l'on a A C V0 C U0. De plus, l'ensemble Hs (V0) est fermé dans S, donc 
aussi dans R, et l'on a H$ (V0) cHR (V) d'après 11. La proposition 162 
pour la dimension n — 1 étant vraie, il s'ensuit dim Hs (V0)<n — 1. 

17*1. Soit S un sous-ensemble fermé de R; soit A un sous-ensemble 
fermé de S. Supposons qu'à chaque ensemble U D A ouvert dans R on 
puisse attacher un ensemble V ouvert dans R tel que A c V c U, dim 
S .HR(V)<n~l. Alors dimAS<n. 

Démonstration. Soit U0oA un ensemble ouvert dans S . Il existe 
un ensemble U ouvert dans R tel que U0~ S U. Il s'ensuit l'existence 
d'un ensemble V ouvert dans R tel que A cV cU, dim S . HR (V) < n — 1. 
Posons V0 == S V. L'ensemble V0 est ouvert dans S et l'on a A c V0 c U0. 
D'après 11 on a Hs (V0) C S . HR (V). L'ensemble Hs (V0) étant fermé 
dans S, on conclut de 16-2 que dimHs (V0)<n — 1. 

17*2. Soit R un espace complètement normal. Soit S un sous-en­
semble fermé de R ; soit A un sous-ensemble fermé de S. Soit dim^ S < n. 
Alors à chaque ensemble U ^ A ouvert dans R on peut attacher un en­
semble V ouvert dans R tel que A C V C U, dim S . HR (V)<n — 1, 

Démonstration. L'ensemble U0~ S U est ouvert dans S et l'on a 
U00A. Puisque dimAS<n, il existe un ensemble V0 ouvert dans S tel 
que AcV0cU0cU, dim Hs (V0) <n—h Or d'après 13-3 il existe 
un ensemble V ouvert dans R tel que V c U, S V = V0 (donc V 0 A), 
S.HR(V)-HS(V0): 
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18. Soit R un espace topologique. Soient A,B des sous-ensembles 
fermés de R ; soit C C R* Soit R —C ~ P ~\~Q, les ensembles P, Q étant 
séparés (v. 6); soit P^A, Q^B. Alors on dit que Vensemble C sépare A 
et B l'un de Vautre dans R. 

18'1. Soit R un espace normal. Soient A,B deux sous-ensembles 
fermés de R, soit A B -==- 0. Soit dim^ i? < n. Il existe un sous-ensemble C 
fermé de i? séparant A et B l'un de l'autre dans R et tel que dim C<n — 1. 

Démonstration. D'après 12*1 il existe un ensemble U ouvert dans R 
tel que A CU C U cR —B. Puisque dim^ R < n, il existe un ensemble V 
ouvert dans R tel que AcVcU, dimHR (V)<n — 1. On voit sans 
peine que l'ensemble C = HR (V) possède toutes les propriétés demandées. 

18'2. Soit R un espace normal. Soit A un sous-ensemble fermé de R. 
Supposons qu'à chaque ensemble B c R — A fermé dans R on puisse 
attacher un ensemble C fermé dans R séparant A et B l'un de l'autre dans R 
de manière que dimC<n — 1. Alors dimA R<n. 

Démonstration. Soit U^A un ensemble ouvert dans R. En posant 
B = R — U on voit qu'il existe un ensemble C fermé dans R et deux en­
sembles séparés P, Q de manière que dim C<n — l, R — C == P + Q> 
P^ A, Q^ B. On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans R, 
que A cP C U et que HR (P) c C, d'où dim HR (P) < n — 1 d'après 16-2. 

18*3. Soit R un espace complètement normal. Soit A, B,C cR) 
supposons que C sépare A et B l'un de l'autre dans R. Il existe un ensemble 
C* c C fermé dans R séparant A et B l'un de l'autre dans R. 

Démonstration. On a R —C = P + Q> où P, Q sont séparés. L'espace 
R étant complètement normal, il existe des ensembles t/, V ouverts dans R 
tels que U^P,V^Q, UV ==0. Il suffit de poser C* = R — (U + V). 

18-4. Soit A un sous-ensemble fermé d'un espace complètement 
normal R. Supposons qu'à chaque ensemble B C R — A fermé dans R 
on puisse attacher un ensemble C séparant A et B l'un de l'autre dans R 
de manière qui dimC<n — 1. Alors dimA R<n. 

Démonstration. D'après 13-1, 16-2, 18-2 et 18-3. 

III. Théorème sur la dimension d'une somme. 

19. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S* (i == 1, 2, 3 . . .) 
des sous-ensembles fermés de R; soit dim S4<n pour i = 1, 2, 3 , . . 

00 

Alors dim S Si < n. 
*=i 

Ce théorème est banal pour n -=- — 1. On peut donc procéder comme 
il suit: Dans les démonstrations du n° 20 on fera usage du théorème 19 
pour la dimension n — 1; dans le n° 21 on démontrera le théorème 19 
en continuant le supposer vrai pour la dimension n — 1 et en faisant usage 
de la proposition 20-3. 

20*1 • Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble 
fermé de R: soient A, J5* des sous-ensembles fermés de S. Soit C* un 
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sous-ensemble fermé de S séparant A et B* l'un de Vautre dans S et tel 
que dimC*<n — 1. Supposons que dimFR^n pour chaque ensemble 
F c R — S fermé dans R. Soit B un sous-ensemble fermé de R tel que 
B* -= S B. Il existe un ensemble C fermé dans R séparant A et B l'un 
de Vautre dans R et tel que dim C < n — 1. 

Démonstration. L'ensemble C* séparant A et B* Fun de l'autre 
dans S, il existe deux ensembles séparés P, Q tels que S —C* » P + Q, 
PO A, Qo B*. On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans S, 
que P . B = 0 et que Hs (P) C C*, d'où dim Hs (P)< n — 1 d'après 16-2. 
Les ensembles P, B étant fermés dans l'espace normal R, la relation P J5 === 0 
donne l'existence de deux ensembles U,T ouverts dans R tels que UDP, 
T e S, C/T -= 0, d'où UT^O d'après 7-2. D'après 13-3 et 14-1 il existe 
un ensemble V ouvert dans R tel que P = SV, V C U, S K = Hs (P), 
où i? = # * (F). On voit sans peine que A C V, B V = 0, B K « 0. D'après 
14-3 il existe des ensembles Çv ouverts dans R tels que 

QvDQv+i, K= ÛQV = ÛQ:. 
v « l v=*T 

L'ensemble i£ — S est ouvert dans K, c'est donc un F0 dans i£ ; K étant 
fermé dans JR, K — S est un Fa dans R. Il existe par suite des ensembles Fv 

fermés dans R tels que 

K — S=~ÏFV. 
V*>1 

D'après 12*1 et puisque K B = 0, il existe des ensembles Zv ouverts dans R 
tels que 

FvcZvcZvcR—B. 

Evidemment FvcR — S, d'où dimFvR<n. Or FVC Qv Zv de manière 
qu'il existe des ensembles Wv ouverts dans R tels que 

Fv cWvcQvZv, dim HR (Wv) <n — l. 

On a K — S e S Wv de manière que l'on conclut du théorème 10, en se 
r = l 

rappelant que S K == HS(P), 

HR( S TV,) c i #^pV r ) + # 5 (P). 

00 

Posons 

x==v + xwv, 
v = l 

C -=. i/fl (X), de manière que d'après 9-1 

(*) CCÎHR(WV)+HS(P). 
v~l 

Le théorème 19 étant par hypothèse vrai pour la dimension n—-1, le 
nombre de dimensions du second membre de la relation (*) est au plus 
égal k n — 1, d'où dimC<n — 1 d'après 16-2. Or on vérifie sans peine 
que l'ensemble C sépare A et B l'un de Vautre dans R, car 
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R—C^X+(R~X), XoAt R~XoB. 
20-2. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-en­

semble fermé de R; soit T un sous-ensemble arbitraire de R. Soit A un 
sous-ensemble fermé de S. Soit dîm^ S < n ; soit dim T < n. Alors 
dim^ (S + T) < n. 

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer que 
R = S + T (v. 14*2). De la relation dim T < n on conclut alors sans peine 
que dimF R<n pour chaque choix d'un ensemble F C R -— S fermé dans R. 
Puisque dimAS<n, d'après 18-1 à chaque ensemble J3*cS — A fermé 
dans S on peut attacher un ensemble C* fermé dans S séparant A et JB* 
l'un de l'autre dans S et tel que d imC*<n — 1. Or soit BcR~A 
un ensemble fermé dans R. En posant B* = 5 B o n conclut de 20-1 qu'il 
existe un ensemble C fermé dans R séparant A et B l'un de l'autre dans R et 
tel que dim C < n — 1. D'après 18-2 on a donc dim^ R = dim^ (S + T) < n. 

20-3. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S,T des en­
sembles fermés dans R. Soit dim S < n, dim T < n. Alors dim (S + T) <n. 

Démonstration. De nouveau on peut supposer que R '= S +T. Soit A 
fermé dans R ; soit 17 D .4 ouvert dans i?. On doit construire un ensemble V 
ouvert dans R tel que A C V C U, dim HR (V)<n — 1. L'ensemble A S 
est fermé dans S, d'où dim^s S<n; on a de plus dim T< n, R = S + T. 
Donc on déduit de 20-2 que dim^s R<n. Par suite il existe un ensemble V1 

ouvert dans R tel que A S C Vx C U, dim HR (Vx) ^n — 1. Par raison 
de symmétrie il existe un ensemble V% ouvert dans R tel que A T C V2 C U, 
dim HR (Vz) <n — 1. Posons V = Vx + F2. Evidemment V est un sous-
ensemble ouvert de R et A C V C U. D'après 9-1 on a 

(*) HKWKHKWO+iW*)-

Or le théorème 20-3 n'est qu'un cas spécial du théorème 19 dont nous 
supposons la validité pour la dimension n — 1 ; donc le théorème 20-3 
est vrai pour la dimension n — 1 de manière que le second membre de (*) 
a le nombre de dimensions au plus égal à n — 1, d'où dim HR (V) < n — 1 
d'après 16-2. 

21*1. Passons à la démonstration du théorème 19 pour la dimen-
k 

sion n. Les ensembles S Si sont fermés dans R ; du théorème 20-3 on déduit 
t-=i 

k oo oo k 

par récurrence que dim S 5 ^ < n ; enfin S Sk = S S S,-. Il en résulte qu'il 
»=•! /5=1 &=1 i = l 

suffit de démontrer le théorème 19 sous la supposition 

S*CS*+1 pour k = 1,2,3, . . . (1) 

Sans restreindre la généralité on peut aussi supposer (v. 14-2) que 
ÏSk~R. . (2) 

Choisissons un ensemble A fermé dans R et un ensemble Z o A ouvert 
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dans R. H s'agit de construire un ensemble Um ouvert dans R tel que 
A C Um C Z, dim HR (Um)< n — 1. Commençons en construisant par ré­
currence, d'après 12*1. des ensembles Z, ouverts dans R tels que 

AcZrCZ, ZrcZr+x pour r = 1, 2, 3 , . . . (3) 

21-2. Le moyen essentiel pour la construction de l'ensemble Um 

cherché sera la construction préalable de trois suites U„ V„ Tr(r= 1, 
2, 3 , . . . ) d'ensembles ouverts dans R qui possède, pour r = 1, 2, 3 , . . . , 
les dix propriétés ci-après: 

ASrCUrCZr, . («,) 
Ur-xCUr, (br) 
dimSr.HR(Ur)<n — l, (cr) 
Ur-Ur-xCVr.x, (dr) 
HR(Ur)-Sr-xCVr-x, (*,) 
HR(Ur.x)-Sr-xCVf-x, (fr) 
ACVr-^ (g,) 
Sr-X — Ur-xCTr-X> (kr) 
Tr-zCTr-x, (ir) 
Tr-.x.Vr-x = 0. , (/,) 

Nous convenons d'ailleurs de poser 

U0 » 0, V0 - R, S0 - 0, T0 « 0, r ^ - 0. (4) 

Nous procéderons de la manière suivante: D'abord (en 21*3) on construira 
l'ensemble Ux ouvert dans R de manière à avoir (ax) — (j\). Ensuite (en 
21-4) en supposant que, pour une certaine valeur de k (== 1, 2, 3, . . .) on 
ait déjà construit les ensembles Ur, Vs, Ts (1 < r < k, 1 < s < k — 1) 
de manière que les conditions (ar) — (/,) soient vérifiés pour 1 < r < k, 
on construira les ensembles Vk,Tk ouverts dans R satisfaisant aux 
conditions (fk+i) — 0"*+i)' Enfin (en 21-5) en supposant que, pour une 
valeur donnée de k (= 1, 2, 3, . . .) on ait déjà construit les ensembles 
Ur,Vr, Tr(l<r<k) ouverts dans R vérifiant les conditions (ar) — (ef), 
(fs)—(js) (l^r<k, l<s<k + 1), on construira l'ensemble Uk+X ouvert 
dans R satisfaisant aux conditions [ak+x)— (^+i). Le but proposé sera 
ainsi atteint. 

21 *3. L'ensemble A Sx est ouvert dans Sx ; l'ensemble Zx est ouvert 
dans R et A Sx c Zx d'après (3) ; l'ensemble Sx est fermé dans R et dim 
Sx< n. Donc il résulte de 14-1 et 17*2 qu'il existe un ensemble Ux ouvert 
dans R tel que A Sx c Ux C Zx, dim Sx. HR (Ut) <n — 1. En tenant compte 
de (4) on voit que les conditions (ax)—(jx) sont réalisées. 

21-4. Soit k = 1, 2, 3, . . . Supposons que les ensembles Ur, VS,TS 

(l<r<k, I < s < ^ — 1) vérifient les conditions (ar)—(jr) pour 1 < r < k . 
Montrons d'abord que 

A , Sk — Uk;_ (<xk) 
HR(Uk)—Sk,Sk — Uk; (M 
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A,Tk^; (Y*) 
HR(Uk)-Sk,Tk^ (Bk) 

sont des couples d'ensembles séparés. L'ensemble Sk — Uk est fermé 
dans R et contient Sk — Uk ; donc d'après (ak) 

A (Sk-Uk)+A.Sk — Uk = A.Sk — UkcA(Sk-Uk)=ASk — Uk = 0. 

de manière que (v. 7*2) les ensembles (a*) sont séparés. De plus, 

HR (Uk) -Sk. (Sk - Uk) c HR (Uk) .(R - Uk) = 0, 

(HR (Uk)—Sk) .Sk-Ukc (R — Sk) Sk = 0, 

de manière que les ensembles ($k) sont séparés. Les ensembles Vk—V Tk-V 

étant ouverts dans R, ils sont donc séparés en vertu de (jk). Donc, d'après 6-2 
et (gk), les ensembles (y*) sont séparés et, comme HR (Uk) — Skc HR (Uk) — 
— S*—! d'après (1) [pour k.— 1 d'après (4)], il résulte de 6-2 et (ek) que 
les ensembles (Bk) sont séparés. Par suite on voit de 6-1 que les ensembles 

A + [HR (Uk)-Sk]t (Sk — Uk) + TV., 

sont séparés; en tenant compte de 14-1 on en déduit qu'il existe des en­
sembles Vk,Tk ouverts dans R satisfaisant aux conditions (/*+1) — (/*+-.)• 

21-5. Soit k -= 1, 2, 3, . . . Supposons que les ensembles Ur, Vr,Tr 

(l<r<k) vérifient les conditions (ar)—(er), (fs)—(js) pour l<r<k, 
!<$<k + 1. D'après 14-3 il existe des ensembles Qv ouverts dans R 
tels que 

Qv 0Qv+i pour v-= 1, 2, 3, . . ., (5) 

t [A + HR (Uk)] . Sk+1 ^flQv = ïlQv. (6) 
v-=l v ^1 

Les ensembles [A + HR (Uk)]. Sk+V Sk étant fermés dans l'espace parfaite­
ment normal R, leur différence est un F6 dans R. Il existe donc des en­
sembles Fv fermés dans R tels que 

[A+HR(Uk)].Sk+1 — Sk - £ i v (7) 

D'après (7), (fk+1) et (gk+1) on a Fv c Vk. En vertu de 12-1, il existe donc 
des ensembles Pv ouverts dans R tels que 

Pv C Vk (8) 

et FvcPv. D'après (6) et (7) FvcQv> De (3), (7) et (ah) on déduit sans 
peine que Fv cZk+1. D'après (7) on a Fv cR —Sk. L'ensemble Fv fermé 
dans Sk+1 [d'après (7)] fait donc partie de l'ensemble PVQV Zk+1 . (R —Sk). 
Or Sk+1 est fermé dans R et dim Sk+1<n; il résulte donc de 14*1 et lt-2 
qu'il existe des ensembles Wv ouverts dans 'R tels que 

Fv C Wv pour v =- 1, 2, 3, . . ., (9) 
Wv C Pv Qk Zk+1—Sk pour v - 1, 2, 3, . . . , (10) 

dim Sk+1. HR (Wv) <n — l pour y = 1, 2, 3 , . . . (11) 
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D'après (5), (6), (7), (9) et (10) les suppositions du théorème 10 sont satis­
faites si Ton remplace StT9 Qvt Vv par (6), (7), QV>WV, Donc 

HR (S Wv) clHR (WV) +Sk.(A +HR (Uk)). . (12) 
v~1 v—X 

Posons 
Uk,x ^Uk + ÎWv (13) 

de manière que Uk+l est un sous-ensemble ouvert de R. 
De (ak), (3), (7), (9), (13) on déduit sans peine que la condition (ak+1) 

est réalisée. La vérité de (bk+1) est évidente. D'après (ak), (12), (13) et 
9-1 on a 

HR(Uk+1)cHR(Uk) + ÎHR(Wv). (U) 
V-c- l 

D'après (7), (9) et (13) on a HR (Uk+1). [Sk+1. HR (Uk) — Sk] =- 0, de manière 
que (14) donne 

Sk+1. HR (Uk+1) c SA. HR(Uk) + î, Sk+1. HR (Wk). (15) 

Or nous supposons la validité du théorème 19 pour la dimension n — 1; 
de (ck), (11), (15) et 16-2 résulte donc (ck+1). D'après "(8) et (10) Wv C Vk 

de manière que (13) donne (dk+1). D'après (8) et (10) HR (Wv) c Vk; d'après 
(Jk+1) HR(Uk)—SkcVk; donc (14) donne (ek+1). 

21-6. La construction des ensembles Ur,Vr,Tr ouverts dans R 
possédant les propriétés (ar)—(/,) pour r = 1, 2, 3 , , . . est ainsi achevée. 
Nous devons (v. 21-1) construire un ensemble Uw ouvert dans R tel que 

A C Uw c Zt (16) 
dim HR (Um)< n — 1. (17) 

Posons à cet effet 

u„ = i uf, 
f « l 

de manière que Uœ est un sous-ensemble ouvert de i?. La condition (16) 
est vérifiée en vertu de (2), (3) et (ar). Choisissons une valeur de k (== 1, 
2, 3, . . .). D'après (br) et (dr) on a 

U„cUk+î Vr. (18) 
r~k 

00 00 

D'après (ir) et (jr) on a Tk. S Vr = 0; les ensembles Tk et S Vr étant 
r^k * r=*k 

ouverts dans R, ils Sont séparés, d'où (v. 7*2) 

Or.d'après (18) 

Я д(U ť i,)CUюC£/* + s F, 
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de manière que 
Tk.HR(U„)c(h. 

Donc, en vertu de (h + x) (Sk — JTk) . HR (Uw) — 0, c'est-à-dire 
Sk.HR(U«)CUk. Or UkCUwcR—HR(U„); Uk-Uk = HR(Uk); 
donc Sk. HR (Um) cSk.HR (Uk). Ceci étant vrai pour k = 1, 2, 3, . . . , 
on déduit de (2) que 

HR(Um)clsk.HR(Uk). (19) 

Comme nous supposons la validité du théorème 19 pour la dimension 
n — 1, la relation (17) s'obtient de (19) et (cr) en vertu de 16-2. 

IV. Quelques conséquences. 

22. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R<n. Soit A 
un sous-ensemble arbitraire de R. Soit Uo A un sous-ensemble ouvert 
de R. Il existe un ensemble V ouvert dans R tel que 

AcVcU, HR(V)^Q>x + 02t 

d i m O i ^ n — l, 02==,4 .HR(V) = (A— A) . HR (V). 

Démonstration, L'espace R étant parfaitement normal, l'ensemble 
A . U est un Fa dans R. Il existe donc des ensembles Fv fermés dans R 
tels que 

J . C 7 - ÎFV. (1) 
v**i 

D'après 14*3 il existe des ensembles Qv ouverts dans R tels que 

ÇO<?,+i, A= IIQV=IIQV. (2) 

D'après (1) et (2) FvcUQv; or d i m i ? < ^ de manière qu'il existe des 
ensembles Wv ouverts dans R tels que 

FvcWvCUQVi (3) 
dim HR(Wv)<n — 1. (4) 

D'après 10 

HR(i: Wv)c ÎHR(WV) + (A~U). . (5) 
\ v==i / r « i 

Posons 

V~ S Wv; ^ « ^ ( F ) . S f f . W ; O t « ! . , & * (F). 
y-=l r - 1 

L'ensemble F est ouvert dans R; comme A C U, d'après (1) et (3) 
A C A . U C V; donc A . HR {V) = 0, d'où <D2 = (A —A). HR (V) ; 
d'après (5) HR (V) = <DX + <D2; d'après (4), 19 et 16-2 dim Ot< n — 1. 

23* Soit i? un espace parfaitement normal; soit d imi?<# . Soit 5 
un sous-ensemble arbitraire de R. Alors dimS<n. 
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Démonstration. Le théorème étant banal pour n = — 1, supposons 
le vrai pour la dimension n — 1. Soit A un ensemble fermé d a n s S ; soit 
U0 0 A un ensemble ouvert dans S de manière qu'il existe un ensemble U 
ouvert dans R tel que C70 = S U, d'où 17 D A. D'après 22 il existe un 
ensemble V ouvert dans R tel que A C V C U, HR (V) = <J>X + d>2, dira 
<DX < n — 1, <D2cZ — A . Posons V0 = SV\ l'ensemble V0 est ouvert 
dans S et l'on a AcV0C U0. D'après 5 A = S A, d'où S <D2 = 0, donc 
S . HR (V) C Ox et par suite Hs (V0) c O t en vertu de 11. Or nous supposons 
la validité du théorème à démontrer pour la dimension n — 1 ; donc 
dim Hs (V0) <n — 1. Par suite dim S < n. 

24*1. Soit R un espace parfaitement normal; soit d imi?<n. Soit S 
un sous-ensemble fermé de R. Soit U0 un ensemble ouvert dans S, soit 
U 3 U0 un ensemble ouvert dans R. Soit dim Hs (U0) < n — 1. Alors 
il existe un ensemble V ouvert dans R tel que U0 C V C Ut S V -=- U0t 

S . HR (V) - Hs (U0)t dimHR (V)<n~l. , 
Démonstration. D'après 13-3 et 14*1 il existe un ensemble W ouvert 

dans R tel que S W = U0t U0cWc Ut S . HR (W) =* Hs (U0). D'après 
le théorème 22 (où l'on remplace A, U par Î70, W) il existe un ensemble V 
ouvert dans R tel que U0 CV C W C U (donc S V = U0),JHR (V) = (J>t + $2 , 
dim a>! < n — 1, <D2 = U0. HR (V) =~J[/0 ~ U0) HR (V). L'ensemble 0>2 

est fermé dans R. On a HR (V) C V C W; or S W -= t70 c V C R — HR (V)t 

de manière S . HR (V) C S . H^JW) ==- Hs (U0)t d'où S . HR (V) = Hs (U0) 
d'après 11. Or Hs (U0) — S . U0 — U0 =- U0 — U0 (car 170 C S entraîne 
U0 C S, S étant fermé dans R) et par suite 0 2 == (t70 — U0) HR (V) = Hs (V0)t 

donc dim <D2<n — 1. L'ensemble <J>2 étant fermé dans Rt l'ensemble 
HR (V) — <I>2 C <S>± est (l'espace R étant parfaitement normal) un Fa dans R, 

00 

d'où HR (V) = <I>2 + 2 i%, les i \ étant des sous-ensembles de ^ fermés. 
v~l 

dans i?. Comme dim Ox < w — 1, dim Fv<n — 1 d'après 23 (ou bien 
d'après 16-2). Donc dim HR (V) < n — 1 d'après 19. 

24-2. Soit R un espace parfaitement normal. Soient Slt S2, . . . , 
Sk des sous-ensembles fermés de R. Soit i î = - S 1 3 5 a D . . O & . Soit U0 

un ensemble ouvert dans Sk ; soit Uo U0 un ensemble ouvert dans R. 
Soit dim Sv < nv pour 1 < v < k. Soit dim HSk (U0) < nk — 1. Alors 
il existe un ensemble V ouvert dans R tel que U0 C V C Ut Sk .V -=-= U0> 

Sk.HR(V)^HSk(U0)t dimSv.HR(V)<nv~l pour l < v < & . 
Démonstration. Le théorème étant banal pour k ==- 1, supposons le 

vrai pour £ — L Il existe donc (v. 14*2) un ensemble V0 ouvert dans S2 

tel que U0C V0 C S 2 . Ut Sk.V0^U0, Sk . HS2 (V0) - HSk (U0)t dim 
Sv. Hs% (V0) < nv — 1 pour 2 < v < *%• D'après 24-1 (où on remplace 
n> S, U0 par nv S2, F0) il existe un ensemble V ouvert dans R tel que 
U0CV0CVC Ut S2 F - V0 (et donc S, F - t/0), S2 , # * (F) - #S 2 (V0)t 

dimHR (V) <nx~l. Comme Sk C S2, on a Sk.HR (V) - S*. H$2 (V0) «= 
^HSk(U0). Comme SX^R, la relation dim S„ . Jï* (F)^n v — 1 est 
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vraie pour v = h Pour 2 < v < k on a 5, C 52, donc Sv • HR (V) 
= Sv . HS2 (V0) d'où ici encore dim Sv. i ^ (F) <nv — 1. 

V. Théorème sur le recouvrement d'un espace à dimension finie. 

25-1. Soit R un espace normal. Soient Uv . . , , Um des sous-ensembles 
m 

ouverts de R ; soit S Uv = i?. Il existe un ensemble Vx ouvert dans R 
——. m 

tel que Vt C Uv Vx + S Uv = R. 
m 

Démonstration.1*) L'ensemble R — S Uv est fermé dans R et est 
v-=2 

contenu dans Uv Donc d'après 12*1 il existe un ensemble Vx ouvert dans R 
tel que 

m 

R — S^cP-xCYiCU , .; 
m 

évidemment Vx + S Uv -=- i?. 

25-2. Soit i? un espace normal. Soient Ulf . . . ,Um des sous-ensembles 

ouverts de R ; soit S £/„ = R. Il existe des ensembles Vv . . . , Vm ouverts 
... .. m 

dans i? tels que Vx C Uv . . . , Vm C Um,^ Vv = R. 
v -1 

Démonstration.1*) Les ensembles Fv s'obtiennent en appliquant n 
fois la proposition 25-1. 

25-3. Soit R un espace parfaitement normal; soit dimi?< n. Soient 
m 

Uv . . . ,Um des sous-ensembles ouverts de R ; soit S Uv = R. Il existe 
__v==1 

des ensembles Vv . . . , Fi» ouverts dans R tels que: Fv C Uv pour 1 < v < m ; 
t« , 

S V-y == I?; V^VV -= 0 pour 1<(JI < v < m ; d im#* (F„)<w — 1 pour 
y - = l 

1 < V < M . 
Démonstration. D'après 25-2 il existe des ensembles Fv . . . ,Fm fermés 

m 
dans R tels que Fv c Uv pour 1 < v < m , S i 7 , = R, D'après 12-1 il existe 

v = l 

des ensembles Wv . . . , Wm ouverts dans R tels que Fv c Wv c Wv c Uv 

pour 1 < v < m. Puisque dim R<n, il existe des ensembles Zv . . . , Zm 

ouverts dans R tels que Fv c Zv c Wv, dim HR(Zv)<n — 1 pour 1 < v < m. 
r - l _ _ 

Posons Vx = Zx ; pour 2 < v < m posons Vv = Zv — S Z^. Les ensembles 
- - _ . . ^= 1 

Vv sont ouverts dans R et l'on a Vv c Zv c Wv c Uv. Soit p un point arbi-
f ' m m 

traire de i?; comme R = yLFv c S Zvt soit v le plus petit indice tel que 
v~i v - i 

13) Menger, 1. c , p. 159—160 (Bemerkung). 
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(p)cZv ; on voit sans peine que (p)cVv. Donc S Vr^R. Pour 1<(JI < v<w 

on a F, c R — S Z i C R — Z ^ c R — V^cR — V„, d'où 7 , Fy « 0, Gomme 
* - i 

Vx — Zv on a dim HR (Vx) <n-*-\. Pour 2 .< v < m on a 
y - l „ v 1 

F r -== Z„ —; .£ Z^ = .Zv — 2 2^, 

donc d'après 9-1 et 9-2 
HR(Vv)ciHR(Zh) 

d'où d im#* (Vv)<n~ 1 d'après 19 et 23 (ou bien 16-2). 

26. Soit I? un espace parfaitement normal ; soit dim R<n. Soient 
m 

Ux, . . . , Um des sous-ensembles ouverts de R; soit S Uv = I?. Il existe 

des ensembles V( (\<i<(n + \) m) ouverts dans R jouissant des pro­
priétés suivantes: 

1° ViCUv pour l < v < m , (» + l)(v —l) + l < t < ( * + l)v; 
(n+l)M 

20 s Vi = R; 
*--i 

3° y. . j / ; . ==_ 0 pour 1 < i < j < (n + 1) m ; 
4° dim HR (V{) <n — 1 pour 1 < i < (n + 1) m ; 
5° soit ilt i2, . . . , ir (2<r<n + 2) une combinaison des indices 

r 

1, 2, . . . , (n + 1) m; alors dim II Vis < n — r + 1. 
$ = 1 

Démonstration. Pour A == 1, il résulte sans peine de 25-3 qu'il existe 
des ensembles Vf} (\<i<km) ouverts dans R tels que 

Vf c Uv pour 1 < v < m, k (v ~ \) + \<i<kv; (ak) 
km . 

S V w = - R ; (h) 
I - - 1 

71*) . Vf =-= 0 p o u r ' l < * <j<km; (ck) 

dim ## (F^) < n — 1 pour \<i<km; (dk) 

pour chaque combinaison iv i2,..., if des indices 1,2,..., 
&m telle que 2<r<k + 1 on a dim II V^<n~r + l.14) v rt/ 

5 - 1 *s 

On doit prouver que de tels ensembles Vf existent aussi pour k = n + 2. 
Supposons donc que, pour une certaine valeur de A (1 <k< n + 1), on 
ait construit des ensembles Vf (\<i<km) ouverts dans R jouissant 
des propriétés (ak) — (ek) ; il s'agit seulement d'en déduire des ensembles 
Vf+v (\<i<(k + \)m) ouverts dans R vérifiant (ak+l)~(ek+l). 

-4) Pour k == 1, donc r = 2, o n a ? = n ^ = Vf,1* . Vf1* . Or d'après (cA 

VVl Vii)==0 d'où V^VW-0 selon7-2; doncPC^fFi1)),d'où dimP<w ~y+l=w^l 

d'après 16*2 et (ij). 
4* 
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26-1. Pour l < r < & , soit Sr l'ensemble de tous les points p de 
l'espace R tels que (p) c Vp pour r valeurs différentes au moins de l'indice 
i(l<i<km). D'après (bk) on a Sx = R. Evidemment St 0 S20 . . . D Sk 

et les ensembles Sh (l<r<k) sont fermés dans R. D'après 19 et (ek) on 
a dim Sf < n — r+ 1 pour 1 < r<k. Les ensembles Sk Uv (l<v<m) sont 

m 

ouverts dans Sk et l'on a HSkUv = Sk. Donc, en vertu de 14-2 et 25-3, 
v»i 

il existe des ensembles Tv (1 < v < m) ouverts dans Sk tels que 
fv c Uv pour l < v < m ; (1) 

S r , = S , ; (2) 

T^ Tr = 0 pour 1 < (i < v < m ; (3) 
dim JET̂  (TV) < w — A pour 1 < v < m. (4) 

26*2. Nous allons construire des ensembles Wv ( l < v < m ) ouverts 
dans i? tels que: 

Wv c Uv pour l < v < m ; (a*) 
S* . TF„ = Tv pour l < v < m ; (($,) 
S,.iî^(Tfy) = iï5 , (Tv) pour l < v < m ; (y,) 
d imS*.#*( ï^)<w —r pour l<r<&, l < v < m ; (Sy) 
WjL Wvj=z 0 pour 1 < (Jt < v < m ; (e-, ) 
W^ . Wv C Sk pour 1 < y. < v < m. (£,) 

Les conditions (zx) et (£x) sont à regarder comme banales. D'après (1) et 
12*1 on construit d'abord des ensembles Zv ouverts dans R tels que 

Tv c Zv c Zv C Uv pour 1 < v < m. (5) 

D'après 26«1 les hypothèses du théorème 24-2 sont vérifiées lorsqu'on 
y remplace U0, U, nr (l<r<k) par Tlf Zx, n — r. Il existe donc un en­
semble Wx ouvert dans R vérifiant (ax) — (Çx). Supposons donc que, pour 
une certaine valeur de v (2< v<m), on ait déjà construit des ensembles 
Wl9. . , , Wv-\ ouverts dans R tels que les propriétés (a^)—(Ç) aient lieu 
pour 1 < [x < v. On doit construire un ensemble Wv ouvert dans R jouis­
sant des propriétés (<xv) — (C). Pour l<[x < v on a d'après ((3̂ ) et (y )̂ 

(W^ ~Sk) Tv C (W^—Sk) Sk = 0, W^— Sk.Tv CUV. SkTv c T^TV ; 
les ensembles T^ et Tv étant ouverts dans.S^, ils sont séparés d'après (3), 
d'où Tp .Tv = 0. Donc (v. 7-2) les ensembles W^ — Sk et Tv sont séparés ; 

v-l 

les ensembles S (W^ —S*), Tv le sont aussi en vertu de 6*1 ; donc (v. 14*1) 
fA~l 

il existe des ensembles Pv, Qv ouverts dans R tels que 

Pv D S F , —Sk, Qv DTV, Pv Qv = 0. (6) 
^-=i 

Or on peut appliquer le théorème 24*2 en y remplaçant U0, U,nr(l<r<k) 
par TV,ZV Qv,n — r. Il s'ensuit l'existence d'un ensemble Wv ouvert 
dans R tel que 
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TvcWvcZvQv (7) 

et que les conditions ($v), (yv{j, (§„) soient réalisées. D'après (7) on B.W¥CZV9 

d'où il résulte (a„) d'après (5). Les ensembles PV1QV ouverts dans R sont 
séparés d'après (6), de manière que (v, 7-2) Pv Qv = 0, donc W^ Qv C Sk 

pour 1 < (x < v. Or on a W, c Qv en vertu de (7), donc on a (Çv). Par suite 
pour 1 < (x < v on a W^ . Wv - [W„ + HR (WM)] . Wv c Ski d'où, en 
tenant compte de (p^), (y )̂ et ((3V), 

W,.WV^ [Sk W^ + Sk Hn (W^.SH WV - [Tv + H$k (T^)]TV ^T,TV « 0 

d'après (3) et 7-2; il en résulte (sv). 

26-3. Posons 
m _ 

Vf/,1'= Vf—£W„ pour 0<r<m — 1, rk + l<i<(r+ l)k, (8) 
r-*l 

Vf+îi) =- Wv pour 1 < v < m, (9) 

de manière que F<*+1> (1<*< (£ + 1) m) sont des sou-ensembles ouverts 
de .R. D'après (ah) et (av) on a (a*+1). Pour 0<r<m — 1, ?£ + 1 < * < 

.m __ ; m m 

(r + 1) k on a d'après (8) Vf) c Vf/,1' + S W„ d'où Vf) c Vf/1' + S Wr, 
va-1 r«-T 

donc (ô*+1) en vertu de (9) et (bk). D'après (8), (9), (ck) et (ev) on a (ck+\). 
D'après 9-1 et 9-2 on a pour 0<r<m — 1, r k + l<i<(r + l)k 

m 

HR (Vf+
+/>) C HR (Vf>) + S i ï s (ÏT„), 

d'où (dk+x) d'après (8„)/ (4), 16-2 et 20-3. 
26-4. Il reste à prouver (ek+x). Soit donc j \ , j 2 , . . . , jr (2 < r< k + 1) 

une combinaison des indices 1, 2, . . . , (k + 1) m. Soit 

Q =- ri F<*+1>. 

On doit démontrer que dim Q< n — r + 1. Quatre cas sont à distinguer: 
Premier cas. Deux au moins parmi les ensembles Vf+V) (l<s<r) 

sont donnés par (9) ; soit pour fixer les idées 

V«+v = W«f Fp+1> « Wv 

h h 
avec (x, v =-= 1, 2, . . . , m ; [x < v. On a Ç c ^ . W ^ n d'où Ç c S* d'après 
(C). En outre W^WV =- 0 d'après (e„), d'où Ç c # * (W^). Donc d'après 
16-2 et (S,) dim (?<** — k<n~r+ 1, car r<£ + 1. 

Deuxième cas. Parmi les r ensembles F<*+1), un seul est donné par 
's 

(9). Il existe un indice v (1< v<m) et une combinaison iv i%, . . , , if^x 

d'indices 1, 2, . . . k m de manière que 
r—1 m ' ~ 1 _ 

Q~wv.nvv — xwf>cwv.nvipcwv .s,„v 
s « i *« jw-1 s « l s 

Les ensembles Wv, F « — S ^ sans point commun étant ouverts dans R, ils 
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sont séparés ; donc Wv. II VW — £ W^ -= 0 d'après 7-2, d'où Q c S,^. # * (JF,) 

et dim Q < n — f + 1 d'après 16-2 et (8,). 
Troisième cas. Tous les ensembles F<*+1> sont donnés par (8) et 

2<r<k. Il existe donc une combinaison t\, iz,. . . , it d'indices 1, 2 , . . . , 
k m telle que 

r m _____ r __, 

ç^nVw-s^cnV f ) , (*) 
donc d i m Ç < n — r+ 1 d'après 16-2 et (ek). 

Quatrième cas. Tous les ensembles F<%+1> sont donnés par (8) et r = 
=5 & + 1. On a de nouveau la formule (*). Comme r -== & + 1, on a Q c Sk 

m M 

en vertu de la définition de Sh, d'où Ç c £ W„ d'après (2) et (p,). Or 
y = i 

(W) _ s W ) . Wv = 0, d'où F<*> — £ PVM . If „ = 0 d'après 7-2 de ma-
m 

nière que Q . Wv = 0 pour 1 < v<m. Donc Ç c £ (Wv — Wv), Q C Sk et 

par suite Q c £ Sk. HR (Wv), donc d'après 16-2 et (8„) dim Q<n — k = 
r - l 

= n — r + 1. 
27. Soit i? un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble 

fermé de R ; soit dim S < n. Soient Ult . . . , Um des sous-ensembles ouverts 
m 

de R ; soit £ C/r 0 S. Il existe des ensembles V{ (l<i<(n + 1) m) ouverts 
dans .R tels que: 

1° ViCUv pour l < v < w , (n + 1) (v — 1) + 1 < i< (n + 1) v; 
(>t + l ) m 

2° S F.0 5 ; 

30 7t. Vf = 0 pour 1 < Î < j< (n + 1) w; 
4° dim S .HR(Vi)<n — l pour 1 < *< (n + 1) m; 
5° pour chaque combinaison ilt iz, . . . , i, (2<r<n + 2) d'indices 

1, 2, . . . , (» + 1) w on a II F, c S, dim II F,-< » — r + 1. 

Démonstration. D'après 26 et 14-2 il existe des ensembles T ouverts 
dans S tels que: 

6° TC Uv pour 1< v<m, (n + 1) (v — 1) + 1 <*•<(* + l)v; 
(» + l ) m , 

7° £ Ti=~S; 
*= i 

8° Ti .Tf = 0 pour 1 < i < j< (n + 1) m; 
9° dim ffs (Ti) <n — l pour 1 < *< (n + 1) m; 

10° pour chaque combinaison *_, i2, * . . ,ir (2<r<n + 2) d'in-
dices 1, 2, . . . , (n + 1) m on a dim II Ti < n — r + 1. 

5 = i 
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D'après 6° et 12*1 il existe des ensembles Zi ouverts dans R tels que 

TiCZiCZiCUv pour 1 < v < mt (n + 1) (v — 1) + 1 < i < (n + 1) v. 

Evidemment il suffit de construire des ensembles Ff (l<i<(n + l)m) 
ouverts dans R de manière que 

TiCV%cZu Ti^SVi9 pour l<i<(n + l)m; (a%) 
Vi.Vf = 0 pour 1 < j < i < (n + 1) m ; (b%) 

S^. HR(V%)= Hs (T%) pour l<i<(n+l)m; (a) 
Vi.Vf^Ti.Tf pour l<j <i<(n + l)m. (d4) 

D'après 13*3 et 14*1 il existe un ensemble Vx ouvert dans R vérifiant (at) 
et (Cj), tandis que (b±) et (dx) n'exigent rien. Supposons donc que pour une 
certaine valeur de i (2<i^(n + 1) m) on ait déjà construit des ensembles 
Vf (l<j <i) ouverts dans R tels que les conditions (aj) — (df) soient 
satisfaites pour 1 < / < i. On doit construire un ensemble Vi ouvert 
dans R vérifiant (a%) — (dt). Pour 1 < / <i on a 

ÎYi~S) .TiC{R — S) S = 0, 

Vf -S.TiCVf.S.Ti ^[S.Vf +J . HR (Vf)] T4 « 

~[Tf + Hs(T,)]Ti~Tf.Ti . 

et Tf. Tf = 0 d'après 8° et 7-2. Par suite, en vertu de 6-1 et 7-2, les en-

semblés S Vf — S et T{ sont séparés ; il existe donc (v. 14*1) des ensembles 
; - l 

Pif Qi ouverts dans R tels que 

P% D sVy — S, Qi D Ti9 Pi Qi = 0. 
; - i 

D'après 7-2 P% Qi -= 0. D'après 13-3 et 14*1 il existe un ensemble V% ouvert 
dans. R tel que 

TiCVi CZ(Q%9 T% = 5 Vi9 Hs (Tf) = S . HR (V%). 

Les propriétés (at) et (ct) sont évidentes. Puisque Vic Qi, VfCS+ Pi 
(1 < / < i)t on a Vi VfCPi Qi + S =- S. Donc J,- Vf -== S, d'où F, F/ « 
*=SVi.S Vf -=-= 2\7/ -=-= 0, d'où (bj). De plus 5 F, = S . [Vf + HR (V%)1 = 
=- 7) + # s (r.i) = r f ; comme 7, F/ C 5, on a F, Vf^SV4.S Vf = 
^TiTf, d'où (d,). 
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