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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XLII CisLo 13.

Dimense dokonale normdlnich prostort.

Podava
Eduard Cech.

Ptedlo%teno dne 5. inora 1932.

Menger a Urysohn dokdzali hlavni véty teorie dimense pro kom-
pakitni prostory. Pozdéji ptedevsim Hurewicz rozsiiil teorii na obecné&jsi
separabilni prostory.*) Hlavni duvod, pro¢ n&které zikladni véty o di-
mensi plati pro separabilnf prostory, je podle mého minénf v ndsledujict
Hurewiczové vété: Je-li A uzaviend &dst nejvy§ m-rozmérncho separabilniho
prostoru R, pak existuji libovolné mald okoli mnokstvi A v prostoru R s nejvys
(n—1)-rozmérnou hranici. To mne vedlo k modifikaci definice dimense:
beru totiZ vyslovenou vé&tu za rekurentni definici dimense. V separabilnich
prostorech tedy novy pojem dimense splyvd s dosavadnim. UZite¢nost
nové definice vyplyvad z toho, Ze, jak v ndsledujicim ukazuji, tii hlavni
véty teorie dimense, totiZ véta o dimensi ¢asti, véta soultova a véta o po-
kryti (Zerlegungssatz) ve smyslu nové definice plati o mnohem obecné&j-
Sich prostorech, které nazyvam dokonale normalnf a které jsou obecn&jsi
neZ prostory metrické.

Abych udinil v&c co nejpiistupnéj$f éeskym Etendfum, predeslal jsem
vlastnfimu vykladu odvozeni vSech (vétSinou zndmych) vét z elementarn{
topologie, kterych v dalSim uzZivam.

Hlavni vysledky tohoto ¢lanku byly (bez dukazu) uvefejnény v po-
znamce Sur la théorie de la dimension (C. R., nov. 1931).

I. Pomocné véty.!)

1. Nechf R je dané mnoZstvi. Nechf & je néjaky systém &4sti mnoz-
stvl R, zvoleny tak, %e plati ndsledujfci &ty axiomy. Pak mnoistvi R

*) Historické odkazy najdou se v Mengerov& knize Dimensionstheorie, 1928,
1) Nékteré jednoduché a znidmé véci vyslovuji zde bez dikazu. Zafitednik
najde tyto ditkazy v tvodnf &isti I. mého &lanku Mmnoistvf ireducibiiné souvisld
mezi n body (Casopis pro pést. mat. a fys, 1932),
Rozpravy: Ro& XLIL Tt II C. 18. 1
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nazyvd se topologicky prostor, jeho prvky nazyvajf se body a ty jeho &asti,
které ndleZejf do systému §, nazyvajf se v R uzavéend. Ony &tyii axiomy
jsou:

1-1. Prdzdné mnoZstvi 0 a cely prostor R jsou v R uzaviend mnoZstvi.

1-2. Je-li x libovolny bod z R, pak jednobodové mnoistvi (x) je v R
uzaviené,

1-3. Soudet i A; konetného poétu v R uzavienych mnoZstvi je v R

i=1

uzavieny.

1-4. Prutez libovoiného (tfeba i nekoneéného) poétu v R uzavienych
mnoZstvi je v R uzavieny.

2. Mnoistvi 4 CR nazyva se v R ofeviené, kdyZ a jen kdyz R — A4
je v R uzaviené. Tedy:

2:1. 0 a R jsou v R oteviend mnoZstvi.

2-2. Pro kaidy bod x z R mnoistvi R — (x) je v R oteviené.

2-3. Pruiez _II1 A, koneiného poétu v R otevienych mnoistvi 4, je
v R otevfeny.

2-4. Soucet libovolného poltu v R otevienych mnoZstvi je v R otevieny.

3. Je-li S libovolna &ast topologického prostoru R, pak v S uza-
viené (v S oteviené) mnoistvi definujeme jako prufez S s libovolnym
v R uzavienym (v R otevienym) mnoistvim. Podle této definice také S
je topologicky prostor.

3-1. KdyZ 4 CSCR, kdyZ A jest uzaviené (oteviené) v S, kdyZ S
jest uzaviené (oteviené) v R, pak A jest uzaviené (oteviené) v R.

4. Je-li A CR, pak ze vSech v R uzavienych mnoZstvi obsahujicich 4
jedno je nejmen3f; nazyvame je uzavieny obal mno¥stvi A a znadime je 4.

41. Pro ka’dé A CR jest A uzaviené v R.

4-2. Pro ka’dé ACR jest ACACR.

43. Jeli ACFCR a jeli F uzaviené v R, pak A CF.

44. Jelli ACBCR, jest ACB. .

45. Je-lid; CR pro 1 <i<m (m koneiné), jest E A4; = ‘:‘.Ai.

s 1 i1

4-6. Je-li A CR,jest A tehdy a jen tehdy v R uzaviené, kdyz 4 = 4.

5. Necht 4 C SCR. Pak uzavfeny obal mnoZstvi 4 v prostoru S
jest 4S. Tedy A jest uzaviené v S, kdy% a jen kdy? 4 = 4 S.

6. Mnoistvi A, BCR nazyvaji se oddélend?) kdy: 1°4A B = 0;
20 ob& mnoistvi 4, B jsou uzaviena®) v 4 4+ B. Tato podminka zdvis{
pouze na prostoru 4 4 B, nikoli na Sir$im prostoru R, do kterého prostor
A + B je vnofen,

2) Ve ¢élanku citovaném sub 1) bylo v témZ smyslu uZito réeni: soutet A + B

mé oddélené séitance.
3) Slovo wzavfend smi se zde nahraditi slovem ofevéend.
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6 1 Jsou- li A;,B, oddélend pro 1 <i<h, 1<jf <k (h kkonetnd),
také 2 4;, 2 B; jsou oddélen4.

=1

6-2, Jsou-h A, B oddélend a je-li 4,CA4, B, ¢ B, také 4,, B, jsou
oddélend.

7-1. MnoZstvi 4, B CR jsou uzaviend v A + B, kdy% a jen kdyZ
A B 4+ A B = A B. Dukaz. 1° Necht A, B jsou uzaviend v A + B. Podle 5
jest A=(A+B)A=AA+AB=A + 4B, tedy ABCA, tedy 4B
C A B; z tého# duvodu 4 BC A B. Tedy A B + A B C A B, tak¥e podle
42 AB+AB=AB. 2 Necht AB+AB=AB. Pak ABCABC
A; také 4 ACA; tedy A4 (A +B)CA, tak’e A (4 + B) = A podle
4-2. Tedy A jest uzaviené v 4 4+ B podle §; z téhoZz duvodu B ]est uza-
viené v 4 + B.

7-2. Mnozstvi 4, B C R jsou oddélend, kdy%a jen kdy? A B=A4 B =
= 0. Dukaz. 1°.Necht 4 B jsou oddé&lend; pak jest 4 B = 0 a mnoZstvi
4, B jsou uzaviend v 4 4 B, tedy podle 71 4 B4+AB=0,t. ji. A B=

AB=0.2 Necht AB=AB=0. Podle 42 A B = 0; tedy podle
71 4, B jsou uzaviend v 4 + B.

8. Necht mnoiZstvi U jest oteviené v topologickém prostoru R.
Mnozstvi U — U nazyva se hranice mnoZstvi U v prostoru R; budeme
je znaditi Hy (U).

81. U.Hy (U) =0.

82 U+ Hz (U)=TU _

83. Hy (U) jest uzaviené v R. Dukaz. Hx U)=U.(R—U); U
(R—U) je v R uzaviené podle 41 (podle 3); tedy podle 1-4.

9-1. Necht pro 1 < ¢ < m (m kone¢né) U; jsou oteviend v R. Pak?)

m t.d
Hz (;‘.1 Ui )C £ He (Us).

Diikaz. Leva strana md smysl, nebof U = Z U, jest v R oteviené
i

podle 2:4. Je-li H = Hg(U), jest H=U —Uc U; tedy podle 45 H C

X U;. Avdak U; U a U H =0 podle 81; tedy U; H = 0, tak¥e H C
i
2 (ﬁ,—U.) = § HR (U;).
i1 i1

9-2. Nechf U,V jsou oteviend v topologickém prostoru R. Necht
W =U—V. Pak W jest oteviené v R a%)

Hg (W) CHg (U) + He (V).
Dukaz. R —V jest v R oteviené podle 41, tedy také W = U (R — V)
podle 2-3 je v R oteviené. Podle 42jest R—V CR—V, tedy WCR—V,
%) V. K. Menger, Dimensionstheorie, str. 36, Additionssatz fiir Begrenzungen

offener Mengen.
5) L. cit. sub. 4), str. 36.
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tak’e W ¢ R — V podle 43. Jeito W c U, podle 4-4 WcU. Jest V x
XHR(W)CVWCV(R —V)=He (V); Hr (W)— —VCW—=VcU—-V;
tedy podle 81 Hg (W) — —VcU—V—U—-7"cU—U = Hg (U);
aviak V.Hg (W) + [Hx(W) —7V] = Hg (W), takse Hx (W)C Hg (U) +

+ He (V). .
10. Necht pro v=1, 2, 3 ... mnosstvi Q,, V, jsou oteviena v topo-

logickém prostoru R. Necht

s=Tig. )
Necht T C S; necht
Tc:V,. @)
» 1
Necht pro v=1,2,3... jest
Qv p) QH-I: Vv CQv . (3)
Pak jest®)
He (2 V,)c S He (V) + M, (4)
» 1 » 1
M=5.H (2 V,); McS—T. ()
» 1

Dukaz. Oznaéme H levou stranu relace (4). Podle (2) a 81 T H = 0,
tedy M =SHCS —T. Zvolme bod p v H—S; stall ukdzati, Ze (p)
C Hg (V,) pii vhodném v. JeZto (p) CR —S, podle (1) existuje index &
takovy, e (p) CR — Q.. Podle (3) pro v > k jest V, C Q, tedy podle 4-4.

2 V, O tedy p)CR— I V,.

r=k+1 v k+1

Aviak podle 4-5
% ® k ®
G)CHC EV, =Vi+...+Vi+ £ Vv, — IV, + IV,
r=] v

v k+1 v k+1

k -—
tedy (p) ¢ X V,, takZe pti vhodném v jest (p) CV, . Podle 81 jest (p) C
v=1

HCR— EV,CR—V,; tedy ($)CV,—V, = Hg (Vs).
v 1

11. Necht S CR; necht U jest oteviené v R. Pak
Hs (SU)CS.Hg (D).
Dukaz. S U jest (v. 3) oteviené v S, takZe leva strana ma smysl. Podle §
a podle definice hranice
Hs(SU)=S.SU—SUCcS.SU.
Aviak podle 4-4 SU c U, tedy
Hs(SU)CSU—SU=S({U—U)=S.Hg (V).

12. Topologicky prostor R nazyva se wormdlnt,”) kdyZ ma nasle-

) L. c. sub 4), str. 37, Verallgemeinerter Additionssatz fiir Begrenzungen
offener Mengen. Mengerova véta je nepodstatni odlisnd od véty v textu.

) V. P. Urysohn, Uber die Machtigkeit susammenhdingender Mengen, Math,
Annalen, sv. 94, str. 265
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dujici vlastnost: Jsou-li 4, B uzaviend v R a je-li A B = 0, existujf v R
oteviena U,V takovd, 2¢ U>A, VOB, UV = 0.

12-1. Necht R je normdlnf prostor. Nechf 4 jest uzaviené v R ; necht U
jest oteviené v R; necht 4 C U. Pak existuje v R oteviené V takové, %e
AcvVcVcU.

Dikaz. Mnozstvi A, R — U jsou v R uzaviend a jest 4 (R —U) = 0.
Jezto R je normdlnf, existuji v R oteviend V, W takovd, 2e ACV,R—U
CW,VW =0. Podle 42 V C V. Jeito VW =0, jest VCR —W; jeito
R— W jest v R uzavtené, podle 43 VCR—W; avlak R— U CW,
tedy R—W U, takte VCU.

13. Topologicky prostor R nazyva se t#piné normdlni®) kdyZ ma
nasledujici vlastnost: Jsou-li 4, BCR oddélend mnoistvi, existuji v R
oteviend U,V takovd, 2¢e U>A, V>B, UV =0,

13-1. Upln& norméln{ prostor je normdln{.®) Dikaz. Jsou-li 4, B uza-
viend v R a je-li A B =0, jsou 4, B oddélend mnoistvi.

13-2. Necht R jest 1ipln& normadlnf prostor; necht S CR. Pak S jest
iplné normalnf prostor.’®) Dikaz. Necht A, B C S jsou oddélend mnoZstvi.
Pak existuji v R oteviend U, V takovd, Z2e UD A,V > B, UV = 0. Mnoz-
stvi SU, SV jsou oteviend v Sa jest SU>A,SVOB, SU.SV =0.

13-3. Necht R jest 1ipln& normdln{ prostor; necht S C R. Necht U,
jest oteviené v S; nechf U jest oteviené v R; necht U, ¢ U. Pak existuje
v R oteviené V takové, Ze '

VcU, SV=U, S.Hg(V)=Hs (U,).1n)
Diikaz. Mnoistvi U,, S — U, jsou oteviend v S a jest U, (S — U,) = 0;

tedy U,, S — U, jsou odd&lend mnozstvi. Jeito prostor R jest tipln& nor-
malni, existujf v R oteviena T, W takovi, 2 T> U, W>S — U, TW = 0.
Jeizto U, jest oteviené v S, existuje v R oteviené Q takové, ze U, = S Q.
Polozme V = QT U. Podle 2:3 V je v R oteviené. Jeito U,C U, U,CT,
Uy =S50Q,jest Uy= S V. MnoizstviT, W jsou oteviend v Ra jest T W = 0;
tedy T, W jsou odd&lend. Jeito V¢ T, S — U,Cc W, podle 62 V, S — U,
jsou oddélena mnozstvi, tak¥e podle 72 V (S — U,) = 0, tedy SV ¢S U,,
take, jeito Uy =SV, jest SV —SVCcSU,—U, Aviak SV —SV =
=S¥V —V)=S.Hg (V) a podle 5 S Uy — U, = Hs (U,). Tedy
S.Hg (V) C Hs (Up). Aviak podle 11 S.Hg (V) > Hs (Up), takze S x
X Hg (V) = Hs (Uy).

14. Topologicky prostor R nazveme dokonale normdlnt}?) kdyZ ma
néasledujicf dv& vlastnosti: («) R je normdln{; (8) je-li U oteviené v R,
existuji v R uzaviend F, (v=1,2,3,...) takovd, ze U = § F, . Vlastnost

y=1

%) L. c. sub 7), str. 265.
%) L. c. sub 7), str. 265.
10) L., c. sub 7), str. 284.
n) L. c. sub ¢), str. 36, Satz von den Relativbegrenzungen.
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(B) d4 se (v. 2) vysloviti také takto: (8’) je-li F uzaviené v R, existujf v R
oteviend U, (v=1,2,3,...) takovd, %e F = il U,.

y=1
14-1. Dokonale normélnf prostor R jest 1ipln& normdln{.1s)
Dikaz. Necht A, B C R jsou oddélend mnoZstvi. PoloZme

P=4—B, Q=B—A4. (1)
Podle 41 a 43 PCc4, QCB, tedy
P0=PQ=0. (2)
Podle 42 ACA, BCB; podle 72 A B =4 B = 0, tedy
ACP, Bco. 3)

Je#to R —B jest oteviené v dokonale normalnim R, existuji v R uza-
vieni E, takovd, % R —B = 2 E,. Klademe-li F, =4 .E,, jsou (41

=1

a 1-4) F, uzaviend v R a jest

-]
P=ZXF,. (4)
yml
Stejn& vidime, Ze existuji v R uzaviend @, takovd, Ze
=30, (5)
y=1

V daldim uZijeme op&tovn& normalnosti prostoru R. Mnoistvi F, jest
uzaviené v R; mnoistvi R —Q jest oteviené v R; podle (2) a (4) jest
F, CR —Q. Tedy podle 121 existuje v R oteviené U, takové, %e F, C U,,
U, Q = 0. Mnosstvi @, jest uzaviené v R; mnoistvi R — (U, + P) jest
(v. 1-3 a 3) oteviené v R; podle (2), (5) a jetto U, Q = 0, jest ®, CR —
— (U, + P). Tedy podle 12-1 existuje v R oteviené V, takové, se @, CV,,
V.1 (U, + P) = 0. Predpoklidejme obecnd, %e pii ur&itém #>1 byla

sestrojena) v R oteviend U,,..., Us, V,,..., Va takova, Ze
Fy,cU,,...,FaCUs @, CV,,...,0uC Vs, (6x)
U,0=V,P=0pro 1Sv<w, (7)
U.,.V,=0pro 1Sp<#n, 1Sv<n. (8)
Mnoistvi F,,, jest uzaviené v R; mnoZstvi R —( i) V,+ Q) jest oteviené
y=1

v R; podle (2), (4) a (7a) jest F,.“CR—(Z”} V,+0Q); tedy podle 121

=l

existuje v R oteviené U, ., takové, e Fy,, C Unsy, Upss . ( &V’, + @) =0.
y=]

1) Tento pojem se vyskytuje (beze zvlistniho oznadenf) 1. c. sub ?), str. 286,
pozn. pod &arou 4). T, zv. metrické prostory (v. na pt. F. Hausdorff, Mengenlehre,
1927, kap. V1.) jsou dokonale normalnf (1. c., str. 117, IIL a str. 163, diikaz véty
XVIII).

3) L. c. sub ?), str. 286, pozn. pod &arou %),

¥) Pro n = 1 bylo to prav& provedeno.
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nel__ —
MnoZstvi ®ay, jest uzaviené v R; mnoZstvi R —( Z U, + P) jest oteviené
yml

— —_ wil__ —

v R; podle (2), (5) a (74) a jeZto Unyy @ =0, jest Ouy, CR—( ZU,+P);
y=1

tedy podle 12-1 existuje v R oteviené Vay, takové, Ze

n+l__

®piy CVatss Vors - (z U, + P

Tedy mnoZstvi Ugyy, V,4q majf vlastnost1 (6x+1)s (Tut1)s (8Ba+1). Tedy lze
sestrojiti rekurentn& posloupnosti U,, V, (v=1, 2, 3,...) v R otevfenych
mnoiZstvi tak, Ze

F,cU, ®,CcV, pro v=1,2,3,. (6=)

U,.V,=0pro pv=123,. (8)
PoloZme

U= ZU,,,V ZV

Podle 2-4 mnozstvi U,V jsou otevrena vR podle (3), (4), (5), (6x) jest
AcCU, BCV; podle (8x) jest UV = 0.

14-2. Necht R je dokonale normdlnf prostor; necht S CR. Pak S
je dokonale normdlni. Dukaz. 1° R jest tipIn& normailn{ podle 14-1; tedy S
jest 1ipIn€ normalnf podle 13-2; tedy S je normdlnf podle 13-1. 2° Necht Q
jest oteviené v S, takZe existuje v R oteviené U takové, Z2e Q =S U;

podle 14 (B) existujf v R uzaviend F, takovd, %e U = §F,. MnoiZstvi

v 1

®, = SF, jsou uzaviend v S a jest Q = 5 D,.
r 1

14-3. Nechf R jest dokonale normdln{ prostor; necht S jest uzaviené
v R. Pak existuji v R oteviend Q, (v=1,2,3,...) takova, Ze

S ='ﬁlQ. =,ﬁlov; Qv C O, )

Dukaz. Podle 14 (8') existuji v R oteviend U, takovd, Ze S = ﬁ U,.
Podle 12-1 existuji v R oteviend V, takova, ze ScV, cV, cU,. ,Ntacht
0, =.ﬁ Vi prov=12,3, .., takie podle 2:3 mnoistvi Q, jsou oteviend
v R ; lQ,,,l CQ,. Podle 42 a 44 jest SCQ, CQ, CU,, tedy

ScliQ,cliQ,cliU, =S5,
z CehoZ ndsleduje (1). " ot

I1. Definice dimense.

15. Nechf R je topologicky prostor; pravime, Ze R je (— 1)-rozmérny
(nebo nejuys (— 1)-rozmérny) a piSeme dim R = — 1 (nebo dim R<—1),
kdyZ a jen kdyZ R = 0. Necht pii urfitém # =0, 1, 2, ... byly jiZ defi-
novany nejvys (#» — 1)-rozmérné topologické prostory. Necht R je topo-
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logicky prostor a necht A jest uzaviené v R. Pravime, Ze prostor R je
nejvy§ n-rozmérny nad A a piSeme dim, R < n, kdyZ kaZdému v R otevie-
nému U D 4 lze pfifaditi v R oteviené V tak, Ze 4 C V C U a Ze mnoZstvi
Hpg (V) je nejvys (n — 1)-rozmérné. Pravime, Ze prostor R je nejvy§ n-roz-
mérny a piSeme dim R<n, kdyZ dim, R<# pro kaZdé v R uzaviené 4.
Pravime, Ze R jest mn-rozmérny (event. nad A) a piSeme dim R = n (dim,
R =), kdyZ sice dimR=<#n (dim, R<n), nikoli viak dim R<#n— 1
(dimy R<n—1).

16-1. Necht 4 CSCR. Necht S jest uzaviené v R a necht A jest
uzaviené v S (tedy také v R podle 3-1). Necht dim, R < #. Pak dim, S <.

16-2. Necht S CR. Necht S jest uzaviené v R. Necht dim R<mn.
Pak dim S<mn.

Dukazy. Véta 16-2 je disledkem véty 161 a je ziejmd pro n = — 1.
Tedy staci odvoditi 16-1 pro dimensi » za pfedpokladu, Ze 16-2 plati pro
dimensi # — 1. Nechf (za ptredpokladu véty 16-1) U,> A jest oteviené
v S. Pak existuje v R oteviené U takové, ze U, = S U, tedy A C U. Jeito
dim, R < n, existuje v R oteviené V takové, 7e A CV C Ua Ze dim Hg (V) <
=n—1. Poloime V,=SV. Pak V, jest oteviené v S a AV, U,.
Mimo to podle 11 Hs (V,) C Hg (V) a mnoistvi Hg (V,) podle 83 jest uza-
viené v S, tedy podle 3-1 také v R, tudfZ i v Hy (V). Jeito podle ptedpo-
kladu 16-2 platf pro dimensi # — 1, jest dim Hg (V) <n — 1. Tedy dim,
S=n

17-1. Necht 4 CSCR. Necht S jest uzaviené v R; necht 4 jest
uzaviené v S (a podle 3-1 také v R). Necht ke kaZzdému v R otevienému
U9 A existuje v R oteviené V tak, 2e ACV CU,dim S.Hy (V)< % — 1,
Pak dim, S< .

Dukaz. Necht U, > 4 jest oteviené v S. Pak existuje v R oteviené U
takové, ze U, = S U. Tedy existuje v R oteviené V takové, 2e A CcV c U,
dimS Hg (V)<n—1. Poloime V, =SV. Pak V, jest oteviené v S,
ACV,CU, Podle 11 Hg(V,)CS.Hg (V). Mnosstvi Hs(V,) podle 83
jest uzaviené v S, tedy podle 3-1 i VR, tudiZi v S. Hg (V). Jezto dim
S.Hy(V)S<n—1, podle 16-2 dim Hs (Vy)<n—1. Tedy dim, S<#.

17-2. Necht R jest tipln€ norméln{ prostor. Necht A ¢ S C R. Necht S
jest uzaviené v R; necht 4 jest uzaviené v S (a podle 3-1 i v R). Necht
dim, S<n. Necht U> 4 jest oteviené v R. Pak existuje v R oteviené V
takové, 2e ACV CU, dim S.Hy (V)Ssn—1.

Dikaz. Mnozstvi Uy = S U jest oteviené vSa U, D 4. Jeito dim,S<
<, existuje v S oteviené V, takové, ze AV, CU,CU, dim Hg(V))<n—1.
Podle 13-3 existuje v R oteviené V takové, 2e VCU, SV =V, (tedy
VoAd), S.Hy (V) =Hs (V,), tedy dim S. H, (V)Sn—1.

18. Necht R je topologicky prostor. Necht 4, B jsou uzavfend v R;
necht CCR; nechft AB=AC=BC=0. Necht R—C =P+ (Q;
P, Q oddélend; P> A; Q> B. Pak pravime, Ze C oddéluje A od B v R.

181. Necht A4, B jsou uzavfend v normdlnfm prostoru R; necht
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A B = 0. Necht dim, R<#n. Pak existuje v R uzaviené C takové, Ze
dim CSn—1 a Ze C oddéluje 4 od B v R.

Dukaz. Mnoistvi R — B jest oteviené v R a jest A CR — B. Podle
12-1 existuje v R oteviené U takové, 2¢ A CU CU C R — B. Je#to dim,
R < n, existuje v R oteviené V takové, 2e ACV CU, dimHy (V)Sn—1.
Polozme C = Hg (V). Pak dim C <% — 1 a podle 8-3 C jest uzaviené v R,
Podle 81, jezto ACV, jest AC=0. Podle 442 82V=V4+CCUCR—B,
tedy BC=0. Mimo to R—C=V + (R—V); V>4; R—V>B.
Mnozstvi V.R —V jsou v R otevienda V (R—V) =0. Tedy V, R—V
jsou oddélend, takZe C oddéluje 4 od B v R.

18-2. Necht A jest uzaviené v normdlnim prostoru R. Necht kazdému
v R uzavienému B takovému, %¢ A B = 0, Ize pfifaditi v R uzaviené C
tak, Ze dimC=<#n—1 a ¢ C oddéluje 4 od B v R. Pak dimy, R< n.

Ditkaz. Necht UD A jest oteviené v R. Pak B =R — U jest uza-
viené v R a jest A B = 0. Tedy existuje v R uzaviené C a oddélend P, Q
tak, 2¢e dimC<%2—1;, R—C =P+ Q; P> 4, Q> B. Jeito P,Q jsou
oddélend, jest: pfedn& PQ =0, tedy PB =0, t. j. PCU; za druhé P
jest oteviené v P + Q, t. j. v R —C, tedy podle 3-1 i v R; za ttetf podle
72 PQ =0, tedy PCP + C, takie Hy (P) CC, takZe podle 83 a 16-2
dim Hy (P)<n—1. Tedy kazdému v R otevienému U > A4 lze ptifaditi
v R oteviené P tak, 2e A CP CU, dim Hy (P)<n—1, takZe dimy, R<#.

18-3. Necht R jest tpln€ normalnf prostor. Necht 4,B,CCR;
nechf C oddéluje 4 od B v R. Pak existuje v R uzaviené C* CC, které
oddéluje 4 od B v R.

Dukaz. Jest R—C =P 4+ Q, kde P,(Q jsou oddélend mnoZstvi
a P> A, Q> B. Jeito R jest tipln& normdlni, existujf v R oteviend U, V
takova, ze UDP, V>Q, UV =0; tedy U,V jsou oddélend. Staéi po-
loziti C* =R — (U + V).

18-4. Nechf A4 jest uzaviené v tpln& normdilnim prostoru R. Necht
kazdému v R uzavienému B CR takovému, ze A B = 0, lze piifaditi
C CRtak, Zze dimC <% —1a ic C oddéluje 4 od B v R. Pak dim, R< n.

Dukaz. Podle 13-1, 16-2, 18-2 a 18:3.

II1. Souitova véta,
19. Necht R je dokonale normdln{ prostor. Nechf mnoZstvi S; (f =1,

2,3,...) jsou uzaviend v R a nejvy$ s-rozmérna. Pak dim 5 S;<n.
il
Tato soultovad v&ta je trividln{ pro dimensi # = — 1. Smime tedy
postupovati takto: pfi dukaze v&t odstavce 20 uZijeme souftové véty
pro dimensi # — 1, nadeZ v odstavci 21 provedeme dukaz souftové vity
pro dimensi n opfrajice se jednak op&t o soudtovou v&tu pro dimensi # — 1,
jednak o v&tu 20-3.
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20-1. Nechf R je dokonale normdlnf prostor. Nechf S jest uzaviené
v R; necht 4, B* jsou uzaviend v S. Necht existuje v S uzaviené C*
takové, e dim C*<n—1 a Ze C* oddéluje 4 od B* v S. Pro ka%dé
v R uzaviené F takové, %e SF = 0, necht dims R< #. Necht B jest uza-
viené v R; necht S B = B*. Pak existuje v R uzaviené C takové, %e dim
C<n—1a %e C oddéluje 4 od B v R.

Dukaz. Jeito C* oddéluje A od B* v S, existuji oddélend mnoZstvi
P,Q takovd, 2¢ P> A, QD> B*, S—C* =P + Q. Jeito P,Q jsou od-
délend, jest: pfedn& P Q = 0, tedy P B* = 0, tak’e P B = 0, nebot PC S,
B* = S B;'za druhé P jest oteviené v P 4+ Q = S —C¥, tedy podle 3-1
ivS; za tretf podle 72 PQ = 0 a podle 48 PCS, tedy PCP + C*,
PB=0. Polome H=Hg(P)=P—P, tak¥e HCC*CS, HB=0
a podle 16-2 dim H<#n —1. H jest uzaviené v S, tedy v R podle 3-1.
Jezto P, B jsou uzaviend mnoZstvi v normalnfm prostoru R a jeito P . B=0,
existuji v R oteviend U, T takovi, %e U ) P, T>B,UT=0. Jeito U, T
jsou oteviend v Ra UT = 0, jsou U, T oddélend mnozstvi, tedy UT = 0
podle 7-2. Jeito PC U, H = H; (P), podle 13-3 a 14-1 existuje v R ote-
viené V takové, 2e P =SV, VCcU, S.K = H, kde K = Hy (V). Jeito
ACPcCVCU, UT=0, T>B, jest ACV, BV =0. Jeito KcVcU
(podle 4-4) a jeito UT =0, TH B, jest BK = 0. Podle 83 K jest uza-
viené v R, takZe podle 14-3 existujf v R oteviena (), takovd, Ze

® [ SR
QvD Qv+l: K = l_—]; Qr= rll Qv-
Jeito R — S jest oteviené v dokonale normdlnim prostoru R, existujf
v R uzaviend ®, takovd, ¢ R—S = X ®,. Klademe-li F, =K ®,,
v 1
jsou F, uzaviend v R a jest

K—S=2%F,.

»—1
Jeito F, CKCR— B, podle 12-1 existuji v R oteviend Z, takovi, Ze
F,cZ,cZ,CR—B.

Jeito F,CK —S, jest SF, =0, tedy dimr, R<n. Aviak F,CQ, Z,,
takZe existuji v R oteviend W, takovd, Ze

F,cW,cQ,Z,, dim Hy (W,)Sn—1.
Tedy K—SC § W,, takZe podle 10, jeito S K = H,
=]
He(EW,)c £ H, (W) + H.
vy 1 =1

PoloZme
X=V+IW,

r=1
a C = Hy (X), takZe podle 9-1
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Cc %Hk W.,) + H. *

Av3ak mnoZstvi Ha Hg (W,) (v=1,2,3...) jsou uzaviend v R a nejvys
(#» — 1)-rozm&md; jeZto predpoklddime spravnost soultové vity pro
dimensi # — 1, mnoZstvi na pravo ve (*) je nejvy$ (n — 1)-rozmérné, takze
podle 16-2 dimC <% —1, nebot C podle 83 jest uzaviené v R. Jeito
C = Hi (X), jest R—C =X + (R —X). MnoZstvi X, R—X jsou ote-
viend v R a jest X (R —X) = 0; tedy mno¥stvi X, R — X jsou odd&len4.
Mimo to A CV CX. Déle jest BV =0, W,CZ,CR—B, tedy X B = 0;
konetn&¢ HCK, BK =0, Hy (W,)CW,CZ,CR—B, takie podle (*)
také CB =0, tedy X B =0, t. j. BCR —X. Tedy v R uzaviené nejvys
(n — 1)-rozmé&rné mnoZstvi C oddéluje 4 od B v R.

20-2. Necht R je dokonale normalnf prostor. Nechf S jest uzaviené
v R; necht T je libovolnd &ist R. Necht A jest uzaviené v S. Necht dim,
S<n; necht dimT <%. Pak dim, (S +T)Sn.

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti miZeme predpokladati, e R=S + T
(v. 14-2). Necht F jest uzaviené v Ranecht SF =0, tedy FCR—SCT;
necht U ) F jest oteviené v R. Podle 12:1 existuje v R oteviené Z takové, Ze
FCZCZCR—SCT. Jeito FCZUCT, jeito ZU jest oteviené v R,
tedy v T a jezto dim T < #, existuje vT oteviené V C Z U, V O F takové, Ze
dim Hr (V)Sn—1. Jeito VCZCR—SCT, V jest oteviené v R —S,
tedy podle 3-1 také v R. Jeito V C Z, jest V CZ CT, takie Hr (V) =V —
— V = Hy (V). Tedy, kdy% F jest uzaviené v R a kdyz SF = 0, lze kai-
dému v R otevienému U > F pfifaditi v R oteviené V tak, Ze FCV CU,
dimHgy (V)<#—1; to znameni, Ze dimrR < #. Jeito dim, S = #,
podle 18-1 (v. té%14-2) kazdému v S uzavienému B * takovému, Ze 4 B* =0,
lze piifaditi v S uzaviené C* tak, %e dim C*<#n—1 a Ze C oddéluje 4
od B* v S. Je-li nyni B libovolné€ dané v R uzaviené mnoZstvi takové, Ze
A B =0, vidime ze 201, kladouce B* = S B, %e existuje v R uzaviené
C takové, Ze dimC=#—1 a 7e C odd&luje A od B v R. Podle 182 je
tedy dimy R =dim, (S +T)<n.

20-3. Necht R je dokonale normilni prostor. Necht S,7 jsou uza-
viend v R. Necht dim S<#, dimT < #n. Pak jest dim (S + T)<=.

Dukaz. Opét muZeme piedpokladati, 2¢ R =S + T. Necht 4 jest
uzaviené v R; necht UD A4 jest oteviené v R; mame dokdzati, Ze exi-
stuje v R oteviené V takové, Ze A CV CU, dim Hi (V)Sn—1. Jeito
A S jest uzaviené v S, jeito dim,sS=<#, dimT<#%, podle 202 jest
(jelikoZ R = S + TF) dim,s R<n. Tedy existuje v R oteviené V, takové,
2e ASCV,CU, dim Hg(V)<n—1. Z duvodu symetrie existuje v R
oteviené V, takové, %e AT CVyC U, dim Hg (Vg)<n—1. PoloZme
V=V,+V, Pak V jest oteviené vR, A =AS+ AT CV CU a podle
9-1 jest

Hg (V) CHg (V) + Hg (V). (*)
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Nynf véta 20-3 je zfejm& zvldStnim pi{padem soudtové v&ty; jelikoZ pied-
poklddime, Ze souétovd vé&ta platf pro dimensi #» —1, také véta 20-3
plati pro dimensi # — 1, takZe podle 8-3 pravd strana relace (*) je nejvys
(n — 1)-rozmérné mnoistvi. Tedy podle 16-2 dim Hg (V)< n — 1.

R 21-1. Ptistupme k dukazu soudtové v&ty pro dimensi . Ildnoistvi
X S, jsou podle 1-3 uzaviend v R; ze 20-3 vychdzf rekurentné dim X S; < #;

=1 ® ® & =1
konetné X Sy = X X S;. Tedy miZeme pii dukaze mnoZstvi S; nahraditi
A=l p k=liml

mnoZstvimi X S;; jinak feleno, smime pfedpoklddati, Ze
i=1

SiCSkyy pro 2=1,2,3,... (1)
Bez djmy na obecnosti muZeme také predpoklddati (v. 14-2), Ze
Sy =R. @)
k=1

Zvolme v R uzaviené 4 a v R oteviené Z5 A. Mame sestrojiti v R ote-

viené U, tak, aby bylo 4 cU, CZ, dim Hg (U,)<n—1. Podle 12-1

sestrojime nejprve rekurentn® v R oteviend Z,(r =1,2,3,...) tak, Ze

AcZ,CcZ;2Z,CZ+ypror=1,23,... (3)

21-2. N4&$ nejblizsi cil bude konstrukce v R otevienych U,, V,, T,

(r=1,2,3,...) takovych, Ze pro r — 1,2, 3, ... jsou splnény nasledujici
relace (a,) aZ (f,):

A S, C U' C. Zn (a')
v, ,cl, &)
dimS, . Hg (U)sn—1, ()
U — Uy CVry, (@)
Hg (U') —S 1€ Vr 1 (e')
Hg (Ur—l) — S5, C V, v (/')
ACV, (&)
S —0U, (T, (A,
T, 4 CT,, (&)
T,.,V,_,=0. @)
Pti tom
Uy=0,Vy=R, S;=0,T,=0,T_,=0. 4)

Tato konstrukce bude provedena ve 21-3—21-5. Ve 21-3 sestrojfme v R
oteviené U, tak, Ze bude platiti (a,)—(j,). Na to ve 21-4 za piedpokladu,
%e pi urditém £ (= 1,2, 3,...) byla jiZ sestrojena v R oteviend U,, V,,
T, (1sr<k 15s<k—1) tak, Ze plati (a,) aZ (j,) pro 1Sr=<k, se-
strojime v R oteviend Vi, T tak, Ze bude platiti (fa4,) aZ (fas,). Kone&ng&
ve 21-5 za pfedpokladu, Ze pii urtitém £ (=1, 2, 3, .. .) byla jiZ sestrojena
v R oteviend U,, V,, T, (1Sr<k) tak, Ze plati (a) aZ (¢), (£) aZ (s
pro 1SSk, 1SsSk+ 1, sestrojime v R oteviené Uy, tak, Ze bude
platiti (ar+,) aZ (er4+,). Tim bude konstrukce dokondena.
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21-3. Jeito A S, jest uzaviené v S,, jefto dimS,<# a jeito Z,
jest oteviené v R a podle (3) jest 4 S, C Z,, nésleduje ze 141 a 17-2, Ze
existuje v R otevfené U, takové, 2e 4 S, C U, C Z,, dim S, . Hg (U)Sn—1.
S ohledem na (4) vychdzi, Ze vlastnosti (2,) aZ (j;) jsou spln&ny.

21-4. Necht pti daném % (=1,2,3,...) byla sestrojena v R ote-
viend U,, V,, T, (1S7<k, 1Ss<k—1) tak, Ze platf (@) az (j,) pro
1< r<k. Ukazme nejprve, Ze kazdd z dvojic

A, Sy — Uy; _ (o)
Hpy (Us) — Sk, S — Ux; (Bs)
A, Ty (v»)
Hpg (Uk) — Sk Taa (8*)

skldda se ze dvou oddélenych mnoZstvi. MnoZstvi Sk — Us = Si (R — Ui)
jest v R uzaviené podle 1-4 a podle 4-2 jest Sk — Ux D Sy — Us; tedy
podle 4-2, 43, 46 a (a)

AS —U)=ASr—TU)cA.Se — UsCA (Si— Ui) =
=AS—Uy=0,
takZe mnoZstvi (a) jsou oddélend podle 7-2. Dile jest podle 4-3
He (U — Si-Sh—Uy) CHp(Up) (S — Uy) CUL (S — Uy) — 0,
(Hg (Uy) — Sy) .Sy — Uy C(Hr (Uy) — Si) . S, = 0,
tak’e mnozstvi (s) jsou odd&lend. MnoZstvi V,—,, T4—, jsou oteviend v R,
takZe podle (ja) jsou odd&lend. Tedy podle 6-2 a (gr) mnoZstvi (yz) jsou
oddélend, a jeito Hpg (U,) — S, C Hg (Uy) — Si-, podle (1) [v piipadé
k =1 podle (4)], podle 6-2 a (&) také mnoZstvi (8:) jsou oddélend. Podle
61 tedy mnozstvi .
A+ [Heg(U)—S:), (Si—U) +Th
jsou oddélend, takZe podle 14-1 existuji v R oteviend Vja T, takovd, Ze
plati (fis1) aZ (Ja+1).

21-5. Necht pii daném % (=1, 2,3,...) byla sestrojena v R ote-
viend U,, V,, T, (1<r<k) tak, Ze plati (q,) aZz (&), (f) aZ (j) pro 1<r
Sk, 1Zs=<k + 1. Podle 18-3 existujf v R oteviend Q, (v=1,2,3, ...)
takovi, Ze

0,0Q1prov=123,..., (5)

[ + He (U] Sinn = 1 Q. = i Q.. (6)

y 1
Jeito S, jest uzaviené v dokonale normdlnim R, existuji v R uzavie-

nd @, (v—1,23,..) takovd, % R —S, = X ®,. Klademe-li F, —

v 1
= [A + Hg (U})] . S4s1 D, , jsou F, uzaviend v R a jest
[A4+Hg(U)].Sps1— S = El F,. (7

Podle (7) F, CA + [Hg (U;) — S,], takZe podle (fx+1) a (g+1) jest F, CV,.
Tedy podle 12-1 existuji v R oteviena P, takovd, Ze
P' C Vh (8)
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a %e F,CP,. Podle (6) a (7) jest F,CQ,. Podle (3) jest A C Zx C Zu4:;
podle (a) jest Hg (Ux) C UsCZi; podle (7) jest F,CA + Hy (Us); tedy
F, C Zy 1. Podle (7) jest Fy C R—Si. Tedy celkem F, CP, Q, Zy+1 (R — Si).
Pravd strana jest oteviend v R; F, jest podle (7) uzaviené v Sy,1; Sk
jest uzaviené v R a nejvy$ s-rozmérné; tedy podle 14-1 a 17-2 existuji
v R oteviend W, takovi, Ze

F,CW,prov—123,..., (9)
WoCP, Qs Ztyy— Sk pro v=12,3,..., (10)
dim Sp4y. Hg(W, )<n—1pro v=12,3,... (11)

Podle (5), (6), (7), (9) a (10) pfedpoklady véty 10 jsou splnény, kdyZ misto
S,T,Q,,V,ddme (6), (7), Q,, W,. Tedy

He(Ew,)c 2 HeW)+S. A+ He O (12
PoloZme
Usn="Us+ I W,, (13)
takZe podle 2-4 Ui, jest oteviené v R.
Podle (a) jest A Sk C U; podle (7) a (9) jest A Sps1—Si C ,El W, :

tedy podle (13) jest A4 Sis1 C Ursy; podle (ax) jest Ui C Zi; podle (3) jest
Zy C Ziyy; podle (10) jest W, C Ziyy; tedy podle (13) jest Upir C Zisr; tedy
podminka (ax+1) je splnéna. Podle (13) plati (bx.1). Podle 8-1a (13) jest Us X
X Hg (Ups)) = 0; podle (ax) jest A Sk C Us; tedy A Sy.Hg (Uss1) =0,
takZe podle (12), (13) a 9-1 jest

Hy (Uss1) € Ha (Us) + il He (W, ). (14)

Podle (7), (9), (13) a 81 jest Hg (Us+1) . [Shyy . Hg (Us) — Si] — 0, takze
podle (14)

Ster . Hg (Unsr) C Si . He (Us) + El Ske1. He (W, ). (15)

Jelikoz predpokldddme platnost souétové véty pro dimensi n—1, z (),
(11) a (15) podle 16-2 ndsleduje (cx+1). Podle (8) a (10) W, C V4, takZe podle
(13) plati (di41). Podle (8) a (10) Hg (W,)CW,CP,CVa; podle (fxs1)
Hpg (Us) — Sa L Va; tedy podle (14) plati (ex+1)-

21-6. Konstrukce v R otevienych U,, V,, T, takovych, Ze pro r = 1,
2,3,... platf (4,) az (j,) je dokondena. Pfistupme k vlastnimu cili, totiZ
(v. 21-1) ke konstrukci v R otevieného U, takového, Ze

AcU,cCZ, (16)
dim H, (U,)sSn—1. (17)
PoloZme
U, = 3 U,

r=1

takZe U,podle 2-4 jest oteviené v R. Podle (3) a (a,) jest U, CZ; podle
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(2) a (a/) jest A C U, ; tedy podminka (16) je spln&na. Zvolme &k = 1, 2,
3,... Podle (b) a (d,) jest

Us U+ E V.. (18)

r=k
Podle (z,) a()pror>kijest V,Ts=0;tedyTs. 2 V,= 0; jezto mnoZstvi
Tya E V, jsou otevtend v R, nésleduje, Ze jsou oddélena takZe podle 7-2
Th . 2 V' = 0.

r=k
Avsak podle (18), 4-4 a 4-5 jest
— — e
HR (Um) C Um CUs + zk Vn
takze .
Tw. Hg (Us) C Us. _
Tedy podle (hes1) (Sv — Us) Hg(Un) CUw, t. j. (Sa—Us) He (Us) =
— 0, tedy Si. Hg (U,)CUr. Aviak Uic U, Cc R—Hy (U,); U,—
— Us = Hy (Us); tedy Si. Hg (U,) C Sk . Hg (Us). Tedy podle (2)
MWMQﬁ&ﬂNW- (19)
=1

Jelikoz ptedpoklddame platnost soudtové véty pro dimensi » — 1, z (19)
a (¢c,) podle 16-2 nésleduje (17).

IV. Dusledky souttové vity.

22. Necht R je dokonale normadln{ prostor; necht dim R < . Nechf
A je libovolnd &ist R. Necht U D 4 jest oteviené v R. Pak existuje v R
oteviené V takové, Ze

AcVcU, Hy (V) =0, + D,
dim @, <n—1, O;=A .Hg (V)= (A —A4).Hg (V).
Dukaz. Je#to U jest oteviené v dokonale normélnim R, existuji
v R uzaviend E, takovd, Ze U = ;: E,. Klademe-li F, =4 . E,, jsou
r 1
F, uzaviend v R a jest
A.U=Z%F, (1
r—1

Podle 14-3 existuji v R oteviend Q, takovi, Ze
Qv 3 Qv+l; (2)
A—H@_H@ (3)

=1

Podle (1) a (3) jest F, CU Q,; jeito dim R < #, existujf v R oteviend W,

takova, Ze
F,cW,cUQ,, (4)

dim Hg (W,)Sn—1. (5)
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Podle 10 jest - ° _
He(Ew.)c EH W) + @ —U). (6)
vy 1 [
PoloZme
V—EW,, (D1=HR(V).EHR(W,), (D2=Z.HR(V).
r 1

=1

Pak V jest oteviené v R; jesto A CU, podle (1) a (4) jest AcA.UCV;
tedy A . Hg (V) = 0, takle @y = (4 — 4) . Hi (V); podle (6) jest Hy (V)
= @, 4+ @,; podle (5), 19 a 162 jest dim O, <n—1.

23. Necht R je dokonale normaln{ prostor; necht dim R < n. Necht
S je libovolnd &ist R. Pak dim S < #.

Dukaz. Pro m = — 1 trividln{; necht tedy v&ta plati pro dimensi
n — 1. Necht 4 jest uzaviené v S; necht U, > 4 jest oteviené v S, takZe
existuje v R oteviené U takové, ze U, = S U, tedy U> A. Podle 22 exi-
stuje v R oteviené V takové, Ze ACV CU, Hg (V)= @, + ®,, dim
O, sn—1, ©,CA—A. Klademe-li V,=SV, jest V, oteviené v S
aACV,CU, Podle 5jest A =S A4, tedy S (4 —A4) — 0, tedy S @, = 0,
tedy S. Hg (V) C ®,, takZe Hs (V,) C @, podle 11. Tedy podle indukénfho
predpokladu a podle 14-2 dim Hg (V) £# — 1. Tedy dim S < n.

24-1. Necht R je dokonale normdlni prostor; nechf dim R=<n.
Necht S jest uzaviené v R. Necht U, jest oteviené v S; necht U > U, jest
oteviené v R. Necht dim Hs (U,) <n — 1. Pak existuje v R oteviené V
takové, ze U,V CcU, SV=U, S.Hg(V) Hs(Uy), dim Hg (V)<
sn—1

Dukaz. Podle 13-3 a 14-1 existuje v R oteviené W takové, 2e S W — U,
U CWcCU, S.Hg (W) = Hs (Uy). Podle véty 22, do které za 4, U do-
sadime U,, W, existuje v R oteviené V takové, ze U, CV CW CU, tedy
SV ="U,Hg(V) =D, + ®,, dim &, <n—1, ®,= U, LHe (V) = U, —
—U,) . Hg (V). Tedy @, jest uzaviené v R. Jest Hg (V) C VCW; jeito
SW=U,CVCR—Hg(V),jest S.Hyg (V)CSW—SW = S(W—W) =
=S .Hz (W) =Hs (Uy); jeito Uy, =SV, podle 11 je také Hs (U, C
CS.Hg(V). Tedy S. Hg (V) — Hs (U,). Podle 43 jest U,CS, tedy podle 5
Hs(U) =S .U,—U, — U, — U,, takze ®, — (U,— U,) Hx (V) = Hs (U,),
tedy dim ®,<n —1. AvSak @, jest uzaviené v R; jeito R je do-

konale normdlnf, existujf v R uzaviend F, takovd, Ze R — @, = )5 F,;
@ r 1
tedy He (V)=®;+ I F, .Hg (V). Jeito F, . Hg (V) CHg (V) — Dy C Dy,
y=1

podle 23 (nebo také podle 16-2) dimF, . Hg (V) <n—1. Jeito také dim
@, < n— 1, podle souttové véty dim Hp (V)< n —1.

24-2, Necht R je dokonale normdlni prostor. Nechf S,,S,, ...,
Sk jsou uzaviend vR. Necht R 5,5 5,0 ...D Si. Necht U, jest oteviené
v Sk. Necht U U, jest oteviené v R. Necht dim S, <#, pro 1Sv<k.
Necht dim Hjs, (U,) < m — 1. Pak existuje v R oteviené V takové, Ze
Uy CVCU, S .V —=U,, Sx.Hg(V)=Hs, (Uy), dim S, .Hg (V)<n,—1
pro 1SvsSk.

XIII,



17

Ditkaz. Pro k =1 zitejmé. Necht tedy véta plati pro # —1. Tedy
(v. 14-2) existuje v S; oteviené V, takové, Ze U,CV,CS, U, Si.V, =
=U,, Ss.Hs, (V) = Hs, (Uy), dim S, . Hs, (V))Sn,—1 pro 2Svsk.
Podle véty 241, do které za n, S, U,, U dosadime #,, S,, V,, U, existuje
v R otevtené V takové, 2e U, CV,CV CU, 3V =V, tedy Sa V = U,
Sy . Hg (V) = Hs, (V,), dim Hg (V) S 5, — 1. Jezto Sk CS,, jest Su . He (V) =
=8 . Hs, (V) = Hs, (U,). Jezto S, = R, relace dim S, . Hg (V) < %, — 1 plati
pro v=1. Pro 2=<v<Zk jest S,CS,, tedy S,.Hg (V) =S, . Hs, (Vy),
takze op&t dim S, . Hg (V) <, — 1.

V. Viéta o pokryti.

25-1. Necht R je normdlni prostor. Necht U, ..., Un jsou oteviend

v R; necht 5 U, = R. Pak existuje v R otevfené V, takové, Ze V,C U,
v 1

azeV,+ XU =R
r 2
Dukaz35) Mnoistvi R — § U, jest uzaviené v R a je &asti U,. Tedy
r—2
podle 12-1 existuje v R oteviené V, takové, Ze

R—Z U, cV,cV,cUy;
m r—2
ziejm& Vy + 2 U, = R.

y=2

25-2. Necht R je normdlnf prostor. Necht U,, ..., Um jsou oteviend
v R; nechf X U, = R. Pak existuj{ v R oteviend V,, ...,V takovi, Ze

v—1

V.CUy,...,VnCUn =V, =R.
v 1

Dukaz¥) Podle 251 uréime v R oteviené V, tak, Ze T’_, U, V,+
+ U,+ ...+ Us=R. Opét podle 251 uréime v R oteviené V, tak,
2e VoCU, Vi+V,+U;+ ...+ Un=R; atd.

25-3. Necht R je dokonale normilnf prostor; necht dim R<#.

Necht U,, ..., Un jsou otevieni v R; necht I U, = R. Pak existujf v R

r=1

oteviend V,,..., Vs takovd, Ze: V.cU, pro 1svEm; X V,=R;

=1
Ve.V,=0 pro 1Sp< vEm; dimHg (V,)Sn—1 pro 1Sv=m.
Dukaz. Podle 25-2 a 4-1 existuji v R uzavienda F,, ..., Fu takovi,
e F,CU, pro 1<v<m, % F, = R. Podle 121 existujf v R oteviend

=]l

W, ..., Wn takovi, %¢ F,CW,CcW,cU, pro 1S v Sm. Jeito dim
R < n, existujf v R oteviend Z,,..., Z» takovd, 2¢ F,CZ,CW,, dim

1) L. c. sub 4), str. 159 160 (Bemerkung).
Rozpravy: Roé XLI Tt. II. Cis. 18. 2
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Hp(Z,)Sn—1prol1Sv<m. Polome V,=2Z, a pro 25Sv=EmV,=
v—1___
=Z,—3X Z,. Mnoistvi V, jsou oteviend v R podle 1-3 a 2-3, nebot

p=1

r 1_ N —
V,=2,(R—ZX2Z,). Podle 44 jest V,CZ,CW, CU,. Je-li p libovolny
1

bod z R, existujf indexy v takové, Ze (p) CF, CZ, cZ,. Necht tedy v je
nejmen$i index takovy, Ze (p)CZ,. Je-li v=1, jest (p)CZ, =V,. Je-li

vy 1____
v>1, jest V, =2, —XZ,, tedy
w1
y 1. r—=1___
z,cV,+%Z, Z,cV,+ 2 Z,
sl u=1

—_ r—1__ — m o___
Jetto (p)CcZ, —Z Z,, jest (p)CV,. Tedy ZV,=R. Pro 1Su<vEm
u=1 y 1

y—1 ___ —_ —_—
jestV,cR—ZX2 Z,CcCR—Z,CR—V,CR—YV,, tedy V.V, = 0. Jeito
p 1
V,=Z,, jest dim Hg (V,)<n—1. Pro 2= v<m jest podle 4-4
r—1___ y 1
V,—Z2,—22,—7Z,—X2,
J

n 1

tedy podle 9-2
He (V) cHe (2) + He (T Z.,)
takZe podle 9-1
He (V) C £ He (2,);

tedy podle 16-2 (nebo 23) a podle souctové vty opét dim Hg (V,)<n —1.
26. Necht R je dokonale normdln{ prostor; nechf dim R < n. Necht

U,, ..., Un jsou oteviend v R; necht ’:2 U, = R. Pak existuji v R oteviena

» 1
Vi(1=4<(n + 1) m) o té&bhto vlastnostech:
1°VicU, pro 1SvEm, (n+1)(v—1)+ 1=5is(n+ 1) v;
(n+1)m___
» % V,=R;
i=1
PV,.Vi=0pro 156 <j<(n+1)m;
L dimHg (V))sn—1pro 1SiS(n+ 1) m;
8 je-li 2Sr<n+ 2 a jeli 4,4, ...,% jakdkoli kombinace (bez

opakovini) indexu 1, 2,..., (# + 1) m, jest dim 1'1117; <n—r+1.

Dukaz. Kdy% k =1, Ize podle 25-3 sestrojiti v R oteviend V¥ (1<
1<km takova, Ze

(a)I:’(."’c Uypro 1SvEm, k(v—1) L 1<i<ky;

() ZV®h —R;

=]

€) V. VW =0pro 15i <j<km;

(4,) dim Hy (V®)<n—1pro 1Si<km;

() jeli 2 7<k+1 a jeli #,%,...,4 jakdkoli kombinace

XIII
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indext 1,2,..., A m, jest dim n V< n—r + 116
sml 8

Méame dokdzati, Ze to 1ze i pro # = # 4- 2. Necht tedy pti urditém & (15
k<n+ 1) byla jii sestrojena v R oteviend VW (1SiSkm) tak, Ze
platf (@) aZ (e); mame sestrojiti v R oteviend V*+W (1S4 (k + 1) m)
tak, aby platilo (ax.1) aZ (er+1).

26:1. Pro 1Sr<% necht S, znamend mno¥stvi viech t&ch bodu
p prostoru R, pro né% (p) CV™® pro nejméné 7 ruznych indexti ¢ (1S £ <% m).
Podle (b) jest S; R. Zfejmé& 5,05,0...0S;. Pro 257k jest

S, —TAV»,
s 1 s
kde (4, %,, ..., %) probfhd kombinace indexu 1, 2,..., 2m, takZe podle

1-3 a 1-4 S, jsou uzaviend v R a podle (&) s ohledem na souétovou v&tu
dim S,<n—7 4+ 1, coZ ovéem plati i pro r=1. Mnoistvi S;.U, (1<

<v<m) jsou oteviend v S, a jest EZ Sy . U, = S;. Tedy podle 14-2 a 25-3
vy 1

existujf v Sy oteviend T, (1< v<m) takovd, Zel")

T,cU, pro 1Sv<m; (1)
£T, —S,: @)
r=1

I,.T,=0pro 1Sp<vsSm; (3)
dim Hs, (T,)sn—% pro 1Sv<m. (4)

26-2. Sestrojime nyni v R oteviend W, (1< v=m) s nasledujicimi
vlastnostmi:

W,cU, pro 1SvEm; (o)
S . W,=T, pro 1Sv=Em; (8y)
Si.Hg (W,) = Hs, (T,) pro 1Sv<m; (v»)
dim S, . Hy (W,)Sn—r pro 1S7<k,1SvSm; (3
W, . W,=0pro 1Sy <v<m; (s)
W,.W,CS pro 1Sp <v=m. %)

Podminky (¢,) a (,) oviem odpadnou. Podle (1) a 12-1 sestrojime nejprve
v R otevienad Z, tak, Ze

T,cZ..CZ—.CU,pro 1SvEm. (5)
Podle 26-1 jsou splnény piedpoklady véty 24-2, kdyz do nf za U, U,
n, (1< r< k) dosadime T, Z,, n —r. Tedy existuje v R oteviené W, splitujicf
podminky («,) aZ (§;). Piedpoklidejme tedy, Ze pfi uréitém v (2Sv=Sm)
byla jiZ sestrojena v R oteviend mnoistvi Wy, ..., W,_, tak, e pro 1Sp

1) Prok 1ljestr 2, tedy IIl V(:) — V(') V(" C Hg (V,,), nebot podle (c,),
Sm=

jezto V“) V“) jsou otevi’ené v R, jsou to oddélené. mnoistvi takZe podle T'2 jest
Vs:) Vg'.) 0 Tedy dxml'l V(')<n r+1—n 1 podle16'2 a (4;).

s=]
1) Je#to S, jest uzaviené v R, podle 4'3 jest T, C Sy, takZe (v. 6) uzavteny obal
T, v prostoru S; jest T,.

XI11
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< v jsou spln&ny podminky («,) a (%.). Mdme sestrojiti v R oteviené W,

tak, aby byly splnény podminky («,) aZ (%). Pro 1S p < jest
(Woa—S)T,c(W.—S)) .Ss=0,
We—S.T,cW,.ST,cT,..T,

podle (B,), (v.) a 82. AvSak T, T, jsou oteviend v S;, tedy podle (3) od-
délend, takie podle 72 T,,.T, = 0. Tedy podle 7-2 mnoZstvi W,—S,, T,

—1____
jsou oddélend, takZe podle 8-1 také mnoZstvi Z W, — S, T, jsou oddélend;

u=1
tedy podle 14-1 existujf v R oteviend P,, Q, takovd, Ze
v—1___
PVDEW;‘—SM QvDTv’Pva=0- (6)
u=1

UZijme nynf véty 24-2, do které za U, U, n, (1<r<k) dosadime
T,,Z, Q,, s —r.

Nalézdme, Ze existuje v R oteviené W, takové, Ze plati

T,cW,cZ,Q, (M
jakoZ i (B,), (v»), (3, ). Podle (7) W, c Z, , takZe podle (5) platf (x, ). Jezto
P, , O, jsou oteviend v R, podle (6) jsou oddélend, takZe podle 7-2 jest
P,Q,=0,tedy pro 1<p <vW,Q, cSi Podle (1) je viak W,c0Q,,
takZe platf (%, ). Tedy pro IS[L<V£StW W,=[W,+Hg (W,].W,
C Sy, tedy podle (8,), (ra) a (&) Wa . W, = [S W, + S, Hz (W,)] X
X S W,= [T, + H5,(T.)]T, =T,T, =0 podle (3) a 7-2; tedy také
(s ) je splnéno.

26-3. PoloZme nynf

py V‘m— %W pro 0Zr=m —1

s$+r ol k4 = =. » (8)
rk+1<iS(r+ 1)k,
Viasy =W, pro 1Sv<m, (9)

tak¥e mnozstvi V,**" (1<i< (& + 1) m) jsou oteviend v R. Podle ()
a (a,) plati {ax41). Podle (8)jcstpro 0Sr<m — 1,7k +15i<(r+ 1) k:
T(k+1)

v c vty 4 z W,, tedy V,® ¢ V& + £ W,, tedy podle (9)
y=]

s+r

4.21' VY ¢ “E:’:' V;"“’ C R, takze pedle (b;) plati (b 41). Podle (8), (9), (c:)
a (s,) platf (c“,) Podle91a92jepro0<sr<m—1,rk+ 1SS (r+1)R,
He (Ve )cHa(v® ) + £ He W),
tedy podle (3,), (4), 16-2 a 20-3 platf (ds.1).
26-§. Zbyvd dokdzati (ex,1). Necht tedy 2<r<k+ 1 a nechf
Jisfas -+ - » 7, je n&akd kombinace indexu 1 2 ..., (8 + 1) m. Necht

Q . n V(k*'-l)
Mime dokdzati, Ze dim QSn—r + 1. Jest rozezndvati &tyfi piipady.
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Predné: Aspoit dv& z ¥ mnostvi V }:“’ jsou déna vzorcem (9), treba
V(k-ﬁl) —_ W V(kd-l) — W

kde p,v=1,2,.,..m; p.<v Pak ]est QcW,.W,, tedy QCS, podle
(%.). Mimo to W W, =0 podle (s,), takte Q c Hg (W ). Tedy podle
16-2 a (3,) dim Q<n—k takle dim Q<n —7 + 1. nebot r<k + 1.

Za druhé: Jediné z r mnoZstvi V}':“’ je ddno vzorcem (9), takZe existuje

index v(1<v<m) a kombinace ¢, 4, ...,% ; indexu 1,2,...km
tak, Ze

Q=W,.HV"" SW, cW, nV""cW Si.

s=1 pa=1 s=1 ]

Mnozstvi W,, V"" —3 W, jsou otevtend v R a jejich prutez je prézdny;

u=1

tedy jsou oddélend, takZe podle 7-2 W, . iy vy — £ W, =0, tedy
s=1 $ u=1

QcS, 1.Hg (W,), tak?e dim Q<% —r -+ 1 podle 16-2 a (3,).
Za tiett: 2<r<k a vSecka mnoZstvi V;.“” jsou dana vzorcem (8),

takZe existuje kombinace 7,, 1,, .. .1, indexii 1, 2, ...k m takovd, Ze
0o=1nv" —IWw, cHV""
s=1 s u=1 s=1

tedy dimQ<#—r + 1 podle 162 a (¢,).
Za &orté: Jako v piedeSlém piipadé s tim rozdilem, 2e r =% + 1.

Jest @ C S, podle definice Sy, tedy Q § 7, podle (2)a (8,). Aviak ( V) —

— % W,).W,=0,tedy V~"’—z W .W,=0podle 7-2, take Q . W, =0

p=1
pro 15 v<Sm. Tedy QC 2 w, W) QcCS,, takzeQCZ Sy . Hp (W,),

tedy podle 16-2 a (3,) ]est dimQ<n—k=n—r-4 1

27. Necht R je dokonale normdlnf prostor. Necht S jest uzavfené
v R; necht dim S<»n. Necht U,,..., U, jsou oteviend v R. Necht
% U, > S. Pak existujf v R oteviend V; (1<4¢< (n + 1) m) o t&hto

=1
vlastnoste_ch:
1°V,cU, pro 1SvEm, (n+ 1) (v—1) + 1Si<( + 1) v;
n4+1)m
» "T"v,5s;
$ 1
PV, Vi=0pro 1<i<j<(n+ 1)m;
£ dimS . Hy (V,\)sSn—1 pro 1SiS(n+ 1)m;
5 je-li 2870+ 2 a jeli 4, i,,...,i, jakdkoli kombinace (bez
opakovén{) indexu 1, 2,..., (# 4+ 1) m, jest II Vi, CS, dim 1 Visn—

—7r+ 1 =t
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Dikaz. Podle 26 a 14:2 existujf v S oteviend T; (1545 (n + 1) m)
o téchto vlastnostech:
6 T;CcU, pro 1<vSm, s+ 1) (v—1)+1<iS(m+1) v,

n+lw __

T,=S;

8°T.~.T;=0 pro 1<{<jS(n+ 1)m;
9 dim Hg (T;)<n—1 pro 1<i< (n 4+ 1) m;
10° je-i 2S7<n+2 a jeli 4, 4,...,% jakdkoli kombinace

(bez opakovani) indexu 1,2, ..., (n + 1)m, jest dim 1T, Sn—7+ 1.

Podle 6° a 121 existuji v R oteviend Z; takova, Ze °
T.CZ,CZ;cU,prol<vSm,(n+ 1) (v—1) + 1Si< (n + 1) v.

Ziejm& stalf sestrojiti v R oteviend V; (1<¢< (2 + 1) m) tak, aby bylo

T,CV,CZ,T;=SV,pro(1<i<(n + 1) m) (a,)
Vi.Vi=0pro 1<j<i<(n+ 1)m, (&)
S.Hg(V;) =Hs (T;) pro1<is (n 4 1) m, (0:)
V.. Vi=T;.Tiprol<j <i<(n+ 1) m. (d;)

Podle 13-3 a 14-1 existuje v R oteviené V, splitujici podminky (4,) a (c,);
podminky (b,) a (4,) oviem odpadnou. Nechf tedy pfi urditém ¢ (2£4<
=< (» + 1) m) byla jiZ sestrojena v R oteviend V;(1<j < i) tak, Ze pro
157 <+ plati (@) aZ (d,). Mdme sestrojiti v R oteviené V; tak, aby pla-
tilo (a;) az (4;). Pro 157 <7 jest
4 V;—S)T;C(R—S).S =0,

= — —
V,—S.T.CV;.S.Ty=[SV;+ S Hg (V)] Ts = [T, + Hs @) Ti =T; T,
co? je prazdné podle 8 a 7-2. Tedy podle 72 mnozstvi V; — S, T; jsou
adddlend, - takZe podle 6-1 také mmnoZstvi Z V, — S, T; jsou odddlend;

tedy podle 14-1 existujf v R oteviend P; Q, takové, Ze
-1 ___
P> Vi—S, Q0T P;Q;=0.
i=1
Podle 7-2 jest P; Q; = 0. Podle 13-3 a 14-1 existuje v R oteviené V; ta-

kové, Ze
T:CViCZ;Q;, T,=SV,, H; (T,) — S . Hz (V}).

Vlastnosti (a,) a (c,) jsou ziejmé; jeito
ViCcQ, ViCS- P, pro 1<7 <1,

jest Vi .V;CP Qi+ S tedy V,V;CS. Tedy V,V;CS t.j. ViV;=
=SV;.SV;=TyT; =0, t. j. plati (). Déile S. Vi=S. vV +
+ Hpy (V)] = T; + Hs (T) =T;; jerto V;.V;CS, jest V; V; =
=SV,.SV;=1,.T;, takZe také (d,) je splnéno.
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