Cech, Eduard: Scholarly works

Eduard Cech
Trois théoremes sur I'hnomologie

Spisy Pfirod. Fak. Univ. Brno 144 (1931), 21 pp.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500994

Terms of use:

© Masarykova univerzita, 1931

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500994
http://project.dml.cz

SP1SY PUBLICATIONS

VYDAV&EE DE La
PRIRODOVEDECKOU FAKULTOU FACULTE DES SCIENCES
MASARYKOVY UNIVERSITY DE L’UNIVERSITE MASARYK
REDAKTOR REDIGELS PAR
BorusLav HOSTINSKY

Rok 1931 Cls. 144

TROIS THEOREMES SUR L’HOMOLOGIE

PAR

EDUARD CECH

VYCHAZI s PODPOROU MINISTERSTVA SKOLSTVI A NARODNI OSVETY

VLASTNIM NAKLADEM VYDAVA
PRIRODOVEDECKA FAKULTA
BRNO, Kounicova 63
NA SKLADE MA | EN VENTE CHEZ
KnmmkuescTvi A. PISA, BRNO, Ceski 28



TROIS THEORKEMES SUR HOMOLOGIE.

Soient’ Ay, A, . .., Ay des sousensembles fermés d’un espace topo-
logique R. Soient p, ¢ deux points de R situés en dehors de Zli 4;. Sup-
posons qu'il existe, pour 1< i< N, un arc 1/05 dans R qui ne rencontre
aucun des N —1 ensembles 4; (4 44). Un cas particulier du théoréme
A,, indique des conditions sutﬁsantes pour qu’il existe dans R un arc
pq ne rencontrant aucun des N ensembles A;. Le théoréme B, est en
quelque sorte inverse au théoréme A4,. Le théoréme C, résulte d’une
synthése des deux théorémes 4, et B,.

Dans le paragraphe 1 je donne un résumé rapide de quelques
notions fondamentales de la topologie combinatoire dont je me sers dans
ce qui suit. Dans le paragraphe 2 j'introduis certaines notations qui
permettent d’énoncer simplement les trois théorémes. Les paragraphes 3,
4 et 5 donnent respectivement 1’énoncé et la démonstration des théorémes
A,, B,, C,.. Dans le paragraphe 6 je considére des cas particuliers en
me bornant du reste au cas du plan; je retrouve quelques théorémes
connus de Janiszewski et de MM. Straszewicz et Kuratowski et j'y
ajoute des théorémes semblables qui semblent étre nouveaux.

Je ne considére dans ce Mémoire que les homologies modulo 2
ce qui abrége un peu certaines considérations; mais tous les théorémes
se transportent aisément au cas ol on tient compte aussi de l'orientation.

§ 1. Quelques notions de la topologie combinatoire,

1. Un n-simplex (n>0) est un ensemble constitué par tous les
int
pomms A =Dy Ao+ MA+ ...+ 4 A,
ol 4
AO; Al; ] An (1)
sont des points donnés linéairement indépendants d'un espace euclidien
et les 4 parcourent toutes les valeurs réelles telles que
>0, 42>0, ..., 4,20, A+ 4 + ...+ 4,

Les points (1) sont les sommets du n-simplex. Chaque ¢-simplex (0< i< n)
dont tous les sommets sont contenus dons la suite (1) est une i-face du
n-simplex.

2. Un n-complexe (n>0) K, est un ensemble constitué par un nombre
fini de n-simplices d'un espace euclidien, l'ensemble

Al: AZ) ey AN (2)
1%
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de tous les sommets de ces n-simplices étant linéairement indépendant.
Ces n-simplices sont les #-faces du n-complexe K,, leurs i-faces (0 < i< n)
sont les i-faces de K,. Un d-complexe L; (0<i<n) est contenu dans
K, si chaque i-face de L; est une i-face de K,. L; et M, étant deux
i-complexes (0L i< n), leur somme L;+ M; est I'ensemble de toutes
les i-faces de K, qui appartiennent & I; ou & M;, mais non.i L; et
4 M, simultanément. Cette addition est commutative et associative.

3. La frontiére d’'un O-complexe K, est le nombre O si le nombre
des O-faces de K, est pair et le nombre 1 dans le cas contraire. La
frontiére d’'un n-simplex (n>1) S, est le (n— 1)-complexe constitué par
les (n—1)-faces de S,. La frontiére d'un n-complexe (n>1) K, est la
somme des frontiéres de toutes les n-faces de K,,. Pour indiquer que L,_,
est la frontiére de K,,.on écrira L,_,=FK, ou bien K,=L,_;.
La frontiére d'une somme est la somme des frontiéres.

4. Un n-complexe K, sera appelé un nm-cycle si sa frontidre est
vide (K,-=0). En particulier un O-cycle n’est qu'un ensemble constituté
par un nombre fini et pair de points (lin. indépendants). La frontiére
d’un #-complexe (12>1) est toujours un (n— 1)-cycle.

5. Un é-cycle C; contenu dans un n-complexe K, est dit homologue
3 zéro dans K, ce qui s’éerit C; ~ O dans K, si K, contient un (¢+ 1)-
complexe ;. tel que FL;, ;= C; (pour i=mn, si C;=0). On écrit
C;~ D; au lieu de C;+ D; ~ 0.

6. Le nombre maximum P; de i-cycles O, C2, ..., C;(0< i< n)
contenus dans un #-complexe donné K, et tel qu'une somme d’un nombre
quelconque de ces é-cycles ne soit jamais -homologue & zéro dans K,
s’appellera le 4%2° nombre de Betti du complexe K,; on le désignera
par P; (K,).

1. Soit, pour i =0, 1, ..., n,

Eil) Ei27 e E%

Iensemble de toutes les i-faces d’un #-complexe K, donné. On a alors,
pour i==1, 2...mn, w1
Eir - 2 nirs Eoi—l;

s=1
les 77 ne prenant que les valeurs O et 1. Le rang modulo 2 de la matrice
(M%) ot i=1, 2...n est fixe, soit désigné par ¢;. Posons encore

0 =1, 0nr;=—"0s Alors
P(K,) =a;— 0 — 0i+1- (0Li<n)
8. Un n-complexe K, sera appelé connexe au sens large si Py (K,)=0.

Un n-complexe K, sera appelé connexe au sens étroit si & chaque couple
E,, E’. de ces n-faces on peut associer une suite finie Y

E"07 Enl? M4 Enu
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de n-taces de K, telle que 1° E,=FE,°, E*=E’,, 2° E, et E,~!
aient une (n— 1)-face commune pour 1<i<wu. Un z-complexe connexe
au sens étroit est toujours connexe au sens large.

9. Soit F; (0<4< n) une i-face donnée d’un n-complexe K, donné.
L’ensemble de toutes les n-faces de K, dont E; est une i-face constitue
un n-complexe appelé ’étoile de E; dans K,.

10. Un #n-complexe K', est une subdivision du n-complexe K, si:
1° chaque n-face de K', est contenue entiérement dans une n-face de
K,.; 2° chaque n-face de K’, est la réunion d'un certain nombre de
n faces de K,. A chaque i-complexe L; contenu dans K, correspond
alors un ¢-complexe bien déterminé L'; contenu dans K', qui forme une
subdivision de K’,; L'; constitue une subdivision de ;.

11. Un ensemble R d’objets de nature quelconque (appelés points
de R) sera appelé un espace si l'on y a distingué une famille & de
sousensembles telle. que: 1° 'ensemble vide et les ensembles constitués
par un seul point appartiennent &4 @; 2° si A et B appartiennent & P,
leur réunwon A + B et leur partie commune AB y appartiennent aussi.
Les ensembles de la famille @ sont appelés les sousensembles fermés de R ;
leurs complémentaires s’appellent les sousensembles ouverts de R. Un
exemple important d’espace forment les espaces euclidiens avec la défi-
nition habituelle de sousensembles fermés. Si B; est un sousensemble
quelconque d'un espace R donné, on considére R, comme un espace
en y définissant les sousensembles fermés comme les intersections de R,
avec les sousensembles fermés de E. En particulier, chaque partie d'un
espace euclidien constitue un espace,

12. Soient R, et R, deux espaces donnés. A chaque point P, de R,
faisons correspondre un point P, = f(P;) bien déterminé de R, (image
de Py) de maniére que chaque point P, de R, soit image d’un point
(au moins) de R;. On dit alors que R, est une image de R;. En parti-
culier, on dit que R, est une image continue de R, si on a la propriété
suivante: A, étant un sousensemble ouvert* quelconque de R,, l'en-
sembile A; de tous les points P; de R, dont l'image f(P;) appartient
4 A, est un sousensemble ouvert® de R;.

13. Les complexes et cycles précédemment définis soient appelés
ordinaires. Soit R un espace donné. Une image continie K, d'un #-com-
plexe ordinaire K,, K, faisant partie de R, s’appelle un n-complexe
dans R. On transporte d’une maniére évidente les notions de somme,
frontiére, cycle, homologie, subdivision. P. ex. si C, est un n-cycle dans R,
image continue d"un #-cyele ordinaire C,, 'homologie C,~0 daps R signifie
qu'il existe un (% 1)-complexe ordinaire XK,., tel que FK, ;= C, et
une image continue K, de X,.;, K, faisant partie de B, de ma-

# Le mot »ouvert« peut &tre remplacé ici par le mot »fermé«.
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niére que la correspondance ponctuelle entre K'n'+1 et K, contienne
comme partie la correspondance ponctuelle donnée entre C. et C,.

14. Soit R un espace. Soit U, un n-cycle dans R. Soit (', une
subdivision de C,. Alors C',~C, dans R.

15. Soit R un espace. Soit ¢ >0 un entier. Sil'on considére comme
égaux deux i-cycles C;, D; dans R tels que C;~~>D; dans R, 'ensemble
de tous les i-cycles dans R constitue par rapport & ’addition un groupe
appelé le i%me groupe d’homologie de R.

§ 2. Notations.

16. Nous allons expliquer quelques notations dont nous ferons con-
stamment usage.

Soit Q. un n-complexe (ordinaire) donné (#>0). Les sommets
(O-simplices) de @, seront désignés par (1), (2),..., (N). Une h-face
(0<h< n) de @, aux sommets (¥,), (¥;), - -, (¥4) sera désignée par (¥, ;. .7,).

Soit B un espace donné. Soit 4;, 4j ..., Ay des sousensembles
fermés donnés de R (leur nombre coincide done avec celui des sommets
de @,). Pour chaque combinaison »y, #y, ..., #; des indices 1,2 ..., N

h
soit 1° {wow; ...} =R — I dv; 2° [vyv;...»] = R — Z*4,, l'indice
1=0

¢ dans X* parcourant ceux des valeurs 1, 2, ..., N qui ne coincident

N
avee aucun des nombres ¥y, ¥y, ..., ¥,. Posons encore T—=R — X 4;,
i=1
U=2Z[vyvy...7,). Le symbole X indique une sommation se rapportant
(Yovy.+-Vn) (YoY1.e+ o V)

4 toutes les h-faces de @, (0<h< ).
La lettre p (s) indique un entier >0 (> 1) donné.

§ 8. Théoréme 4,,.

17. Prémisse: @, est un n-cycle. Pour 1 < h < n* ¢t pour chaque
h-face (vovy . .. vi) de Qn, chaque (p+ h)-cycle dans [v,vy . . . v4] est homo-
logue ¢ zéro dans [vo¥y ... 9] '0pyng1y 2Cpingty « vy *Cpinyq lant s
(p-+n+1)-cycles arbitraires dans U, on peut trouver s nombres ry, s, ..., 7,

égaux ¢ zéro ouw & um, Mmais non tous égaux & zéro, et Uon peut atta-
Vo¥q+reVn

cher & chaque n-face (Vovy ... V) de Qn un (p + n-+1)-cycle C BN

S
dans (vovy ...v,) de maniére que Uon ait Zr; 0y ypy, ~ X (Q00"n
i—=1 N p+n+1
(Vg ¥y+-Vn)
dans U. 10, 20, ..., °C, sont s p-cycles donnés dans T tels que I'on

ait 10, ~ 0 dans [v] pour 1<i<s, Ly N.

# Cette condition n’exige rien pour n=0.
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Thése: 1l existe s nombres ry, sy ..., s, €gOUT G 26r0 OU & UM,

mais 1on tous ega,ux & zéro, tels que U'on a Zr, ‘Cp, ~ 0 dans T.

18. Partons d’'un p-cyele C, dans T 21;11 que C,~0 dans [v]| pour
1<v<N. Nous allons en déduire un certain (p 4 n -+ 1)-eyele Cp 4 ny1=
= ¢ (Cp) dans U.

19. Si, pour une certaine valeur de % (0 < h<m), on a attaché
4 chaque J-face (¥ov;...#,) de @, un (p 4 h - 1)-complexe dans
R: K;";h i7" on attachera & chaque h-complexe J,=— » VZ VW‘;‘OV1  (Vo¥q . Vi)
contenu dans ¢, ou les nombres 7 sont égau; lh };éro ou & un, le
(p - 1 4 1)-complexe dans B = vy vy.. hKV":_'h o
par K, g1 (). Covaerw)

20. D’aprés C, ~ 0 dans [#] on peut attacher a chaque sommet (»)
de ¢, un (p -+ 1)-complexe K: 4 dans [v] tel que K: 41 Cp. Nous
allons attacher & chaque h-face (1< h<n) (¥¥;...v,) de @, un (p-+h-+1)-

YoV A7) s
complexe K ot dans [#y#;...7,] de manitre que pour 1<h<m

soit vérifiée la condition m,: Si [, est un A-complexe arbitraire contenu
dans @, et si l;—=c,_y, on a Ky 41(l)=K,r1(ei—y). A ce but,
nous procéderons par récurrence.

21. Soit (v,»;) une Il-face donnée de @.. Comme K = Cp,

K ;1-1-1_> C,, et comme K ; C:0% " 1) est situé dans £ (dans [1/1]), on

voit que K’O —|—K pyq St UD (p —|— 1)-cyele dans [v,#;]. D'aprés nos

» et on le désignera

Y, v . 9 .
suppositions, on a K o1 T K ot ~0 dans [#,#,] de maniére qu’il existe un

(p + 2)-complexe K;O_:lz dans [»,7,] tel que K"""'1 »K;"_H + Kp+1

=K, , (F.(yyv,)). Or ceci signifie que la eondltlon 7, est réalisée.
22. Supposons que, pour une cerfaine valeur de i (1<h<n—1),

on ait déja défini les (p + kb + 1)-complexes K V‘i‘h L Yt dans [¥o¥;...74]

attachés aux h-faces (vv, ...,) de sorte que la condition sz, soit vérifiée.
Alors, si (9,7y..74_y) est une (b -+ 1)-face de @,, on a F (¥y#;..v,41)—=0;
d’aprés la condition s, il s’ensuit que K541 (F®@o?y ... %41) est
un (p +— h + 1)-cyele qui est évidemment situé dans [vy»;...%, 4]
Or nous avons supposé que chaque tel cycle est homologue & zéro dans
[#o%1.-.7.144]; on en conclut qu'il existe un (p 4 &+ 2)-complexe
K;O_'_'h_'_z'h“” dans [vo7;...75y4] tel que K01 B = K, 4y g (F (o 9y -
Vi 44)). Or cette relation signifie que la condition 7, ; est réalisée.

23. Finalement, nous arrivons & attacher & chaque n-face (v, ...7,)

de @, un (p-+n -+ 1)-complexe K v"_:‘ +:" dans [¥,7;...7,] de maniére que
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la condition s, est satistaite. Or @, =2 (¥o#,...%,) est un n-cycle de
(VoY1++:Vn

maniére que l'on conclut de 7, que Cpyny;== X K;ﬁ',{;:" est un
(¥g ¥y -+Vn)

(p + n -+ 1-cyele, situé évidemment dans U. Cest ce (p + n - 1)-cycle
que nous désignerons par ¢ (C,).

24. Soit 10y 1 1 1=¢ (*Cyp) pour 1 <i<s. D’aprés nos suppositions,
il existe des nombres 7; (=0 ou = 1) dont un au moins F=0 et des (p + » + 1)~

cyeles C%0"1*"* dans [¥,#;...7,] de manitre que Cpyupqco X C071"

ptat1 Y pnd1

Vo¥1e--Yn)

dans U, ol nous avons posé Cpiny;=37;Cprnyy On voit sans
i=1

8
peine que Cpiny =@ (C,), ot O, =X 7;?C,. On doit encore prouver
i=1

que C,~ 0 dans 7. On peut supposer que les notations des N°os 18—23
se rapportent aux deux cyeles Cp, Cpyni1 =9 (Cp) que l'on vient de
définir.

s \ YoVi-eVm Yo¥1.+-Va - . .
25.D a}zfe"s Z'VE)' o= Cpgn +1(yc\v> Z,'V%’ A dans U, il existe
VR SRERE [ SRR

un (p+n -+ 2)-complexe dans U: K115 tel que Kpipyo=3 (K" R

\
(VO"I'--Vn) p+n41

+ 0;“4‘1’7; _I_‘l’") Le (p-+n- 2)-complexe K, .15 est une image continue

d’un (p 4 n -+ 2)-complexe ordinaire K, ,r5 Or K,i.., fait partie

de U= X [vo¥;...¥s]; c’est done la réunion de ses intersections avec
¥y eevm)

les ensembles [¥,#, . .. »,] qui sont évidemment des sousensembles ouverts
de R; par suite les dites intersections sont des sousensembles ouverts
de K, 45 Par définition méme d’une image continue, on en conclut
que K, i, est la réunion de certains sousensembles ouverts zv,v,...vs
(donc chacun correspond & une n-face de @,) tels que l'image dans
K, ., de chaque point de vv,yv,...,, appartienne & [v,, ...7,]. Il en
résulte qu’il existe un nombre & > O jouissant de la propriété suivante:
Si P et @ sont deux points de K,,,,p dont la distance d (P, @) est
inférienr & ¢, il existe une n-face (v,#y...7,) de @, telle que les points
P et @ appartiennent tous les deux a 7y,v,...u,*. Soit "Kpynrs une sub-
division de K, .. telle que le diamétre de chaque face de 'K, :5
soit inférieur & e. Désignons par 'Ky nis, 'K ;:V‘n+:”, ’0;"_:1“_:" les sub-

divisions correspondantes de K Y0Viem o (%% n ) anres 1
1Y P+n+4-2 Kp-l—n-f—l ’ Gp+”+1» Drapres les

* Dans le cas contraire, il existerait deux suites infinies (P;) et (¢:) de points
1
de K, +nto telles que 1° d (P, Qi)<7, 20 pour aucune valeur de :=1,2... il

n'existe aucune n-face (v,,vl...vﬁ de @a telle que les points P; et ¢); appartiennent
tous les deux & 1y Vi 00 A, 4+ n4g ost un ensemble fermé et horné d’un espace
euclidien; il en résulte qu'on peut extraire de la suite (P;) une suite (P';) tendant



propri¢tés du nombre & et des ensembles zviv,..v,, chaque face de
'Ky nis est entiérement contenue dans un des ensembles [v,7;...7,];

il en résulte que si d est une face de 'K, .|, rencontrant I Ayv; ol (vyvy. .,)

i=0
est une n-face de ¢,, d ne peut rencontrer 4; si I'indice i est différent
de ¥y¥1 ... Vs
26. Choisissons une #n-face (#,0#,°...,%) déterminée de @), et parta-
geons les (p—+ n -+ 2)-faces de 'K, , . en deux classes, en rangeant
dans la premiére classe précisément les (p -+ n - 2)-faces qui remcon-
trent f[AviO. Désignons par 'K,y CKpynis) le (p-+n - 2)-com-

plexe “dans U dont les (p +n -+ 2)-faces sont les (p-+n- 2)-faces

de la premiére (seconde) classe de 'K, nis On a alors 'K, , =

=1K,1nys+ 2Ky pnyo Or soit & une (p -+ 1)-face de 'K, ,4»

rencontrant IT Avyp; évidemment 0 ne peut appartenir & F 2K, , ,=
i=0

= F'Kppnys+ F Kppnys Or F'Kypppg=I(K? "4 70%" ),

@Mpum)p+"+l P
Si la n-face (vyvy...v,) de @, est différente de (v,0%,0...»,"), il existe
une valeur de ¢ (0< i< m) telle que indice #,° ne fait pas partie des
indices »,, 1/1 . ¥, La face d rencontrant » ne peut donc¢ appartenir

y 'KV QYo Vn . i i : '
K>/ "_l_ o C'p s ar ce complexe fait partie de [v vy ...%,]

Il en résulte que J appartient & F'K,,, ., si et seulement si elle appartient

0 y [t 0 . .
a4 ’KV°+"7:‘_":1 g '_‘:'7‘, 'k ; done 0 n’appartient pas au (p-+n-1)-com-
0 0.0 0 0y 0 0 .
plexe LV"_i_“‘_Il‘l' n— K;"_I_‘;‘_'_IV” _'_,0;:-\:4:1.% + F'K, .15 On voit
0
donc que LV"_i_V':'_l " est un (p -+ n -+ 1)-complexe dans {0,000 X
Y0y 0, yph v 09,0y
0 0 1 .. —_ 0 ERX]
X[t 0] O F LWl — st

27. Nous venons de trouver que pour s —u# 'énoncé suivant (désig-
nerons le par ®,) est vrai: Si (¥y#y...%,) est une h-face arbitraire de

Quy on a* FK" " « 0 dans {¥,%; ... %} . [##...»]. Supposons

Lt
que pour une certaine valeur de (1< h< n) I'énoncé O, soit déjh prouvé;

nous en déduirons que I’énoncé @, , est aussi vrai. Soit done (vy ...,y

vers un point Py, de K, pbnt2i la suite correspondante (@) extraite de (¢:) tend
_alors aussi vers P'y. Or K +n+2———u‘fv0v1 .vni par suite il existe une n-face
(VoVy.e.Vn)

(Vo¥1...vn) telle que le point P’ appartienne & Ty Yy e L’ensemble VgV, veu Vi

Vo
étant ouvert dans K, ottt des relations lim P’;=1m ¢;: = P’',, on conclut que
pour ¢ suffisamment grand les deux points P’; et @i appartiennent simultanément
a Ty Yy .. G8 qui est une contradiction.

* Dapres N 14 FJ Vo1 "n EYoVees YR
aprés N¢ 14, I’Kp+h+1 ~F Kp+’t+1
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une (h—1)-face de ¢,. Il existe un indice v, tel que (vo#;...#,) est
une /-tace de .. D’aprés 0,.il existe un (p —l—h + 1)-complexe Lyo S b+ "
dans {vovy...v,} . [vo¥y. .. %] tel que FLV° =FK"": ", D apres

iy h—l PHALL

la définition de { #o»;. ..7,} et puisque L o v fait partie de {vov; . ..v, )

aueun point de L” O-I—lh +l”‘ ne peut appartenlr simultanément aux deux

ensembles Ay, et i Av;. Done l'ensemble Ly_:lh " /" peut étre partagé en
i=1

deux parties (pouvant d’ailleurs avoir des points communs) qui sont ses
A

intersections avec R — 4v, R —II 4v;. Or ces deux intersections sont
i=1

des sousensembles ouverts de L0”1***"*, QOn en conclut comme au N° 25

+h+1 '

qu'il existe une subdivision "L’ " de L"’_:lh ;" telle qu'aucune face de
h

'L;"_:‘h‘ _i_':" ne rencontre pas simultanément Ay, et IT Av;. Désignons
=1

par lL;"_:'h _H'" le (p+h+ 1)-complexe constitué par les (p + & + 1)-faces

rr VoV1..-Vh 2T VoY1.+-Vh | -
de L e rencontrantl E Av; et par *L 1 le (p t h + 1)-complexe

§ e rT vV r1 YoV Ya
constitué par les autres (p+ 5+ 1)-faces de 'L A -I— ; done 'L ot =

1LY0% Y 2L Vo1 "% ot gucune face de 'L'0'":'Y* ne rencontre A
phit p+it1 p+ht1 Yo

h
Soit 6 une (p - h)-face de ’LV"_;iih +1Vh rencontrant 1_11 4v;; 0 mne peut

T 270" rYov- trYov--Ve Op F'L%0"-
appartenir & F Lﬁ_h_‘_1 =F'L +h+1 P F Lp-i—h-ll Or F'L_'_h_’_1

1visi Yov1- - VoY1 - — 3 K Vo VimLVidl. v
est une subdivision de F' L +h+1 FKP_'_H_1 i=uK b

(d’aprés la condition sz, du N° 20). On en conclut que F ’L"O_'_lh+1 —

h
K Vi—1VY; e Vooo.Yi—1VY4q Y .
DKo Vi idk e e gy V0 Vi 1Yi 1Y oot yne ceriaine subdivision
i=0 pt+h p+h

de K"""‘v’:l:i““'v". Pour ¢>1, le complexe ’Kv""'v"_p:j;““'vh est

contenu dans [¥p...%_1¥iys...7s) et ne contient done¢ aucun point de

, de maniére que la face d ne peut appartenir & ce complexe. On
. . v v . .
voit done que 0 appartient & F'L:" _‘:lh +1" si et seulement si elle appar-
tient & 'K V"""". Nous arrivons donc¢ & la conclusion que d n’appartient

pas WVO v ="K ;' L "t F 1L;°_*_lb 175 or ceci signifie que ce (p -+ 1)~
Cumpleke est contenu dans {#;.. .V,,} le méme complexe est ewdemment
contenu dans [#,...»,]. Or FM;U_;'_‘h F’K"‘ V” d’ou F'K e 0
dans {», V;,} [#1...7:]- D’aprés N° 14, cette homologle est vrale aussi

pour FK ' "‘ L’énonce 0,_, est ainsi déduit de 6,.
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23. Nous avons prouvé par induction que 1’énoncé 6, est vrai. Done
on a FK'yy;~0 dans {1}.[1]. Or FK')y,=0C, et {1}.[1]=T.
Done €, ~ 0 dans 7, ce qui prouve le théoréme A4,.

§ 4. Théoréme B,.

29. Prémisse: ), est un n-cycle connexe au sens étroit*; P; (¢n)=0
pour 1<i<n—1*¥. Si** E; (0<i<n—2) est une i-face arbitraire
de @, et si H, est Uétoile de E; dans @., H, est un n-complexe connexe
au sens étroit et tel que P; (H,) =0 pour i+1<j<n—1. Pour
0L h<n— 1% et pour chaque hface (vyvs. - .¥4) de Qu, chaque (p + h+ 1)-
cycle dans [v,vy...v,] est homologue & zéro dans [vovy...,]. *Cpynyy,
2Cpinity voy *Cpinyy sont s (p+ n+1)-cycles dans U tels que, si ry,

\

P9y ..., ¥y SONt des nombres égaux & 2éro ou & um, et si Uon a attache

& chaque n-face (rov; - .. v,) de @, un (p+n+ 1)-cycle 0;0_":1"';:” arbitraire

dans [vovy . . . ¥a], on ne peut cwoz'ré‘ 7350 fpgy > X O:"_:m::" dans U
que si ri=1ry=...=7,=0. = SO
‘ These: Il existe s p-cycles *Cp, 2C,, ..., °C, dans T tels que
*Cp 0 dans [v] pour 1<i<s, 1<v <N, tandis que, si 74, 74, .. ., 7,

s
sont des nombres égaux & 26éro ow & un, Uhomologie Zv;iC, ~ 0 dans T
=1

ne peut étre vérifie que si ri=ry=...=r,=0. Chaque p-cycle :C,
(A <i<s) est contenu dans *Cyy oy g

30. Partons d'un (p -+ n+ 1)-cycle arbitraire Cp ,4, dans U. Nous
allons en déduire un certain p-cycle Cp, = (Cpin44) dans T tel que
C, ~ 0 dans [#] pour 1<y N.

31. Faisons de nouveau la convention du N° 19.

32. Comme au N° 25, on voit qu’il existe une subdivision C’p 4,

R YoVq 0o V. \ Vg Vqie. .V
de C) 4,41 dela form‘ivuvﬁ,vg”o“""+1n’ ol K0 est un (p+n+1)-

complexe dans [vyv, ...»,]t. Soit S, . une (p+ n)face de quelqu’un

des (p+ n)-cycles FK;C’;_'n_l_i" Si 8,1 ne rencontre aucun des N

ensembles 4;, posons u—=—1; dans le cas contraire, soient 4y,, 4p,,
.., Ay, tous les ensembles A; rencontrés par S,,,. Si S,,, est une

3 VVe.. .Y o A M
face de FKP“_Ijn i S, doit étre contenue dans [¥yv, ...w,]; il en

résulte que (Mot ...m,) est une face de (vyvy...w,), dou u<n
Plus précisément, on a w<n—1, car, en vertu de 0=F 'Cp 1, =

* Pour n=0: ¢, est constitu€ par deux points.
** Cette condition n'exige rien pour »<1.
*** Cette condition n’exige rien pour » =0,

+ Dorénavant (jusqu'au N° 37) soit »>1.
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=22 FK :’0:'1";‘.]'-:"’ S, 1, est une face de deux au moins parmi les cycles
(Vg ++.Vn)

FK;"_;”;;:". Dans le cas u= —1, posons H, = ¢,; pour « >0, soit
H, I'étoile de (wotty - .- ) dans @,. Soient E,!, E.?, ..., E, toutes

les n-faces (¥, ...v,) de @, telles que S, , est une (p + n)-face de

FK ;ﬁ_‘;ﬁ”; d’aprés une remarque antérieure, E,!, E.2, ..., E, sont
des #-faces de H,. En vertu de X FK"" 1" —=0, le nombre =2k

(\/0\/1 V) p+nt1
est pair. Sil'on tient compte de ce que pour — 1 <u<n—2 le n-complexe
H, est connexe au sens étroit, on voit que l'on peut poser

E2—1 4 Br—=Xeb  (1<i<h)
j=t
les ¢,Y étant des n-faces de H, telles que pour 1 < i<k, 1<j<r, les
n-faces e,5%—1 et ¢,5?/ aient une (n— 1)-face. E¥,_; commune, E¥, ,
étant une (1 — 1)-face de H,. Posons 6 (Sp4n, En_1)=1 pour chaque
(n — 1)face de H, qui apparajt un nombre impair de. fois parmi les
Ei, ; 1<i<k 1<j<r) et 6 (Sppn En._;)=0 pour toutes les
autres (n— 1)-faces de .. Pour chaque (n— 1)-face E,_;=(»;...7,)

de €,, posons .y
Kpl_._;‘ =20 (Sp«{-m En—l) . S]}+1L’

Sp4n
la somme se rapportant & toutes les (p -+ n)-faces S, ., de tous les com-
plexes F' K;‘:_)‘;;I‘_‘}" ott (AgAy...A,) parcourt toutes les n-faces de ..
38. Lorsque 6 (Sy4ny Eny)=1, E,_y=(¥;...7,) est une (n—1)-
face de H,, done (pour u >0) (ot . . . i,) est une u-face de (v;...7,) de
maniére que S, , est contenu dans [»; ...%,]. Il en résulte que K ;'_'F‘;LV“

est un (p -+ n)-complexe dans [v; ...#,]. Or soit (%, ...,) une n-face
de @Qn; posons (¥g ... ¥,y ¥y ...¥;) =&, (0<t<m). Alors

Ky n(F@ovy.. ) =2Z8p4n .20 (Spin Engq)
Sp+n t=0

le coefficient de S, , devant étre réduit modulo 2. Pour chaque valeur
n

de S,4., on reconnait sans peine que le nombre X o (S,  ,, &._) est
t=20

congru modulo 2 au nombre 7 (S, ,.) indiquant combien de fois (dans
les notations du N° 32) E¥, _; (1<i<k, 1<j<r;) est une (n— 1)-face
de (v,#y...%,). Or @, est un m-cycle, ce qui signifie que chaque
(n—1)-face de @, est une face d’un nombre pair de n-faces de @,;
on conclut done sans difficulté que le nombre 7 (S,.,) est impair si
et seulement si (v,#,...7,) coincide avec une des n-faces E',, E*,...E",

ce qui signifie que S, , est une (p + #n)-face de F K ;‘LI_”n _H’" Par suite
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. YoV
Kyrn(F gy ...v)= IV'KPO_‘_’M_1 .

34. Nous attacherons & chaque face (v,7;...#,) (0<h<n) de @,
un (p + b+ 1)-complexe K;"_:OI_F:” dans [7%;...»;] de maniére que
pour 1 <A< 7 soit vérifibe la condition 77, énoncée dans le N° 20, AuN° 32,
nous avons introduit les (p + » + 1)-complexes K V°;_" ., et nous y avons
construit les K. Au N° 33, nous avons vu que chaque K';’+n est

P
un (p -+ n)-complexe dans [#;...7,] et que la condition 7, est vérifide.
Le cas n=1 est done épuisé. Pour »>2 nos proecéderons par récur-

rence,
35. Supposons que, pour une certaine va.leur de (1<h<n—1)

on soit déja arrivé & construire les (p +h + 1) complexes K

{¥ov, ... ] de maniére que la condition 7, , soit vénﬁée. Il s’agit
d"attacher a chaque (h— 1)-face (¥;...%,) de @, un (p—+ h)-complexe
"% dans [v;...%,] de sorte & vérifier la condition s, Soit S, .,

YoVY1ee Vh dan
Y s

+1
une (p - k)-face de quelqu'un parmi les (p+ %)-cycles- F K ;‘i'lh +1h
ol (¥y# ..., parcourt toutes les A-faces de ¢,. Si S,., ne rencontre
aucun des N ensembles 4;, posons «— —1; dans le cas contraire soient.

Ayys A,y - .. Ay tous les ensembles A; rencontrés par S, ;. Si S,,,

est une A-face de FF K V"_:'h o
par suite (goy ...p;) est une face de (v,7,...#,) dou u<h. Plus
précisément, on a toujours u<{h— 1% Dans le cas = —1, posons
H,=Q,; pour >0, soit H, Tétoile de (totty - .. u,) dans @,. Dans
tous les cas, en vertu de u <h—1<n— 2, le h¥™° nombre de Betti de
H, égale zéro. Les symboles E‘,,, E/;,, E¥ _, parcourt respectiveument
tous les (h 4 1)-faces, h-taces, (h— 1)-faces de H,. Soit

Eih-l—l éz"nij Ejh; Ejh = %C}'k Ekll——l}
J

Spin est contenu dans [vyv;....%,] et

les nombres 7 et { étant égaux 2 O olt & 1. On a
277,} CjkEO (mod 2) (1)
J

car FE ;=0. Soit ¢ le nombre des h-faces E/,. Soient ¢ et ¢ les

* Puisque 7 <n—1, il existe un indice Vidy tel que (vyv;.. h—l-l) est une
(h + 1)-face de ¢),. Dapres la condition Typp ON &
B Vg _>ht1K"o Vi1 Vid1 Y =0
pHht2 izo a1 e
YoVi -
P
S 1y, soit une (p + h)-face de Fl’f’0 +L1—1 Yit1%; done (g ¥q.. -pu) est une face

S pis Stant une (p+ h)-face de FF K “Yn, il existe par suite un indice ¢ tel que

commune de (v V;...v,) et de (vg...v; _, ‘zi+1...v,‘), dou w<h—1.
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rangs modulo 2 des matrices (7;) et ({;). D’apres P, (H,)-=0, on a
(v. N° 1) ¢—o+oa. (2)

Considérons les congruences
2"71‘;‘ ajEO (mod 2) (3)
J

D’aprés (2), le systéme (3) posséde o solutions linéairement indépen-
dantes mod 2. Or d’aprés (1), les positions a;={; donnent des solutions
de (3) dont ¢ sont lindairement indépendantes mod 2. Il en résulte que
chaque solution de (3) a la forme

Pour chaque A-face (vo»;...#,) de @. posons cy,v,...va=1 si S, est

une (p -+ h)-face de F K ;0-;1;.;'1%’ ce qui exige, nous l'avons vu, que
(¥o¥1- - -#4) soit une h-face de H,; pour toutes les autres h-faces (v, v;...7)
de Q. posons ¢vyv,...vy=0. Si (¥o¥; ...%,)= EJ, est une h-face de H,,
posons ¢yyv,...vy — @;. Considérons maintenant une (h — 1)-face arbi-

traire (¥4 ...%.4,) = E%4, de H, D’aprés la propriété m;,_;, on
Rl
aZFCY =11 410, dol on déduit les congruences (3)-

P'a;Osuite, on peut attacher & chaque (% - 1)-face de H, un nombre b,
égal & zéro ou & un de maniére que l'on ait les congruences (4). Pour
une (b — 1)-face E*,_; de H, posons o (S, s, E%_,)="0b;; pour une
(h—1)-face E,_; de ¢, ne faisant pas partie de H, posons ¢ (S,

E,_;)=0. Pour chaque (h— 1)face E,_,=(»,...%,) de @, posons

K::_}-_-h-vh :;S,iz (Sp+h7 E/,_]). Sp+7,,

la somme se rapportant & toutes les (p -+ h)-faces S,,, de tous les
complexes FK:":;‘+1 M ood (AoAy...A) parcourt toutes les fh-faces de Q.

36. Lorsque 6 (Spy4, Ey_y)=1, B_y=(¥,...%) est une h—1)
face de H,, donc (pour u >0) (ou; - . - p.) est une u-face de (v, .. »,) de
maniére que S,; est contenu dans [, ...#,]. Il en résulte que K ;’Th v
est un (p 4 h)-complexe dans [»,...#;]. Or soit (v,»,...»;) une h-face
de @,; posons (¥, ... ¥ ¥ qq...%)=¢8_, (0<t<h). Alors

)
Kp+h (F wev1 - - "Vh)) =X Sp—l-h -té'oﬂ (Sp—l-ln 3th—1);

p+h

le coefficient de S,,, devant étre réduit mod 2. Pour chaque valeur
h

de S, on reconnait sans peine que le nombre X ¢ (S, 11, & —1) est
t=0

congru mod 2 au nombre 7 (S, ;) des (h— 1)-faces E*,_; de H, telles
que b,=1 qui sont aussi des (h— 1)-faces de (¥,#;...#). Done
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T (Sp4r) =0 si (o»;...#) ne fait pas partie de H,; et, lorsque
(#o¥1 - - - vs) =, est une h-face de H,, on a 7 (S,y,) =2 b0y, done,
k

en vertu de N° 35 (4), 7 (S,,4) =a; mod 2. Ceci signifie qu'on a dans
tous les cas 7 (S,14) =cvyv,...v mod 2, d’our
K, (F Fo¥1 -+ V) = 2 Cvyvy...vh S,,_|_h.
Sp-l—h
D’aprés la définition des nombres ¢ il en résulte que

Yy V-
KP+7‘ (F (VO Vieoo V,‘)) = “Kp(l_’_lh-lm1 s

ce qui donne que la condition sz, est réalisée.

37. Finalement, nous arrivons & attacher & chaque sommet » de ¢,
un (p + 1)-complexe KV, dans [v] de maniére que la condition 7,
est vérifiée. Or cette condition signifie que, si (v,#,) est une 1-face de @,,
on a K:"_i_1+ K;‘_'_l:FK;"_;_"g et par suite FK;"_HzFK;{H.Orpour
n2>1 le n-complexe @, est connexe (au sens étroit et donc aussi) au
sens large, de maniére que nous concluons que le p-cyele C,=F KV, ,
est indépendant du choix de » (1<»<N). Le cycle C, étant contenu
dans [v] pour 1<»< N, il est contenu dans 7. De plus, on a C,~0
dans [#] pour 1<y < N. Clest ce p-cycle C, que nous désignerons par
Y (Cpyontq) Dans le cas n=0 qui était exclu au No¢ précédents, les.
(p + 1)-complexes KV,,, ont été déterminés déjh aun commencement
du N° 32. On a dans ce cas N =2, done K, , + K?,,, ="Cp =0,
dou FK', ,=FK? = C,=1(Cpy,) est, ici encore, un p-cycle
dans 7 homologue & zéro dans [¢] pour 1<» < N.

38. Soit {C, =Y (*Cpynyy) pour 1<i<s. Soient 7y, 7y, ..., 3
des nombres égaux 4 O ou & 1. mais non tous égaux & 0. Posons

8 8
Cotny1=27"Cpynyy, Co= 27 'C,. On reconnait sans peine que
i=1 i=l1

Cp, =19 (Cpynyq). D’aprés nos suppositions, si I'on attache & chaque
n-face (¥,#,...7,) de @, un (p+n+1)-cycle C"' ’1 ’" arbitraire dans.
[¥9#1...7,], on me peut avoir Cpypni, o GVOV' ¥» dans U. On
(YyYq V) ptntl

doit encore prouver que I’homologie O, ~ 0 dans T est impossible. On
peut supposer que les notations des N°s 28—35 se rapportent aux deux
eyeles Cp ni1, Cp= (Cpinys) que 'on vient de définir.

39. Soit done O, ~ 0 dans T; nous devons arriver &4 une contra-
diction. Il existe un (p + 1)-complexe L, , dans T tel que L, ;= C,.
Pour 1<v< N, KV, y+ L,y est par suite un (p+ 1)-cycle dans [»]*

' 2 2
* 8in=0, on a Cp+1<\>0’p+1=21K“p.|_1=le(KVp+1—l—Lp+1), ce qui
y= =

donne déja la contradiction demandée. Soit donc »n>1.
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d’aprés nos suppositions, ce cycle est homologue & zéro dans [v]. Il existe
done un (p + 2)-complexe Lv,, dans |7] tel que

Dpys = E'pii+ Lysr. O<h<n—1)
40. Nous attacherons & chaque face (v,»;...%,) un (p+h+ 2)-

’4)"1

cowplexe L b7t ‘7% dans [#o¥; ..., et nous ferons pour ces complexes

\,

une conventlon analogue & celle du N° 19, Pour n=1, ces complexes
sont tous déja construits. Pour #>2, la construction n’est effectué que
pour 7 =0. Nous procéderons par induction de telle sorte que pour
1<h<n—1 soit vérifibe la condition -3;: Pour chaque A-cowmplexe I,
contenu dans ¢, la relation l,—=c¢,_, entraine L, 54 » (.) = K, 1519 (I) +
L_p+h-.-1 (C,&_1)-

41. Supposons que, pour certaine valeur de b (1<h<n—1) on
s0it dé]d arrivé & construire les (p 4 %+ 1)-complexes L’ o h_‘;_"l
[v,. V,,| satisfaisant & la condition &, _, (si # —1>1). Il s’agit d’attacher
a chaque h-face (vyv;...»,) de @, un (p + h + 2)-complexe L’° et V" dans
[#y#1...%,] de maniére & vérifier la condition 3, Si 7 >2, la condltlon
Sy donne Ly yy (F(vo2y-. ) =K, (F @7y - V,,)) d’ou, d’aprés
la condition sz, des Nos 20 et 34,

Lytig: (F(@yvy...v) —>FK;"_:"‘+1 . (*)

Dans le cas h=1 la condition (*) est aussi vérifibe d’aprés N° 39 et la
condition ;. Il en résulte que K /0-:17;- P Lypuyy (F (Vv ... 7)) est
un (p +h+ 1)-cyele qui est évidemment situé dans [»,», ...»,|. Or nous
avons supposé que chaque tel cycle est homologue & zéro dans [y, ... »,].

dans

Donc il existe un (p+ h+ 2)-complexe Lv0;1h+> tel que L"‘:l_‘h+2 -
K];o_l_ IIL+L + Lpynss (F (vovy - .- 7)) ce qui signifie que la condition -9,

-est réalisée.

1

42. Finalement nous arrivons & attacher & chaque (n— 1)-face
(vy...v,) de @, un (p+ n+ 1)-complexe L't:"" dans [p;...»,| de

bt
maniére 3 vérifier la condition -3, ;. Or soit (¥#;...%,) une n-face
de @,. D’aprés 9, et 7., Lyynyy (F (¥?1...7,)) = 14"1(;"_|_'"+2 . Done

0;1):_!’;:'::" — K;o_:“_krn 4+ Lyynit (F (VO_?I ...?,)) est un (p+n+ 1)-eycle

-évidemment contenu dans [Yo¥1 « + . ¥a]. @n étant un n-cycle, on a d’aprés

. Yov1. . YgVy+eeVn ’ 3
Noe 52\ zZ C Pt +1 —\ Py ‘Kp-l—jn-l—l == 0p+n—|—1 N 0p+,,+1 dans U
(YgYq +e V) (YyVq e ¥n)

-ce qui est la contradiction demandée.
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§ 5. Théoréme C,.

43. Prémisse : ), cst un n-cycle connexe aw sens étroit* ; P;(¢Q,) =0
pour 1<i<n—1% Si E,(0<i<n—2) est une i-face arbitraire de
Q. et si H, est Uétoile de E; dans @., H. est un n-complexe connexe
aw sens étroit et tel que P;(H,)=0 pour i+ 1<j<n—1. Lorsque
n< 1, pour chaque sommet (v) de @, chaque (p + 1)-cycle dans [v] est
homologue a zéro dans [v]. Pour 1< h<m— 1% et pour chaque h-face
de Q., chague (p + I)-cycle et chaque ( P+ h+ V)-cycle dans [vyvy ... v,)
est homologue & 2éro dans |vovy . ..»,). Lorsque n> 1, pour chaque n-face
(¥o¥1 - .. ¥a) de Q. chague (p 4 n)—cycle dans [v,vy...v,] est homologue
a zéro dams [vovy...v,). I'y désigne le sousgroupe du pe groupe d’homo-
logie -de Uespace T constitué par les p-cycles C, dans T homoloyues & zéro
dans [v] pour 1 <v < N. Hpnyq désigne le sousgroupe du (p + n -+ 1)
groupe homologie Gy ynyq de Ucspace U constitué par les (p + n -+ 1)-
cyelrs Cpyoy dans U tels que Von puisse attacher & chague n-face

(Vo1 -..v,) de Q, um (p+ n—+1)-cycle OV"_:' I dans [vevy ... vy] de

maniére & avoir Cpynyzoo X C071 " dans U.
VO\‘l..V + +

These: Le groupe Iy, est isomorphe aw groupe-quotient Gpuyy/Hpinis.

44. La prémisse du théoréme A, étant vérifiée, on peut attacher
a chaque cyele C, de la famille I', un cycle C,, .., =¢(C,) de la famille
Gpiniy d’aprés la maniére exposée aux Nos 18—23. La prémisse du
théoréme B, étant aussi vérifiée, on peut attacher & chaque cycle C, 4,1,
de la famille G, un cyele Cp,==¥ (0, ) de la famille I, d’aprés
la maniére exposée aux N°s 30—37. On voit sans peine que les deux
relations Cp 11 =¢(C,) et C,=19(0p4n41) s'entrainent mutuellement
si 'on convient d’elarglr un peu le sens de la relalion O',,+n+1_go(0p)
de telle sorte qu’on la suppose vérifibe aussi dans le cas ol il existe une
subdivision C'py,1; de Cpynyy tello qu'on ait O’y .y, =¢(C,) dans
le sens primitif. Evidemment, les relations C!, =4 (C',1nyy), C%Hp =
=9 (0% nt1) ou, ce qui est la méme chose, C'yi,q ;=g (CL,),
C% 4 ntr =9 (C%). entrainent C', + C% =9 (Clppni1+ C%inyr)
Clysngr + Cppngr =9 (C) + C?p).

45, D’aprés la démonstration du théoréme 4,, la supposition que
Cpy i1 appartienne i la famille A, ., entraine I’homologie ¥ (Cpiny); >0
dans 7. D’aprés la déwmonstration du théoréme B,, la supposition C, ~0
dans 7' entraine que ¢ (C,) appartienne & la famille H, , ;.

46. Les deux opérations ¢ et 1 ne sont pas univoques; mais de
ce qui précéde on conclut sans peine qu’elles conduisent & une correspon-
dance biunivoque et isomorphe entre les deux groupes I', et Gy i1/ Hpinys.

* Pour n=0: Q, est constitué¢ par deux points.
** Cette condition n'exige r7en pour n<1.



§ 6. Cas particuliers.

47. Les suppositions faites dans nos théorémes relativement & ¢,
sont satisfaites en particulier lorsque @, est une variété (Mannigfaltigkeit,
manifold) au sens de M. van Kampen* telle que P,(@,) = 1. Le cas
le plus important est celui ou ¢, est la frontiére d’un (# - 1)-simplex

n -1
ordinaire; on a ici N=n-+1, U=R —'H1Ai'

48. Soit S une sphére ordinaire ou un plan euclidien complété par
un point & l'infini. Nous allons rappeler quelques théorémes bien connus:
S contient un 2-cycle Cp; non homologue i zéro dans S et tel que pour
chaque 2-cycle. D, dans S on ait ou Dy~ 0 ou bien Dy~(, dans S.
Chaque O-cycle et chaque l-cycle dans S est homologue & zéro dans S.
Soit 4 un sousensemble fermé non vide de S. Chaque 2-cycle dans S — 4
est homologue & zéro dans §— 4. Un O-cycle dans S— 4 est homologue
4 zéro dans S— A si et seulement s'il est entiérement contenu dans une
composante de S— 4. Si 4 a s+ 1 composantes, il existe s— 1 1-cycles
;' (1<i<1) dans S-—A4 tels que’a chaque 1-cycle C; dans S— 4 on
puisse attacher des nombres 7y, #,,...7,_; égaux & zéro ou A& un

s—1
de maniére que l'on ait C;X#; %) dans S— 4, tandis que ’homo-
i1

s—1 .
logie 2 7; Cyi~0 dans S n’a lieu que pour r, =7, =...=r¢,_1=0. En
i=1
particulier, si 4 est un continu chaque 1-cycle dans S — A4 est homologue
4 zéro dans S— A. Lorsque le nombre des composantes de 4 est infini,

on peut indiquer un nombre s arbitrairement grand de 1-cycles €%, (1< i< s)
dans S — 4 tels que 'homologie b 7; 0'~0 dans S(r;=0 ou = 1) n’a
i=1

lieu que Si Yi=—"¥eg=—... :'_.":1"3:0,

49. Pour R=2_S, p =0 le théoréme 4, devient, si I’on suppose les
0-cycles ‘C, constitués chacun de deux points dont le premier est indépen-
dant de ¢: Soient Ay, As, ... Au (k2>1) des sousensembles fermés de S en

2%
nombre fini et pair. Soit T=8 — X 4;, U=R— T4, 4:(1<i<j<2k),
i=1 - -
Pl=T+ 4, 1<v<2E). Soit s>1 un nombre entier possédant la pro-
priéié swivante: 105,20y, ...°Cy étant s 1-cycles arbitraires dans U, on
peut trouver s nombres vy, vy, ..., T, EJAUT G ZEr0 OY G UN, MALS NOR TOUS
égauxr o zéro, et Von peut déterminer, pour 1<v< 2k, un l-cycle CV4

8 2k
dans |v] de maniére & avoir '2? RN 10"'1 dans U. Soient p,, py, . - .
1= V=

b

P, (81 1) points de T appartenant, pour 1 <v < 2k, d une seule composante

* E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitétssitze,
Thése, Leiden, 1929, chap. I. V. aussi S. Lefschetz, Topology, Colloquium Publications,
1930, chap. IIL
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de [v]. Alors on peut, parmi les points p,,pi, - .., ps, €n choisir dewx

situés dans la méme composante de T. Si l'on remplace I’homologie
s 2k s

X ;' 0 03 Y par 'homologie plus forte X r; {C;~0, on arrive & ’énoncé
i=l i

v=1 i=1
suivant: Soient Ay, As, . .. Aoy des sousensembles fermés de S en nombre
fini et pair. Supposons que Uensemble fermé X A; A;(1<i<j<2k) ait
aw plus s> 1 composantes. Soient po,py, ..., ps S + 1 points de S tels que,
pour 1<v< 2k, 0<i<j<s, les points p, et p; pwissent étre joints par
un arc ne rencontrant aucun des 2k — 1 ensembles Ay (1 =5 v). On peut
alors indiquer deux points p; et p; (0<i<j<s) qui pewvent étre joints
par wn are ne rencontrant aucun des 2k ensembles A,. Plus particuliérement
encore, pour k=1 on a I'énoncé suivant: Soient A4, et A, deux sousen-
sembles fermés de S tels que la partie commune Ay Ay ait au plus s>1
composantes. Soient Po, Py .. ., Ps S + 1 points de S en dehors de Ay + Aq
tels que ni A; ni Ay me soit une coupure™ de S entre deuwx quelconques
d’enire eux. On peut indiquer deux points p; et p; tels que Ay + As ne
soit pas une coupure de S entre p; er p;**.

50. Pour R= 28, p =0 le théoréme B, devient: Soient A, et A,
deux sousensembles fermés de S. Soient 1Cy, 20y, .. .,°C, (s>1) s l-cycles
dans R — A, A, tels que, si ry, 79, ..., 73 sont des nombres égaux & 2éro
ou & un, mais non tous égaux & zéro, et si Uon choisit arbitrairement
un l-cycle Ci' dans R — Ay et un l-cycle Cy* dans R-- A4y, on w'a
Jjamais .‘:’ 70,0 Ot 4 O dans B — Ay Ay 11 existe s O-cycles 'C,,

1=

?Coy -+, °Cy dans R— (A4, + A,) tels que *Cp,eo0 dans R — A, pour
1<£ils; v=1,2, mais .Z‘*Zn- iCy>0 dans R — (4,+4y) (avec. r;=20

t=1
ou=1) seulement powr ry—ry—=... =r,=0. En particulier: Soient A, et
A; deux souscontinus de S. Supposons que Uensemble A, A, ait plus de
$(21) composantes. On peut trowver un nombre fini py, ps, . .. Par de
points de R — (A;-+As) de maniére que chaque composante de R — A,
ainsi que chaque composante de R — Ay en contienne un nombre pair,
tandis qu'il existe plus de s composantes de R — (Ay-1-As) dont chacune
en contient un nombre impair. Corollaire 1: Soient A, et A, deuzx sous-
continus de S tels que Ay Ay ait plus de s(>1) composantes. Alors
R — (4; + 4,) a plus de s composanies***. Corollaire 2: Soient A, et A,
deux souscontinus de S tels que A; Ay ait au moins deux composantes.

# Un sousensemble fermé 4 de S est une coupure de S entre p et g, lorsque
p et ¢ appartiennent & deux composantes différentes de S — A4.

*+ Straszewicz. Uber die Zerschneidung der Ebene durch abgeschlossene Mengen,
Fundamenta Math., t. 7, 1925, Pour s = 1, Janiszewski, Sur les coupures du plan faites
‘par des continus, Prace matem.fi-zyczne, t. 26, 1913.

**%t Straszewicz, . ¢; pour s =1, Janiszewski, 1. c.



20

Alors il existe dans .S deux points p et q tels que A, n'est pas et A+ A,
est une coupure de S entre eux™.

bl. Pour R-=28, p="0, N >4 le théoréme A, donne, si l'on suppose
d’abord que U==S: Soient A4,, A, ... Ar (k>4) des sousensembles fermés
de S remplissant les dewx conditions: o) les k ensembles

Ayt dst ot Ao Aot As+ ot ey s+ A Ay
Ayt A1+ -+ Ais
sont des continus; () il existe un. mdice‘ Jtelque3<j<k—1, 4, 4;50.
Soient p et q deux points de R — Z’A tels -qu’ aucun des 2k ensembles
i=1

B = ZA 1<y < k) ne soit une coupure enire eux. Alors Z’enscmble
v i= l i= 1

w'est pas une coupure entre p et q. Si Von omet la condition f3), on peut
k
toujours affirmer ceci: Soient p, q et r trois points de R-— X A. tels
i=1
guw aucun des k ensembles B, ne soit une coupure de S enire deux quel-
conques d'eux. Alors de ces trois points on peut en choisir devwa de
3
maniére que X A; ne soit une coupure de S entre eux. Pour R= 8, p =0,
i=1

N =3 le théoréme A; dounne: Soient A,, A,, A; trois souscontinus de S.
Silona A; As A3 30 et si p et q sont deux points de R —(Ay + A, + Ag)
tels qu aucun des trois ensembles Ay + Agy Ay + As, Ay + A; ne soit
une coupure entre eux, alors Uensemble A, + Ay + Ag w'est pas non plus
une coupure entre eux™*. Si Uon ne suppose rien sur A, Ay As. ¢t si p,
q ¢t r sont trois points de B — (A, + A, + As) tels g’ aucun des trois
ensembles Ay + A, Ay + As, Ay -+ Ay ne soit une coupure de S entre
deuz quelconques 4’ eux, Uensemble Ay + Ay + As ne peut étre une coupure
de S entre deux quelconques d’eur™**. Pour R—=_, p=0, N >4 le théo-
réme A; donne: Soient Ay, As, - . ., Ay (k> 4) des sousensembles fermés non
vides de S remplissant les deux conditions: o) les k ensembles

Aot d oy dotdod e it e

* Kuratowskl et Straszewicz, Géneralisation d'un theoreme de Jamszewskl,
Fund. Math., t. 12, 1928.
** Kuratowski, Théoréme sur trois continus, Monatshefte, t. 36, 1929.

**+ [Un continu est dit indécomposable. s'il n’est pas la somme de deux souscontinus
différents de lui. Or soit 4 une frontiére commune de trois régions de S; soient p, q. »
trois points de S appartenant chacun & une de ces trois régions Alors 4 est une coupure
de S entre deux quelconques des points p, ¢, r, tandis qu'un sousensemble fermé 4’7 4
de A4 n’est une coupure ni entre p et ¢, ni entre p etr, ni entre q et r Le théoréme.
du texte entraine donc qu'on ne peut avoir A= A,+ 4,4+ A4,; A,, A,, A, étant trois
souscontinus tels que 4,4 4,74, 4, + 4,44, 4,4+ A3 A. Autrement dit: Toute
Sfrontiére commume & trois régions de S est um comtinn indécomposable ou bien la
somme de deux continus indécomposables (Kuratowski, Sur la structure des frontiéres
communes & deux régions, Fund. Math., t. 12, 1928).
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sont des continus; B) les ensembles A; 4; (1<i<j—2<k—2) le cas
i=1,j=15L étant excepté) sont vides. Il existe des points p;, pa, - - -5 Pon
k 13
dans R — Z A4; tcls que pour 1 <v <k, By =X A, chaque composante de
i=1 i=1
i—=vy

— en contienne un nombre pair, tandis qu'un riaine com, "
R — B, en contie ombre , tandis qu'une cert osante

k
de B — X A; en contienne wn nombre impair. Le théoréme vaut aussi pour

i=1
k=3, pourvu qu'on remplace la condition @) par la swivante : U'ensemble
Ay A, A; est vide. La thése du théoréme qui vient d’étre énoncé possé de
cette conséquence: il existe deux points p et q dans R —.2’5' lA1 tels que
Vensemble Ay “+ As + ... + Ap—y #est pas une coupure de S entre eux,
tandis que Uensemble A, + As + ... -+ Ay est une coupure de S entre eus.

52, Le théoréme A4, a été donné par M. Alexander en 1922*. Le
théoréme C, ne différe pas trop d’un théoréme de M. W. Mayer**. Que
le théoréme de M. Mayer peut se transformer dans la forme de notre
théoréme O, a été remarqué par M. Helly ***. J’ai généralisé beaucoup le
théoréme de M. Mayer dans un Mémoire qui paraitra probablement dans
les Fundamenta Mathematicaet. Les théorémes 4,, B, et C, peuvent
étre facilement généralisés de la méme maniére.

* A proof and extension of the Jordan-Brouwer separation theorem. Transactions
of the Amer. Math. Soc., t. 23 (corollary W?).
** Abstrakte To ologie, Monatshefte, t. 36, 1929, chap. 4.
#% {Jher Systeme von abgeschlossenen Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten
Monatshefte, t. 37, 1930.
1 Théorie générale de I'homologie dans un espace quelconque, chap. 4.
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