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T R O I S T H É O R È M E S S U R L ' H O M O L O G I E . 

Soient ALY A2J . • - , des sousensembles fermés ďun espace topo-
N 

logique R. Soient p, q deux points de R situés en dehors de 2 At. Sup-

posous qu'il existe, pour un arc pq dans R qui ne rencontre 
aucun des N— 1 ensembles Aj ( j =1= i). Un cas particulier du théorème 
An indique des conditions suffisantes pour qu'il existe dans R un arc 
pq ne rencontrant aucun des N ensembles A{. Le théorème Bn est en 
quelque sorte inverse au théorème An. Le théorème Gn résulte d'une 
synthèse des deux théorèmes An et Bn. 

Dans le paragraphe 1 je donne un résumé rapide de quelques 
notions fondamentales de la topologie combinatoire dont je me sers dans 
ce qui suit. Dans le paragraphe 2 j'introduis certaines notations qui 
permettent d'énoncer simplement les trois théorèmes. Les paragraphes 3, 
4 et 5 donnent respectivement l'énoncé et la démonstration des théorèmes 
An, Bn, Gn- Dans le paragraphe 6 je considère des cas particuliers en 
me bornant du reste au cas du plan; je retrouve quelques théorèmes 
connus de Janiszewski et de MM. Straszewicz et Kuratowski et j 'y 
ajoute des théorèmes semblables qui semblent être nouveaux. 

Je ne considère dans ce Mémoire que les homologies modul o 2 
ce qui abrège un peu certaines considérations; mais tous les théorèmes 
se transportent aisément au cas où on tient compte aussi de l'orientation. 

§ 1. Quelques notions de la topologie combinatoire. 

1. Un n-simplex (n 0) est un ensemble constitué par tous les 
P01ûtS A = l0A0 + k1A1+ .. . +lnAn 
où 

Aq, At, ..., An (1) 
sont des points donnés linéairement indépendants d'un espace euclidien 
et les À parcourent toutes les valeurs réelles telles que 

Les points (1) sont les sommets du ^-simplex. Chaque ¿-simplex ( 0 < i < w ) 
dont tous les sommets sont contenus dons la suite (1) est une i-face du 

simplex. 
2. Un n-complexe Kn est un ensemble constitué par un nombre 

fini de n-simplices d'un espace euclidien, l'ensemble 

Ai, Mr An (2) 
l* 



4 

de tous les sommets de ces w-simplices étant linéairement indépendant. 
Ces w-simplices sont Jes n-faces du w-complexe Kn, leurs ¿-faces (0 
sont les i-faces de Kn. Un ¿-complexe Lt (0<¡¿<¡w) est contenu dans 
Kn si chaque ¿-face de Lt est une ¿-face de Kn. Li et M¿ étant deux 
¿-complexes (0<L¿<¡w), leur somme L¿-\-Mi est l'ensemble de toutes 
les ¿-faces de K n qui appartiennent à Li on a Mi, mais non a i £ et 
à Mt simultanément. Cette addition est commutative et associative. 

3. La frontière d'un 0-complexe K0 est le nombre 0 si le nombre 
des 0-faces de K0 est pair et le nombre 1 dans le cas contraire. La 
frontière d'un n-simplex Sn est le (n — l)-complexe constitué par 
les (m—l)-faces de Sn. La frontière d'un w-complexe ( w > l ) j£"n est la 
somme des frontières de toutes les w-faces de K n . Pour indiquer que 
est la frontière de Kn, on écrira Ln_1 = FKn ou bien Ln—u 
La frontière d'une somme est la somme des frontières. 

4. Un w-complexe Kn sera appelé un n-cycle si sa frontière est 
vide (Kn 0). En particulier un 0-cycle n'est qu'un ensemble constituté 
par un nombre fini et pair de points (lin. indépendants). La frontière 
d'un ^-complexe est toujours un (n —l)-cycle. 

5. Un ¿-cycle contenu dans un ^-complexe K n est dit homologue 
à zéro dans Kn , ce qui s'écrit Ci OJ 0 dans Kn , si K n contient un (i+ 1)-
complexe tel que FLijrí = C¿ (pour i — n, si (7¿ — 0). On écrit 
Ci oo Di au lieu de G¿ + Di ^ 0. 

6. Le nombre maximum Pi de ¿-cycles Ci1, 0?, . . C¿Pi (0<Çi<,n) 
contenus dans un ^-complexe donné K n et tel qu'une somme d'un nombre 
quelconque de ces ¿-cycles ne soit jamais homologue à zéro dans K n 

s'appellera le ¿èLûe nombre de Betti du complexe K^ on le désignera 
par P¿ (Kn). 

7. Soit, pour ¿ = 0, 1, n, 

Ei\ E?, ..., F«i 

l'ensemble de toutes les ¿-faces d'un ^-complexe K n donné. On a alors, 
pour i = 1, 2 . . . » , a i - 1 

Ef U rfnEai-u 
s= 1 

tes rj ne prenant que les valeurs 0 et 1. Le rang modulo 2 de la matrice 
(rfrs) où i — 1, 2...n est fixe, soit désigné par q¿. Posons encore 
ç0 = 1, j),.!! = 0# Alors 

Pi (Kn) = aL — Qi — çi+1. (0<Li<Ln) 

8. Un w-complexe Kn sera appelé connexe au sens large si P0 (Kn) = 0. 
Un ^-complexe Kn sera appelé connexe au sens étroit si à chaque couple 
En, E'n de ces n-faces on peut associer une suite finie ^ 

F 0 F 1 F u 
•Ljn j -LJn j •• . ., J-Jn 
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de «-faces de Kn telle que 1° En = En°, En
u = E'nj 2° En

l et EJ-1 

aient une (« — l)-face commune pour l<¿<^^¿. Un «-complexe connexe 
au sens étroit est toujours connexe au sens large. 

9. Soit Ei une ¿-face donnée d'un «-complexe K n donné. 
L'ensemble de toutes les «-faces de K n dont Ei est une ¿-face constitue 
un «-complexe appelé Vétoile de Ei dans Kn. 

10. Un «-complexe K'n est une subdivision du «-complexe Kn si: 
1° chaque «-face de K r

n est contenue entièrement dans une «-face de 
K n ; 20 chaque «-face de K ' n est la réunion d'un certain nombre de 
«faces de K n . A chaque ¿-complexe Li contenu dans K n correspond 
alors un ¿-complexe bien déterminé L \ contenu dans K f

n qui forme une 
subdivision de K'n\ Lrt constitue une subdivision de Li. 

11. Un ensemble R d'objets de nature quelconque (appelés points 
de R) sera appelé un espace si l'on y a distingué une famille $ de 
sousensembles telle, que: 1° l'ensemble vide et les ensembles constitués 
par un seul point appartiennent à 2° si A et B appartiennent à 
leur réunion A -j- B et leur partie commune AB y appartiennent aussi. 
Les ensembles de la famille <P sont appelés les sousensembles fermés de R ; 
leurs complémentaires s'appellent les sousensembles ouverts de R. Un 
exemple important d'espace forment les espaces euclidiens avec la défi-
nition habituelle de sousensembles fermés. Si Ri est un sousensemble 
quelconque d'un espace R donné, on considère R{ comme un espace 
en y définissant les sousensembles fermés comme les intersections de Ri 
avec les sousensembles fermés de R. En particulier, chaque partie d'un 
espace euclidien constitue un espace. 

12. Soient R± et R2 deux espaces donnés. A chaque point Px de R1 

faisons correspondre un point P2=f(P1) bien déterminé de R2 (image 
de P^ de manière que chaque point P2 de R2 soit image d'un point 
(au moins) de Rv On dit alors que R2 est une image de Rlm En parti-
culier, on dit que R2 est une image continue de Ri si on a la propriété 
suivante: A2 étant un sousensemble ouvert* quelconque de R2, l'en-
semble Ai de tous les points Pt de Rt dont l'image f(Pi) appartient 
a A2 est un sousensemble ouvert* de Rt. 

13. Les complexes et cycles précédemment définis soient appelés 
ordinaires. Soit R un espace donné. Une image continue Kn d'un «-com-
plexe ordinaire Kn, Kn faisant partie de R, s'appelle un n-complexe 
dans R. On transporte d'une manière évidente les notions de somme, 
frontière, cycle, homologie, subdivision. P. ex. si Gn est un «-cycle dans R, 
image continue d'un «-cycle ordinaire Gn, l'homologie (7woj0 dans R signifie 
qu'il existe un («+1)-'complexe ordinaire Kn.¡_i tel que FKnjri= Gn et 
une image continue K n +1 de Kn-\-u Kn+i faisant partie de R, de ma-

* Le mot »ouvert« peut être remplacé ici par le mot »fermé' 
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nière que la correspondance ponctuelle entre K n + i et K n + i contienne 
comme partie la correspondance ponctuelle donnée entre Cn et Cn. 

14. Soit R un espace. Soit Cn un «-cycle dans R. Soit C'n une 
subdivision de Cn. Alors C'n™Cn dans R. 

15. Soit R un espace. Soit ¿¡>0 u n entier. Si l'on considère comme 
égaux deux ¿-cycles Ci, Di dans R tels que Ci<^>Di dans R, l'ensemble 
de tous les ¿-cycles dans R constitue par rapport à l'addition un groupe 
appelé le iième groupe cVhomologie de R. 

§ 2. Notations. 

16. Nous allons expliquer quelques notations dont nous ferons con-
stamment usage. 

Soit Qn un «-complexe (ordinaire) donné (wl>0). Les sommets 
(O-simplices) de Qn seront désignés par (1), (2), ..., (N). Une /¿-face 
( 0 ~ h < M ) de Qn aux sommets (p0), (p±), . ., (ph) sera désignée par (p0 px.. ph). 

Soit R un espace donné. Soit Alf A2, . • • ? AN des sousensembles 
fermés donnés de R (leur nombre coïncide donc avec celui des sommets 
de Qn). Pour chaque combinaison p0, p1} . . ., ph des indices 1, 2 . . . , N 

h 
soit 1° {fo^i • • • V,) =R — HAti, 2° [P0P± ...ph] = R — 2* AL, l'indice 

% = o 
¿ dans H* parcourant ceux des valeurs 1, 2, . . N qui ne coïncident 

N 
avec aucun des nombres P0, ply . . ph. Posons encore T=R — 2Ai, 

i = 1 
T J = 2 [ P 0 P ± . . . VN\. Le symbole 27 indique une sommation se rapportant 

(v0 vi • • • vn) 
à toutes les /ï-faces de Qn (0<Lh<^ n). 

La lettre p (s) indique un entier ^>0 Q> 1) donné. 

§ 3. Théorème Att. 

17. Prémisse: Qn est un n-eycle. Pour 1 et pour chaque 
h-face [PQVI ... PH) de Qn, chaque (p -f- h)-cycle dans [P0 vt .. . ph] est homo-
logue à zéro dans |>0^i • • • Vh\- 1Cp+njrl, 2Cp + n + i, • • - , "'C^-i-n + i étant s 
(p-\-n-\- 1)-cycles arbitraires dans U, on peut trouver s nombres rly r2,.. v rs, 
égaux à zéro ou à un, mais non tous égaux à zéro, et Von peut atta-
cher ci chaque n-face (P0P± . . . PN) de Qn un (p -f- w-j-1)-cycle C 

.V 

dans (VQPX - •. vn) de manière que Von ait 2 r{
 iCPJTNJTL oo 27 

I = 1 ( V 0 V , . . . V « ) + 1 

dans U. 1CP, 2CP, . .., SCP sont s ¡> cycles donnés dans T tels que Von 
ait iCpc^0 clans |'P] pour 1 <^i<s, 1 

- Cette condition n'exige rien pour n = 0. 
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Thèse : Il existe s nombres rl9 r2, .. -, rs, égaux à zéro ou à un, 
a 

mais non tous égaux à zéro, tels que Von a 2 r.i iGp<^0 dans T. 
¿=1 

18. Partons d'un 2?-cycle Cp dans T tel que Cp™0 dans [p] pour 
Nous allons en déduire un certain ( j ir \-n-\- l)-cycle = 

= cp (Cp) dans U. 
19. Si, pour une certaine valeur de A (0 < A ^ w), on a attaché 

à chaque Wace • • • vh) de Qn un (p + A -j- l)-complexe dans 

B:Ky\,>yf'h, on attachera à chaque A-complexe lh= 2 r^i-n (pQpt . .ph) 
P 4-1 -1- X / \ 

( V o V f . V A ) 

contenu dans Qn9 où les nombres r sont égaux à zéro ou à un, le 

{P + ^ + l)-complexe dans R 2 r v ^ . . . ^ et on le désignera 
nar 7T , (1 \ (vOV--vA) 1 

20. D'après C,, oo 0 dans [V] on peut attacher a chaque sommet (P) 
de Qn un (p l)-complexe dans [P] tel que Cp. Nous 
allons attacher à chaque A-face (1 A < n) (r0 vx... de un (p-{-h-{-1)-
complexe dans • • • de manière que pour 1 <,h<^n 

soit vérifiée la condition jth: Si lh est un A-complexe arbitraire contenu 
dans Qn et si lh-^ch_l9 on a Kp+h + 1 (lh) Kp + h (tf/t-i). A ce but, 
nous procéderons par récurrence. 

21. Soit (PQVÎ) une 1-face donnée de Qn> Comme CPJ 

CP9 et comme e s t S^UÈ dans [P0] (dans [VJ), on 

voit que est un (p + l)-cycle dans [v0
pi]- D'après nos 

suppositions, on a + ^ ^ ^ a n S m a û ^ r e e x i s t e u n 

(P + 2)-complexe K ^ dans tel que K ^ ^ K " ^ = 
= KPJrl(F(P0v1)). Or ceci signifie que la condition 7tt est réalisée. 

22. Supposons que, pour une certaine valeur de —1), 
on ait déjà défini les (p -f- A + l)-eomplexes dans [v{iv]_...vh\ 
attachés aux A-faces (P0PL . . . VJ) de sorte que la condition rth soit vérifiée. 
Alors, si (P0'PLM . P ^ ) est une (A + l)-faee de Qn9 on a, F(P0P±. 

d'après la condition jtn, il s'ensuit que 7,4.1 (F(P0 P± . .. ^ + 1)) EST 

un (p -j- A -f- l)-cycle qui est évidemment situé dans \P0 P± . . . ^4-1]-
Or nous avons supposé que chaque tel cycle est homologue à zéro dans 
[P0

vI • - ' + 1]; on en conclut qu'il existe un (p -j- A -j- 2)-complexe 

K + > : + T + 1 A à n s ^ • • • tel que K p + k + 1 (F (v .v , . . . 
^4-1)). Or cette relation signifie que la condition ^ 4 . 1 est réalisée. 

23. Finalement, nous arrivons à attacher à chaque w-face (p0 vt... pn) 
de Qn un (p-\-n-j- l)-complexe d a û s \?qvi • • • vn\ de manière que 
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la condition rtn est satisfaite. Or Çn — 2(p0p lr..pn) est un «-cycle de 

manière que l'on conclut de rtn que Cp + n + 1 " 2 e s t u n 

(p -j- « -j- ,1 )-cycle, situé évidemment dans U. C'est ce (p \ n -j- 1)--cycle 
que nous désignerons par cp (Gp). 

24. Soit i C p j r n j r l = (p(iCp) pour 1 D'après nos suppositions, 
il existe des nombres n ( = 0 ou — 1) dont un au moins 0 et des (p -f « -f1)--
cycles C ^ ^ " dans [P0P± ...PN] de manière que CP+N+I™ 2 ^P^N+I 

dans U, où nous avons posé Gp + n ^ 1 = 2 r ^ ^C^ + n+i. On voit sans 
¡=1 

s 
peine que Cp + n ± { = cp {Gp), où Gp = 2ri

iGp. On doit encore prouver 
i = 1 

que GP.™ 0 dans T. On peut supposer que les notations des Nos 18—23 
se rapportent aux deux cycles Gp, O p + n + i = cp {Gp) que l'on vient de 
définir. 

25. D'après 2 K^0^1 = Gp+n+t oo 2 tfVW« dans U, il existe 
Kvi---v») ( y i 

un (p + « + 2)-complexe dans U: Kp+n+2 tel que Kp+n+2^2 (JT'^1 ' V^ + 

+ ( P + ^ + 2)-complexe Zi?_|_rî+2 est une image continue 
d'un (p -j- « -}- 2)-complexe ordinaire Kp+n + 2- Or Kp + n+2 Partie 
de U = 2 [v0 PX . . . pn] • c'est donc la réunion de ses intersections avec 

les ensembles | P Q P X . . . pn] qui sont évidemment des sousensembles ouverts 
de R ; par suite les dites intersections sont des sousensembles ouverts 
de KnjrnAr2- P a r définition même d'une image continue, on en conclut 
que K p + n + 2 est la réunion de certains sousensembles ouverts Tv()vt...vw 

(donc chacun correspond à une «-face de Çn) tels que l'image dans 
K P . 1-77+2 de chaque point de appartienne à ¡ V 0 • H en 
résulte qu'il existe un nombre s > 0 jouissant de la propriété suivante : 
Si P et Q sont deux points de Kp.l?? + 2 dont la distance d(P, Q) est 
inférieur à 8, il existe une «-face • • -K) de Qn telle que les points 
P et Q appartiennent tous les deux a Tv0v,...vw*. Soit fKp^.n.'.r2 une sub-
division de .£^ + n + 3 telle que le diamètre de chaque face de ' K p + n j r 2 

soit inférieur à Désignons par '^p+V+i* l e s s u b " 

divisions correspondantes de K p + n ± 2 , D' après i e s 

* Dans le cas contraire, il existerait deux suites infinies (Pi) et (Qi) de points 

de Kp^_n_|_2 telles que 1° d {Pi, Qi) < 4 , 2<> pour aucune valeur de ¿ = 1 , 2 . . . il 

n'existe aucune w-face (^^.. .v, ,) de Qn telle que les points Pi et Qi appartiennent 
tous les deux a Tv0 v^.. .v̂ « h p + ti + 2 e s t u n e n s ^ m b l e fermé et borné d'un espace 
euclidien; il en résulte qu'on peut extraire de la suite (Pi) une suite (P'i) tendant 



propriétés du nombre s et des ensembles v,... vn, chaque face de 
rKp^+ 2 est entièrement contenue dans un des ensembles [ P ^ . . . 

il en résulte que si à est une face de 'Kp+n+2 rencontrant IIAvi où ( y ^ . . ?w) 
iz=() 

est une w-face de Qny ô ne peut rencontrer A£ si l'indice i est différent 
de P0 ?! . . . vn. 

26. Choisissons une n-face (ya
{) r-f .. .rv°) déterminée de Qn et parta-

geons les {p + n - f 2)-faces de 'Kp+r.+z en deux classes, en rangeant 
dans la première classe précisément les (p -j- n + 2)-faces qui rencon-

n 
trent IIA^. Désignons par 1Kp+n+2 (*Kp+n+2) le (p + n -f 2>com-

i = 0 
plexe dans U dont les (p 4- n + 2)~faces sont les (p -(- n + 2) - faces 
de la première (seconde) classe de 'Kp+n-\-2- On a alors fKpjrn^2 = 
= 1Kp+njr2-\-2Kp+n+2. Or soit â une {p + n + l)-face de rKp+n + 2 

n 
rencontrant évidemment ô ne peut appartenir à F2Kp + 7ljr2 = 

= F ' K p + S + F 1 Z ^ n i 2 . o r F ^ ^ ^ f ^ - H ' C ^ i l . 
(v0v,...v„) ^ 

Si la w-face (p0pt . . . vr) de Qn est différente de . . . pr*)y il existe 
une valeur de i telle que indice p,° ne fait pas partie des 
indices P0j P1 . . . pn: La face â rencontrant pi0 ne peut donc appartenir 
à 'jfvoV--v»_L'<7vovi-"v» Car ce complexe fait partie de . .. vn\. 

pfn-h1 PJrnJr^ LU*. j 

Il en résulte que ô appartient à F 'K p + n +2 si et seulement si elle appartient 
à + n + + ' G l + n +i V"°î d ° n C Ô n ' a P P a r t i e i l t PaS a U ( p + « + l > C O m -
r p-\-n-H P + n-t-l 1 p + rc+L 1 V vn^-i 
donc que est un (p n + l)-complexe dans . . . Pn

0} X 

x [ W • • - V ] Or F L ^ y - ^ = F ' F ' W r - v < 
L " J p-f-w-J-L p-\-n-\-l 

27. Nous venons de trouver que pour li = n l'énoncé suivant (désig-
nerons le par ®A) est vrai : Si (p0 . .. ph) est une A-face arbitraire de 
Qny on a* oo 0 dans { PqP1 . . . ph} . [P0PX . . . PU]. Supposons 
que pour une certaine valeur de h (1 <1 h n) l'énoncé 0 k soit déjà prouvé ; 
nous en déduirons que l'énoncé est aussi vrai. Soit donc (P± . . . ph) 

vers un point P'«) de Kp + v 2 ; la suite correspondante (Q'i) extraite de (Qi) tend 
alors aussi vers lr QJ . Or J6Tp + w + 2 = S TVoVi>i.Vn; par suite il existe une w-face 

(v0v, ...vn) 
(vuv1#..vw) telle que le point P'0J appartienne à tV(jVi L'ensemble Tv0v1#..vw 

étant ouvert dans des relations lim P'i = lim Q'i = P'œ on conclut que 
pour i suffisamment grand les deux points P'i et Q'i appartiennent simultanément 
à xv^vi <><Vn,- ce qui est une contradiction. 

* D'après N° 14 F K ^ ' " ^ oo F ' R ^ 1 " ^ . 
p+H-i P+a+I 
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une (h — l)-face de Qn. Il existe un indice vQ tel que ( ^ o • • • ̂ a) est 

une /¿-face de Qn. D'après ©A.il existe un (p + h + l)-complexe 

dans { . . v h } . , .v h ] tel que F L ^ - J ^ F K ^ ' ^ D'après 

la définition de { • et puisque fait partie de { v^v^. . . vh } 

aucun point de ne peut appartenir simultanément aux deux 
h ~ r 

ensembles Avn et JŒ Avi. Donc l'ensemble p e u t être partagé en 
" i = 1 p-f-à-f-1 

deux parties (pouvant d'ailleurs avoir des points communs) qui sont ses 
h 

intersections avec R— Av0, R— IIAH. Or ces deux intersections sont 
i = L 

des sousensembles ouverts de ¿vovi-;-VA. On en conclut comme au N° 25 
p-{-h-{-1 

qu'il existe une subdivision 'L''0"1 ';'Vh de ZV°,V1'; telle qu'aucune face de 
v-M+i p-j-A-j-i * 

n e rencontre pas simultanément Av0 et II Av\. Désignons 

par le (p + h + l)-complexe constitué par les (p -f h + l)-faces 
h 

de rVrencontrant U An et par le (p + h+ l)-complexe 
P + A-H i = 1

 r P + ̂  + l / r 
constitué par les autres (p + h + 1>faces de donc = 

ijrVi.--v» + 2£v0vt V* e t a n c u n e f a c e d e i£voV;-v* ne rencontre ¿Vft. 
h 

Soit ô une ( p 4- A)-face de rencontrant II An ; à ne peut 

appartenir k F = + F Or F 

est une subdivision de 

(d'après la condition rth du N° 20). On en conclut que F = 

¿^v 0 . . .v i_iv i + . i . . .vA o ù • • •v» —ivi4-1 • • • e s t u n e certaine subdivision 
i = 0 V + K 7 P-\-h 
de I v « ' " v i - P o u r ¿ > 1 , le complexe V •• v i - i v ; e s t 

contenu dans • • - ^ i — • •-^a] et ne contient donc aucun point de 
J.v0 de manière que la face ô ne peut appartenir à ce complexe. On 
voit donc que ô appartient à si et seulement si elle appar-

tient à Nous arrivons donc à la conclusion que ô n'appartient 
p-\-h 

pas à M • ' n = 'K^ ' ' 'v/i + F X ^ 1 ' ; 'VA ; or ceci signifie que ce (p -h h)-
complexe est contenu dans { v t . . . vh} ; le même complexe est évidemment 

contenu dans {v^-vA. Or F M = F'K\'yh, d'où F f K ^ h ~ 0 
L A J p-h^ P-M 7 p-M 

dans { ^ . . . vh } . . . . rh~\. D'après N° 14, cette homologie est vraie aussi 
pour FK V x ' " V h . L'énonce est ainsi déduit de Qu. 

p-\-h 
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28. Nous avons prouvé par induction que l'énoncé ©0 est vrai. Donc 
on a FK1

P+1 cx> 0 dans {1} . [1]. Or FK1
P^1 = Cp et {1} . [1] = T. 

Donc Cp x) 0 dans T, ce qui prouve le théorème An. 

§ 4. Théorème B n . 

29. Prémisse: Qn est un n-cycle connexe au sens étroit*; P{ ($n) = 0 
pour 1 < i w — 1 **. /Si ** E{ (0 i w — 2) astf trne arbitraire 
de Qn et si Hn est Vétoile de Et dans Qn, Hn est un n-complexe connexe 
au sens étroit et tel que Pj(Hn)=0 pour i l<Lj <^n — 1. Pour 
0 <; h <; n — 1 *** et pour chaque h-face {y0v1. .. vh) de Qn, chaque (p -f h + .1)-
cycle dans est homologue à zéro dans \yQv1.. ,vh\. 1Cpjrnjrl, 

. s C p j r n j r l sont s (p + n + lycycles dans U tels que, si r1} 
r2) . . r s sont des nombres égaux à zéro ou d un, et si Von a attache 
à chaque n-face (V^ de Qn un (p + n -f Y)-cycle C^^" arbitraire 

s 

dans • • • on ne loeut av°i>r ^ rt °° ^ dans T) 
que si rx = r2 = ... = rs = 0. 0 

Thèse: Il existe s p-cycles 1Cp, 2CP, ..SCP dans T tels que 
%CP ex? 0 |>] jpow 1 < > < Î Ar, tandis que, si r±, r2, . . 

s 
sont des nombres égaux à zéro ou à un, Vhomologie 2r{

 iCp oo 0 daws T 

ne peut être vérifiée que si rx = r2= .. . =rs=^ 0. Chaque p-cycle iCp 

est contenu dans iCpjtnjtl. 
30. Partons d'un (p + n + l)-cycle arbitraire Cp+njrl dans U. Nous 

allons en déduire un certain jp-cycle Cp = ip (Cp+n+i) dans T tel que 
Cp ™ 0 dans |>] pour 

31. Faisons de nouveau la convention du N° 19. 

32. Comme au N° 25, on voit qu'il existe une subdivision C'p + n ± 1 

de Cnj-B+t de la forme 2 KvoV'/v«, 0ù est un (p + n + IV 
i r » T i pA-n-4-1 7 P-\~n-\~ 1 v y 

complexe dans [vQv1 . . . rn] f . Soit Sp±n une (j? + w)-face de quelqu'un 
des (p + ^-cycles FKVç>Ji,,,V71. Si SVA.n ne rencontre aucun des N 
ensembles Aiy posons u — — 1; dans le cas contraire, soient Ap0, A^v 

. . A^u tous les ensembles Ai rencontrés par Sp+n. Si Sp+n est une 
face de FK^^'*, Sp+n doit être contenue dans [v0v1 . . . v.n] ; il en 
résulte que . . . p u ) est une face de (v^v-l . . . vn), d'où u^n. 
Plus précisément, on a u<^n — 1, car, en vertu de 0 = F /Cp±n+1 = 

* Pour n = 0: Q0 est constitué par deux points. 
** Cette condition n'exige rien pour n^. 1. 

Cette condition n'exige rien pour n = 0. 
f Dorénavant (jusqu'au N° 37) soit n ^ 1. 
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= 2 F K 0 1 " Sp+n est une face de deux au moins parmi les cycle» 
(Vi-V») 

Dans le cas u= — 1, posons Hn—Qn, pour soit 
p-\-n-1- 1 — 

Hn l'étoile de . . . fiu) dans Soient En\ EJ, . . ., En
l toutes, 

les «-faces (v0rL . . . rn) de Qn telles que Sp+n est une (p -f «)-face de 
FKw°Vl'"Vn: d'après une remarque antérieure, En

x, En
2, . . ., En

l sont 
p-\- n -|-1 7 x 

des «-faces de En vertu de 2 FK''"''1 ' ]•'"' - - 0. le nombre l = 2k 
(V,...v„) ^ + 

est pair. Si l'on tient compte de ce que pour — — 2 le «-complexe 
jETn est connexe au sens étroit, on voit que l'on peut poser 

E2 < •~1 + E2i = 2 env, ( 1 ^ ï < 7c) 

les étant des «-faces de J ï n telles que pour l ^ i ^ k , les 
«-faces et c^W aient une (« — l)-face EiJ

n-x commune, Eij
n_x 

étant une (« — l)-face de Rn. Posons G (Sp+n, En-1)=l pour chaque 
(n— l)-face de H v qui apparaît un nombre impair de fois parmi les 
Eijn-1 1 < j < r à et a (,Sp+n, En_1) = 0 pour toutes les 
autres («—l)-faces de Qn. Pour chaque («—l)-face En_1 = (i^ ... vn) 
de Qn, posons 

V-Spn 

la somme se rapportant à toutes les (p -j- «)-faces Sp^in de tous les com-
plexes FK^'^'''^71 où (l0lL. . . ln) parcourt toutes les «-faces de (),,. 

33. Lorsque G (Sp+m En-1) = 1, En._t = (YT. . . f„) est une ( « — 1 > 
face de Hn , donc (pour w^O) • • • Pu) e s t u n e w-face de (p t. . . de 
manière que Sp+n est contenu dans . . . ^ J . Il en résulte que 
est un (p «)-complexe dans [vx . . . Or soit • • • Vn) une w-face 
de Qn\ posons (r0 . . . *><+1 . . . vn) = (0<t<^n). Alors 

n 

K p + n ( F ( r 0 r 1 . . . v n ) ) = 2 S p + n . fi'n + i), 
Sp + n « = o 

le coefficient de Sp+n devant être réduit modulo 2. Pour chaque valeur 
n 

de Sp+n, on reconnait sans peine que le nombre 2 G ($p_i_n, i) est 
t — 0 

congru modulo 2 au nombre zr (S p+ r ) indiquant combien de fois (dans 
les notations du N° 32) x ( l ^ i < k 9 1 est une (« —l)-face 
de ( V i • • • '«)• Or Qn est un «-cycle, ce qui signifie que chaque 
(n — l)-face de Qn est une face d'un nombre pair de «-faces de Qn; 
on conclut donc sans difficulté que le nombre t (8P _(_„.) est impair si 
et seulement si (v^v^. . coïncide avec une des «-faces EL

n, E2
n. . .El

n 

ce qui signifie que Sp + n est une (p -f- «)-face de FK^^71. Par suite 
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34. Nous attacherons à chaque face (P0P1 . . . ph) (0<C A<^ ri) de Qn 

un (p -j- A + l)-cornplexe d a n s K ^ i • • • d e manière que 
pour 1 < A n soit vérifiée la condition rth énoncée dans le N° 20. AuN° 32, 
nous avons introduit les (p + n + l)-complexes K ^ ^ ^ 7 1 et nous y avons 
construit les Au 33, nous avons vu que chaque K v \ " v n est 

p-j-n ' ^ a p-f-n 
un (j? -j- w)-complexe dans [v1 . . . et que la condition 7tn est vérifiée. 
Le cas n= 1 est donc épuisé. Pour n 2 nos procéderons par récur-
rence. 

35. Supposons que, pour une certaine valeur de h ( l<^h<^n — 1) 
on soit déjà arrivé à construire les (p + A -f- 1 )-cornplexes dans 

[p0p l . . . vh\ de manière que la condition 7 t h ^ soit vérifiée. Il s'agit 
d'attacher à chaque (A — l)-face (pl . . . ph) de Qn un (jp -)- A)-complexe 
^ p + k ih d a n s - - - s o r t e i a vérifier la condition 7t,r Soit h 

une (p -j- A)-face de quelqu'un parmi les (p + A)-cycles- F 
où (vqPx . . . Ph) parcourt toutes les /¿-faces de Qn. Si S p ± h ne rencontre 
aucun des N ensembles Ai, posons u = — 1; dans le cas contraire soient 
A^p A^, . . . Apu tous les ensembles A{ rencontrés par Sp+h. Si Sp+h 

est une A-face de F S p + h est contenu dans \P0Px . . . . ph\ et 
par suite {ji^fa • • • fa») est une face de (p0Pi . . . ph) d'où u<J%. Plus 
précisément, on a toujours u ^ h — 1 * . Dans le cas u = — 1, posons 
Hn= Çn; pour w^O, soit Hn l'étoile de . . . /uu) dans Qn. Dans 
tous les cas, en vertu de u<J%— 1 — 2, le Aème nombre de Betti de 
Hn égale zéro. Les symboles E\_|_1? EJ

h, E&
h—± parcourt respectivement 

tous les (A -f- l)-faces, A-faces, (A — l)-faces de Hn. Soit 

E\+1 ^ 2r}ij E% Eh ->2tjk E\_±, 
J k 

les nombres rj et £ étant égaux à 0 où à 1. On a 
2 ^ = 0 (mod 2) (1) 
j 

car FEi
/l+1^0. Soit a le nombre des 72-faces Ej

h. Soient ç et a les 

* Puisque h, < n — 1, il existe un indice tel que (v0 v1 . . . v/i_|_1) est une 
(h + l)-face de Qn. D'après la condition on a 

A+i 
. S ] 

p + A+2 i = 0 p + A-J-I 

•8p+h é t a n t u n e (ph)-Î3Lce de F il existe par suite un indice i tel que 

P-\-it s o i t u n e (P + hyf&CQ de F K ^ ' ^ — t +1 ' " 'v>* ; donc ([A0 ^ . . . fiu) est une face 

commune de (v0 v t . . .v,,) et de (v
0 • • • — i vf JL i • • • v7,)> D'OÙ U<,H — 1. 
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rangs modulo 2 des matrices (ffo) et D'après Ph(Hn) = 0, on a. 
v y a = ç -f- a. (2) 
Considérons les congruences 

= 0 (mod 2). (3) 
3 

D'après (2), le système (3) possède G solutions linéairement indépen-
dantes mod 2. Or d'après (1), les positions aj = Çjk donnent des solutions 
de (3) dont G sont linéairement indépendantes mod 2. Il en résulte que 
chaque solution de (3) a la forme 

aj = 2bkÇjk (mod 2). (4) 
k 

Pour chaque A-face • • • Vh) de Qn posons CvQvlm.. vA = 1 si S p + h est 
une (p A)-face de ce qui exige, nous l'avons vu, que 

(vùvi- - - soit une /¿-face de H n ] pour toutes les autres A-faces • 
de Qn posons cv0v,...vh = 0. Si • • .v?.) = E j

h est une A-face de Un7 
posons cv0 vx... vh = a,-. Considérons maintenant une (A— l)-face arbi-
traire (VqVx . . . f/,4-1) =E ih-{-i de H n . D'après la propriété rth_ly on 

h-\-1 
h. 2 = 0, d'où l'on déduit les congruences (3> 

1 = 0 
Par suite, on peut attacher à chaque (A -j- l)-face de TJn un nombre bk 

égal à zéro ou à un de manière que l'on ait les congruences (4). Pour 
une (A — l)-face Ek

h_± de Hn posons a (Sp±h, Ek
h_1) = bk; pour une 

(A—l)-face Eh^x de Qn ne faisant pas partie de H n posons 0 (Sp±h> 

Eh_1) = 0. Pour chaque (A— l)-face Eh—1 = (vl...vu) de Qn posons 

Kl>,'h'Vh = 2G(Sp+h,Eh_1). Sp+Jk, 
p + h Sp+h 

la somme se rapportant à toutes les Q?-f~ -faces Sp+h de tous les 
complexes F K ^ ^ ' ^ 7 1 où ( ¿0^ . . parcourt toutes les A-faces de Qn. 

36. Lorsque a (Sp+h, Eh_l) = 1, Eh_1 = (y1 . . . vh) est une A— 1). 
face de H n , donc (pour u ^ O ) . . . fiu) est une w-face de{r± . . vh) de 
manière que Sp+h est contenu dans . . . vh]. Il en résulte que 
est un (p -f- A)-complexe dans \yx . . . vh]. Or soit (yÇ)v{ . . . vh) une A-face 
de Çn ; posons (y0 . . . + 1 . . . rh) = a'*-! ( 0 A l o r s 

Kp±h(F{v0r, .. .vh))=2Sp+h . 2<r(Sp+h, aV-i), 
Sp+h ' = ° 

le coefficient de Sp+h devant être réduit mod 2. Pour chaque valeur 
h 

de Sp+h, on reconnait sans peine que le nombre 27 <7 (jSp 4.7l, 1) est 
< = 0 

congru mod 2 au nombre T(Sp + h) des (A — 1)-faces de Hn telles 
que bk = 1 qui sont aussi des (Ji — l)-faces de • • • ̂ 'O- Donc 
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t(Sp+h) = 0 si (y0v1 . . . ph) ne fait pas partie de et, lorsque 
(r0 ... vh) = Ej

h est une A-face de Hny on a x (Sp+h) = 2bkÇjk, donc, 
k 

en vertu de N° 35 (4), r (8p+h) = aj mod 2. Ceci signifie qu'on a dans 
tous les cas % (8p+h) = Cv0v, ...vA mod 2, d'où 

Kp+(.F (r0 v1 . . . ?„)) = 2 cv0 Vl... vh Sp + h. 
Sp+h 

D'après la définition des nombres c il en résulte que 

Kp+h (F (t>0 p,... n)) = F K ^ - f , 
ce qui donne que la condition rth est réalisée. 

37. Finalement, nous arrivons à attacher à chaque sommet v de Qn 

un (p -f~ l)-complexe Kv
pjrl dans [V] de manière que la condition Tti 

est vérifiée. Or cette condition signifie que, si (V0^i) ®st une 1-face de Qn> 

on a 4- Kv\ = FKV °Vl et par suite FKV\ =FKV\ .Or pour 
p-1-1 1 p-f-l p-\- 2 r p-f-1 p-\-1 r 

w ^ 1 le w-complexe Qn est connexe (au sens étroit et donc aussi) au 
sens large, de manière que nous concluons que le jp-cycle Gp = 
est indépendant du choix de v Le cycle Gp étant contenu 
dans \v] pour 1 <Lv<^N, il est contenu dans T. De plus, on a Cp™0-
dans \v] pour 1 <iv<^N. C'est ce j9-cycle Gp que nous désignerons par 
ip (Gp-i-n-fi)« Dans le cas n = 0 qui était exclu au Nos précédents, les, 
(p -(- l)-complexes ont été déterminés déjà au commencement 
du N° 32. On a dans ce cas N = 2, donc JT^+ i + K2

P + i = 'GP + 1 - ^ 0 , 
d'où FK1

P+1 = FK2
P+1 — Gp = i/j(CP+1) est, ici encore, un ^-cycle 

dans T homologue à zéro dans [v] pour 1 v N. 
38. Soit iCp = ip (''Cp+n+i) pour Soient ru r2y ..., 

des nombres égaux à 0 ou à 1. mais non tous égaux à 0. Posons. 
a s 

CP+N+I = UN ICP+N+1, GP = 2RT
 LGP. On reconnait sans peine que 

Gp = rp (Gp+n+x). D'après nos suppositions, si l'on attache à chaque 
w-face (v0fi .-.vn) de Qn un (p + n + l)-cycle arbitraire dans. 

I V o ? ! . . . ^ ] , on ne peut avoir CP+N + I oo 2 G^0^'.^1 dans U. On 
(Vi-V») 

doit encore prouver que l'homologie Gv 0 dans T est impossible. On 
peut supposer que les notations des Nos 28—35 se rapportent aux deux 
cycles Cp+n+l9 Gp = ip (Cj,+w+i) que l'on vient de définir. 

39. Soit donc GP oo 0 dans ï7; nous devons arriver à une contra-
diction. H existe un (P + l)-complexe Z p +i dans T tel que i p + 1 CP. 
Pour 1 <><2V, Z ^ + i -f- Lp+i est par suite un (p + l)-cycle dans [v\ *; 

2 2 
* Si w = 0, on a GP + i oo C'p+i = S 2L v

p +I = 2 (Kv
P+i + Zp+i), ce qui 

v=1 v =1 

donne déjà la contradiction demandée. Soit donc w ^ l . 
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d'après nos suppositions, ce cycle est homologue a zéro dans [v\ Il existe 
donc an (p + 2)-complexe Lv

p + 2 dans [v] tel que 

2>p+2 ^K*p+t + Lp+1. (0£h£n-l) 

40. Nous attacherons à chaque face (pqVX . . . un (p + h+2)-
complexe dans \vQVx . . • vh] et nous ferons pour ces complexes 
une convention analogue à celle du N° 19. Pour n= 1, ces complexes 
sont tous déjà construits. Pour 2, la construction n'est effectué que 
pour h = 0. Nous procéderons par induction de telle sorte que pour 
l < 7 i < « — 1 soit vérifiée la condition <9-h : Pour chaque A-complexe lh 

contenu dans Qn la relation lh-^ch_x entraîne L p + h ±$ (l;i) -z*-Kp+h+x (lh) -j-
LP+k+x (ch_1). 

41. Supposons que, pour certaine valeur de h (l<^h<Çn — 1) on 
soit déjà arrivé à construire les (p + h+ l)-complexes i ^ 1 ; ^ 7 ^ dans 
[vx. . . vh\ satisfaisant à la condition (si h — 1 ^ 1). Il s'agit d'attacher 
à chaque h-face (p0VX • • • de Qn un (p + h + 2)-complexe dans 
\ v i p i • - • de manière à vérifier la condition d-h. Si A ^>2, la condition 

1 donne (F(v0Px. . . vh))-*~Kp+h (F[v0rl. . . vh)) d'où, d'après 
la condition 7th des Nos 20 et 34, 

Lp+h+1 (F^v, ... - F K (*) 

Dans le cas A = l la condition (*) est aussi vérifiée d'après N° 39 et la 

condition rtt. Il en résulte que K^1' ;'v.h -f- Lpj_a+i (F (p0Px • • • f/0) est 
J) —J- FL -Y JL ^ / 

un (p -f A + l)-cycle qui est évidemment situé dans [v0vx - - • vh\. Or nous 
avons supposé que chaque tel cycle est homologue à zéro dans [P0VX . . . VH\. 
Donc il existe un (p + h + 2)-complexe tel que 

-(- (F(v0Px . • • vh)) ce qui signifie que la condition 
•est réalisée. 

42. Finalement nous arrivons à attacher à chaque (« — l)-face 

'{yx. . . vn) de Qn un (p + « + l)-complexe 1 ^ a n s f^i • • • Vn\ 

manière à vérifier la condition Or soit (v0vx . . . rn) une «-face 

•de Qn. D'après et 7tnj Lp+n+x (.F (t>0i>t.. . vn)) ^ F K ^ ^ * . Donc 

^ * s t (i? + ^ + l)-cycle 
évidemment contenu dans \v0vx . . . étant un « cycle, on a d'après 
, N o 3 2 s * + . + + . + i dans U 

(Vl -V) ^ ^ (Vl-v") ^ ^ 
•ce qui est la contradiction demandée. 
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§ 5. Théorème C*. 

43. Prémisse: Qn est un n-cycle connexe au sens étroit* ; Pi(Qn) —-0 
pour l^i^n — 1 **. Si JËi: (0 — 2) est une i-face arbitraire de 
Qn et si Hn est Véioile de Et dans Q-, HlZ est un n-complexe connexe 
au sens étroit et tel que Pj(Hn) — 0 pour i-\- —1. Lorsque 

pour chaque sommet (y) de Qrn chaque (p -j- Yy cycle dans [v\ est 
homologue à zéro dans [p]. Pour 1 <Lh<in—et pour chaque h-face 
de Q)Z, chaque (p + h)-cycle et chaque (p + h -)- 1 )-cycle dans [v0

vi • • • ] 
est homologue à zéro dans • • • vi]- Lorsque n^ 1, pour chaque n-face 
(v0 vi . . . vn) de Qn chaque (p -(- n)-cycle clans [vQ vt . . . vn] est homologue 
à zéro dans • • • ^p désigne le sousgroupe du pème groupe d'homo-
logie de Vespace T constitué par les p-cycles Gv dans T homologues à zéro 
dans [v] pour 1 <><JiVT. iïp+n+1 désigne le sousgroupe du (p-\- n-\r l)ème 

groupe homologie Cr^ + n+x de Vespace U constitué par les (p -j- n + 1)-
cycl s C p - d a n s U tels que Von puisse attacher à chaque n-face 
iy 0*1 de Qn un \p -f n -f-1 y cycle C^^71 dans \v0v\. . . vn] de 
manière à avoir Cv+rj_I co U GvoV--^» ¿ans jjt 

l'̂ t-i. -1 X p f n - f l 
Vi-V» 

Thèse : Le groupe Tp est isomorphe ait groupe-quotient Gp+ri+i/Hp+n+t-
44. La prémisse du théorème An étant vérifiée, on peut attacher 

à chaque cycle Cp de la famille Fp un cycle Cp+n+1 = q>(Cp) de la famille 
Gp+n+i d'après la manière exposée aux Nos 18—23. La prémisse du 
théorème B n étant aussi vérifiée, on peut attacher à chaque cycle Cp+n+i 
de la famille Gp+n+i un cycle Cp-- '&(Cp±r>i-i) de la famille T p d'après 
la manière exposée aux Nos 30—37. On voit sans peine que les deux 
relations Cp+njrl = (p(Cp) et Cp = ip(Cpjrn+1) s'entraînent mutuellement 
si l'on convient d'élargir un peu le sens de la relation Cp + n + 1 = (p (Cp) 
de telle sorte qu'on la suppose vérifiée aussi dans le cas où il existe une 
subdivision ( 7 ' p + n + 1 de Gp + n+1 tello qu'on ait C'p + n+1 = q>(Cp) dans 
le sens primitif. Evidemment, les relations C1

P = ip (6Ï%_[_714_1), G:i
p = 

= Ip (C^p+n+i) ou, ce qui est la même chose, CL
p+n+1 = cp (C^,), 

C2
p+n+l = (f (C2

P).. entraînent C V + °2P = ^ + 1)> 
C*p+n+1 + C*p+n+1 = cp + C*p). 

45. D'après la démonstration du théorème An, la supposition que 
Cp+n+x appartienne à la famille R p + n + 1 entraîne l'homologie ifj(Cp+n+)icx3 0 
dans T. D'après la démonstration du théorème J5n, la supposition Cp^> 0 
dans T entraîne que <p(Cp) appartienne à la famille fl^n^. 

46. Les deux opérations cp et ip ne sont pas uhivoques; mais de 
ce qui précède on conclut sans peine qu'elles conduisent à une correspon-
dance biunivoque et isomorphe entre les deux groupes r p et Gp+n^/Hp+n+i-

* Pour n— 0 : Q0 est constitué par deux points. 
** Cette condition n'exige rien pour n ^ l . 

2 
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§ 6. Cas particuliers. 

47. Les suppositions faites dans nos théorèmes relativement à Qn 

sont satisfaites en particulier lorsque Q,x est une variété (Mannigfaltigkeit, 
manifold) au sens de M. van Kampen* telle que Pn(Qn) = 1. Le cas 
le plus important est celui où Qn est la frontière d'un (n -j- l)-simplex 

n '-1 
ordinaire; on a ici N=n-\- U — Pi — IIA^ 

i = 1 

48. Soit S une sphère ordinaire ou un plan euclidien complété par 
un point à l'infini. Nous allons rappeler quelques théorèmes bien connus: 
S contient un 2-cycle C2 non homologue à zéro dans S et tel que pour 
chaque 2-cycle. I)2 dans S on ait ou D 2 ^ 0 ou bien I)2^C2 dans S. 
Chaque O-cycle et chaque 1-cycle dans S est homologue à zéro dans S. 
Soit A un sousensemble fermé non vide de S. Chaque 2-cycle dans S— A 
est homologue à zéro dans S— A. Un O-cycle dans S—A est homologue 
à zéro dans S — A si et seulement s'il est entièrement contenu dans une 
composante de S — A. Si A a s 1 composantes, il existe s — 1 1-cycles 

(L <^¿5^1) dans S—A tels que'à chaque 1-cycle Ct dans S— A on 
puisse attacher des nombres rlyr2,...r3_x égaux à zéro ou à un 

s— 1 

de manière que l'on ait Ct oo H rt G\ dans S — A, tandis que l'homo-
i — 1 

* - 1 
logie 2 rt G^ oo 0 dans S n'a lieu que pour — r2 = . . . = r3_x = 0. En 

i — 1 
particulier, si A est un continu chaque 1-cycle dans S— A est homologue 
a zéro dans S — A. Lorsque le nombre des composantes de A est infini, 
on peut indiquer un nombre s arbitrairement grand de 1-cycles C\ 

a 

dans S —A tels que l'homologie HTÎC1^ 0 dans 0 ou = 1) n'a 
i = 1 

lieu que si rx = r2 = . . . = rs — 0. 
49. Pour R = S, p = 0 le théorème A0 devient, si l'on suppose les 

0-cycles £(70 constitués chacun de deux points dont le premier est indépen-
dant de i: Soient Aly A2, .. . A2k (^^>1) des sousensembles fermés de S en 

2k 
nombre fini et pair. Soit T=S — 2JAh U = R — 2JAiAr(l£i<j£2 h), 

% = i 
[v] =- T + Av Soit s^> 1 un nombre entier possédant la pro-
priété suivante: 1GU

 2(?i, .. .'Ci étant s l-cycles arbitraires dans U, on 
peut trouver s nombres rl7 r2) ..., r8y égaux à zéro ou, à un, mais non tous 
égaux à zéro, et Von peut déterminer, pour .un 1-cycle G\ 

s 2 k 
dans [v] de manière à avoir 2ri

iG1<^>2G^1 dans U. Soient p0,pu ..., 
i — L V - 1 

Psi (s-j- 1) points de T appartenant, pour l<1r<^2k, à une seule composante 

* E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitätssätze, 
Thèse, Leiden, 1929, chap. I. Y. aussi S. Lefschetz, Topology, Colloquium Publications, 
1930, chap. III. 
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de \v\. Alors on peut, parmi les points pQ,p1} ...,pS7 en choisir deux 
situés dans la même composante cle T. Si l'on remplace l'homologie 

s 2 k .<? 
2 ri iG1 O* par l'homologie plus forte 2rL ^ C ^ O , on arrive à l'énoncé 
îr=L v=L i = 1 
suivant: Soient Av A2, - • . A2k des sousensembles fermés de S en nombre 
fini et pair. Supposons que Vensemble fermé 2 Ai Aj <ij<^2k) ait 
au plus s .^1 composantes. Soient * — ,p8 s + \ points de S tels que, 
pour 1 <Lv<L2k, 0<3<t/<Çs, les points pt et pj puissent être joints par 
un arc ne rencontrant aucun des 2 k — 1 ensembles A^ (¡u 4= v)- On peut 
alors indiquer deux points 2h et Pj (0 i < j? .s) qui peuvent être joints 
par un arc ne rencontrant aucun clés 2k ensembles Av. Plus particulièrement 
encore, pour k — 1 on a l'énoncé suivant : Soient A1 et A2 deux sousen-
sembles fermés de S tels que la partie commune AXA2 ait au plus^s^ 1 
composantes. Soient p0, p± .. ., ps s -f- 1 points de S en dehors de A± + A2 
tels que ni At ni A2 ne soit une coupure * de S entre deux quelconques 
d'entre eux. On peut indiquer deux points pi et pj tels que A± <-j- A3 ne 
soit pas une coupure de S entre Pi ei pj**. 

50. Pour R = S, p = 0 le théorème JB0 devient: Soient At et A2 

deux sousensembles fermés de S. Soient 1G1,2C1, . .. ,SC1 ( s > l ) s 1-cycles 
dans R — AiA* tels que, si rly r2, ..., rs sont des nombres égaux à zéro 
ou à un, mais non tous égaux à zéro, et si Von choisit arbitrairement 
un \-cycle G/ dans R — A2 et un 1 -cycle G^ dans R- -A1, on n'a 

s 
jamais 2r{

 iGL<^> (V 4- G^ dans R — AtA2. Il existe s O-cycles LC0, 
i = 1 

9G0, . • SG0 dans R — (Afj-A.) tels que tCp^O clans R — Av pour 

v=l,2, mais 2ri
iG0<^>0 dans R — (A{-^-A2) (avec- r{ = 0 

¿ = i 
ou= 1) seulement pour rt=r2=... = rs= 0. En particulier: Soient Ai et 
A2 deux souscontinus de S. Supposons que Vensemble AYA2 ait plus de 

composantes. On peut trouver un nombre fini plf p2, ... p21c de 
¡joints de R — {Ax~\-A^) de manière que chaque composante de R — Aly 
ainsi que chaque composante de R — A2 en contienne un nombre pair, 
tandis qu'il existe plus de s composantes de R — (Ax-^-A^ dont chacune 
en contient un nombre impair. Corollaire 1 : Soient A± et A1 deux sous-
continus de S tels que A±A2 ait plus de s Q>1) composantes. Alors 
R — (Ax -f- A2) a plus de s composantes***. Corollaire 2: Soient Ax et A2 
deux souscontinus de S tels que A±A2 ait au moins deux composantes. 

* Un sousensemble fermé A de S est une coupure de S entre p et q, lorsque 
jp et q appartiennent à deux composantes différentes de S — A. 

** Straszewicz. Über die Zerschneidung der Ebene durch abgeschlossene Mengen, 
Fundamenta Math., t. 7, 1925. Pour 5 = 1, Janiszewski, Sur les coupures du plan faites 
par des continus, Prace matem.fi-zyczne, t. 26, 1913. 

*** Straszewicz, 1. c; pour s — 1, Janiszewski, 1. c. 

9* 
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Alors il existe dans S deux points p et q tels que A± ri est pas et A1 -f- A2 
est une coupure de S entre eux*. 

51. Pour R S, p — 0, 4 le théorème Ax donne? si Von suppose 
d'abord que U^S: Soient Alf A2,... Ak(k> 4) des sousensembles fermés 
de S remplissant les deux conditions: a) les h ensembles 
A1-\-A2 + . . . -f Ak_2j A, -j- A3 + ... + Ak_u A3 + A4 -f . . . + Ak, .. ./ 

+ A1 -f ... + Âk-3 

sont des continus; /?) il existe un indice j tel qiie % —1, AtAj^ 0. 

Soient p et q deux points de R— ZJ A, tels qu'aucun des 2k ensembles 
i= L 

k k 
B — ZI Ai (l<^<T/s) ne soit une coupure entre eux. Alors Vensemble 2J A{ 
v i=1 i=1 

i = V 

ri est pas. une coupure entre p et q. Si Von omet la condition /?), on peut 
k 

toujours affirmer ceci : Soient p, q et r trois points de R — Z A; tels 
i = i 

qu'aucun des h ensembles Bv ne soit une coupure de S entre deux quel-
conques d'eux. Alors de ces trois points on peut en choisir deux de 

k 
manière que U Ai ne soit une coupure de S entre eux. Pour R = S, p = 0, 

i 
N=S le théorème AX doune: Soient AV A.>, A3 trois souscontinus de S. 
Si Von a AI A2 AS 4 1 0 et si p et q sont deux points de R —(A-̂  + A2 + A3) 
tels qu'aucun des trois ensembles AX + AA, AX -j- A3J A2 -j- A3 ne soit 
une coupure entre eux, alors l'ensemble AI + AL2 + n'est pas non plus 
une coupure entre eux**. Si l'on ne suppose rien sur AX A2 As, et si p, 
q et r sont trois points de R — ( ^ -j- A.2 + A3) tels qu'aucun des trois 
ensembles AT -j- AA1 + A3, A2 -}- A3 ne soit une coupure de S entre 
deux quelconques d'eux, l'ensemble A ± A 2 - f - A3 ne peutt être une coupure 
de S entre deux quelconques d'eux***. Pour R = 8, p = 0, 4 le théo-
rème 4 i donne: Soient AU A2J . . .,AK(K>_4) des sousensembles fermés non 
vides de S remplissant les deux conditions : a) les h ensembles 

Ak, . . Ak-~f- At + . • • T" Aie— 1 
* Kuratowski et Straszewicz, Généralisation d'un théorème de Janiszewski, 

Fund. Math., 1.12,1928. 
** Kuratowski, Théorème sur trois continus, Monatshefte, t. 36, 1929. 

*** Un continu est dit indécomposable, s'il n'est pas la somme de deux souscontinus 
différents de lui. Or soit A une frontière commune de trois régions de S ; soient g. r 
trois points de S appartenant chacun à une de ces trois régions. Alors A est une coupure 
de S entre deux quelconques des points p, q, r, tandis qu'un sousensemble fermé A'^. A 
de A n'est une coupure ni entre p et q, ni entre p et r, ni entre q et r Le théorème, 
du texte entraîne donc qu'on ne peut avoir A = A1-t-A2-\-A3', A^A^A^ étant trois 
souscontinus tels que A2^A, A^A-^A, - ¡ - A u t r e m e n t dit: Toute 
frontière commune à trois régions de S est un continu indécomposable ou bien la 
somme de deux continus indécomposables (Kuratowski, Sur la structure des frontières 
communes à deux régions, Fund. Math., t. 12, 1928). 
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sont des continus; /?) les ensembles AiAj (1 — 2 h — 2) le cas 
i= 1 yH — h étant excepté) stmtf wfes. Il existe des points pi,p2, . . Pn 

k k 
dans R — 2 At tels que pour 1 < v h, l?v = 2 AL chaque composante de 

¿=i ¿=i 
I — V 

R — J5V en contienne un nombre pair, tandis qu'une certaine composante 
k 

de R — 2 Ai en contienne un nombre impair. Ze théorème vaut aussi pour 
i — 1 

7c — 3, pourvu qu'on remplace la condition ¡3) par la suivante : Vensemble 
Ai A2 A3 est vide. La thèse du théorème qui vient d'être énoncé possè de 

k 
cette conséquence : il existe deux points p et q dans R — 2 AL tels que 

i = i 
l'ensemble Ai A2 -f~ • • • + Ak—t n'est pas une coupure de S entre eux, 
tandis que Vensemble AL -(- A2 + . . . + Ak est une coupure de S entre eux. 

52. Le théorème A0 a été donné par M. Alexander en 1922*. Le 
théorème C0 ne diffère pas trop d'un théorème de M. W. Mayer**. Que 
le théorème de M. Mayer peut se transformer dans la forme de notre 
théorème C0, a été remarqué par M. Helly***. J 'ai généralisé beaucoup le 
théorème de M. Mayer dans un Mémoire qui paraîtra probablement dans 
les Fundamenta Mathematicae f . Les théorèmes An, Bn et Gn peuvent 
être facilement généralisés de la même manière. 

* A proof and extension of the Jordan-Brou wer separation theorem. Transactions 
of the Amer. Math. Soc., t. 23 (corollary TT1'). 

** Abstrakte To. ologie, Monatshefte, t. 36, 1929, chap. 4. 
*** Über Systeme von abgeschlossenen Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten 

Monatshefte, t. 37,1930. 
f Théorie générale de l'homologie dans un espace quelconque, chap. 4. 
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