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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXIII. ¢isLo 13.

Projektivni geometrie pfimkovych ploch
v prostorech o jakémkoli poétu dimensi. L

Napsal
Eduard Cech.

Vénovano za pfijeti do Akademie.

PtedloZeno dne 20. ervna 1924.

§ 1. Bompianiovy kvasiasymptotické k¥ivky.

V pojednani ,Alcune proprietd proiettivo-differenziali dei sistemi
di rette negli iperspazi’l) prof. Bompiani zavedl projektivni Kklasifikaci
piimkovych ploch ve vySSich prostorech a definoval na téchto plochiach
jisté ktivky, jez nazyva kvasiasymptotické. VyloZim nejprve tolik z cit.
pojednani, kolik je pro porozuméni dalsimu nezbytné tieba

Primkovou plochu R naileZejici prostoru S, o r dimensich muZeme
definovati dv€ma ,tidicimi® kfivkami C, a C,, jichZ body y a z, resp.
jejich homogenni soutadnice y; a z; §=0, 1, 2...7) jsou diny jako
funkce?) jednoho parametru v: obecni tvotici piimka plochy R spojuje
body y a z patiici téZe hodnoté parametru v; bod %

x=hy+42?) (1)
opife tedy plochu R, ménime-li v a ¢, : £,.
Nejmensi &islo celé kladné v, pro néZz matice?)

yzy' 2'...y"2),

4
kde ¢arky znadi derivace dle v, jest hodnosti #4£5i nez 2 v + 2, jmenujeme
s Bompianim #ndex rozvinutelnosti (indice di sviluppabilitd) plochy R.
1) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 37, 1° sem., 1913.
%) Majicf spojité derivace t&ch Fidu, o nichZ bude fed.
%) Tato rovnice zastupuje oviem 7 4+ 1 rovnici &; =4 y;+ 4,2 (i=0,1,..71).
9) i Fidek této matice jest y; %%/ ... 9N KN (i=0,1,2...7).
Rospravy; Rot XXXIIL Tt II €. 13, 1
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Plochu R jest povaZovati zfejm& za tim obecngjsi, &im v&tsf jest v. Tak
je-li # =2mn + 1 liché, bude. obecn& determinant

2y s...ymm) (2

ruzny od nuly a plocha bude pak miti index rozvinutelnosti v =n + 1.
Vymizi-li v8ak determinant (2), jest v <.

V ptipadé r = 2% + 1, v = n 4 1, kdy tedy r je liché a determinant
(2) #* 0%), existuje na R pozoruhodny systém ktivek, jenZ pro r =3,
s =1 pfejde v systém obycejnych asymptotickych ktivek a jako tento,
urdi se integraci diferencidlni rovnice Riccatiova tvaru. Dosp&jeme k nému
(Bompiani 1. c.) touto uvahou: Na R vedme jakoukoli kiivku Cj, t. j.
povaZujme v (1) ¢, a ¢, za dané funkce v. Oskulaéni S, této kiivky v bodé
%,, ptisluiném hodnoté v, parametru v jest uréen bodem (1) a body

dt .
FE ty+t2), ¢=1,2...n),

kde po derivovini jest oviem dosaditi v = v,, Odtud vidime, Ze tento
oskulaini S, le#f v prostoru uréeném body

yu zo y" z,n LIRS y('-l): z(”-l)’ tl )'(") + tl Z(”) (1) = "o)- (3)

Poloha tohoto prostoru §,, zavisi ztejmé& pouze na poloze bodu %,, a snadno
se vidi, %e §,, jest linedrni prostor nejmensi dimense obsahujici oskulalni
Sa v3ech k#ivek na R jdoucich bodem x,,. Z tohoto duvodu nazyva se §,, fasto
w-tecny prostor plochy R v bodé x,, Dimense §,, jest ostatné r — 1 =2#
a ne niz¥, jeito jinak by patrn¢ determinant (2) proti pfedpokladu pro
v = v, vymizel.)

Nazveme nynf (stile za pfedpokladu »r =2# 4+ 1, v =5 + 1) kva-
siasymptotickou kazdou kiivku C, na R majici tuto vlastnost: V kaldém
bodé x kiivky n-teény prostor § plochy R obsahuje netoliko oskulaini S,,
nybr% dokonce oskulaini S,., k#ivky C,') Podminka nutni a postatujici
pro kvasiasymptotickou kiivku jest patrng, aby pro kazdé v byl na bodech
(3) linearn& zavislym bod

dn+l
o by th 2),

¢ili, coi je ziejmé& ekvivalentni, bod
Bys - f 280D (1 4 1) (9 + 1 2).

Jinak fedeno, determinant soufadnic bodi (3) a bodu privé napsaného
mi byti roven nule. To div4 ihned rovnici tvaru

4 tz' —t tl’ + hl ‘1’ + hz ity + h, =0, 4

$) JestliZe pro partikulirni hodnoty parametru v determinant (2) vymizi,
vyloulime tyto hodnoty jako singuldrni.

%) Viz poznimku 8), ¢

) Pro s = 1 tato definice diva zfejmé& oby&ejné asymptotické ktivky plochy R.
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kde k,, hy, k4 jsou jisté funkce v.%) Rovnice (4) jest differencidlni rovnice
Riccatiova tvaru pro ¢, :#,, jak jiz vy3e jsem uvedl. Vychazeje z tohoto
vysledku Bompianiova, ukai v piiStim odstavci, Ze lze snadno takika
bez poftu udati uplny systém projektivnich diferencidlnich invariantu
plochy R.9)
Bud nyni r = 2 » sudé. Matice
(yzy' 2'...ys D= D) (3)

bude obecné hodnosti 2# a ne nizsi a plocha R bude miti index rozvi-
nutelnosti ¥ = #. Je-li hodnost matice (5) niZdf, jest ¥ < #. Omezme se
viak na piipad v = #.19) Jeito pak body vyskytujici se v (5) jsou linedrné
nezavislé, a v S, neexistuje vice nez r + 1 = 2 n + 1 linedrn& nezivislych
bodu, lze uriti ¢, : ¢, jako funkci v tak, aby pro kazdé v bod ¢, y™ + ¢, 2™
byl linedrné€ zavisly na onéch 2# bodech. Podminka pro ¢, :£, jest patrné

(yzy'z' ...y™ D=1 ¢ ym 4 ¢, 20) = 0, (6)
Tato podminka uruje ostatné€ jednoznaéné pomér ¢, : #,; nebof jinak by

jak y® tak i z® byly linearné zivislé na bodech v (5) a tedy by souiadnice
¥; a % splitovaly diferenciilni rovnice tvaru

1 »n 1
e =:§o @y + b 20, 20 = 2 o,y + d, 20 (7)

Av3ak diferencidlni systém (7) mi patrn& pouze 2 # lineirn& nezavislych
teSeni ; platily by tedy pro kaZdé v rovnice tvaru

2n 2n
Zk.-y.'=0, Ek,-z‘ =0,
§=0 {=0

kde %; by byly konstanty, z nichZ aspoii jedna ruzni od nuly, t. j. plocha
R nilezela by prostoru o méné nez 2 » dimensich.

Ktivka opsand bodem (1), kde #; : ¢; se uréi z rovnice (6), jmenuje se
kvasiasymptotickd kiivka plochy R. Ctenit snadno shledi, e n-tetny
prostor plochy R v bodé (1) jest cely S,, neni-li bod (I) na kvasiasympto-
tické kiivce; naproti tomu v kaidém bod& kvasiasymptotické kiivky
n-teény prostor plochy R mi 7 — 1 dimensi.

Muzeme zvoliti kvasiasymptotickou ktivku za #dicf kiivku C,;
z rovnice (6) vidime, Ze pak soutadnice bodu y a z spliuji diferenciilni
rovnici tvaru

1
Yo =% a, y® + b, 20, 8)
s 0

%) Na pt. &, " 1 1 (yzy' 2 ...90n Dgln ) gm 4msl)y o (y 2 grgr | ylm 0
%) Ve &lanku ,,Nova metoda projektivn{ geometrie zborcenych ploch (Casopis

pro pé&t. mat. a fys., ro¢. LIII, str. 31) studoval jeem pHpad n = 1.
1%) Specidlni hodnoty v, pro né2 se hodnost matice (5) snizi, vyluZujeme jako
singularnf.
1*
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kde 4; a b; jsou jisté funkce parametru v. Obecn& bude b,_, * 0; je-li
by 1 =0, rovnice (8) ukazuje, Ze bod y® jest lineArn& zavisly na bodech

Y,2,9,%8 ...y B g8 D gD,

t. j., Ze (m—1)-te¢ny prostor plochy R v kterémkoli bod¥ kvasiasympto-
tické kfivky obsahuje oskulagni S, této kiivky. Vyloutime-li tento zvlastni
ptipad, miZeme dociliti toho, Ze

a, 1=0, b,._1=1, bu s =0,

To dokdZeme v odstavci tfetim, kde uvidime, %e odtud lze snadno uréiti
uplny systém projektivnich diferencidlnich invariantu plochy R.

§ 2. Pfimkové plochy v prostorech o lichém po&tu dimensi.

V tomto odstavci budeme blize studovati piipad r =2n 4 1,
v — 1 4+ 1. Obecné feleni rovnice (4) § 1 jest, jak zniamo, tvaru

titta=(Ae¢e; +ves): (mey + 0¢y),
kde 4, g, v, ¢ jsou funkce v, jichZ determinant 4 ¢ — p ¥ jest ruzny od nuly,
a ¢, ¢, jsou libovolné konstanty. Pfi pevnych ¢, c, opisuje tedy bod
q@Ay+sa)tclvy+er)
kvasiasymptotickou kiivku. Z toho se snadno odvodi, Ze volime-li vhodné
tidici k¥ivky Cy a Cs a faktory homogennich soutadnic jejich bodu, bude bod
=hy+it,z (1)

opisovati kvasiasymptotickou kfivku tehdy a jen tehdy, kdyZ ¢, : ¢, jest
konstantni. V dal3im budeme stile predpokladati, Ze y a z jsou takto voleny.

Jeito determinant (2) § 1 jest od nuly rizny, a jeito v R existuje
pravé 2 n 4 2 linearné nezavislych bodu, spliiuji soufadnice y; a 2; rovnice
tvaru

o0 = Z g, y® b 20, 2040 = Z ¢y + d, 9, (@)
=0 t=0

kde a;, b;, ¢;, d; jsou jisté funkce v. Odtud pfi konstantnich ¢, Z,

'n+1
_dd_u-;—l— Ly +122) = (anty + caly) Y™ + (buty + duty) 2 +

=+ lin. kombinace y,z, ¥, 2'...y® b, 26 D,

Tento bod viak ma byti za nasich ptedpokladu linedrni kombinaci bodu
(3); odtud plyne

a4y =4d,, by=cy=0; 3)
a obricen€ podminky (3) stalf, aby bod (1) opisoval kvasiasymptotickou
ktivku, kdykoli ¢, : ¢, jest konstantni.
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Zvolme nyni parametr v tak, aby bylo identicky
yzy'd...ym2") == 41, (4)

Toho je patrn& mozno vidy dociliti kvadraturou; oviem parametr v neni
tim tplné urden, nybril) jen aZ na libovolnou additivni konstantu, kterd
oviem nemi vlivu na koefficienty systému (2), a aZ na znameni, Znameni
dv lze ostatn€ dati geometricky vyznam, orientujeme-li plochu R jako
misto pifmek.

Ze (4) plyne derivovdnim dle (2)

a, + dn =0,
a tedy dle (3)
a, =d, =0,

Rovnice (2) jsou tedy za u¢inénych ptedpokladi tvaru
n 1 s 1
YoO) = Z 4,y b 20, 4D =5 ¢y + d 2. (3)
t=0 =0

Rovnicemi (5), jichZ koefficienty jsou libovolné (spojité) funkce v, a pota-
tetni podminkou (4) jsou soutadnice y a z uréeny aZ na unimodularnf
substituce o numerickych koefficientech, tedy plocha R jest urlena aZ
na kollineace o positivnim determinantu.12)

Nejsou v8ak naopak koefficienty rovnic (5) jiz ureny plochou R;
vskutku nase pfedpoklady zistanou splnény, kdyZ bud

1, misto y a z zavedeno 5 a § substituci tvaru

n=4y+pz
E=vy+tez

kde 1, g, v, ¢ jsou konstanty;
2, kdyZ misto y a z zavedeme Y a Z kladouce

Y=0y,Z=¢z (n

lo—prv==1, (6)

a soucasné misto v zavedeme novy parametr

2
V={ el*dv. (T
UvaZujme nejprve ty substituce tvaru (6), pro néz
lo—pv=+11
a sdruzme se substituci (6) kontragredientni substituci
Genten Gemevsl @

1) Vrealnim oboru. Znameni w ménf se kolineacemi o negativnim determinantu.

12) Nezname-li znameni ®, tedy aZ na kollineace.

13) Orientujeme-li kaZdou tvotici ptimku plochy R definujice, Ze bod (1)
opisuje tuto ptimku v positivnim smyslu, kdy2 ¢, : ¢, stoupi, uvazujeme tedy ty
substituce (0), jeZ neméni orientaci tvoticich ptimek plochy R.
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takZe jest identicky ve v
hy+hi=1t9+rl (9)
Vedle rovnic (5) budou platiti rovnice tvaru

1 1
1‘("*1) —-”z «; ’2(‘) + ﬁ‘ t(ﬂ. t(“*l) =.2 »i n(‘) + 6‘ t(‘)_ (10)
=0 =0

Je velmi lehké, potitati ;...d; z a;...d, Vskutku, je takika samo-
ztejmé, Ze nisledkem (6) a (6)nis jest pro i =0, 1...% — 1

ty (@ 0 + b 29) + 1, (6 0 + d; 20) =5, (a; 4D + B, L9) + 55 (3, 4° + 8, £9),
t. j., Ze vyrazy
aty +city, bty + d;t,
jsou kontragredientni s y9 a z® a tedy, jeito A, p, v, ¢ jsou konstanty,
jsou také kogredientni s ¢, #,. Jsou-li tedy té% ¢,*, f,* kogredientni s ¢,,
t, t. j. kdy2
L* =27,* - vr,.*, 8
L*=pr*+or" (BJua
budou bilinedrni formy (=0, 1...n —1)
hi h* _ o _|Gh Toty, bt +dity)
k (tsi 1,* =kt = 4", ta* n (11)
= -— b‘ tl tl.‘ + a‘ tl t" -_— d‘ t’ tl. + c‘ t’ tﬁ*
invarianini pri substitucich (8), (8)ps, pPro né% 1o — pv =1 Odtud
snadno se potitaji e;...d; pomoci g;. .. d;

Vidi se okamZit&, Ze invarianini jsou té% kvadratické formy (i =0,
1...8—1)

4
fi t:) =L )= =52+ (@ —d) b {; + ¢ i (12)
a vyrazyl)

i =a +d; (13)
Abychom seznali efekt substituci tvaru (6) pro ¢ —pyv = —1,
sta¢i uvaZovati jedinou takovou substituci, na pf. g =y, { = — z, k temu#

patii ¢, = =,, {, = — z,, nalez patrn& v (10) bude

@ =a, fi=—b,y=—¢, d,=d,

4) Invariance vyrazi j; plyne, jak zndmo, odtud, Ze, je-li
1
Pyt f.' & — b.' HL4L* 4+ 2 (a; — d.’) (B 8e* + 2, 2,*) + €3t 8,*
polara kvadratické formy f; (¢), jest identicky

;%) Pof)+ 21 Jihta* — 1, 0%).

XIIL



7

a tedy, znali-li @; a ¢ to, co odpovida f; a §;, ptejdeme-li od y, 2 k 9, §

Q@) =—f1%), g (t) =—[(0),e, =14 (14)

Zbyvad nam vyletiovati efekt substituce (7) a (7)ps. Obecné staci

zjistiti, jak se transformuje kvadratickd forma f, s (f) a to lze provésti
téma&t bez poltu. Vime, %e plati rovnice tvaru

Y »1U By BZ dZ s BY Py

d Vn+T=£';A6 dVv + B, dVi’ dys+ =‘§°C‘ avi +D‘d_V‘ . (19)

Ze (7)us vSak plyne, znatime-li stile ¢arkami derivace dle v,

:n;:}: - 0, 2(:;+l) Y®+) 4 lin. kom. Y, Y'... Yo,
f—;,:é = o %2 7o 4 td% in. kom. Z, Z'... Zo,
a1Y _20-1 a1z 2m—1)
W;_—;:‘? " Y(u—l)-'-...,—d—v.ﬁ:'o n Z(n-l)_l_.."

a tedy dle (7), klademeli 5 = TET =sgno = + 1,5)

Z.I::—X =)o~ "+ ye+ +lin. kom. y, y'. .. yo-,
%‘ =nlel” = Z5+V 4 td% lin. komb. 2, 2'... 20+-Y,

d”—l Y _n-2 du—lz —.__z
—W-:ﬂIOI » y(l—l)+...,—aV—~_T='l|o| L SRR

Dosadime-li tyto vyrazy do (15) a porovnime-li s (5)'), dostivime, e
4

Ayt — Dur=|0[" » (Ba-1 — du),
By = I(’I_":_ w—1, Cu-1 = |0|—% Cu—1,
a tedy identicky v ¢,, 2,
— Byt + (Asa — Dui) 4 85 +
F Cocr b = Q| = [= buc1 b2 + (B — duct) £y ty + Cacr £,
Kvadratick4 forma f,_. (f) nisobi se tedy pfti substitsucich (M, (Nuis

4
pouze faktorem | ~ » a jeji diskriminant faktorem ¢ ~7w, t. j.

(et — Ducs)t + 4 BasCo 1= 0| » [(@ns—do 0t + 4By cos). (16)

Vime ov3em, e tento diskriminant neméni se substitucemi (6). Omezme
se na p#ipad obecny, kdy napsany diskriminant jest rizny od nuly a vylutme

¥) Vime o priori, Ze v prvych dvou nisl. rovnicich nutné vypadne y™, resp. 2™,
14) MuZeme porovnavati koefficienty, jeito body y, z, ¥, 2...y® 2™ jsou
linedrné& nezavislé.
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jako singularni ty eventuelni partikulirnf hodnoty v, pro n&Z by vymizel.
Pak miZeme dle (16) ptedpokladati, Ze

(@ 1 —dua)? + 40y 16y 1 =48, e=1 1. (1

Timto pfedpokladem a% na znameni a additivni konstantu ureny para-
metr v nazyvime projektivni oblouk plochy R; piisluiné hodnoty y; a %
nejsou oviem Uplné uréeny, za to jsou (aZ na unimodulirni substituce)
uréeny determinanty matice (y 2), jeZ nazyvame normdlni souradnice
tvo#ici p¥imky plochy R. Invarianty plochy R jsou na%emu ptedpokladu
ptisludné hodnoty j; a differencidlni invarianty kvadratickych forem
i @=0,1...n— 1) pti substitucich tvaru (8).

Tyto posledni daji se snadno stanoviti. Zmé&fime pon€kud oznadeni,

kladouce
"'bu 1= Q, an l_d'l l=2bn cn l=cp

o 1) =at?+2btt 4 ctp,

b—ac=as=41 (17)bis
Stejné s fy—1 (f) transformuji se substitucemi (8) pii 4 p — pv = 1 formy

(a' = Z: atd.)

tedy
takZe jest

‘wi1(t)=a't2+2b 4t +c' b2
[faa () =a"t2+ 20" it 4" 8,

(t)— atl+bt2, bt1+ctz
EV = ot bty bt 4ot

Jsou tedy (za ptedpokladu (17)ys vyrazy

a b ¢
h=b:—a'c, k=|a ¥ ¢ (18)
all bl' c'l
invarianty plochy R. Je-li # = — 1, jest 4> 0. Jinak je moZno h a %

libovolng voliti a jest jimi, je-li A % 0, forma f,_, (f) jednozna¢n& urena
aZ na 1° substituce tvaru (8) o numerickych 4, p, v, ¢ spliiujicich rovnici
Ap —pv =1, a 2° substituce tvaru (8) o numerickych 4, g, v, ¢ splitu-
jicich rovnici 4 ¢ — g ¥ = — 1, spojené se zmé&nou znament 4, b, c. Ditkkaz
tohoto tvrzeni pominu.

Je-li B+ 0, jsou formy f, 1 (f), f'» 1 (), g(f) linedrn& nezdvislé'?)

1) Jest @ a ab’ —ba’|
2b 2 ac’—ca’
| ¢ ¢ be—cb’

=4(ab—ba) (be'—cb)—(ac’—ca)r=

(abc)( —-2ba _ 2(@ac—b) ac’'4+a'c—2bb" _
a’beJ]\c—20a ’ T ac’+ac—2b0 2(a’ ¢’ —b7®)
—2: 0
- 0 —2k =4¢h
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a lze tedy kaZdou kvadratickou formu v #,, ; jimi linedrn& vyjadriti, Plati
tedy rovnice tvaru

k) =Lifasr ) + My fuca () + N;g (), 6= 0,1,...8—=2). (18)
Vyrazy L;, M;, N; jsou dal3{ invarianty plochy f.
Snadno se nahlédne, Ze (v piipadé % * 0), jsou-li diny invarianty
e=+1, Ah(h>0 kdyZ s = —1), % fu-1,
Lo, Lla K Lu-’, Mo, Ml' ¢ Mn_ ONO'NI .. .N--‘,
for fueeedn-e
jako funkce projektivniho oblouku v, plocha R jest uréena a% na kolineace.

Také by nebylo nesnadné, udati modifikace, jichZ je tfeba ve pii-
padech 4 = 0 nebo & = 0, které jsme vyloucili.
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