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I fondament1 .
della geometrla proiettivo-differenziale
secondo il metodo di Fubini. .

' (Di Epuarp CecH, @ Praga.):

In una serie di Memorie ('), il prof. Fusint ha edificato in questi ultimi
-anni i fondamenti della geometria proiettivo-differenziale delle ipersuperficie (*)
col metodo delle forme differenziali, che si era mostrato tanto efficace nella
geometria metrica. Studiando queste ricerche, mi sono accorto sempre pil
che la natura intima del metodo appare piu chiara, se si fa uso conseguente
del principio di dualitd. Inoltre mi & semhrato sempre pid fondamentale I'uf-
ficio compiuto in tali ricerche dalla scelta dei fattori arbitrart delle coordi-
nate omogenee dei punti e iperpiani tangenti. Analtzzcmdo il sxgmhcato geo- -
metrico di tale scelta, mi sono convinto che occorre, anche per le applica-
* zioni, di estendere le formole date dal Fusist per le coordinateé normali, al
caso che i fattori detti siano fissati in modo qualunque. Nello sviluppo di tali
idee mi & stata molto utile anche una Memoria del prof. Sannia (*), di prossima
pubblicazione negli Annali di Matematica, gentilmente fattami conoscere dal-
'Autore, del che gli esprimo qui la mia riconoscenza. Si & mostrato oppor-.
~tuno di esporre i risultati che ho ottenuti in modo da potersi leggere senza
supporre la conoscenza dei lavori del prof. Fusini in argomento. Avendo qui
reso pilt intuitivi i concetti analitici introdotti dal Fusint mediante qualche
considerazione geometrica. posso forse sperare di avere “anche reso con cid
pitt evidente la loro importanza. Rilevo, fra i risultati particolari che sem-

() V. specialmente la Memoria: Fondamenti di geometria proiettivo-differenziale. Rendi-
conti del Cire. Mat. di Palermo, t. 43, 1918-19. ‘
(3 E anche in altri casi.
(3 Rmvvwmamento ai yeometrce dt/ferenzmh delle superficie: ordinaria, afﬂne, prowt—
tiva, ecc, .
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“hrano nuovi, la generalizzazione della quadrica di L1 e del gruppo delle tan

gentl di Seane alle ipersuperficie, e 'estensione delle due forme dlﬂ'erenmah
e dell’applicazione proiettiva, alle variets d’elementi. -

Ho divisa la Memoria in tre parti. Nella prima pongo il couce(to 0'enerale
della congruenza delle normali e deduco le equazioni fondamentali per una
scelta fissa dei fattori delle coordinate.- Nella seconda parte studio 'effetto
della moltiplicazione per fattori arbitrarii delle coordinate, considero la nor-
malizzazione delle coordinate, delle forme e delle normali, e infine studio le
- geodetiche della forma quadratica. Nella terza parte dd un breve cenno del-
Vestensione della teoria alle varietd di elementi.

§ 1.

~ Consideriamo in uno spazio lineare S,,, ad n -+ I-dimensioni un’ipersu-
-perficie 1. Indichiamo sempre con_una letlera sola, @ e £ rispettivamente,
(e analogamente I X,. ) le coordinate omogenee dei punti e degli iper-
piani tangenh di o, le quali siano funzioni date di n variabili. mdzpendeuh
Uy, Ugyeno %, Sarannoe dunque identicamente soddmfatte le- equazioni

Swi=8ide=Swdi=0 ~ (1)

dove, come sempre nel seguito, il simbolo S significa la somma "estesa alle
diverse n -+ 2 coordinate. Ora la nostra ipersuperficie non muta:

1.° moltiplicando' tutte le @ per un fattore ¢ e le § per o, le funzioni
“p e o delle u essendo legate all’'unica condizione pa=|=0;

2.° cambiando comunque le vanablh indipendenti u,,..., u,; e infine,
trattandosi di geometria proiettiva ; A

3.0 eseguendo sulle e ¢ due sostituzioni lineari contragredlentl, a coef-
ficienti numerici e a determinante uguale all’'unitd. Perd tutti i calcoli che
si faranno saranno tali da non mutare eseguendo le operazioni 2 € 3. In
quanto all’operazione 1, cominciamo per supporre scelli in modo fisso i fat-
tori delle @ e delle ¢, mentre pid tardi studieremo l'effetto del cambiamento
di essi.. Astrdendo da fattori numerici delle coordinate, poss1amo dare  a.
questa. scelta un significato geometnco semphce. Gommclamo con le 5 Ad o
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ogni punto di 1 associamo la retta intersezione degli iperpiani

8¢ 9% 8¢

<5y ’ ‘2
. o dul au, Ju, * 2)

evidentemente indipendente dalla scelta delle variabili indipendenti. Questa
retta, passante per il punto @, sard per brevitd di linguaggio nel seguito
chiamata semplicemente la normale. Si puod osservare che prendendo per le §
i coseni direttori e la distanza dall’origine, essa coincide colla normale me-
trica, ¢ similmente nello spazio nou euclideo prendendo per £ le coordinate
di WeiersTrass. Perd data una congruenza di rette (*) affiuche sia possibile
scegliere il fattore delle £ in modo che essa diventi la congruenza delle nor-
mali, & necessario che sia soddisfatta una condizione che si vedrd alla fine
" di questo paragrafo. Per ora osserviamo soltanto che, date le normali, il
fattore delle § & determinato a meno di un fattore numerico. Per il seguito,
ci conviene di fissare sopra ogni normale un punto X e il fattore (lelle sue
~ coordinate secondo le condizioni '

. 0%
SXi{=1, SX =
ou

=0.(). ' 3)

Correlativamente 1'S,_, determinato dai punti

o ow ow . ‘
I TR T &

sard chiamato I'S,., p.seudonormale Per esso si fard passare 1’1pe1pmno g
secondo le equazioni v
o o -

13
.

L’indeterminazione che resta nelle X, & si puo del resto, come vedremo,
togliere in modo intrinseco.
. Ci occorre considerare ancora un altro ente geometnco legato alla scelta
dei fattori delle o e £ Si tratta della proiettivitai = fra i punti di §7e gli

(%) Congruenza di rette sard per noi varietd oo» di rette.
() Gli indici 4, k, I, r, s vanno sempre dalan. Queste notdnom e formole coincidono
con quelle del Fusist nel caso di coordmate normali. )
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iperpiani per @, nella quale al ptinto .

.

' o ‘ , o
A | | /~90+7t + o= " o, \ o (6)
corrisponde Piperpiano S .
(9 19 E ‘ ’ 2/
)\G’*‘ ,‘(9 + +)‘nau * . ) (b)

[n questa proieltivitd, in particolare, I'S,_, pseudonormale e la normale
si corrispondono. Anzi, essa si pud definire. come quella. proiettivitd nella
‘quale si corrispondono tutti gli-S,_, pseudonormali e rette normali, ai quali
si giunge moltiplicando le @ ¢ § per lo stesso fattore. Estendiamo questa
proiettivitd a tutto lo spazio facendo corrispondere.al punto

. dw ' :
A Ay e e A ot o X «
* '¢9u,_4 + ¢9n,,*y ; )
I"iperpiano

- 1 ok
A4, “j*"”f""‘ 12 vy

~+p B

Osserviamo che («) definisce &, 3,...2,, p ‘come coordinate locali dei punti
di 8,, ciod in un sistema di riferimento variabile al variare delle . La pro-
lettivitd estesa & la polaritd nspetto ad una quadrica @, la cui equamono
nelle coordinate locah e -

VLR —‘Zlu—-p. s;xE 0 | (7)

dove le A, sono quantiti che ora definiremo. Vedremo pii tardi che Q @&
ung, quadrica osculatrice di m, vale a dire ha con I un contatto del secondo
ordine. :
In ci0 che precede si & tacitamente ammesso che gli 1perp1am 2) ei -
" punti (4) sono linearmente indipendenti. Noi anzi, in tutto cio che segue ‘
‘ammett:amo che ciascuna delle due matrici :
aE

.

Qw0 &u “

——

o G 5
’ 8@11"","8

sia di. canattemstma n -1, cioé ¢he 11 & pmopmo una lpersuperﬁcle sla come
luogo di punti, sia come mvx[uppo d’i 1pe1p1am Questa supposmone si puo

-~ s
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esprimere introducendo la forma quadratica differenziale, di importanza fon-
damentale per il seguito,

- vl“=——8’d:cdc:-——2A.kd“fd“H | - ®

la quale, per le (1), si pud anche scrivere

F =8{d*x=8Sxd %, (8 bis)
sicche
A, =5E 0 8 ow _ o 8%
A"’*"S‘an,au,_. Sé)u . w&zu&u," ©)

[nvero si riconosce subito che la supposizione fatta equivale all’altra
V=|A,]|==0. (10)

Accanto alla forma F, uguale importanza ha per. noi la forma differen-

ziale cubica -
A,:S(dmd’E——d{d“w)z@%D,.,,,du,dukdu,, (1

- dove i differenziali secondi delle 4 non entrano che in apparenza. Si ha

dx 8% 08 dw
A= %’z(au, ou, du, dudu, 8u,¢)d”‘d“”du’

e da mb semplxcemente

. x84 8 &«

Q D, PRt . S I A Q
T 0w, 0w, du, Ou,du, du,’ (12)

- perché, definendo Da. dalle equaztom (1“’ e derivando le (9) si trova su-

bito che

'Da-z=an-
Ora, der_ivando le (9),‘si.ottie_ne
| 08, _ 8 gow dE - dw 8% o &% dw
du, - Ou. du,du, T Ou, du. du, duw, du, du,’
aAkl ___.___,i Jw ‘96 __.._____.aém .é.é__ _.Mage é.;“i
du, 5’% du, du, S ou, du; du, du,ou, du,’
08, 0 qom IE_, w35 o &L ew

au,=§u, Bu‘é’uk , «9u au,&u,, du, du, du,’
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e sommando

0 A-‘x - ) Akl aA,k S é E
dw, ' du, I u,

Questa equazione, confrontata con (12), ci da

Seau‘ du, = Aa _
08 dw L [94,
Sﬁu, du,dun, Dz — 9 [m+
oz
Smau,. du, —T_A"f’ :
o x (925 . 1 aA.’l
Fu, Fuow, T Pm Ty [;97;
ow ox

Ora i punti @, ——

o, du,

Y i A
du, du, du,

, X essendo n -2

9L 9w
ou,du, du,’

94, 9.

du, ou, |’
O _ 20 \
du,  duw, |’

\

pendenti, valgono necessariamente equazioni del tipo

& w

01@81@,6%%‘ ‘“«9 +("‘,¢‘\ b @,
. Ora sostituendo queste bspressioni al posto div o
- - ou; du,
si ha, ricordando (1), (3) e (9), o
' | Y \ 1 —_— 1 aAa (9 Akl a A
(»/ik - Al‘ky % Aikr Alr"“" Dikl + o) [(9 U, + ‘5‘?7: - m]

Indichiamo con %, il (,omplemento algebrico di A, inv=| A,,,] diviso per y

stesso, sicche

zs,,,A..,—:mo |

rispettivamente se k=1 oppure k21, e con yl

per la forma F,

ik 94, 84
B A

ou,

a Am
ou, u,

(13)

(13"

punti linearmente indi-

*

nelle equazioni (13), |

(14)

1 simboli di CHRISTOFFEL
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e otteniamo
| é k(
| r

Cosi abbiamo trovate le equazioni fondamentali per le coordinate x:

0= 590 Doy g+ 8 X b . (15)

A-‘kr = 2‘: szrr Dm -+

Similmente dalle (13') si trovano le equazioni fondamentali per le coordi-
nate &:

E.-k = }3 Sn D;kr 5‘9“5 + A B %"pik E~ (15 bis)

Qui «, e &, sono le derivate seconde covarianti costruite rispetto alla
forma F,,

8w \
ou, du, -

Ly ==

”‘: hiid (e analoghe per le s.k)

Le equazioni fondamentali (15) e (15 bis) stesse mostrano che le forme dif-
ferenziali , ' '
Ybo,duw.du,, Y B.du du,

ik ih

sono forme covarianti della F,. Possiamo usare queste forme, se vogliamo

togliere I'indeterminazioife che ci & restata per X e B luvero, sostituendo
X+ r al posto di X, b, si mula in b, -+ 213, e si pud supporre

%c: s'm bik = O,

relazione intrinseca, che determina X univocamente. Similiente, per fissare 5|
si pud supporre

E ka ﬁ.’k =0..
ik -
Inversamente si supponga l'ipersuperficie U definita (a meno di collinea-

zioni) dalle equazioni differenziali cui soddisfano le w. Introducendo un’in-
coghita ausiliaria v, queste equazioni saranno del tipo ‘

& ' A ‘ -
W:% ﬂua +A4k7+btkwv (16)
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Derivando si ricavano
a, 35 a2
* c’}u, TR

come forme lineari in x, T Ora se, eome in tutta questa Memoria, si
- i

suppone che lipersuperficie I abbia proprio oo iperpiani tangenti distinti,
il determinante v=|4,]| & diverso da zero, sicche si. lrova in un modo ben

determinato (le equazioni non possono essere conlra"'idltone) .
. a "
pr, T
dove i termini trascurati sono forme lineari in a, g—% Se si sceglie il fat:
. ‘ i .
tore di proporzionalitd delle § in modo che sia
Sté=1, , (17)
si passa dalle equazioni (16) alle (15) ponendo
: dw '
=X 3, e - |
T \+§c vkaia/uk (8)

Invero le equazioni (3) si trovano essere soddisfatte. B dunque facile ‘co-

struire le forme F, e A, per un’ipersuperficie definita dalle equazioni (16). -

Quale & il significato.geometrico delle equazioni F, =0, A,=0? E ben

noto che F,=0 da il cono delle tangenti all’intersezione di 1 e & Similmente

“A;=0 rappresenta il cono delle tangenti all’mtersezzone di 1 colla quadrica

osculatrice Q. Per dimostrare questa proposnzrone, calcolmmo le coondmate.

locali del punto

q;-—f—d_w—{»—-%— i“m+~é—d3m+~.

Si ha -
%

w—~2—»d~8’u +§,.7c‘,,dn du,,,

d“w'::L

i 83u +32w‘,,du,8 u,,+ m,,,,du dukdu,,
£ ‘



Cosi si ottiene

.

_Arlf,l
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T
-

dove m,. e «,, sono le derivate- covarlautl e

+

8%&;:(1’1&{—-}-)}2'; dn,grlu,, 8“1;, d(ﬁ u,)-{« L“‘b du, 8 u,

sono i differenziali controvarianti (°).

Le (156) danno subito >
d'.m::L S*u 4+ ¥ S.D.. du, du‘ ~~~~~~ +lfw\+w \‘ b, du,du,,
S ‘91 ikrs . ou

>

. L _ . . 00X .
e derivando covariantemente-le (12) e ricordandoci che a; ¢ una combina
) {

. . . dx . s . . . Jx -
zione lineare di = e au troviamo per d*x una forma lineare in x, iw ©

i ol
X, nella quale il coefficiente di X vale

3 ?‘ Apdu,3%u,+ ¥ S, Dy A, d wd g, da, = 3 L Ay d u, 8* u, -

akl rs

43 Dydu,da,da,.
ikl ,

S -4}-'0 X

1 ., L o ,
P . - —— - - PRS-~ § e e s e —
"w}dw—J{Q”«t@'% Gflw% % - ?\.au‘—}- Tx"‘au,, v X,

dove

=14+ ¥Yb,dudu,+--» N=du+ -—12— (3"u‘+k>: SuDy.duzd u.) Ao
ik T8 K ‘

1 1 N ’
;Lf—Q‘Fg—kfji}k}A‘kdu‘S“u,ﬁ—Ei};‘lD4k{¢i_1¢¢d1ok(lu,+..

Da cio segue

LAw i F2+}:,A,k(lu,32 1£k+’§ Dy dw,dudu,+ >
. ik ikl .

%l 230,7\1 +-..___'.- 21)‘,,,du‘du,‘du,+

arM
>-’I.:
>"la~

II

da cui si. vede lesattezza della proposizione enuucxata. 31 tennme in p* nel-

s e i .

) Cf. G. Fumm, I diﬁ'erenziqli controvarianti, Atti Ace, Torino, vol. 54, 17-11-1918.
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.

lequazmne della @ appare tmscurabxle, pexche mhmtesnmo di ordine su-
periore). - -

‘La congruenza dclle normali dipende, come sapplamo, dal fattore delle £;
moltiplicando queste per o, essa viene sostituita dalla congruenza delle retle
x Z, dove Z soddisfa alle equazioni ) -

-

;0 e
S_/"é”uw‘ (&) =0

ossia ‘ :
s2(25 1. a) —0 (19)
du,  *7,
dove o, = dloga ‘sicché
' D 1,
0 (2 aoc,, C
du,  du, (20)

-

Sia ora.Z un punto soluzione delle equazioni (19), senza che siano ne-
cessurinmente soddisfatte le condizioni (20) per una congruenza delle nor-
mali. Si supporrd S Z&=|-0, che esprime che Z non sta nelliperpiano &
Cerchiamo le sviluppabili della congruenza « Z, ossia le curve con tangenti
appartmum alla congruenza. Se

Z+rx

¢ il punto di contatto della tangente x Z di una tale curva, & possibile de-
terminare du, in guisa che sia '

A(Z+ @) =y (Z+ ),

cid che equivale alle equazioni .

98 r) ; -
S(au‘—koc,., d (742 m) =0,
le qun]i,' differenzianda I'identitd

& | . .
s (;ﬁ; + oc,.:E)(d——i— » @) =0

Py

- che & conseguenza di (19), si possono scrivere anche

SZ+ra)d (2;?-5‘.% a,fa) —0.

]
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Se si sviluppano queste condizioni tenendo conto di (9) e (19) si ottiene

Al da, |
Ed“” XXA"‘_’—SZ[&M 3 u, +E(8u,, “"a")}\"o‘
“Ma i valori di dul, du,,..., du, soddisfacenti a queste equazioni danno
quelle direzioni della stella (du,, du,,..., du,), alle quali corrispondono i
medesimi spazi in tutte le correlazioni del fascio

2 .
A 2 Andu, du, + 2 SZ [57% ~+§ (31::_ «, ack)] du,du, =0, (21)
Supponiamo, come avviene in generale, che il determinante caratteristico
del fascio (21) abbia n radici distinte. In questa ipotesi esistono precisa-
mente »n direzioni cercate. Ora fra le correlazioni del fascio (21) ve ne & una
simmetrica, la polaritd rispetto a F,=0; e, come & noto, e si dimostra fa-
cilmente, le nostre »n direzioni formano un n — edro polare o coniugato ri-
spetto a questa quadrica’allora e allora soltanto che tutte le correlazioni del
fascio sono simmetriche, ossia soltanto se sono soddisfatte le condizioni (20).
Vediamo dunque che condizione necessaria e sufficiente (") affinché una con-
gruenza possa considerarsi come congruenza di normali é che tale congruenza
sia coniugata all ipersuperficie Tl nel senso che le n direzioni su 11 corrispon-
denti alle sviluppabili della congruenza formino un n — edro polare della
 quadrica delle direzioni asintotiche. :

Applicando l'equazione (21) in partlcolare alla congruenza « X delle
normali corrispondenti al fattore speciale delle & che si considera si trova
ricordando -(15 bis)

(1+SXE)2A,,,du,Su,,—{—E[s.,,du‘Suk.—O (21 Dbis)
sicch® le n direzioni su 1 corrispondenti alla congruenza x X delle normah ,
formano U n — edro polare comune delle due quadrwhe
' 2-.-0,2[5,.,‘,du,.du,,,=0
. ik
e sopra ogni normale, il gruppo dei fochi & proiettivo al gruppo delle qua-

driche speciali del fascio determinato da quelle due. Correlativamente dicasi
per la forma ¥ b, du, du, e la congruenza degli spazi pseudonormali.
: ik . R .

(") Sotto l’ipoteéi fatfa’ sul determinante camtteﬁsﬁco del fascio (21).
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§2

| Moltiplichiamo ora le @ per un fattore ¢ e le £ per un fattore s. Dalle
delinizioni (8) e (11) delle forme F, e A, si vgde immediatamente 1’effetto
di questa moltiplicazione sulle due forme:

lf”,:pa‘ F,, A’,:pn(Aa—}’-E}‘]fﬂ (llog—i—). (22)

f[n particolare per p =g le equazioni A,=0, A’;==0 sono equivalenti, come
devono essere secondo il loro significato geometrico. Ponendo

-

S P . 9:
vy == ;9“1;' IO(D "E‘ Py ‘ ("‘3)

la forma A,, al variare di p e o, descrive il sistema lineare

A, =§><5[A3“+3F2 (ridu, +7T,dug +---+7,du,). (24)

Per u,,..., u, fisse, & sempre possibile determinare p e ¢ in guisa che A,
coincida con una forma generica (il coefficiente di A, deve essere diverso
da zero) del sistema lineare. Un tal sistema lineare 'rappresenta, come &
noto, un’ipersuperficie cubica di uno spazio ad » dimensioni con un punto
doppio corrispondente alla quadrica fondamentale #,=0 del sistema lineare.
A tali ipersuperficie ben determinate dello spazio & si arriva qui colla se-
guente considerazione geometrica: Essendo y un punto generico dell’ iper-
piano £, si seghi T con tutti i piani passanti per la retta .y e si costrui-
scano le rette polari del punto y rapporto alle coniche osculatrici (con con-
tatto cinquepunto) di ognuna delle curve sezioni. Il luogo di queste rette,
al variare del piano per la retta @y, & un iperpiano n della stella « (°); pre-
~ cisamente I'iperpiano polare di y rispetto ad una qualunque di quelle qua-
driche osculatrici per le quali il cono A’y == 0 contiene la tangente x y.
Correlativamente si ritorna dall’ iperpiano = al punto y. Cosi nasce una
corrispondenza birazionale fra gli iperpiani = della stella @ e i punti dell’i-

(¢) Proveremo piu oltre una proposizione pili generale.
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perpiano %, nella quale agli iperpiani passanti per una retta generica della
stella « si vede corrispondere un’ipersuperficie cubica dello spazio § ima-
-gine del sistema lineare (24), con punto doppio in «, nel quale I, =0 & il
cono delle tangenti.
" Se :
[y = %3‘]! Dy, du, du, du,
dalla (2%4) si ha

2D = po [02 D, + A == By T;c + 8u Tz] .

Da cio si vede che & possibile, e in un sol modo, di determinare le =, cosi
che la forma A’, sia apolare o coniugata alla reciproca della forma F,, ciog
secondo le condizioni

.2‘ Yo D'y =0.
ik

Infatti queste equazioni danno

= 9 % 54 Do, -  (25)

¥

[ndichiamo con F, tale forma cubica, cioé poniamo

Fy=A, —

+ — —s I, 2 S D,,,, du,= .%‘z A du,du, du,, (%)
1 .
» Aikl = Dikl - ;’:‘_{‘_’Q % Sra (AH Dra-‘ -+ Azi Dnlj -+ Au Dral), §c 5.‘1: Ailfz = 0. . (26 blS)
Si pud fare la verifica che, moltiplicando x e £ pe1 ¢ e g rispettivamente,
si ottiene ) ‘ :
bFlst"Fn : (27)

-

sicche la forma differenziale fratta —ﬁ—,—’— ha un valore unico.
2 _

E possibile determinare p e ¢ in guisa che sia F’; = A’;? Formalmente
si ha la condizione

IOg %‘ == s‘k D-kl d U, , ) (QB)

n+.°2‘

ma bisogna vedere se la quantitd sotto il segno J ¢ un differenziale esatto.
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E facile vedere che cid infatti avviene sempre. Percid si considerino i deter-

minanti

dx

R T
1

v ey

o

ou,

X!, w

. 81 0%
Y du, du,

0%
2= Ey

b

@%

Per il calcolo pratico di questi determinanti si puo osservare che v,, ad

. . . L
esempio, non muta se al posto di X mettiamo un altro punto qualunque X
soddisfacente I'unica condizione

S“YIE.:I..

Del resto si pud dire, senza parlare del punto X, che g, & il rapporto
dei determinanti della matrice

\

dx

Y

oz
ou,

du,

- alle quantitd % loro proporzionali; similmente per y,. Calcoliamo le>d,eriva,te
logaritmiche di (29), facendo uso delle equazioni fondamentali (15) e (15 bis)

e ucom dandoci che —

v

am
éf—- Cosi si trova
ou, :
dlogy, Vir
51% _1' ' )

e sottraendo (")

dx
& combinazione lineare di @ e ——

{+z%um

0_)‘): '9.% 'Dik--:

ik

e similmerite

ou,
9logv, _\ir| _ye
Ju, 3| i |7 gD
0 .- v .
Ju lOg;;— ] (J())

il che prova cio che si era enunclato, e permette di scrivere (26) sotto la

forma

Fy=A,—

3
n—+2

F, dlog (31)

Cosl siamo giunti al risultato che, scelto comzmque,il_ fattore delle x, si

(9) Invece sommando si ha la nota formola del calcolo assoluto

essendo evxdcntemente V1V ={(~ 1)»-71 V.

- aggs/v zgw“

TREA
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~

puo determinare il fattore delle % (e in un modo solo, negligendo un fattore
numerico) in guisa che sia F, = A,. .

Interpretiamo in un altro modo l'uguaglianza F, = A, o, cid che & lo
stesso, le equazioni -

}7: sik Dun- =0. . (39)
Sia
=Y 5, x, ’ (33)

il para,metfo differenziale secondo di « rispetto alla forma F,. Dalle equa-
zioni fondamentali (15) si ha

SEAgw=z'9{k Ay =M,

S":“A r=— 2 '%ok sn Dikr Ala_"' ""L S:k D.u
19 ikrs

‘e ricordandoci (3) vediamo che allora e allora soltanto quando le (32) sono
soddisfatte, si puo scegliere

X=—Am E==A4,k (38)

~ E st vedono anche, con tale scelta di X e & soddisfatte le equazioni

%‘23.& bl‘}c=%l:'91k .B;kzos (35)

le quali abbiamo visto potersi assumere anche per fattori qualsiansi delle
xe k.

Sotto queste condizioni, COﬂSlderldmO ora la quadrica osculatrice @, cxoé
quella ipersuperficie quadrica; rispetto alla quale I'iperpiano polare del punto

Jx L, 0w
1w+?\.m+"'+lnm+l&%w (36)

& | - . ‘
as ,
L 5w T +xn——+yog-, (36)

i fatton delle & e 3 essendo tali che SIano soddisfatte le condizioni (32).
Si vede subito che questa quadrlca ¢ ben determinata dall’i ipersuper- .
ficie 1 e dal punto x di essa, giacché la poLmt_a (36), (36) non muta mol-.
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tiplicando @ e ¢ per il medesimo fattore. Per n =1, sihala conica con con”
tatto cmquepunto per n=2 la nota quadrica di Lie, la quale viene cosi
generalizzata per uno spazio a un numero qualunque di dimensioni. Per il
calcolo pratico si pud osservare che in (36) e (36") si potrebbe al posto di
A, e A, & mettere anche .
& x . P
2‘ =R O, O, ¢ ﬁ o du, du,’

Le quadriche di Lz godouo' della seguente proprieta:
Sia « uno spazio lLineare a v dimensioni (1<v<n) passante per un
~punlo O di' 1l e contenuto nell iperpiano tangente; le quadriche di Lie (a v
dimensio%’i) delle sezioni di 11 mediante tutti gli spazi S.,, a v+ 1 dimensioni
passanti per « giacciono sopra unq quad1 ica ad n dimensioni.

Le coordinate x dei punu e £ degli iperpiani tangenti sono date funzioni
di » variabili u,, u,,...u,, dalle quali si calcolino le due forme F, e A,.
Per ottenere le coordinuté «' dei punti della sezione I’ di 1 mediante uno - -
spazio Svy, che si supponga dapprima fisso, bisogna porre

Uppy =@, (Uyyeory Wa)yenny Wy == Py (Uyy ..y Uy) (37)

-
le p essendo certe funzioni ben determinate di u,,..., uy. Facendo la sostitu-
zione (37) nelle Z, si ottengono delle espressioni &. Perché I'S, &’ contiene I’S, -
tangente di 1’ in «’ (*°), «i calcolano le due forme F’,, A’y di 1 semplice-
mente dalle equazioni ,

Fo=—8Sda'd%, A,=S8dad¥? —dfdw),

e dunque si ottengono F’, A’, eseguendo la sostituzione (37) nelle forme F,, A,.
Ora si determini p=g¢ (u, . u,) dalle condizioni

dlogpe

ou, = + 2

Z 3ln« u.r (’i, k, r = l, 2... V) (37 1)!8)

dove S/, e IV, si 1jiferiscono alle forme F’, e A’;. La forma

A%, :-'"PA/S‘{‘?)I{WE dp

(1) Per veder chiaramente che le &' possono usarsi al posto delle coordinate (nello spazio
Sy+) degli Sy tangenti di IV, si supponga p. es. che S,y sia uno spazio fondAamental'e della
piramide di riferimento in S,. Il fatto enunciato risulta in tal caso evidente; ed esso sara
percid vero generalmente, perché tutte le nostre formole hanno significato 1nd1pendente dalla
scelta della piramide fondamentale di riferimento.’
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‘¢ apolare alla reciproca della forma
I;wz ==p F,g.
Dal fatto che I'S, & contiene 1'S, tangente di I’ in 2’ concludiamo che 'S,

a7 S
BN + g ey T

— s 1 e 0 \ :'
(9“\0 ik P 61'1.. 8?(«5. (L, IL—— l, 2., .V) (;8)

contiene 1'S, polare del punto

Apx %

d(pa’ @ e e .
apu, : B ¢(99u, )+“%‘¢ —f 3ufpa 1.:,, ©(38)
rispetto alla quadrica di [Lie di 1 nel punto O (nelle (38) e (38) hisogna,
dopo aver eseguito le derivazioni, sostituire quei valori di u,,...,un, che
appartengono al punto 0). Al variare delle %, 3, w il punto (38) d(‘Sbll\'
evidentemente lo spazio S,,,.

- La quadrica di Lir di 1" in O compare cosl come luogo di quei punti (38)
che sono contenuti nell’iperpiano (38) corrispondente. Ora si faceia variare
I'S,,, considerato cosi che contenga sempre lo spazio fisso « a v dimensioni.
Le funzioni ¢ nelle (37) dipenderanno oltre che dalle w,,..., uy, da altri n —v
parametri

a’ly aﬁ"

vy Wy , (39)

1 quali determinano I'S,.,. Dimostreremo che si possono scegliere questi
parametri in guisa che i coefficienti di 1,, 1,,..., 7y ne siano indipendenti,
mentre i coefficienti di ». siano polinomi lineari in essi (*'). L.e espressioni (38)
e (38) saranno allora forme lineari nelle 1 4 2 quantitd indipendenti

ANory Ry Ny by Gy, ROg,e., PGy,

sicehe la corrispondenza fra i punti (38) e gli iperpiani (38) sard una sem-
plice correlazione dello spazio ambiente. La quadrica dei punti d’incidenza
di questa correlazione, ciog¢ la quadrica di quei punti che sono contenuti-

negli iperpiani corrispondenti, & evidentemente il luogo cercato delle qua-
driche di Lie delle sezioni. : ‘ '

(11) Tutto cio dopo aver sostituito per w,...wu, quei valori speciali che si riferiscono
al punto 0. E
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Per vedele che le quantitd (39), conyenientemente scelte compalono nelle
espressioni (38) e (38) nel modo asserito, supponiamo l’lpelsuperﬁme 11 de-
finita dalle ‘equazioni :

mm(u,, Ugyeeey Wpy W, 1)’

E éﬁv .a..ll.’.., é_.’_li — ] 70*2‘“‘9"]
“\du,” du, "’ 6u' ’ ‘é?

w =i‘ ¥ Ca u’luk_*_i X Ay, W U, A '.; (¢ k, =1, Q’- n)
2 % 6 i :

nel punto O sia w,=...=u,=0, e nei punti dell'S,« siano pulle la
(v-+1)™ ... (0t + 1) coordinate «. Per l'intersezione 11’ di n mediante 'Syt
generico passante per « sard - .

Uppy=ayw (A=1, 2,..., n—v).

Tutte queste supposizioni sono evidentemente lecite. Si trova dapprima

1
Unyd == @ (%, Ugyer.y Uy) =g Y Cou A

ik
i, k=1,2,.,v, =1, 2,...,, n-——v,

\

e se » & una funzione analitica di u,, u,,..., u,, € o quella funzwne di u,,
Us,..., Uy, che ne sorge sostituendo uy; =, si ha

1
w=K, i;-:t E&“J‘f*"?.)‘ .21 Eou,u,+-- >

= ik
1 H—y
‘ w——E—Jr},lFu—}» }_, E,,,+c,k L E,+;a;)u Uy, —+ -
= ‘l
sicche per u, =u, =+ =u,=0
/ am, nl a?wl S ~“-y'
: e A AN T A B
, 8’ 8¢ . ‘
Da ¢id si vede che, in O @, &, —~ 3w’ . hom dipendono dalle quan-
L T
2 .' . .
tita (3), mentre L sono polinomi lineari in esse: Essendo
du;du, :
A . 7 ' ﬁ‘ 7 2‘ / 7 ’ F, 2 ’
Oew) o\ 8p . Opa) ol | 90 0x  dp 8, &p
du, ou,  Jdu, ou,du, du,du, AOu,éu,  8u,d Ou, 0u,
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, é )
resta ancora a far vedere che anche ', ¢, 5—5— »oper a,==..=u,=0 non
L §

. - . é . . ' .
dipendono dalle (3) e 5@7—;_17 ne dipendono linearmente. Ora per arrivare
i k

dalle forme F,, A, alle F’;, A’,! bisogna nei coefficienti di F; e \, eseguire
la sostituzione u,,3=¢, e inoltre porre

. ) ,
d U= X du, (a; Y coty - )
i=1 F=t )

e si vede subito che per u, =-..=u, =0, i coeflicienti &', e D', delle forme
F’y e A/y non dipendono dalle quantitd (39), mentre le derivate prime di
questi coefficienti sono polinomi lineari in esse. Lo stesso vale allora per
una funzione analitica qualunque di tali coeflicienti, siccheé 9, e il secondo
membro di (37 bis), fatto u, =...= uy=0, non dipendono dalle (39). Deri-
vando (37 bis) si vede che

d*logp
ou,.ou,
per u, = -..==u,==0 sono lineari uelle (39). Ma si supponga, come ¢ lecito,

2 (0, 0,..., 0) =1
e si osservi che

8o dlogp p  8logp  dlogpdlogp

du, *ou, ' duom Cfowowu '° du ou
e si vede che, per u,=---=wu,=0,p e Qﬂ infatti non dlpendono dalle (39)
2
e aj ; - ue dipendono linearmente. La dimostrazione del teorema enun-
¢ k :

ciato & ora completa.

Dalle formole (30) si era rilevato clie dato comunque il fattore di x, &
possibile fissare il fattore di § a meno di un fattore nwmerico mediante la
condizione F,= A, Ma la formola (30) permette di precisare la formola (28)

ponendo .
. n—H"‘ ' .
L= \/_1, (40
] v ) o

1.
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B

-sicche date le x, ¢ possibile normalizzare le £ (e viceversa) a meno di un fat-
tore radice (n -+ 2)™ dell’unita. Condizione necessaria e sufticiente affincheé
le @, £ siano cosi normalizzate & :

vi=v.. ' @

Per un momento, pensiamo invece della geometria proiettiva, alla geo-
metria del gruppo delle affinita unimodulari ('*). In questo caso si possono
assumere come  le coordinate non omogenee, le quali nel passaggio ad una
‘ipersuperficie equivalente nel gruppo subiscono una sostituzione a coefficienti
numerici e a determinante unitd. Ora per la nostra formola (10) ne dedu-
ciamo una normalizzazione delle § la quale gode la medesima proprieta.
I’S,_, pseudonormale & semplicemente 'intersezione di % coll’iperpiano al-
Pinfinito, sicché la normale corrispondente, la normale affine, & il diametro,
della quadrica di Lie. Le forme F, e p, = F, corrispondenti sono ben deter-
minate dalla ipersuperficie a meno di un fattor comune radice (1 - 2)™ del-
l'unitd, e determinano la ipersuperficie insieme alle sue equivalenti nel
gruppo. - ' ’

Ritorniamo alla g g,eometx ia proiettiva. Qui 'equazione (41) non determina
completamente le «, &, F, e p,= F,, essendo lecito moltiplicare le « e § per -
il medesimo fattore p qualinque, il che moltiplica F, e F, per ¢*. In gene-
rale, cioé quando il discriminante D di F, & diverso da Zero, possiamo. porre

t

pt . o
p== R : . (42)
b
\4

Infatti si riconosce subito che tale normalizzazioue & intrinseca. Perd
per »>2 si possono definire altre normalizzazioni analoghe, usando altri
invarianti algebrici assoluti delle due forme F, e F,. Per-n=2 invece, tale
normalizzazione & unica in questo senso: per dedurre tali coordinate nor-
mali dalle coordinate omogenee « qualunque, si moltiplicano le « per una
espressione formata dalle @ e dalle loro derivate fino al terzo ordine. Per

(12) SANN1IA ha il merito di avere riconosciuto, nella Memoria che ho citato in principio,
che alle formole fondamentali della geometria affine si pud venire semplicemente conside-
rando nelle fermole della geometria proiettiva, come & stata edificata dal Fusini, le” coor- ‘
dinate non omogenee di punti invece di coordmate omogenee qualunque. . -
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altre coordinate. normali,'che non ne differirebbero per un solo fattore nu-
merico, sarebbe d’'uopo far uso anche delle derivate delle o di ordme supe-
riore (**). N :

Non & forse senza mtelesse questo fatto, che rileviamo esph('l{amente'
La normalizzazione delle «, delle %, delle forme F, e F,, delle rette normali
e gli S,_, pseudonormali sono, a meno di fattori numerici, cose equivalenti.
E chiaro che, per ipersuperficie generali, di tutti questi problemi, la norma-
lizzazione delle forme facendo uso degli invarianti algebrici simultanei &
molto pidt semplice di ogni altro procedimento. E anche probabilissimo,
benche non sia, almeno per »>2, dimostrato in modo perfettamente rigo-
roso, che ogni altra normalizzazione intrinseca delle coordinate esigerebbe
derivate di ordine superiore al terzo; ossia, che non esistono altre con-
gruenze di rette, intrinsecamente definite da espressioni contenenti derivate
delle @ fino al quarto ordine, coniugate all’ipersuperficie I nel senso qui usato.
Pero esistono altre tali congruenze di rette, le guali, pur non essendo con-
iugate a 11 in generale, lo diventano per particolari tipi di ipersuperficie.
per lo studio di tali tipi puo ‘essere utile considerare una tale congruenza.
Per fare un >semp1ice esempio, si consideri il caso ¢che le forme F,, F,, sup-
poste scelte convenientemente le variabili indipendenti, siano del tipo

FR=P?'27 F,-—"='T-'?.,

¢ e v essendo funzioni delle u e ¢, e 9, forme a coefficienti numerici. In
questo caso possiamo prendere

F/.‘______%’ Flaz";'?n-

Per n=2 si hanno le superficie isotermo-asintotiche di Fubini. Daremo in
appresso una proprietd delle normali corrispondenti. ' '
Ritorniamo al caso che i fattori delle « € & siano scelti comunque (senza
che siano necessariamente soddisfatte le (32) e consideriamo, sopra 1, le
linee geodetiche. della forma F,=-—Sdxd& Le equazioni differenziali di

(1%) Gid viene dimostrato dal Saxwia nella sua Memoria citata. Perd.i due fatti dimo-
strati dal Sannia indipendentemente I'uno dall’altro, cioé quello del testo e l'altro che la
normale corrispondente ¢ unica nel senso di essere intrinseca e di dipendere soltanto dalle
derivate delle « fino al quarto ordine, sono, secondo le conmderazxom fatte in questa Me-
moria, equxvalentl. v
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queste linee sono

Su iUyt U, =du,duy:--idu,, (43)
dove A% u, sono i differenziali secondi contravarianti

: r8
=d“u,—§—})s . 1du,.du,,

L r8 ' ?
formati rispetto a F,. Il piano osculatore di una linea qualunque di 1 ¢
determinato dai tre punti ’

ac,' - },w~du,, d’w—-zg: u,+2w,kdu‘duk
. i t; [

dove @, sono derivate covarianti, e vercid, per una geodetica, dai punti

x, de, Yx,du,du,. (44)
ik '

- Vogliamo determinare la direzione du,,..., du, in guisa che il piano oscu-

latore della geodetica contenga il puuto X. Secondo le equazioni fouda-
mentali (15) deve essere in questo caso

4

éx ' o
Y S D du,du, =2 Y — du,
,-k}:, ~ * Qu, * ?&u,
ossia: ‘

tkr

Y S,.Dadu,du,=rdu,. (45)

Moltiplichiamo le (45) per 4, ¢, dove le e sono indeterminate, e som-
miamo rispetto agli indici [ ¢ s. Cosi si ottiene 'equazione equivalente

ikl

Y Dadudu,e,=% Y A, s, du
i . l ’

Le direzioni cercate sono dunque quelle che hanno la stessa polare li-

neare rispetto alla quadrma I, =0 e alla cubica A,=0. Esse annullano la
madtrice

%,: Dy du, du,,..., %D,.,c,,du‘du,,
k) k

2 Asl d“‘u AR EAs»d/“‘a
8 . . 8

e percio, in generale, il loro numero & (2" — 1)
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Avendo cosi trovate le tangenti di quelle geodetiche della forma F, i
cui piani oscillatori contengono la normale a.X corrispondente ai fattori
dati di « e &, per arrivave -allo studio, in un dato punto di I, dell'insieme
dei piani osculaton di tutte le geodetiche di F, che vi passano, mmbmmo
tali fattori in modo da nou cambiare la forma F,, cioe molhphdnamo le &
per un fattore qualunque s ¢, simultaneamente, le & pel fattore veciproco »7'.

;

‘4 8
Ora la normale z X era lmleue/lone degli iperpiani 6’73 ; dunque la nuova
¢

s e . . . . .9 . - N

normale sard l'intersezione 'degh iperpiani «(91(-"&1'2 ossia degli iperpiani
3

dlogs

&u, 8, ;

J\x

similmente il nuovo S,_, pseudonormale & lo spazio dei punti

dax dloga
Au, u‘ o,

7

e si vede che questo S,_, corrisponde alla retta normale in quella plmettwu.n
fra l'iperpiano & e la stella a, nella quale al puntp

dx Jdx
A —_— e bt
w+)"¢9u, + +l”8u,.
corrisponde l'iperpiano )
a& 08
—E Err —2
+ A + A, Fu.

Associamo dunque ad ogni punto di 11 e alla forma F,, questa proiel-
tivitd. Il cono A, =0 era il cono delle tangenti all’intersezione di 11 mediante
quella quadrica osculatrice @ che corrispoude ai dati fattori di = e £; per
vedere come muta tale quadrica esegiendo le moltiplicazioni per ¢~ e o, si
ricordi che la normale e 1o spazio pseudonormale sono spazi polari rispetto
alla quadrica osculatrice corrispondente.

Ora se per x tiriamo una retta qualunque r, per avere quei piani osculatori
delle geodehche di F, che la contengono, hasta costruire I’ S,_. R corrispon-
dente ad essa nella nostra proiettivitd e il cono A, =0 delle tangeutl in o
alla varietd intersezione di I con una qualunque di quelle o' quadriche
osculatrici per le quali » ed B sono polari; le tangenti delle geodeticheé cer-
cate sono quelle che hanno la stessa polare lineare rispetto a ¥, =0 e A, =0.
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In particolare-abbiamb trovato che per una retta generica passante per
passano in generale (2" — 1) piani osculatori di geodetiché di F,. Osserviamo
~anche che I'S,_, R compie l'ufficio correlativo di r per le stesse (2" — 1) geode-
tiche considerate come luogo di oo! iperpiani. I nostri gruppi di (2" — 1) tan-
genti formano una involuzione co® di gruppi di (2" — 1) « punti » dello spazio
(dw,,...,du,), uel senso che per due « punti » generici di uesto spazio ne
passa uno e un solo gruppo. Anzi tale involuzione dipende soltanto dall’iper-
superficie 1 e dal punto « di éssa, e non dalla forma particolare F, scelta.
Data la forma F, e il punto @, & specialmente importante considerare quella
retta r della stella @, per la quale I'S,_, R che le corrisponde nella proiet-
tivitd (45), (45) ¢ il suo S,., polare rispetto alla quadrica di Lie. Questa
retta si pud chiamare la normale della forma F,. 11 corrispondente gruppo
di (2" — 1) tangenti, cioé il gruppo di quelle direzioni le quali hanno la stessa
polare lineare rispetto ai due coni apolari ¥, =0 e I'; =0 costituisce la ge-
neralizzazione della terna delle tangenti di Segre del caso n =2, e le linee
integrali delle equazioni differenziali corrispondenti generalizzano le linee di
Segre. Per =2 avevo dimostrato che, in ogni punto di #, i piani oscula-
tori delle tre curve di SeerE passanti per esso contengono una medesima
retta, la quale per le superlicie isotermo-asintotiche descrive una congruenza
coniugata a 1. Le considerazioni precedenti mostrano che, anche per n>2,
in ogni punto di 1, e per ogni scelta di F,, i piani osculatori delle geode-
tiche che toccano le linee di SeerE generalizzate passano per la normale
di F, (e correlativamente). Non sono finora riuscito ad estendere al caso
generale la proposizione che avevo data per n = 2. Osservo soltanto che per
le ipersuperticie generalizzazione delle superficie isotermo-asintotiche che
avevo definito poco fa, scelto F,=9,, le linee di Seare generalizzate diven-
tano geodetlche e la proprietd & evidente.

§ 3.
Siano ora « (§) le coordinate di punti (iperpiani) in uno spazio lineare
Sptapr @ n+d—-+1 (d>0) dimensioni, e siano le x e &, come era per le

ipersuperficie di S,4., funzioni di » pammetrl Uy ooy Uy soddlsfacenu iden-
ticamente le condizioni

SwE=Swdf=8Edo=0. - (1)
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I punti « (gli iperpiani %) formano una varietd V(W). Supponiamo che Ve W
siano proprio ad » dimensioni. Anzi facciamo I'ipotesi piu restrittiva che 11
diseriminante v della forma differenziale quadratica

Fy=—8Sdxdf=Y3,dudu,
ik

sia diverso da zero. L’insieme (V, W) delle due varvieth Ve W forma una
varietd di elementi ad » dimensioni che possiamo dire regolare per esprimere

I'ipotesi v ={=0. Come per le ipersuperficie, consideriamo, accanto a Iy, la
forma cubica

s=8dedi—did x)=2 211)"" du,du, du,.
. ik
Chiamiamo spazio caratteristico di W lo spazio a d dimensioni interse-
zione degli iperpiani -
88 83 64
du,’ du,’" " dum,

e siano », X, X® .. X d -+ 1 punti linearmente indipendenti di (uesto
spazio, siccheé valgono le identitix:

i

SEXD = S \W-()

X sia un punto (funzione delle u) soddisfacente alle equazioni

SEX=1, S B x_o

ou,
Significato correlativo abbiano gli iperpiani £, & Precisamente come per
le ipersuperficie, si trovano equazioni fondamentali della forma
o= 5. D 2% 0y X+ bo i+ 8 X - (46)
- k— ; re Ky a/l&, ke ke = th = l’\
aE a') (D ’ Wy
fw=—X %, Du. 5o +Au=+ﬁtk¢+2-7 (46

Moltiplicando « per » e % per s, le due forme F, e A, si mutano secondo
le equazioni (22) e si pud anche qui- definire la forma cubica ¥, mediante
Iequazione (26). Cid permette di estendere diversi concetti della teoria delle
ipersuperficie alle varietd di elementi. Perd & importante di csservare una

“
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Iy

differenza essenziale, cioé che non & possibile, in generale, scegliere i fattori
di e £ in modo che risulti F,= j,. Basta dare un esempio: Sia -

r= {u“ gy [ ("t‘tl), fi (us), '1] ,

df,

du

9a (115 ), 94 (M. ﬂ'* “‘f‘)—k Pe (n2 Z%—’; — fg)] .

du,

5‘:‘"[ '?1 (g, "‘2) — P (ul ’ “2)df y @i (un “2)7

L.e condizioni (1) sono soddisfatte; perd

-
3:,[ S4 Dy du, = dlog vy — ag)‘ P _ 9l f? i%d u,

non & in' generale un differenziale esatto. Alla normalizzazione delle forme,
insomma,. qui non corrisponde una normalizzazione delle coordinate.

. Contentiamoci di dare la dimostrazione di un teorema foudamentale. Per
da.tl valori, di #,...w,, proiettiamo i piani osculatori delle curve di V pas-
santi per « dallo spazi() caratteristico della varieta W; se (V’, W’) & un’altra
varietd di elementi in corrispondenza con la prima, facciamovi 'operazione
analoga. Se, per ogni sistema di valori di u,...w,, i due sistemi di spazi
pz‘mettautl sono omografici, diciamo, esteudendo la locuzione del Fusini, che
le due varietd di elementi sono prmettwamente applicabili. Il teorema ché
vogliamo dimostrare si enuncia cosi: Condizione necessaria e sufficiente per

Vapplicabilitc proicttiva di due varietd regolari di elementi é luguaglianza

-
Y

delle forme differenziali fratte 11:?3 In tal casd, date comunque le u,...u,, &
2

possibile determinare i fattori p e ¢ in guisa che le forme F, siano identiche
e le forme A, uguali per i dati valori di . :

Che la condizione sia sufficiente, mostrano immediatamente le equazioni
fondamentali (46). Ma essa & anche necessaria. Indichiamo con y, n, Y®, Y
le quantitd analoghe alle @, £, X, X per la seconda varietd e supponiamo,
come ¢ lecito, che le due varietd stiano in un medesimo spazio ambiente
8S,1at1- Modifichiamo il fattore delle n in guisa che, per dati valori delle u,
i punti X, Y si corrispondano in un’oniogratia © dell’S, .., in s& scelta fra
quelle alle quali & subordinata 'omografia fra i due sistemi di spazi pro-
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iettanti. Le equazmm analovhe alle (46) per la seconda vanettx s1auo

'y ik 8”
J s ﬂ Ko 2‘ &"’l D(lw
dudw, | r du.. = du,
“4
~Alle y apphchlamo una sos‘htuzxone lmezue a memmentl numerici tale che
0 diventi Iidentitd. Sard allora per i valori considerati di w (e cid si intende

anche per il vseguzto) )
Y=Y

“*‘ A * Y 4+ b wl *‘ 'll) )r(“ (47)

e i punti

Q_ZL v Y, \Y',‘“m

stanno in £&. Old vale necessarlamente un’identitd nelle dwu, ¢ .d*u, della
forma .

=yEI® L GX+YOVNY 4 Ba
A ou, 4

Ve

dove E, E,, G, G, sono somme di forme quadratiche nelle du, e forme li-
neari vnelle d* u,. Ma siccome Q & un’identitd, la precedente sara del tipo

d’y=ad’m+dw}‘]l,du;+Em+%}G“’X‘” ' (48)

con @, A, numeriche. Confrontando con (46) e (47) si vede dapprima che
Ay = a A, e, il ragionamento valendo per ogni altro sistema di valori delle u,
si pud supporre che si fosse disposto del fattore delle y in modo- che sia
identicamente F,=F’, (d'onde a = *1). In tale ipotesi si vede che

dy Odw

—ty et

ou, Juy

& una combinazione lineare delle sole X®, x; altrimenti si otterrebbe dalle
oo . .ox . - ' .
(46) e (47) come coefficiente di 5. 0 d’ y un’espressione contenente anche
A .. ;

i differenziali secondi delle u; in contraddizione colla (48). E in virth di
questo fatto tale coefficiente, calcolato secondo (46) e (47), sard -

304 (-D reb T ra‘) d U, a u,

"‘3
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il ¢he, per la (48), deve essere identico a

du, . ¥\ du,.
i

Moltiplicando le due esprebsxom uguali per A, du, e sommando rispetto agli
indici k ! si ha

E (D'nl - Drnl) d n, d u, d U, == 2 7\{ d Uu; . 2 Alrl d Uy d Uy,
rsl ) N i ¥l
e da questo si deduce cid che si era asserito.

Una conseguenza ne & questa: Se due varietd regolari di elementi sono
proiettivamente applicabili, lo sono anche le varietda correlative.

Estratto dagli Annali di Matemaytica ) ’ Trro-Lir. Turats Lomsarpr e C.
Tomo XXXI della Serie. III, pag. 261 e seguenti. " Milano, 1923.
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