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PROJEKTIVNI GEOMETRIE
PETI SOUMEZNYCH MIMOBEZEK.

.(AVEC .UN .RESUME EN FRANGAIS,)

Ve svém pojedndni ,Moutardovy kvadriky“ (Spisy vyddvané p¥i-
rodov. fakultou v Brné, & 3.) zavedl jsem pro projektivni studium
plochy IT v okoli neparabolického bodu O jistou kiivku C, lezei
v tené roving II, a kuzel I o vrcholu v O, a provedl jsem uzitim
téchto ttvard konstrukei Moutardovych kvadrik. Ck a I\ nejsou plochou
aplné urdeny, nybrz zéaviseji od libovolného parametru 4 kvadriky @
svazku (), tamtéz definovaného. V tomto” pojednéni aplikuji tyto Gvahy
na plochy zborcené a roziifuji je tak, Ze uvazuji okoli celé vytvoiujici
piimky. Jest tedy pomér této a citované price obdobny, jako byl
pomdr treti’ a druhé d&4sti mého pojednini ,O kfivkovém a plogném
elementu tietiho ¥idu projektivného prostoru“*

Pojednéni .rozdéleno je na tii édsti. Prvé dveé &dsti zabyvaji se
elementem ploehy v souvislosti s Moutardovymi kvadrikami a auto-
morfnimi projektivnimi transformacemi; v prvé jedns se o plochéch se
dvéma, ve druhé o plochich s jedinou vétvi fleknodélni ésry. Ve tretd
¢4sti je poukdzdno na souvislost zavedenych prvki s jinymi geometrickymi
otdzkami. - o

CAST 1.
Plochy zborcené o dvou riangch vétvich fleknoddlni édry.
Kvadriky W, a Wy

1. Bud p¥imka p (x; = 23 = 0) vytvoFujici pfimkou zborcené plochy IT.
Fleknody Fy, F; na p budte r4zné; pak lze rovnice II piedpoklidati
ve tvaru®*

———z—}~z3—}—az‘—]— P gt

(1) ﬁ 4 Dus
£81 __ gt = 0zt- Pau__,
DPis A 1014 e 1914

Body F', F; maji resp. soufadnice (1,0,‘0,0), (0,0,0,1). Piimky
fi(@e=2,=0) a f3(x;=23=0) jsou fleknoddlni teény. Oskuladni
hyperboloid H m4 rovnici
(2) xlxz -_ x3x4‘_: 0

#* Dvé zminénd, pro dalsi dilezitd pojedndni budu citovati kritce I, FE,.
E,II14(16) (t. j. E,, &dst III, odst. 4, rovn, (16)).
1%
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Tu soustavu piimek na H, jiz nilezi p, nazveme proou; podobné pozdéji
pii Wy, Wi*

Rovniei IT v soufadnicich bodovych obdrzime eliminaci py z rovnie (1)
a rovnic
&) D2a®1 F Paxe + P1a%s = Pses + Puis + Pia®s =0.
Zavedme novou soustavu souFadnou substituei
(4) Ty=Yu, Xa=Ys— MY, 3= —Y1, Za=HKYs— Y2

Yr=rT By Yy YL — Ly Y5 == Tg— U3 Y4 ="%1.

Dosadime-li do (3) z z (1) a prejdeme k nové soustavé souradné, méme

[0at+ .. 19— ys -ty f- (a4 8°+ ezt + ... ] (49 —92) =0,
zy4+ul—(/z4+ -) (ys—ys) =0.
Ze druhé z téchto: roynic. plyne

s U A
== — 4 ....
y4+m/(?/4)+

Y. Y .'/z:

Dosadime-li do prvé, dosp&jeme k vyjadieni ys radou mocnmy v
& Ys

73 o yt /13
() Zf J;%ﬂ - 'g—‘-l—(u*ﬂruavl—&)# J.‘—%+-a.,

kde vynechané cIeny jsou aspon pétého stupne Rovmce H je v novych
soufadnicich

(6) Y1Ya— Ysys=0.

Rovnice (5) je rovnics IT v soufadnicich v okoli bodu M (2, : 2:25: 2, =
=1:0:0:u). Zabyvejme se okolim tohoto bodu (pFedpoklddajice u:i:O)
Jezto H nilezi svazku (), jest rovnice kvadriky @} obecns**

(7) : . 2 (,?/1?/3 Jsfh) T ly}‘! —0.
Rovnice Ch je*** :
(8) —5py} 4 (Wy +pa+ 0)y3ys—2y.y3 — 24y% + 4uy,Ysy,=0

a rovnice I}
(9) —5utvi —4(uy -+ pa 4 0)v,03 4 202 vy + 2408 4 4uv,0,0, =0.
Volime-li 430, je tudiz ¥4d C* i t¥ida I\ rovna t¥em,

R. Volime-li v$ak — jak miZeme uéiniti — oskulaéni hyperboloid H
2o kvadriku @M(A=0), jest C° kuselosetka

(10) — By} + 4 (uty - pe - 0) yys — 293 4 4uyay. =0,
a I je kvadraticky kudel
(11) 20} — 4 (p*y 4 pa+- 0) vy, —buPvi + 4uv,v; =0.
¥ Litery II, p, Fy, Fy fi, foy H podrii v dal¥im pravé definovany vyznam,
#% I 4 (10).
*#% L5 (21).

+ M5(23); v; jsou kontragredientni k y;,
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C? dotygkd se v M krivé Cdry asymptotické, majic ade kFivost roveu
Piti Sestindm této*. Vytvorujiei pfimku p protne C° po druhé v bods M,
pro né&jz jest

Y1:Y2:Ysiys=0:20:0:1,
¢ili
Ty %y 2g:2,=1:0:0:—p,
t. j. bod M jest harmonicky sdruen s M vzhledem Fk fleknodiim Fy Fy.
Teéna ¢ v M’ k (C° jest
Ys=2 (W7 + pa 4 9)y1 —ya + 20y, =0,

¢ili v pavodnich soufadnicich
(12) Ty — Ty = Uy - 2y — 2 (WP + pa + d) s = 0.
Eliminujeme-li w, vidime, Ze mistem teény #., opisuje-li M p¥imku p,
je kvadrika
(13) 1%y -+ sty — 2 (Y2 -+ axexs 4 022) =0.

Tuto kvadrikuw budeme anaciti Wy, Korelativné: I™ dotykd se
teéni roviny IT v M podél asymptotické teény; druhd teéna rovina ke I
piimkou p je tednd rovina k IT v M' a dotykd se I podél p¥imky #, dané
rovnicemi

v, =0 — 2(Wy + pa + d)vs + 2uv; =0,

¢ili v pivodnich soufadnicich
(14) Uy~ Mk == Uty — ng -~ 2 (UPy + po - 0) uy =
Eliminujeme-li opét u, nalézdme zase kvadriku jako misto p¥imky ¢,
opisuje-li M/ p¥imku p. Rovnice této kvadriky, kterou budeme znaditi W, jest

(15) Uythy - ey — 2 (Yu? — awqery + 0u?)=0.
V bodovych soufadnicich jest rovnice W,
(16) X129 + X5y + 2 (Y2} — axgrs + 023)=0.

Wya Wy jsou vidy obecné kvadriky. Porovnanim rovnie (13) a (16)
vidime, Ze jest rozezndvati tii piipady

1. y040, 2. y=0,0740 nebo y30,0=0, 3. y=0=0.
Pro y—=dJ=0, a jen tehdy, splynou Wy, W,. Jinak dotykaji se W; a W,
podél p¥mky p**, a protinaji se tedy mimo to ve dvou p¥mkéch druhé
soustavy, jichZ rovnice jsou
(17 Voas+ V—_/xs— ]/3_931—1/———7(5”4—20‘902):
Yoy —Y—y 2 =102, + Y—7 (2, — 2025) =0.
Pro y040 jsou tyto dvé pimky rizné, pro y=0 splynou v f,, pro
0=0 v f;. Primky druhé soustavy na W, obsahujici resp. F';, Fy jsou
(18) Zo=1xy— 2023 =0, x3—21 —2y2,—0.

M 5.
#*% Jak je bez poétu patrno; nebot te¢nd rovina k W, i k W, ve kterém-
koli bodé M p¥imky p je dle definice t&chto kvadrik te¥nd rovina II v bodd M,
uréeném rovnici (MM'F\F,)=—1.
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Pro d==0 je prvi, pfo y =0- druh4 z nich fleknod4lni teénou. Analogické
primky na W, jsou
(19) Zg=— 4+ 2025 =0, 23—z, 4 2y2, =0,
jez jsou patrné teény II konjugované s teénami (18). To ostatné také
odtud je patrno, Ze, jak snadno verifikujeme, W, a W, jsou navedjem
poldrni vahledem Fuw H.
8. Z (1) nalezneme ihned

(20) O0p31 — ¥Pay =0
jako rovnici oskulaéniho linedrniho komplexu L plochy IT v okoli p.
Pro y0=0 je 2 specidlni; p¥imkou iidici jest pro y=0"fleknodilni
teéna fa, pro d=0f;. Pro y=0=0 je (20) identitou; jeli tudiz
identicky y — 0 =0, nélezi IT (nespecielrii) linedrni kongruenci, coz pozdgji
znovu potvrdime. Bud nyni yo =0, tedy £ nespecidlni; polarita vzhledem
k Q jest

. Uy Uyt Ug i Uy = 051 Y2yt — O 1 — Yy,
@1) g — .

o Xy %g Xyt Ly =Yg Oy s — YUy 2 — OUs.
Odtud pak vychdzi okamzité: W, a Wy jsou navedjem poldrni vzhledem
k Q. Je znimo, Ze existuji na p dva body, jimz piisluSeji v Q jejich
roviny te¢né. Rovnice téchto bodd, Wilezynskim* nazvanyech komplexo-
vymi body (complex points) pfimky p, jest
(22) yu? — ou3 =0.

Dvojné body involuce na p, jiz ndlezi jak dvojice fleknodt, tak

dvojice komplexovych bodi, jmenuje Wilezynski** snvoluéni body (invo-
lute points) p¥imky p. Rovnice téchto jest tedy

(23) yu3 4 ouj =0.
Z rovnic (17) vidime nyni, ze ka%déd z obou p¥imek spoleényech kva-
drikam W, W, jde jednim z obou involudnich bodi.

4. Klademe-li v rovnicich (1) 2=¢, kde |&| je mald, obdrzime
vytvofujiei p¥imku pe plochy II, blizkou pimece p. Rovnice oskulaéni
linedrni kongruence K: plochy IT v mistd pe obdrzi se anulovdnim de-
terminanttt patého stupné matice

Dioy €+ & gt .., 14362} 4ae® .., 66+ 12062 . ., 6 24ae|. .
Pagy —E— e+ —2e—484.., —2—128}.., —24e+
Py, 78+ -, 4yt + . ., 12ye* 4 24ye 4

P 1, 0, 0, 0

Pag, 0* . ., 408+ . ., 12d¢* . ., 24d¢

D3e & 1, 0, 0

# Wilezynski, Projektive differential geometry of curves and ruled sur-
faces, str. 208.
#* Wilezynski, op. cit. str. 206.
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Uvazujme ty determinanty, jeZ vzniknou resp. vynechdnim 3. a
5. f4dkd. Mdme takto rovnice K::
(.‘24') - (1 ‘!‘;40‘8)?24 + 460 (P2 “*‘1334) +(2)=0,
’ — (1 +4oe) ps, - 4ey (p1s— p30) -+ (2) =0,
znadi-li (k) cleny délitelné &% Rovnice obecného linedrniho komplexu
kongruenci K. je tedy
(25) — (1 + 4ae) (A pey + A ps1) + 48 (20 + Ag7) (P12 — par) + (2)=0.
Invariant tohoto komplexu je 4,4, (2). Pro specidlni komplexy je tedy
2
bud 7—1:(2), nebo%:(?}. Soufadnice Fidicich pFimek kongruence K-
v2 Y1
jsou tedy
P12t P23t Pay 310_14,31?24 Py = } . _
@ = @:@:@: @[+ st @i+ @)
" Pi2t P23 Ps1 Prai Pogt Pas— .
= —4e0 4 (2):(2): — (1 4o 4 (2): (2):(2): 4e0 + (2).
Odtud vidime, ze, je-li'identicky y nebo d rovno nule, m4 plocha IT jednu,
je-lli identicky y=0=0, dv¢ pFmky #dici. PHmky (26) protinaji
oviem p°; pro soufadnice priisecikdt nalezneme
Xty @y e =—4ey +(2):6+ (2):(2):1,
Zy %y Zyiy=1:(2):64(2): — 4ed + (2).
Jsou tudiz rovmice teden fleknoddlni k¥ivky v bodech na p
(28) Zo=12,+ 402, =0, x3=—2,+ 4yz,=0.
Srovndnim s rovnicemi (18) nalézdme vysledek: Primka harmonicky
sdrutend s vytvorujici primkow p vahledem k fleknoddlni tecné f, (fs)
a teéné fleknoddlni kvivky v Fy (Fy) ndledi kvadrice W,.

@)

5. Kvadriky H a W, protinaji se v p¥imee p a v kubické k¥ivee Cs.
(s miZe se oviem rozpadnouti; a to v kuZelose¢ku a jednu z flekno-
délnich teden, je-li y mebo =0, a v obé fleknodélni teény a jednu
pfimku prvé soustavy pro y=dJ=0. Vidy vSak jsou piimky prvé sou-
stavy na H (na W,) bisekantami C;. Dyé z nich dotykaji se tedy C,
(pro y=0=0: jedna z nich nalezi C;). Tu pimku % (w,) prvé sou-
stavy na H (na W,), kterd je harmonicky sdruZena s p vzhledem k témto
dvéma teéndm (pro y =0 =0: onu piimku, jez nale?i C,) nazveme
Mlavni primkou kvadriky H (W,). Soufadnice prisedikt p¥imky
(29) Xy Moy =23+ Ay =0
prvé soustavy na H s C; jsou

Lyikyixgity=1:—At:—A:v,
kde za 7 je vziti kofeny rovnice
7M0? -+ (ah--1) 7 4= 92=0,
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jejiz diskriminant jest

(30) (o2 — 470) 22 2k + 1.

Ob& zminéné tedny odpovidaji tém hodnotim .4, 4; parametru 2, pro
néz vyraz (30) rovnd se nule. Pfimka p odpovidd hodnoté A=0; tedy
pro hlavni pfimku % kvadriky H bude

2_1.,1
A T
¢ili
1
)., e 7,
a rovnice p¥imky 4 jsou tudiz
(31) axz—x4=0(w3——x1::0.

Zcela stejné postupujeme pro W;. Rovnice obeené p¥imky prvé sou-
stavy na W, jest

(32) 272y — (A— &) x5 — 2y = 2025 + (A @) 2g— 2,=0.
Jeji prisediky s O3 naleznou se, FeSime-li rovnice (32) spolu s rovnici (2)
Dosadime-li-do (2) za #; a z, z (32), obdrzime rovnice

y3 — Agry — 0§ =0,
jejiz diskriminant je A%+ 4yd. JeZto v ném schézi &len s A, a piimka p
piislugi dle (32) hodnoté A==o0, vidime, Ze pro hlavni p¥imku w, kva-
driky Wy jest =0, a jeji rovnice jsou tadiz
(33) Ty — Y%y — Qs — %, — 2023 — o2, =0.
V tvaze privé provedené muzeme misto W vziti také Wy; jezto viak Wy
jest polarni k W, vzhledem ku H, jest hlavni primkow w, kvadriky Wy
poldra p¥mky w, vzhledem ku H, tedy pfimka
(34) @y + 2yxs — axs =2, + 2023 — az, = 0.

6. Soufadny tetraedr pro soustavu soufadnou, v niZ rovnice IT
maji tvar (1), neni zcela urden; hranami jeho jsou vidy p, fi, f;, a hrana
Yevr

protéjsi k p jest libovolnd p¥imka prvé soustavy na H. Zwolme za tuto
hravw hlavnt primku b kvadriky H. Pak bude

a=0,
a rovnice A, w;, w, budou jednoduseji
(h) x1:x4=07
(35) (wy) &y — 292y = 4 — 202, =0,
(wg) xl + 27“}2 — w4 + 2&83 = O.

Vrcholy tohoto kanonického souradného tetraedru jsou: oba fleknody F,, Fy
a prisediky G4, Gy piimky A s fleknodélnimi teénami f;, f;. Rovnice (35)
ukazuji, ze p¥mky p, h; wy, w, protinaji obé piimky F,G, FyGy, a to
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kazdou z obou ve dvou harmonickych parech bodd. Lezi tedy p, &, w;, 1w,
na kvadrice, jejiz rovnice jest
(36) x5 — y292, =0.
Predpoklédejme soufadny tetraedr tak volen, jak privé Yeceno. Rovnice
plochy II jsou
(37) D12 Pag Par i Pia’ Post Psa—
=z2+4+283+0.8 —gt—gt b iyt il det —
Jelli y 30, transformujme jednotkovy bod substituei
Ty =)T1, Ta=7=%q, L3= T3, Ts=7Ty.

Tvar rovnic (37) zméni se jen potud, Ze misto y,d bude resp. 1, yd.
To jest, pro 730 lze rovnice II uvésti na Eanonicky tvar

(38) D12 * D23 Psy t Pi1a* Poa t Paa=—

=s+8+ . i —f—t . I 01 i,
kde vynechané Eleny jsou aspol patého stupné v z, a kde
I=yd.

Predpoklddejme nejprve yd==0 (obecny piipad. Vedle identity
jedind kolineace, toti
(39) 0%y =&y, QB =Ty, Q3= — Xy, QBy= — T4
neméni rovnic (38) ve clenech vypsanych. Tato kolineace je zborcend
involuce o osdch Fy Gy, FyGy, jez je tedy jedind (mimo identitu) kolineace,
prevadéjici II v plochu majici s II v kazdém bodé piimky p styk
‘Stvrtého Fadu. Geometricky 1 analyticky je patrno, Ze polarita vahledem
& oskulaénimu linedrnimu komplexw Q@ mé tutéz vlastnost, a tedy i soudin
obou, jenz jest (jezto F';Gy, FyGy nalezeji komplexu, protinajice w, i,
jez jsou patrné reciproké poldry vzhledem k Q) polarita vshledem Fe
kvadrice, jejiz rovnice jest
(40) 0z -+ yag, =0.
Srovndni s rovniei (36) ukazuje, Ze obé kvadriky (36) a (40) jsou
vepsiny do téhoz dtyfuhelnika F\G, GF'y a Ze jsou harmonické.

Provedeme-li substituci
(41) x1:54, xg-:—Ix_g, x3:i5?2, x4:ifx—1, (iz—l—l:O),
pfejdou rovnice (38) v podobné, jeZ se v koeficientech vypsanych lisi
jen tim, Ze misto I vystoupi — I. I? jest absoluini invariant péti sou-
meznych primek. Jestlize vSak rozliSujeme oba fleknody, uréity berouce
za F a druhy za F,, jest jiz I absolutni invariant; vyménime-li F'y, Fy,
prejde I v — I.

Bud nyni za druhé =0, y3=0. V rovnicich (38) jest nyni I=0.
Zborcens involuce o osich F'; Gy, F3 G; jest opst kromé identity jeding
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kolineace, jez pfejde II v plochu majici s ni podél p styk dtvrtého Fadu.
Korelace této vlastnosti jsou opét dvé, ale jiného typu nez diive. Jest
to korelace

42) ulzuz:u3:u4:‘a§2;§1:—é@:—i—z’is (#+4+1=0)

a jeji inversni. Korelace (42) je eyklicks fadu ty¥i a grupa. nasich éty¥
transformaci. m4 jiné sloZeni ne# diive. Charakterisovati mtiZzeme korelaci
(42) takto: Kterémukoli bodu na F, Gy piislusi v korelaci s nim in-
cidentni rovina svazku F'; G3; kterémukoli bodu na F, @, pfislusi ta
rovina svazku F, Gy, jez spolu s onim bodem déli harmonicky F; Gy;
kterémukoli bodu M na p p¥islusi teéna rovina IT v tom bodé M na p,
pro ktery je (MM F,Fs)—i.

Je-li koneéné y—=dJ=0, lze rovnice II uvésti na tvar

D1siPgsiPat: PraPasiPyu—2+8+ .. i—2—zt. .0 010,
kde vynechané dleny podinaji patou mocninou 2. Kolineaci, jimiz prejde IT
v plochu majici s nf podél p styk &tvrtého Fidu, jest nyni nekone¢né
mnozstvi. Jsou to predeviim kolineace

(43) By %yt Lyt By=—%, : kZy: Ty : KTy,

jez jsou biaksidlni kolineace o osich fj, f; a libovolném invariantu, dle
kolineace

(44) Byt Lyt Xy Xy =2 L kg s — Ty — KTy,

jez obdrzime, nisobime-li pYredchozi zborcenou involuci o osich F; G.,
Fy, @G, a koneén& kolineace

(45) Xyt %y Xyt Ly="2, : T tkZy: + dxy: fx,.

Korelace obdrzime, nasobime-li vieeky tyto kolineace na p¥. korelaci
‘(46) u1:u3:u3:u4=§3154:5‘1:92'2.

7. Kvadriky Wy, W, slouzi ke stanoveni oskula¢nich kuZelosedek
rovinnych fezd plochy II v bodech p¥imky p. Abychom stanovili osku-
la¢ni kuzelosedku prtseku I s rovinou ¢ v bodé M =(pg), mdme nd-
sledujici postup®: Bud f prasednice ¢ s tenou rovinou g plochy IT v M
(teCna priseku) a r libovolna (neincidentni s /) piimka roviny g,
R prisedik (t7). V 2z necht p¥islusi bodu E rovina ¢’ a roving ¢ bod R'.
Bud m, vytvorujici piimka druhé soustavy kvadriky W, v roviné u,
a my vytvorujici piimka druhé soustavy kvadriky W, bodem M. Necht
kuzelosetka C dotyksa se v M asymptotické teény II, m4 zde kFivost
rovnu + & k¥ivosti asymptotické kiivky a dotykd se m; v prisediku
jejim s p; necht kuzel druhého stupné I' dotykd se u .podél asympto-
tické teény IT v DM, maje podél této piimky k¥ivost (lim poméru dhlu
teénych rovin k dhlu p¥imek vytvofujicich) rovnu + & kiivosti plochy

% Viz M5.
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tecen asymptotické k¥ivky, a dotyks se roviny (m; p) podél m,. Piimka ¢
protne C mimo v M v bodé N; piimkou ¢ jde ku I' mimo u druhd
teénd rovina ». Urdeme bod R” na ¢ a rovinu ¢” piimkou ¢ tak, aby

(MNRR") = (uvg9”) = —1. Bud r; reciproka polara r vzhledem ku H.
Ve zborceném svazku uréeném pumkaml ry, RRR'=r, (0'¢)=r,s
urdeme p¥mku r, tak, aby (ryrsr,r) = 1. Pfimka r, protne ¢ v bodé

R, Hledani kuzelosetka oskula¢ni jest pak urdena tim, %e v bodé¢ M
mé styk druhého ¥adu s H a Ze poldrou bodu R, vzhledem k ni je
piimka 7.

8. Konstrukce pravé popsand mé vyznam jen tehdy, neni-li I
fleknod. Uvazujme na p¥. fleknod F;. Rovnice IT v okoli F,; jest™®

ﬁg_ T3y _ Zs\*" .’1/'21'

S a=are(n) =t
Teéns

47) Xy—=2,—n23=0

prislusi Moutardova kvadrika

(48) n? (2, 29 — 23 24) — (R+ 0) 23 =0.

Jinak Fedeno: Uvazujme svazek kvadrik, dotykajicich se H podél
p 1 podél fy; kvadrika
(4:9) alxg—x3x4_i—)»x“‘—0

jest Moutardovou kvadrikou pro dvé teény (47), totiz pro ty, pro néz je

(50) 2+ n+d=0.
Pro kratkost nazveme wkazatelkou kvadriky (49) primku
(51) xg_———xg—l— 2)«@'4:0'

Kvadriku (49) miZeme, znidme-li jeji ukazatelku, takto sestrojiti:
Piimka (51) lezi na urcité kvadrice, jez se dotykéd H podél p a podél
druhé fleknodalni teény f;; rovnice této kvadriky jest

(52) 2} — 24 (229 — 25 2,) =0.

Bud R libovolny bod kvadriky (52) a ¢ rovina piisluind bodu R
v transformaci Z;. Necht ¢ protne teénou rovinu II ve druhém fleknodu
Fy v piimce ». Kvadrika (49) jest pak stanovena tim, Ze poldrni rovina
bodu R vzhledem k ni prochézi p¥imkou r. Jsou-li totiz zy, zs, 25,
soutadnice R, jsou sou¥adnice ¢**

uy==xo H, uy=w92} + 2, H, uy— — 22— 24 H, uy——x3H,

(H=12,2s — w32).
Polarni rovina bodu R vzhledem ke kvadrice (49) md souiadnice
Wy =1%g, W=+ 2M25, W =—124 W= —2s

* Viz rovnici (5).
= FL 1114 (17).
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Odtud vychézi
uvl —_ Hu’-l: O, _uz - Hu'g == xz [xg -_ 2}v (xl xg _ xg x4)] = O,
wy — Hi's= — a3 x5, uy— Hu'y=0,
t. j. roviny w;, wy x3=0 ndlezZeji svazku, jak bylo doké4zati.

Obs primky svazku (47), jimz piisludi t4% Moutardova kvadrika,
tvoii dle (50) kvadratickou involuci, jejiz dvojné prvky piisludeji
hodnotdm
(53) =0, n42d=0,

t. j. jsouto: fleknodalni te¢na f, a piimka druhé soustavy kvadriky W,
jdouci bodem F;. Tvofi-li pfimky

(54:) x2:x4—n1x3:0; %2:x4'—n2x320
pér této involuce, jest dle.(50)

1 1,1
(55) " + PR 0.

Ukazatelka jejich Moutardovy kvadriky jest p¥imka
Xy =n% 23— 2 (0; -+ ) 2, =0 (¢=1, nebo ¢=2)
¢ili, vzhledem k rovnici (55),
(56) By == @4 — My &y ~+ By — 0y 23 =0.

Tedy: Je-li ¢, jakakoli te¢na plochy IT v F|, sestrojme p¥imku £,
harmonicky sdruzenou s ¢, vzhledem k f; a piimee druhé soustavy
kvadriky W, jdouci bodem Fy, a pak p¥imku u harmonicky sdruZenouw
s p vzhledem k ¢, ¢,. P¥Himkdm ¢, ¢, prisludi tdZ Moutardova kvadrika,
jejiz ukazatelkou jest u.

9. Pro konstrukei oskulaénich kuzelosetek rovinnych ¥ezt plochy IT
v bodech piimky p, jak byla v odst. 7. popsdna, je treba zndti H, Wi,
Wy, Zi. Ukdzeme nyni, Ze staéi zndti H, W, (nebo W) a invariant I.
Nejprve poznamenejme, Ze, zname-li p, H, W, mizeme urditi ¥y, F'y, W,.
Fy a F, jsou totiz ony body na p, v nichz se W, dotykd H, a W, je
poldrni k W, vzhledem ku H.

Predlozme si tlohu, vySetfiti, existuje-li pfimka g mimob&znd s p,
a takovd, Ze pro urdité zvolené a od nuly risné k body prisluiné v 3,
viem rovindm svazku g le#i na Lvadrice W,. Povazujice W; za misto
bodii, provedme transformaci Z,.

(B7) @y i@y @yt wy=—Fu, w3 + vy (thy%y — thytey) |t 0y (% — th3u,):

— thy (Uy0hg — thgey) = [Fb2 g — g (wythg— tgmy)].*
Obdrzime obalku w? rovin (W,). Existuje-li na (W), svazek piimek
0 ose g mimobéiné s p, je g hledand pFimka. Rovnice (W,)* jest, odstra-

E, 1114 (17).
Viz odst. 6.
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nime-li faktor w,u, — wusu, a predpokléddme-li pro jednoduchost a=0%**
(58)  2%u? w3 — (wyhg — vsthy) (6005 | w506, — 2 (yu2 + du3)]=0.
Piedpokléddejme, Ze primka g existuje a m& rovnice
(59) g+ @ty - by, =0, uy— cu, + duj= 0%,
Zavedeme-li do (58) nové souradnice substituci

Uy Uyt Uy Uy =0y : (Vg — avy—bvy) : (V3 — cvy — duy) 1 vy,

musi byti transformovand rovnice splnéna identicky ve vy, vy, udinime-li
v, —=1v;=0; jmak Feéeno, bikvadratickd forma

2kv3v§ —2 (yv2 + dv3) [v1 (av; 4 bv,) — v, (ov; + dv,)] —
— 02 (avy + bvy)® + v (cv; - dvy)®
musi byti identicky rovna nule. Tato podminka, kters se.rozpadd
v téchto pét:
a(2y +a)=0, d.(20+d)=0,
{(60) 7(b—c)+ab=0, d(b—c)—cd=0,
b= a8 — dy +} (B*—c?),
také stali, je-li £4=0. Bud yd30. Rovnice (60) lze splniti ¢tverym
zplsobem, a to
1. a=d=0, b=¢, k=0,
2. 6=—2y, d=—20, b+¢=0, k=0,
3.a=0, d=—20, b=¢=0, k=2yd=21,
4. a=—=—2y, d=0, b=¢=0, F=—2yd=—21L.

Prvd dvé Tefeni.jsou trividlni a pro n4¥ udel nevhodnd, jeito &=0
3. a 4. Felent naproti tomu vede k -vysledku: Na obdice (W,)ar le/l
pFimka

(61a) Uy = s — 208, =0

a na obélee (W,)_or lezi pFimka

(61 l)) Uz — Uy — 2}’“1 =0.

Poloha téchto piimek stanovi se okamzité .dle odst. 5. Jsou-li opét
G, G, prusecxky hlavni p¥imky % kvadriky H s fleknoddlnimi te¢nami
f1» fay spojuje piimka (61a) bod @, s prisedikem prlmek FyG,, w,
(w, je hlavni piimka kvadriky W,); piimka (615) spojuje G, s pri-
sefikem piimek F; G, w;.

Jezto p¥imka (61a) proting fleknoddlni teénu f,, tvo¥i body, pii-
slusejici jejim rovindm v 2 pro jakékoli & (4= 0), kuZelosedhu ** ; pro k=21
lezi tato kuzelosecka na W, a soufadnice jejich bodi jsou dle (57)
(k=2I) a (61a)

(62) @y 1@y &y wy=yA:h: —1:—(yA? 4 20).

* Tak Ze jisté je mimob&Znd s p.
FE, 111 5.
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Rovnice roviny této kuzelosecky jest
(63) 2y — Y23 =0.

Bud v, (v,) p¥imka druhé soustavy kvadriky W jdouci fleknodem ', (F),
a uy (ug) ona teéna plochy IT v F'y(F,), jez spolu s p déli harmonicky
p¥imky f; a o, (fy a vy); pak (63) je rovina (G1us). Podobnd piisluii
svazku rovin, jehoZ osou je p¥imka (613), v transformaeci Z_g; prisednd
kuzelosetka kvadriky W, s rovinou (Gyu,):

V predchozi tvaze mohli jsme misto Wy vziti Wy, coZ znamena
prosté zménu znameni p¥i y a pii d. Tedy: Svazku rovin, jehoZ osa
spojuje Gy (Gy) s prﬁsemkem piimek FyGy a w; (F,Gs a w;) pllSlllbl
v transformhaci 221( 21) priiseénd kuzelosedka kvadriky W, s rovinou
Giw's (Gow'y), jeli u'y (u'y) teéna IT v F, (Fy) konjugovand s u (ug).

Také korelativni @vahu mohli jsme provésti; to viak znamen4
prosté, nahraditi viecky prvky predchoZich vét prvky poldrnimi vzhledem
ke komplexu 2. Celkem méme osmery zptsob konstrukee transformaci Z.
Z4rovel objasiiuje s€ nyni geometricky jiz d¥ive konstatovany fakt, Ze
invariant I méni znameni, vyménime-li fleknody.

10. Bud nyni y=0, d3=0. V tomto pripadé lze rovnice (60) spl-
niti bud tak, ze

a=d=0, b=c¢, k=0,
nebo tak, ze
a=0, d=—2d, b+¢=0, k= 0.

Z4dného FeSeni nelze uziti. Také v nynéjsim piipads neurduji Wy, W
#plné. transformace . Postupujeme vSak nyni takto: Predpokldddme-li
opét a =0, jest rovnice hlavni pfimky w, kvadriky W,

= 2y — 2023 =0.
V nafem piipadé protind tedy w, fleknodélni tednu f; (v bod& Gy), a
rovindm svazku w, prislufeji tudiz v Zi pro jakékoli & (4=0) body
kuzelosecky C,
Zi Byt xst ly=—FkA 204 : — 20 +.(kA% + 40%).

Rovnice této kuzelosedky mtzeme psati takto
(64) 20z, 4 kg = kag + 40%2 + 20z,2, = 0.

Rovina v kfivky C; jde pifimkou F'yG;. Bud 7’ ona rovina svazku F, G,
jez spélu: sz déli harmenicky p¥imky p, fi; 7" protne kvadriku W,
v kuzeloseéce .C'

(65) 20%, — kzy=rhx3 + 40%3 + 2025, =0.

Zndme-li v, obdrzime tudiz Cy, promitneme-li ¢’ s F; do . Rovina =
cbsahuje Fy@,, ne viak p ani fy, ale jinak je libovolnd, znime-li pouze
p, Hy W, (a tedy i Wy); to plyne okamzitd odtud, Ze v naem piipadé
(y=0) p, H, W,, W, neméni se substituci



Ly 1%yt Ly Xy= CTy :;?@ P X3t Ty

p¥i jakémkoli ¢. Mohli jsme misto W, vziti W, a ¥ei: Hlavni primka w,
kvadriky W, protne (pro y=0) fleknodélni tednu f,. Zvolime-li jak-
koli # (3= 0), p¥isludi svazku rovin o ose w, v ;. kuzelosetka (.
Rovina ¢’ této kuzelosecky prochézi piimkou FyG,. Bud 7 rovina
svazku F,G,, kterd spolu s ¢’ déli harmonicky p¥imky p,f;, pak ob-
drzime Oy, promitneme-li s F; do ¢ prisek kvadriky W, s rovinou 7.
Netieba jiz vysloviti vysledky korelativni.

Je-li konedns y—=J0=0, neznamens, jak snadno se shledd, kva-
drika W= W,, stanovend uplne jiz p¥imkou h (=w;=w,), Zidného.
omezeni pro transformace .

CAST IL
Plochy zborcené s jedinou vétvi fleknoddlni édry. Rovina Wi a bod Wi..

1. Necht oba fleknody zborecené plochy IT na vytvoFujici p¥imece
P (2; =23 =20) splynou v jediny bod F' (1,0, 0,0). Soustavu souradnou
lze voliti tak, %e rovnice IT jsou*®

—startt DB g B0, D
(1) e | Pu Y
=2% 1 bzt R . Jpyn D4 — 3.
+bat + ,p“ - o

Fleknodélni tednou f v bodé F' je primka x;—=x,=0. Oskulacni hy-
perboloid H m4 rovnici
) &y — 232, =0.

Rovnice II v bodovych soufadnicich dostaneme zase eliminaci p; z rovnie-

3) D2ay + Pius | Dia%s = Psu1 + Puss + P1s%,=0.
Zavedme opét novou soustavu soufadnou substituei
€] Ty =Yg Ta=Ys— WY1, Ls——-"—Y1, Tya=MYs— Yo

Podobn& jako v &4sti prvé obdrzime jako rovniei plochy IT v bodovych
soufadnicich 4 v okoli bodu M (z;:2y:%5:2,==1:0:0: u)~

3 4 3
5y Y_HY 2(21)_ 2 1 ug g(ﬂ) 9 (ﬁJl Yo
©) Yo Ya Ys # Yu ~(u +'u+>1'/4+‘u?/4 ?/4.+

Volime-li za kvadriku @} op&t H**, bude kiivka (" zase kuzelosecka
(6)  ys=bpty: —4(u*b+ na—+ ¢)y1ys +4ny: — 40 Ys 4. =0,
dotykajici se v M asymptotické kiivky a majiei k¥ivost rovnu + £

E, 111 4 (18).
“#% Srovn. &ast I, odst. 1.
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ktivosti této k¥ivky; druhy praseiik C° s p jest nyni pevny fleknod F.
Teéna k C° v F jest v pivodnich souFadnicich

@ 1y — oy =(u*b + o -+ 6) 2 — iy =0.
Eliminujeme-li g, vychézi jako misto téchto teden
®) bx3 4 axyxs -+ vy — 2324 =0.

Toto misto masveme opét Wi Je-li ¢4=0, jest W1 Fusel dmheko
stupné o vrcholu F' dotykajici se roviny (pf) podél p. Je-li viak 0_0
jest misto W, rovina
() ba; + axy — 2, =0,

t. j. teény kuZeloseéek C° v F tvoii pak .svasek. Je-li c=a=0, pro-
chdzi rovina W, fleknodalni te¢nou f. P¥imkou p nemtZe rovina W,
prochizeti, coZz oviem a priori je patrno.

Korelativng: Kuzel IV m4 rovniei
(9) v =DButel + 4 (b + pa+ ¢) vove—4u v —4u v v3=0,
jsouli v; kontragredientni k g, Rovina (pf) je pevnou te¢nou rovinou
viech o' kuzeltt IM; obdlka p¥imek, podél nichz se kuzele I'0 této roviny

dotykaji, jest
(10) bu® — aw, uy,+ cui 4w u; =0.

Tuto obdlku nasveme opét W, Jeli e£0, jest Wy kuselosecka,
dotykajici se p v F. Je-li viak ¢=0, jest Wy bod

(11) bu; — auy,+ u; =0,

t. j. pfimky, podél nichZz se kuzele I dotykaji roviny (pf); tvoi pak
svagek. Jeli a—c¢=0, lezi bod W3 na f.

2. Z (1) nalezneme snadno rovnici oskuladniho linedrniho kom-
plexu Q:
(12) ¢(P1s— Pas) — W2y ==0.

Je-li ¢==0, je tento komplex specidlni; Fidici p¥imkou jest oviem f.
Jelli g=c¢=0, je (12) identita; tedy jest tehdy a jen tehdy ddenticky
@=¢=0, nalezi-li IT specielni linedrni kongruenci. Neni-li £ speciilni,
jsou W, a W, navzdjem polérni vzhledem k Q; vidy jsou W, a W,
navedajem poldrni vzhledem ku H.

3. Bud nyni pe vytvorujici pfimka plochy II

D1atPas i Por i Prai Pt Ppa=¢+as 4.0 —& .08 L bt
1:cet+ HE S
kde |¢ je mald. Oskula¢ni linedrni kongruence K. plochy IT v misté p:
obdrzi se anulovdnim determinantti matice



Proy E+aet .. 1-4+4das®—..., 12a84..., 24ae+-. ..
Pagy — &+ —2&4..., —24...,

D31, 33-}—68‘—}— o 36 - 4be® ..., 6e 41206 ..., 6 - 24be . ..
Py l’ 0) 07 0

Doy, CE .., 4ee® +. 12¢e* .. ., 24ce4-. .

D3y & 1 0, 0

Utvofme ty determinanty, jez vzniknou vynechanim, resp. 1. a
5. fadku. Rovnice K. jsou tudiz
Pea~+ 48 (bpa— cpyy) + (2) =0,
Pra— Pas + &[40 (P12 — P50) —4aps] 4 (2) =0.
Zde a v dal$im znamend opét (%) &leny aspoli Fadu &. Obecny
linedrni komplex obsahujici K je tedy
(14> Pos+A(D1s—DPsa) + 8{4(1’2324—01931) 2 [46(])12—'2934)—4“[?31] } "f‘(Q):O-
Tento komplex je specidlni, je-li
(15) (1++8bet.. ) A 4 (4ae+  )A-+4dee+...=0,
Gili za predpokladu ¢30, pro A=141 a 1=121", kde

(16) }“'221/—_01/;—2“54-(%) == —2)— ¢} e—2ae L(g)

Souradnice Fidicich piimek kongruence K- jsou tedy
Pig i P23 Psy* Pra i Pogt Pag =

(17 =[—A0—4bed® - (2)]:(2): [1 + 4be 4 (2)]:(2):

[— dee — 4aed® 4 (2)]:[AO - 4bed® + (2)], (:=1,2).

Tyto p¥imky protinaji ps, resp. v bodech

(18) Xy iy ay=—=1:(2):e4(2): 24 (2),

: gty —=1:(2):1 e+ (2): 474 (2).
Rovnice fleknoddlnt édry pro ¢ == 0 jsou tudiz

w S0 B—e()- 5

FleLnodalm ¢dra je tedy v F reguldrni, dotykd se zde p a m4
(pf) za staciondrni oskulaéni rovinu.

(13)

4. Je-li vSak ¢=0, jsou kofeny rovnice (15)
(20) N=Fe+(2), '=£k"¢+ (2),
kde %, & jsou kofeny kvadratické rovnice
&+ dak -+ m=0,
kde m je jistd konstanta, takze jest
(21) E+E =—4a.
Pro soufadnice prusedikt ¥dicich pfimek Ke s pe obdrZime nyni

(22) @iy imy iy =1:[k08+ B)]:[— s+ @)]: [—kDs+ ()], i=1,2.
2



18

Fleknodding édra ma v okoli F' dvé (rizné nebo splyvajici) regu-
l4rni vétve. Teény v F' jsou

(23) To=Hk23—12,=0, £s=1"23—x,=0.

Mohou byti riizné nebo splynouti, vidy vSak vzhledem k (21)
oddgluji harmonicky p a p¥imku
(24) Lo =12, + 2ax; =0.

Jestlize fleknoddlni ¢ara plochy IT m4 jedinou vétev, je jistd dle
pFedehoziho ¢=0. Piimka (24) je pak teénou fleknodalni ¢éry; porovnd-
nim s (11) vidime, Ze spolu s fleknoddlni teénou f déli harmonicky
piimky p a W,F. Jeli téz a=0, splyne (24) s f. Jak jsme jiz po-
znamenali, jest jen tehdy identicky a=c¢=0, m4-li I dvé soumezné
piimky Fidiei.

Upustime od dals$i diskuse pripadu ¢==0, ktery se jen na isolo-
vanych pfimkdch vytvoFujicich mtZe vyskytnouti a neni tedy tak dalezity.
Jeli, jak tedy v daliim stile p¥edpoklddidme, ¢=0, mé H s Il v I
styk &tvrtého ¥Adu; oskuladni kuzelosecky rovinnych Feztt II' v F leii
tedy na H. Pro oskuladni kuZelose¢ky rovinnych fezt IT v ostatnich
bodech pfimky p plati oviem doslova konstrukce popsand v ¢4sti I, odst. 7,
jen misto vytvoiujicich p¥imek druhé soustavy kvadriky W, (W,) jest
vziti pfimky bodem F v roviné W, (bodem W, v roving (pf)).

Bod W, (a jim urdens rovina W) nepiisobi Zddného omezeni pro
transformace X, i odpadd zde vySetfovani analogické tomu, jez bylo
provedeno v dasti I, odst. 9.

5. Rovnice IT predpokldddme, jak Fedeno, ve tvaru

) ) 23 .
Pu—p gt DR gy

(25) D3y D34
Pt g 1 gt Do Bu__,
yam Pia Pi1s

kde ¢leny obsahujici 25 vynechdny. PFi tom tetraedr soufadny jest jen
potud urcen, Ze dvé hrany jsou p, f, a obé protéjsi hrany jsou na H.
Bud nejprve a==0. Jeito bod W, leii v roviné (pf), ne vSak na p ani
na f, mozno voliti vrcholy (0,0,0,1), (0,0,1,0) o' zpisoby tak, aby bod
W, byl na jich spojnici. Uéinime-li takovou volbu, bude ve (25) =0.
Substituci

Byt @y Ly Xy==Ty P Ty b Tyt ad Ty

docilime pak kanronického tvarw pro rovnice II:

It ST -
(26) Py D

P31 3 Pas YN
=y T L .y ——&
D14 T Dyy " P ’
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kde vynechané cleny jsou opét Fadu 2°. Absoluiniho invariantu neni.
Souiadnice W, jsou pak

27 Zy:%gi 22y =—0:0:1:—1
a souradnice W,
(28) Uyt thy iy, —0:0:1—1.

Kolineace, jez prevadéji IT v plochu, majici s ni podél p styk &tvrtého
F4du, jsou jednak
0, =2~ L (F5 + Ty) + 2%,

(29a) 022 =1y,
0%3=1T3 + A&y,
. 0Ly =Ty~ AT,
jednak
0%, = 0%y + Wl (T3 -+ 2,) + 47,
(297) 0¥y =12s

023 = T3+ 2z, (0? +~ o0 -+1=0)
0%y = T, + A,
kde 2 je libovolny parametr.

Kolineace (29a) je pro 2=0 identita. Pro 230 mizZeme ji takto
charakterisovati: Samodruzné body jsou body p¥imky F W, (a jen ony).
Samodruzné roviny jsou roviny svazku (¢ W,) (¢ =(pf)). Pii takovych
kolineacich existuje co* samodruznych kvadrik; jednou z nich je H. Koli-
neaci (29b) mozno charakterisovati takto: Je to cyklickd kolineace fadu
t¥, jejiz samodruzné body jsou: 1. fleknod F, 2. viecky body jisté
pfimky g, jez obsahuje bod W, ne vSak bod F, a lezi v roviné (pf),
3. prise¢ik G polary g vzhledem ku H s H.
Korelace, jimiz piejde II v plochu, majici s I podél p styk
étvrtého Fadu, jsou jednak
Uy = Ty,

(50 (t) QU :?I + A’EES + 54) "}_]'252;
OUz = Ty + ATo,
Oy = T3+ AZy,

jednak
0% =%y, -
(300) oy = 2%, + 0 (Ty+Z,) + 127,
: Uy = WLy AZ, (0 4+ 0+ 1=0)

Uy = 0T 3+ ATy,

Korelace (30a) jest polarita vzhledem ke kvadrice, protinajici H
ve dvou riznych p¥imkéch prvé a dvou raznyech piimkéch druhé
soustavy, mezi nimiZ jsou p a f; tato kvadrika je harmonicki s H.
V korelaci (305) piisludi bodu F, kazdému bodu jisté p¥imky g roviny
(pf) obsahujici W,, ne viak F, a druhému priise¢iku s H poliry g vzhle-
dem ku H jeho polérni rovina vzhledem ku H; libovolnému bodu I

2%
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pHmky f piislusi teénd rovina H v tom bodé M na f, pro né&jz jest
(FRMM") =—0?(R=(fg)); teéné roviné H v M prislusi v korelaci
bod M.

6. V predchozim odst. se predpoklédalo a3=0. Je-li a =0, a tedy
bod W, na f, uéitime W, vrcholem (0, O, 1, 0) souradného tetraedru.
Rovnice IT nabudou pak dle (11) a (25) kanonického tvaru,

U , 9 ,
l—lgzz @=—52—’—....,1}i=53—}—
. P ) ‘
(31) (4 P Pra
DPas__ Pas __
—=..., =z,
P P

kde vynechané ¢&leny jsou aspoii ¥ddu 2°. Rovnice bodu W, jest nyni
u3=0, rovnice roviny W, z,=0. Absolutniho invariantu op&t neni.
Kanonicky tvar p¥ipousti kolineace

0r, = UZ, + MPZ,,

0%y = Uy,

0% == T3+ AU’ Ty,

0Ly — W3y,

pfi libovolnyeh A,u. Elementirni divisory kolineace (32) jsou

@) pro p=1, 4=0:(1—¢) (1 —9¢) 1 —¢) (1—0),

0) pro p=1, AF0:(1—9)* (1 —o)?

¢) pro u=—1, 4=0:(1—¢) (1—¢) (1+¢) (1+¢),

d) pro p=—1, 430:(1-—@)* (1+ @)%

e) pro p=a, (0®+0+1=0):(1—¢)(1—e) (@ —¢) (¢* —y9),

f) pro w1, pil:(1—e) (u—o) (W —o) (4°— o).

Jsou tedy kolineace (32) Sesti rtznych typt. MiZeme charak-
terisovats kolineace jednotlivych typd takto:

Kolineace @) je identita. Samodruzné body kolineace &) jsou body
na f, samodruzné roviny jsou roviny svazku f, samodruzné p¥imky jsou
tesny H ve vSech bodech na f. Kolineace ¢) je zborcend involuce,
jejimiz osami jsou p a ta primka prvé soustavy na H, jez jde bodem W,.
Ze samodruznych bodt kolineace d) splynou dva v F a dva ve W,
a to tak, e p¥imky prvé soustavy na H jdouei témito body jsou samo-
druzné; projektivita na samodruzné piimee F W, je involuce; H je
samodruzny. Kolineace ¢) je cyklickéd radu tfi a jeji body samodruzné
jsou: bod F, viecky body jisté piimky g v roviné (pf) bodem W,
(rizné od f), a druby priseéik s H poliry g vzhledem ku H. Samo-
druzné body kolineace f) jsou F, W, a dalsi dva body @, U takové,
ze piimky FG=p, W, U, GU lezi na H; p¥isludi-li obecné roviné u
rovina #, jest (it Wy F')= (witF' U) = (uwic UG").

Kanonicky tvar (31) pFipousti déale korelace

(32)

o
QUy = U Ty,
7 35
(33) ng —/'l’x_l “’_ }“:u’ L4y
oug = (1T,

Uy = T3+ AUz,



pro jakakoli 2, u. Elementérni divisory korelace (33) jsou*:

@) pro p=1:(1—¢)(1—¢)(1—¢)(1—9)

b) pro u=—1:(1+9)(1+o)(1+¢)(1+0)

¢) pro =1 (¢ +1=0),4=0:(¢—1) (¢—7) (¢ + ) (¢ - 9),
d) pro u=1, 4=0:(p—i)* (044,

e) pro p=0 (@' +o+1=0):(1—¢)(1—¢)(0—¢)(»*—),
f)pro p=—0:(1+0)(1+¢) (0+¢) (@*+o),

9) pro =1, uege1: (o — p) (ue—1) (o — wP) (wPe —1).

Tyto korelace muzZeme charakierisovati takto: Korelace a) jest
polarita vzhledem ke kvadrice protinajici H ve ¢tyflhelniku, jehoz dvé
strany jsou p a f, a harmonické s H. Korelace b) je polarita vzhledem
k linedrnfmu komplexu, obsahujicimu oskulaéni linedrni kongruenci
plochy II. P¥i korelaci ¢) piislusi kazdému bodu na p i g tetns ro-
vina H v ném, je-li ¢ pfHimka prvé soustavy na H bodem W,; kazdému
bodu M na f p¥slugi teénd rovina k H v bodé M na f, pro ktery
(MMFWy)=i. V korelaci d) piislusi kterémukoli bodu M p¥imky f
v korelaci te¢ns rovina H v tom bodé M’ na f, pro néjz je (MM'F Wy)—=1;
jeli @, (@,) kvadrika incidentnich bodfl (rovin) a @, par rovin (pt). Wy,
nélezeji @, i@, svazku (Q,H), nesplynou a dvojpomér (HQ,Q, @s) =—1.
Body, jim# pisluseji v korelaci ¢) i v jeji inversni tytéz roviny, jsou:
bod F, jisty bod G primky prvé soustavy na H jdouei bodem Wy,
a viecky body polary p¥imky F @ vzhledem ku H, a to kazdému z téchto
bodtt piislusi jeho polédrni rovina vzhledem ku H; kterémukoli bodu M
na f piisludi teénd rovina H v tom bodé M’ piimky f, pro néji
(MM'F W3) = — 0?; je-li N libovolny bod na F'G, » rovina mu piislusns
v korelaci, N bod p¥islusny roviné », jest (NN'FG)=w? Body, jimz
piisluseji v korelaci f) i v jejl inversni tytéz roviny, jsou tytéz jako
drive, s tim rozdilem, ze kterémukoli bodu poliry FG vzhledem ku H
plisludi nyni s nim incidentni rovina svazku FG; bodu M na f piislusi
nyni teénd rovina H v tom bodé M’ na f; pro ktery (MM'FW;)= w*;
je-li N libovolny bod na F@, » rovina mu p¥sluind, a N’ bod p¥isludny
roviné v, jest opét (NN'FG)=w? V korelaci g) bodu F, bodu W,
jistému dalsimu bodu P na p a prisediku G p¥imky druhé soustavy
na H bodem P s piimkou prvé soustavy bodem W, p¥islusi v korelaci
vzdy teéna rovina H v ném; bodu R na p (bodu S naf, 7 na WyG)
piislusi v korelaci teéns rovina H v tom bodé R’ na p (S’ na f, 7" na WyG),
pro ktery (FPRR') = (W,GTT)—— (W,FSS)>.

# Za charakteristicky determinant korelace u; = Xa,, T, beru zde |a;—- pay|.
k
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CAST III

Souvislost s asymptotickymi carami, Segreovymi ,dopliky & teorii kon-
Jugovangch teéent « s teorit Wilczynského.

1. Vratme se k plofe se dvéma rtiznymi vétvemi fleknodalni plochy,
dané rovnicemi (1) v ¢4sti . Rovnice I v okoli bodu M (1,0, O, u) jest

(1) s=ay—us®+ Wy - po+ Nt +2°y + 95 (2,9) + ¢s (@,9) - . .,

kde
U Zs _Y» Zy Ys __ %o Z3
& T T YT T e Ty e
V mocninné ¥adé na pravo rovnice (1) znidme koeficienty az po
¢tvrtou mocnost v , y, ale i pro daldi koeficienty jsou jistd omezent
odtud, Ze II je p¥imkové plocha. Predeviim piimka p (y,=1y;=0)
celd lezi na ITa tedy formy o5 (2,9), ¢; (2, %).  jsou vesmés délitelny z.
Uvazujme Fadu bodtt ¥;:9p:y;:4,=0:2:0:1 na p. Tednd rovina II

v takovém bodé mg rovniei
[l+9>’s<0 )+ 90,2)... ]y, —y;=0,
kde ¢'x(x, y)_ Y. Jeito teéné roviny v bodech p¥mky vytvoiujief

tvofi svazek prq;ektwm s fadou dotyénych bodil, jest nutné ¢’5(0, A)=
=¢'¢(0,A)=...=0.Jinak fedeno, @; (,¥), ¢s(2,¥),- - . jsou délitelny x*.
Bude tedy rovnice II v okoli uvazovaného bodu M, vypifeme-li také
¢leny patého stupné
3 8 =xy —pa® + (U7 + po + ) o* + 2%y + 2* (A2® +
3) ~+ Bz + Cxy* + Dy®)+. ..

Z této rovnice zndmym zplsobem nalezneme, Ze rovnice asympto-
tické édry C plochy IT, kterd jde bodem M, jsou

Su . . , 204 127
y:_§x2—2(u2y—;—ua—|— d)x?’———s—‘lfx“—]—. .
4) |.
z-.—_%xs—(uzy—}—_,ua—}—J)x*—-G‘A—I&‘ﬁ—;—.

2. Charakteristick4 trilinearita elementu C* jest
Su , 9u?
(5) ?f+%+’g+4(wﬂm d)=0;
charakteristick4 trilinearita elementu plochy tecen kiivky C*# jest

u? 3
(6) §+ By M+4(ﬂ‘/+“0“i‘f’) 0.
Pi#i tom znamend § parametr bodu y,:yy: Ys:y,=5:0:0:1,7 je

* By 12.
#% J, T 4(13).



23

parametr pHmky 7y;+ ys=y;=0 a { parametr roviny ly; —y;=0.
Prejdeme-li k pivodnim soufadnicim, je § parametr bodu

(Ta) Tyt Xgi@yiwy=1:—pf:—&: 41,
7} je parametr piimky

(7b) %3 — pxy=ux, —nr;—x,=0,
a ( je parametr roviny

(7¢) Quay — x5 -+ pas — L2, =0.

Vime*, e eliminujeme-li 7 z rovnic (5) a (6), obdrzime projek-
tivitu mezi stfedy a rovinami svazk®, vytvofujicich oskulaéni linedrni
kongruenci k¥ivky C. V naSem pripadé jest vysledek eliminace jedno-
duse §={, ¢ili dle (Ta) a (7 c) projektivita, pfiFazujici bodu (2, #'s, #',3 ')
rovinu

&'y @3+ ¥y 0 — (@5 %y 2a %) =0,

t. j. teCnou rovinu H v tomto bodé. Tedy: pFimky prvé soustavy osku-
ladniho hyperboloidu ndledeji oskulacni linedrni kongruenci kagdé asympto-
tické k¥ivky. Odtud mtzeme udiniti zajimavy disledek ¥*. Predpoklddejme,
ze plocha IT mé tu vlastnost, ze kaZdd jeji asymptotickd EkFivka ndlefi
linedrnimu komplexw. Neni mozno, aby vsecky tyto komplexy splynuly;
nebot oskuladnimu komplexu kfivky ndlezi svazek pfimek bodem kiivky
v roviné oskulaéni a ndlezely by tudiz tomuto komplexu vSechny tecny
plochy II, coz je nemozno. Oskuladni linedrni kongruence kiivky nélezi
jejimu oskulaénimu linedrnimu komplexu. Dle véty dokdzané nilezZeji
tedy viecky oskuladni hyperboloidy plochy II svymi p¥imkami prvé
soustavy kaZdému z naSich o' linedrnich komplext. Jezto je dovoleno
predpokladati, ze IT neni kvadrika, tvoii tedy tyto komplexy svazek.
Viecky ptimky prvé soustavy oskulaénich hyperboloidi plochy IZ, specielné
viecky wvytvoFujici rvimky plochy II wndledeji pak linedrni Fkongruenci.
Tento teorém dokdzal po prvé Peters

3. Zajimavo jest, %e u plochy zborcené stadi znsti tii soumezné
piimky vytvorujici, abychom mohli udati oskuladni linedrni kongruenci
asymptotické krivky. Odtud lze souditi, Ze zndme-li &ty¥i soumezné
vytvoFujiei pi¥imky, mtizeme udati pro C oskulaéni linedrni komplex.
Potvrdime to piimym poétem. Rovnice oskuladniho komplexu kiivky C
dané rovnicemi (4), jest v primkovych soufadnicich ¢, p¥islufnych
bodovym soufadnicim y

21 (12 -+ @ss) + 3¢23 =0
a tedy v soufadnicich py utvo¥eny z bodovych soufadnic x

(3) W (Pie— Pss) — 1P P31+ 3Pa =0:

* E,15.
“# Anticipujice sprdvnost véty prive dokdzané i pro plochy s jedinou vEtvi
fleknoddlni ¢4ry.
#%% Die Flichen, deren Haupttangentenkurven linearen Komplexen angehoren.
Lipsko, 1895. Autorovi nepiistupné.
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Snadno verifikujeme, Ze tento komplex obsahuje vSecky pFimky
prvé soustavy hyperboloidu H, Rovnice piimky druhé soustavy na H,
jdouei bodem 2, :2p: 252, =1:0:0: 4 &ili asymptotické tedny v tomto
bodé jsou

Ty — Wry= Wz, —2,=0
a tedy jeji soufadnice
D.oiPas i Ps1 i PraiPagi Poa——:0:1:0:p% 4

Vysledek dosazeni téchto hodnot do (8) je prosté u?—u?=—0.
Jsou-lie M, M’ dva body na vytvolujici piimce p plochy II harmonicky
oddélené fleknody, maji asymplotické krivky z mich vychdsejici spoleiny
oskulacni linedrni komplex, jemus ndleejs teCny oskulacniho hyperboloidu
plochy ve viech bodech asymptotickyjch teéen v bodech M, M.

Fleknodélni teény fi, fo jsou reciproké poldry vzhledem ke kom-
plexu (8) ¢ili oskulacni linedrni komplex asymptotické krivky na zborcené
plose obsahuje oskuladni linedrni kongruenci plochy.

4. Vratme se k rovnicim (5) a (6). Vylouc¢ime-li z nich {, dostdvime

4 | 9 L
(9a) T T A+ et 0)=0.
Vylouéime-li & dostivame
du | u? .
©0) T A et 8)=0.

Vime*, ze (9a), (9b) pfifazuje bodu na asymptotické teéné (roviné
asymptotickou te¢nou) jeho (jeji) poléru vzhledem k oskulaéni kuzelo-
seCce (oskuladnimu kuzeli) asymptotické kiivky. Jeito (9a) prejde
zaménou liter &, { v (9b), vidime, Ze kuzel polirni k oskula¢ni kuzelo-
seGee vzhledem ku H mé s oskulaénim kuzelem aspoii styk t¥etiho Fddu.
To je ostatné geometricky evidentni: Oskulaéni kuzelosetka a oskuladni
kuzel jsou polérni vzhledem k oskula¢nimu linedrnimu komplexu krivky C,
a soudin polarity vzhledem k tomuto komplexu s polaritou vzhledem
ku H je dle predchoziho odstavee zborcend involuce, jejiz jednou osou
je teéna oskuladni kuzelose¢ky. Rovnici (9a) se vyhovi, klademe-li

u 1

i aut-d

ury

Tento bod & mé& soufadnice
Ty i@y Xy = (y° + - 0) s p® s (Y +- ap - 0).

Tyto soufadnice splituji rovnici (13) v d¢dsti I. Tedy: Kubickd
kfivka, v niZ vedle vytvorujici primky p protinaji se H a W, jest
mistem polik p vehledem I oskulainim Lubeloseckdm asymptotickych kitvek.
Pripomeneme-li si, Ze teénd rovina W, v bodé M na p je tecnou
rovinou H v bodé, oddélujicim s I harmonicky oba fleknody, vidime,

* B, 16
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ze jsme takto dospéli % nové definici Lvadriky W, pozoruhodné svou
jednoduchosti. Korelativné pro W,. Jezto, jak jiz bylo poznamendno.
(9a) a (90) lisi se pouze zdménou § a §, mizeme také ¥ci: Vybvorujic
primka gborcené plochy, priseiik asymptotické teény ¢ s kvadrikow W,
o teénd rovina primkou ¢ ke kvadrice W,y tvori trojinu pro charakteri-
stickow trilinearitu jak elementu asympioticks krFivky, dotykajici se t, tak
elementu jeji plochy teden.

Pripomeneme-li si vysledky odst. 9 a 10, édsti I, vidime nyni aplnd
souvislost asymptotickych &ar plochy s kvadrikami H, W, W,.

8. Bud nyni IT zborcena plocha o jediné vétvi fleknodalni &ary,
dani opét rovnicemi

1—’2:5—}—65547-...,1)—"’3:——z"—,'—O.z3—i—9 .Zt—]—...,
Py Py
(10) p »
3L ___ 3 4 24 ' 34
— =22 bt ..., =2 —=(. 2" veey /=2,
Y47 + I " P T " P

Rovnice IT' v okoli bodu I (1,0, 0, u) jest, plati-li zase substitudni
rovaice (2)
(11) s=uay — w4 u(o -+ bw)x* 4 2uxdy +
. + 2?(42® 4 Baty - Cxy* + Dy*) +. . ..
Rovnice asymptotické kiivky C jdouei bodem I jsou

y=o% 2 —2u(a+ bu)x®— 1%1——2‘—‘“03#7—
(12 2 6A - 2Tut
= (ot AT e

Charakteristick4 trilinearita elementu kiivky C jest

(13) 3’{” “‘% + g +4(a+ du)=0;

charakteristické trilinearita elementu plochy tecen C jest
(14) %%—?;—w+i’§“+4(a+bm:o.

Eliminujice 7 z (13) a (14), dostaneme opét § = {; oskulacni li-
ne4rni kongruence kiivky C i nyni obsahuje viecky piimky H prvé sou-
stavy. Podobné i zde oskulaéni linedrni komplex kiivky C obsahuje
oskulaéni linedrni kongruenci plochy II. Pro polaritu vzhledem k ele-
mentu oskula¢ni kuzelosedky kiivky C dostdvime

3
15a) S Y Y )y
§ 1
a pro polaritu vzhledem k elementu jejiho oskula¢niho kuzele

(150) igi—{—%——-}c(d—l— bu)y=0.



Rovnici (15a) je vyhovéno hodnotami

Jsou tedy soufadnice pélu p¥mky p vzhledem k oskulaéni kuzelo-

sedee k¥ivky C
Ty iy = (a—+0uw): uu:u (a4 dup),

a jest tudiz &z, axs—x,=0. Tedy: prusek H s rovinou W,; (pro
a=0 dal§i ¢&4st priiseku mimo f) jest geometrickym mistem pdliL vy-
tvoiujici p¥imky plochy IT vzhledem k oskuladnim kuZeloseckdm asymyp-
totickych kiivek. Korelativng pro W,. Vytvofujici p¥imka p, prisek
asymptotické teény ¢ s rovinou W, a rovina ((W,) tvoii trojinu cha-
rakteristické trilinearity elementu C i elementu jeji plochy teden.

6. Vratme se ku plofe s riznymi fleknody, dané v okoli bodu
M1,0,0,u) rovnici (1). Jeli IT jakdkoli plocha a jeli u teénd ro-
vina IT v bodé M, existuje* kazel (obecné Iesté t¥idy) o vrcholu 37
a kiivka (obecné Sestého ¥adu) v roviné u v jednojednoznacéné kore-
spondenci, tak, Ze k¥ivka, podél niz se kuzel opsany IT s kteréhokol:
bodu oné krivky dotykd II, m& v M za staciondrni oskaladni rovinu
pEisluinou rovinu onoho kuzele a korelativné. Pro kratkost mluvme
o Segreovu kuzeli a Segreové kiivece. Dosadime-li do rovnice (13)
citovaného pojedndni z na¥i rovnice (1), obdrzime, jsouli »; kontra-
gredientni s ;**, rovnici Segreova kuzele
(16) 02 4 200,05 4 3uPv: — 2 (Uyy + pe -+ 0) v,9,=0.

Odtud shleddvdme snadno™*¥: Je-li II plocha zborcend, je Segredv
kuzel druhého stupné, dotykd se podél asymptotické feény teéné roviny IT
v M, obsahuje vytvorujici primku druhé soustavy kvadriky W, jdouct
bodem M a teénd rovina jeho podél télo primky obsahuje vytvoiujici
pFimlu plochy IL; kiivost Tudele podél asymptotické teiny jest a na
2nament rovna kiivosti plochy “teCen asympiotické krivky. Korelativng:
Segreova krivka je kufelosecka, jes se dotykd v M asymplotické krivky,
majic zde kFivost od krivosti této jen znamenim riznou, o jed se dotykd
vytvorujici pFimky druhé soustavy kvadriky W, obsafené v roviné u
v jejim praseéiku s vytvorujict primkou plochy II. V této vété mdme zase
novou, definici kvadrik W;, W, Jak se vysledek modifikuje, splynou-li
fleknody, je patrno.

7. V knize ,Projective differential geometry of curves and ruled
surfaces“y, kterou jsme jiz méli piilezitost citovati, rozviji Wilezynski

# Segre, Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una superficie.
Rend. Ace. Lincei 1908.
Segre uzivd jinych rovinovych soufadnie.
“¢# Srovn. ¢dst 1., odst. 2.
+ V dalsim cituji ji krdtce ¥ (na p¥. WI1, t. j. W, kap. I, § 1).
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analytické teorie invariantnich @tvard linedrnich diferencidlnich rovnie,
ekvivalentni s projektivni geometrii kfivky rovinné, prostorové a plochy
zborcené. Ukézeme, 7e jeden z jeho invariantnich Gtvart definuje nasi
kvadriku W,. Dfive v8ak musime ¥iei nékolik slov o kovariantech™®.
Diferencidlni systém

Y+ 0y + P1e? + quy + ¢t =0,

2" + Py + D238 + @21y + 2202 =0,

kde pa, g« jsou analytické funkce z, m4d &éty¥i péry linedrné nezavislych
reseni (yfl), 5'1)), (y(g)’ 5(2))’ (y(3)7 5(3))7 (y(4), ;3(4)) FE Interpretujeme-li y®
a 4% jako homogenni souradnice dvou bodt P, P,, opisuje piimka P, P,
p¥i proménném z zborecenou plochu ***. Dosadime-li y®), 29 za y, 2 do
vyrazil

(&)

0=2Y 1+ puy 1 P18 0=27 + Py + P’
obdrzime soutadnice ¢®, ¢® daldich dvou bodit P,, Ps. Obecnéji: budte z;
jakékoli funkee z; dosadime-li do vyrazu

Ty ~ Xe8 - Zy0 + %40
za ¥, 3, 0, 0 resp. yd, 29, 0@, ¢®), obdrzime pro kazdou hodnotu z sou-
radnice jistého bodu P,. Lze pak z,, s, 3, 2, povazovati za souiadnice
tohoto bodu v lokdlnim systému souFadném, jehoi soufadny tetraedr
jest Py P, P,P,+t. Tento systém souradny neni uplné uréen plochoun P, P..
Nebot substituci
Y=oy Pz 2=yy+ds E=§()
ktera neméni vyznam systému (A4), prejdou y, 2, 9,0, v ¥, %, 8, G, kde:

p=p (a0 o)+ £ 7= L(r0+ 09)+ %

Vidy vSak obdrzime ze soufadnic x; v prvém lokdlnim systému
soufadnice Z; téhoz bodu ve druhém z identity.

21y + %08 -+ 230 + 2,6 =7,y + %9z + 20 + 7,0.
To viak znamend, Ze ¥, 2, 9,0 jsou kontragredientri k z;, 2., z;, 2,
a mtzeme tedy y, s, 0, 0 povazovati za rovinové soufadnice v lokalnim
systému soufadném. Nyni viak kazdy kovariant jest forma v ¥, 2, ¢, 0,
tedy: kaddy Fkovariant polofen roven wule ddvd plochu, v rovinovijch
souradnicich invariantné spojenow s vytvotujici primkou z2dkladni zbor-
cené plochy 1.

# V daldsim uZivim oznaleni Wilczynského knihy.
wW,V, 1.
w5 WV, 2
+ W, X L
11 Totéz plati o ostatnich teoriich Wilezynského; toto jednoduché pozoro-
vani, jak se zdd, Wilezynskému uglo; nebot snadno nahlédneme, %Ze na piiklad
Pii rovinnych kiivkdch kovariant €, =22 — 2yp — P,y? (W II1 1) znamend prosté
oskulalni kuZelosetku, md tedy velmi jednoduchy geometricky vyznam; Wil-
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8. Rovnice (1) dasti I., definujici zborcenou plochu, napi¥me nyni
v souhlase s oznadenim Wilezynského takto:

(17) y(n: 1’ y(&):: dx4+ y(s):x, y@):o;
V=0, fD=n -4+ azx*4 . A =—ypti ... =1,
Jsou tedy (y9, &) Fefeni diferencidlniho systému (4) pro
(18) Pu=—ARy02" + ..., pra=—12022+ ..., Py ==12y2% -~
Doa=— 6(x+2a2"+ ), @i =q12 =1 = g2 =0.
Odtud vypodteme postupnd

a9 ey ==— 20 . 3%zt + U= —2%. 30z 4

' gy == 2% . Byz 4 Ugg==—22.3—24 . Bax ...

.(20) vu=—29.3276x3+..., 012:—25.36—f—...,
’021:25-3;’—'—..-, ’U22:'—"25.3a+ **;

@1 I=—-27.3-2% 3ax+ J=2%.8%y0x? ¥

- K==20 3%dL+.

(22)  0,=2% 32427 3lax{- .., Op=2".3%yd+...{it
Odtud plyne pro absolutni invariant yd, ktery jsme geometricky

vylozili v odst. 9., édsti I, vyraz

: o

23 /0 = 8. —10,

(23) 1=1sgs
Ze se zde vyskytuje odmocning z ©,, nepiekvapuje, nebot 6, je

diskriminant kovariantu®t

Cy=1138" — g1 ¥+ (11 — U39) Y2,
ktery vyjadiuje dvojici fleknodt *{+.
Dile vypoéteme

(24 0=2Y +puy+pe2=2y — 487025+ .. ) y—(12dz° +.. )2,
- 0=22 4Py y+092=2+12y22+. ) y—(62-+12a22+. .) 2;

czynski viak pravi: we shall later find another covariant, capable of a simple
geometrical interpretation, to replace C,. Slibeny kovariant jest na str. 68 a zni
h=[7(50"0s — T560%)2 + 2503 + 15750302 P,y +
4-2100,04 (50,0, — 756 04) z -+ 315003 02 p;
znamend devity bod base svazku kubickych kiivek, pro néz daldi body base
jsou v osmi soumeznych bodech dané kiivky; jest tedy analyticky i geometricky
znalné slo%itéjsi nez C,, pied niz m4 jen to, %e vyjadfuje bod, jsa linedrni v g, 2, p
W 1V 3 (20).
= WIV3(32).
w55 J7 IV 3 (24).
+ WIV3(34).
++ WIV4(52).
+++ W IV5 (T8).
=t W IV 8 (106).
#++ W VIL



odtud

oW=—2+ 3ydzt+ .. gO=—22 0Jz°+
25) 0®=2--2 32y02° oW=—1202" 4
(2 GO=2 3yt .. o@®@—2_Pagdl...

63 =225 | 0= — (6241202 + ...).

Budte nyni 2, x4, 25, 2, pivodni soufadnice bodové a wug, u,, U, thy
kontragredientni rovinové; bodové soufadnice v lokélni soustavé souradné
pro =0 budte s malou odchylkou od oznadeni Wileczynského 2y, s, 2's,-
z'y, kdezto kontragredientni soufadnice jsou y, 2, 9, 6. Pak nalezneme-
ze (17) a (25)

(26) Tyl Ly==2X"y: 2x'4:2x’3 12y,
(27) Y1210 0=ty 2us: 2u,.
Dsle nalezneme pro =0
(28) E—=—2°.3(yy* — ayz+ d8*)*, N—=2%.3(z20+ yo)**;
(29) C;—=FE-+2N=2%.3[20 } yo — 2 (yy* — ayz } dz%)]***
tak ze rovnice U3 =0 znamend dle (27)
hy Ug g Uy — 2 (yu2 — ary uy + duy) =0,
a méme tento vysledek: Wilczynskcho kovariant Cy vyjadiuje Lvadyiku W,..

9. Wilczynski uvadit Cs na tvar az— By, kde

o =2 gy — U33) @+ 40130 +§ (V11 — Vaa) Y + V122,
B=4us @ —2 (g — %s9) 6 + V31 Y — § (V11 — V30)2,

a hledd vyznam primky P, Pg, také invariantné spojené s vytvorujiei
pimkou P, P,. Nalezneme z (19) a (20) pro # =0 jako souifadnice P,
2y xgiay iy =24 30:—25.30:2?.3:0,

¢ili dle (26)
Zyidy iy iy =2y:—1:0: —a.
Rovnice primky P, Pp jsou tedy
2y, — axg -+ 2, =202 — axg+x,=0
a tudiz 7. Wilczynského primka P, Pg jest hlavni primka w, kvadriky Wi
Vytvorupm piimkou t. zv. hlavni plochy fleknoddini kongruenceyyt jest

pfimka P, P;, kdy% byla neodvisle proménn4 tak volena, ze 0,=konst.,
t j- dle (22), kdyz a=0. Tedy™*t Wilcsynského vytvorujici primka.

W IV 8 (107).
#% W IV S (111).
W IV 8 (116).
+ W Xe6.
++ Cést I, odst. 5 (34).
+++ W X5.
#+ C4st I, odst. 6.
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hlavni plochy fleknoddlni Kongruence jest tofoina s hlawvni primkow h
oskulaéniho hyperboloidu H. Proto jsem volil ndzev hlavni p¥imka pro 7,
a roziifil jsem jej na pHimky w;, w,, které jsem tplné stejné definoval.
Wilezynski definuje hlavni p¥imku % kvadriky H takto®: Bud P’ (P")
druby fleknod na vytvofujici piimee f; (f;) prvého (druhého) plasté
fleknodélni plochy ** a ¢, (¢;) oskulaéni rovina fleknoddlni kfivky
v F, (F,). Prusecikem ¢, s fy (g5 f)) vedme vytvorujici p¥imku H
prvé soustavy a bud P’y (P”)) jeji priisedik s fi (fa); sestrojme na f; (f2),
bod Gy (G») tak, Ze

(30) (P'P’0F1Gl)z(P”P”oF2G2):_1'

Pak G, G,=h. Jest patrno, Ze nase definice jest pFirozenéjsi, nebot
@1, sy P, P” nelze urditi, zname-li pouze koeficienty az po z* véetné
v rovnicich (17). Lépe jest definovati 2 tak, jak bylo u¢inéno zde v &4sti I,
odst. 5., nadez Wilczynského definici jest povazovati za relaci mezi P’
a ¢, P"a ¢, Pro piimku P, Py nalézd Wilezynski*** tuto konstrukei:
Sestrojme bodem F'; (F'y) piimku g’ (¢”), kterd spolu s vytvorujici
piimkou dé&li harmonicky fleknodalni tednu f; (f;) a te¢nu fleknodélni é4ry
v bodé I'; (F,). Ptimka ¢ (¢”) protne spojnici druhého fleknodu Fy (F',)
s prasetikem G (Gy) pimek f; a & (f; a k) v bodé P, (Pp)-- Dokézali
jsme Tna konei odst. 4., ¢dsti L, Ze ¢’ a ¢” lezi na Wy, a v odst. 6., d4stil.,
7e obé pHmky F, G, F.G, protnou hlavni p¥imku w, kvadriky W,.
Spojenim obou fakt vznikne Wilezynského konstrukece. O kvadrice W,
samé Wilezynski se nezmiiiuje ; podotyks pouze, Ze kovadriant C, definuje
projektivitu mezi piimkami P, P, P,P,, nepodivaje konstrukee této
projektivity ; tato jest ovSem zcela jednoduie urcena tim, Ze body dotyku
s Has W, rovin piimkou vytvorujici tvori involuci o dvojnych bodech
Iy, I,

10. Splynou-li oba fleknody na uvazované piimece vytvofujici, piSeme
misto (17) dle (1) v odst. 1., ¢asti II.
y(l): 1, y(%:,cx*—jr cees y(‘«’b):x, y(‘i):(),

51 2W=0, :O=gtar*—..., 2@0=—2a3—bat4-.., 2W=1.
Odtud najdeme podobné jako v odst. 8.

pu=——2".3%caxt+..., Pa=—2.83ex ...,
(32) Py =—2.324+2%.3b2*+..., Pa——2%.3a2*+...,

qi1=¢12=qa1=¢22=0;

(38) uui;% |32;5cx3—;—l u12=-—24..‘atcx—i—
ty =2%. 3424, 3bzx 4 Uy =—2%. Bazx +
(34) 0112—25.3‘2 Tex?+4..., v,—=—25.3¢c+...,
09 =25.3b4 .., v5=—2%.3a+...;
* TV X5.

#=# T.j. plochy vytvoiené fleknoddlni teinou f, (fy); prvy fleknod jest Iy (I).
#& W X 6.
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0=2y — (2. 8%zt~ ... )y —(2.83e2+ ..)z,

(35) 0=274(2.3¢4 ... )y — (.30 .)z.

Jest tudiz pro x-=0 souvislost rovinovych soufadnic u; a ¥, 2, ¢, ¢

(36) Yi2:0 0=ty 2us: 2u,.

Dale jest pro 2=0

(37) E=—25.3(by*—ayz - cz*), N=—2°. 3yg;
(38) Cy=E+2N==—2*.3[yo + 2(by* —ayz + ¢cz")},

tak ze dle (36) rovnice C;—=0 znamend
bu? — aw, uy— cui +wuus =0,

a vidime, Ze i nyni a tedy ve vSech pFipadech kovariant Cs vyjadiuje W .

Je-li identicky ©,=0, t.j. m4-li fleknodalni ¢ara dané zborcené
plochy jedinou vétev, jest, jak vime, W, bod, ktery jen tehdy lezi na
fleknod4lni te¢né, kdyz plocha nalezi specielni linedrni kongruenci, t. j.
kdyz také ©y—=0. Wilezynski (kap.XI, 1) tvrdi, %e pro ;=0 bod W,
vidy lezi na fleknodélni teéné, tato nespréavnéd véta vznikla na str, 221
chybou ve znameni.



GEOMETRIE PROJECTIVE
DE CINQ DROITES INFINIMENT VOISINES.

PAR
EDOUARD CECH.
(RESUME DE L'ARTICLE PRECEDENT.)

Dans un mémoire antérieur ,Les quadriques de Moutard“ (Publi-
cations de la Faculté des sciences de Brno N° 3.), j’ai considéré le
faiscean (@) des quadriques ayant un contact du second ordre avec une
surface quelconque IT en un point simple O de celle-ci de fagon que
les tangentes en O A l'intersection d’une quelconque de ces quadriques
avec II soient les tangentes & osculation quadrique de Darboux. En
choisissant arbitrairement une quadrique quelconque Q) de ce faisceau,
jenvisage une certaine courbe C» dans le plan tangent de IT en O, et
un certain cone I au sommet O, et je construis ensuite la conique
osculatrice d’une section plane arbitraire de IT en O.

Dans le présent mémoire, je suppose que la surface proposée II
soit réglée. On peut alors considérer simultanément les environs de tous
les points d’une droite génératrice p de IT et on reconnait aisément gue
les transformations X, dont la définition on trouve dans le résumé francais.
du mémoire cité, s'élargissent, en restant birationnelles, en transfor-
mations b trois dimensions, que je continue d appeler .

Il faut rappeler certaines notions relatives aux surfaces réglées
que Wilezynski avait introduites®. Sur chaque génératrice p de la surface.
réglée II, il y a deux points que je désignerai F'y, Fy et que Wilezynski
appelle «the fleenodes», dans lesquels IT a un contact du troisiéme ordre
avee Phyperboloide osculateur /. Les tangentes asymptotiques en F'y, Fly,
les «flecnode tangents» de Wilezynski, seront désignées fy, fs.

Je commence par supposer que I'; et I'y soient distincts. En
choisissant p, fi, fo pour trois arétes du tétratdre de référence et une
géneratrice quelconque du premier systéme de H** pour l’aréte opposée
a p, on peut, comme j’ai établi ailleurs, écrire les équations de IT sous la.
forme (1), H étant donné par I'équation (2). Les équations des X sont alors

QUy = Ty (Ty Ty — X5 %),

ouy = — kg 23 + 1 (2, %2 — 3 ),
{)103 _ kx% xg e .’L'_i (xl x2 —xg x4>,
Oy = — X3 (& X3 — X3 Zy).

Wilezynski, Projective differential geometry of curves and ruled surfaces,
Leipzig 1906, chap. VI.
#% p sera pour nous une géndératrice du premier systéme de chaque quadrique
qui la contient.
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On apergoit que X, est simplement la polarité par rapport & H.
Des propriétés de ces transformations, je ne signalerai ici que la suivante :
la courbe correspondante, dans X, i un faisceau de plans dont l'axe
a rencontre une des droites p, f, et f;, est une conique; quand a en
rencontre deux, c’est simplement une droite.

Cela posé, choisissons H pour la quadrique @*. Si lon considére
un point queleonque P de p, la courbe Ch correspondante est une
conique qui touche en P la tangente asymptotique et dont la courboure
en P est égale &4 + 3 de celle de la courbe asymptotique; cette
conique rencontre p une seconde fois. dams le point P’, conjugu
harmonique de P par rapport d F'; et Fy; soit ¢ la tangente de Ch en P
Quand P déerit p, les diverses positions de ¢ sont les génératrices du
second systtme d’une quadrigue, donnée par I'équation (13), que
j'appelle W, et qui touche II en F'; et F'y. La considération corrélative
conduit & la seconde quadrique W,, dont 1’équation est (16) et qui est la
surface polaire de W, par rapport a H et aussi par rapport au com-
plexe linéaire osculateur de II, quand celui-ci n’est pas spécial. Les
quadriques W, et W, se touchent mutuellement en deux points de p
qui sont identiques aux «involute points> de Wilezynski*. La génératrice
du second systétme de W, en F'; est la conjuguée harmonique de p par
rapport & f; et & la tangente du lieu de F**

Ayant la droite p commune, les quadriques H et W; se coupent,
outre cela, en une cubique gauche. Deux génératrices d’une queleonque
de ces quadriques touchent cette cubique; la génératrice conjuguée
harmonique de p par rapport & ces deux tangentes -sera nommée
la droite principale de la quadrique en question. Corrélativement,
je définis encore la droite principale de W Je désigne A, w,, w, ces
droites principales dont les équations sont respectivement (31), (33) et (39).
Si Pon désigne encore G, Gy les intersections de % avec f, et f,, on
peut énoncer la propriété suivante: Les quatre droites p, h; w;, w,
coupent les droites F'; Gy, Fy @Gy et précisément en des quadruples har-
moniques.

Si I'on choisit particuliérement % pour Paréte opposée & p du
tétraédre de référence, on a, en déterminant convenablement le point
unité, la forme réduite (38) des équations de IT, dans laquelle I -— yd
est un invariant absolu qui dépend d’ailleurs de 'ordre des deux points
F', et I, en changent son signe quand on permute ceux-ci. J'expliquerai
plus' tard la signification géométrique de cet invariant. Partant des
équations réduites, on peut aisément indiquer toutes les transformations
homographiques et corrélatives ‘qui font correspondre & II' une surface
ayant un contact du quatridéme ordre avee la proposée en tous les points

# Livre cité, p. 208.
**% La «flecnode curve» de Wilezynski.
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de p. Je laisse de cOté ici les propriétés caractéristiques géométriques
de ces transformations.

La maniére d’employer les quadriques W, et W, pour la con-
struction des coniques osculatrices, est parfaitement claire. d’apres le mé-
moire antérieur, cité an commencement. Cependant, en F'; (et en F),
ces ‘constructions tombent en défaut. Voici comment on procédera en I7;.
¢, étant une tangente quelconque de II en F',, soit fy la conjuguée
harmonique de ¢, par rapport & f, et & la génératrice du second systéme
de W, qui passe par F';; et soit # la conjuguée harmonique de p par
rapport aux ¢;, f. Une quadrique bien déterminée touche II le long
de p et de f, (won de f,) et passe par w. Soit B un point arbitraire
de cette quadrique et ¢ le plan correspondant & R dans X;. Aux deux
droites ¢, et i, appartlent la méme quadrique de Moutard, touchant
H le long de p et de f;, dont la détermination s’achéve par cela que
le plan polaire de R par rapport  celle-ci coupe le plan ¢ suivant une
droite située dans le plan tangent de IT en F',.

Connaissant H et W,, par exemple, on a tout de suite aussi
Fy, Fy, fi, f; et Wy Pour counnaitre tout ce qui se rapporte a cing
génératrices infiniment voisines de II, on a besoin, d’aprés ce qui a été
dit jusqu'ici, encore des transformations X. Je vais montrer que I'in-
variant I suffise & déterminer les 3. Je commence par rappeler que X
fait correspondre, & un faisceau de plans dont l'axe a rencontre p en P,
une conique qui touche en P la tangente asymptotique, dont la courbure
en P est — ¥ fois celle de la courbe asymptotique, et qui touche encore
la polaire réciproque de ¢ par rapport & H en son intersection avec II.
De cela résulte encore, d’abord que les courbures des ligues asympto-
tiques suffisent & déterminer les X, et ensuite que ces courbures i leur
tour sont facilement  indiqueér, si I'on connait la courbe qui correspond
dans une quelconque des: X, &4 un faisceau de plans dont 'axe ne ren-
contre pas p. Cela posé, soit @ la droite qui passe par G, et par 1'inter-
section des droites F'yG, et w,*; la courbe correspondante dans Zs; au
faisceau de plans passant par a est la conique intersection de W; et du
plan G us, u, étant la conjuguée harmonique de p par rapport & f; et & la
génératrice du ‘second systéme de W, en F,. Cet énoncé peut se mo-
difier: 1. en permutant F'; F'y et changent  en —I; 2. en échangeant
W, et Wy; 3. en se servant de la corrélation par rapport au complexe
linéaire osculateur de II. On a ainsi huit formes diverses de I’ énoncé.

Dans le cas particulier o1 f;, par exemple, est une droite directrice
de IT (on a alors I=0), des autres circonstances se présentent. La
droite w; coupe alors f; en G,. La transformation 3, 4 étant quelconque,
fait correspondre aux plans passant par w, une conique , dont le plan

* Je rappelle que G; et G, sont les intersections de f, et f, avec L.
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soit 7. Ce plan passe par Iy G, mais f{ et W, ne suffisent pas & achever
sa détermination. Soit 7’ le plan conjugué harmonique de z par rapport
L p et fo; la conique C est la projection de la conique suivant laquelle
le plan 7" rencontre la quadrique Wy, le centre de projection étant I;.

Dans tout ce qui précede, il a été supposé que les deux points
F, et Fy sur la génératrice p considérée soient distinets.

Dans la deuxiéme partie de mon mémoire, je passe aux modifications
qui ont leu quand on a, sur p, F'y =F, et, par cela méme, f,=f..
Si l'on prend p et f, pour deux¥arétes du tétraédre de référence, en
choisissant deux génératrices de H pour les arétes opposées & celles-la
on ameéne les équations de IT & la forme (1). Lies équations des X, sont alors,

ouy ==, (2, &y — T32,),

Uy == kg wg -y (2 2 — 25 2,),
ous = —kxd — z, (¥, 2, — T3 2)),
Uy = —23(%y o — X3 %4)-

Les propriétés essentielles de ces transformations se conservent
dans le cas actuel.

On peut repéter le méme procédé qui, dans le cas général, nous
a amené aux quadriques W, et W, En continuant a choisir H povr @,
on trouve maintenant que toutes les coniques C) passent par F;. Dési-
gnons par W, le lien des tangentes en F'; de ces coniques. Corrélative-
ment, le plan tangent de IT en F'; touche toutes les cones I'h; soit W,
Ienveloppe des génératrices de ces cones situées dans ce plan. Si la
constante ¢ des équations (1) est différente de zéro, W, est le cone
quadratique (8) et 'enveloppe W, est la conique (10). Mais si les deux
points F'y et F'y coincident sur chaque génératrice de IT et non pas
seulement sur p, on a nécessairement ¢—0; le lieu Wy est alors sim-
plement le plan (8') et I'enveloppe W, est le point (11). Sila surface IT
a deux droites directrices infiniment voisines, on a aussi a=0; le plan
W, et le point W, sont alors incidents aveec f;. Dans tous les cas,
W, et W, sont polaires mutuellement par rapport a H. Si I'on a Fy=F,
sur chaque génératrice, la tangente au lieu de Iy est la conjuguée har-
monique de f; par rapport aux droites p et W,I",. En supposant ¢=0,
j'énonce des définitions intrinséques de toutes les homographies et cor-
rélations qui font correspondre a II une surface ayant un contact du
quatriéme ordre ayec la proposée en tous les points de p.

Dans la troisiéme partie de mon mémoire, je commence par étudier
les courbes asymptotiques de II. Les congruence linéaires osculatrices
de ces courbes contiennent toutes les génératrices du premier systéme
de H, leur complexes linéaires osculateurs contiennent la congruence
linéaire osculatrice de II. Par le cone osculateur d'une quelconque de
ces courbes, j'entends, avec Wilezynski“ le cone quadratique osculateur

* Livre cité, p. 250.
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du cone projetant la courbe de son point considéré; corrélativement on
définit la conique osculatrice. Ces définitions posées, on a la proposition
suivante: Le reste de l'intersection de H et de W, en faisant abstraction
de p et, suivant le cas, de f; ou de f,, est le lieu des pdles de la généra-
trice par rapport aux coniques osculatrices des courbes asymptotiques.
En remplagant W, par W, et les coniques par les cbnes, on arrive & la
propesition corrélative.

En 1908, Segre avait considéré® dans le plan tangent d’une
surface arbitraire II en son point P, la courbe lieu de points tels que
la courbe de contact du cOne circonscrit & II ait en P un contact du
troisitme ordre avec son plan osculateur. Dans le cas présent d’une
surface réglée, la courbe de Segre est une conique, qui touche en P la
tangente asymptotique, dont la courbure en P diftére par le signe seule
de celle de la courbe asymptotique, et qui touche la génératrice du
second systéme de W, située dans le plan tangent de IT en P, en son
intersection avee p.

Ce qui a été dit, montre d'une maniére suffisante I'importance des
quadriques W, et W, pour la géométrie projective infinitésimale des
surfaces réglées. Il me reste i dire quelques mots sur la liaison qui
existe entre ma théorie géométrique et eelle analytique que Wilezynski
avait développée dans les chapitres IV—XII du livre cité. Dans la
théorie de Wilezynski, on envisage les quatre sémicovariants y, 2, ¢, o,
au moyen desquels on définit les coordonnés ponctuelles locales @ 2,232,
correspondantes & une génératrice arbitraire®*. L’expression z;y + 232 +
+ 230 + 2,0 définissant le point aux coordonnées locales z;, on est amené
a considérer, étant donné un covariant quelconque, ¥, #, 9, 6 comme
coordonnées tangentielles dans le systéme local. De ce point de vue, le
covariant U3 de Wilezynski *** représente notre quadrique Wj. L'invariant
que j'ai plus haut désigné par I, est, dans la notation de Wilezynski,

représenté par %gﬂ; La droite P, Pg de Wilezynski est ce que jai
(2
appelé la droite principale de W;. Quant & la construetion de cette droite,
donnée par Wilezynski+, elle résulte assez aisément de ce qui a été
dit plus haut. La droite & est idéntique & la génératrice de la «prin-
cipal surface of the flecnode congruence». (Yest pourquoi j’ai adopté le
nom de la droite principale pour %, en l'élargissant aux w, et w,. La
définition de 4 donnée par Wilezynski+{ n’est pas naturelle comme celle,
parce -qu'elle fait usage de six droites infiniment voisines de II.

# Segre, Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una superficie,
Rend. Acc. Lincei, 1908.
%% Livre cité, p. 191.
##% I, c., chap. X, § 6.
+ p. 217,
++ L. cité, chap. X, § 6.
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L’identité de C, et W, ne cesse pas d’étre exacte quand on
a identiquement F'; =F,. La proposition énoncée dans le § 1 du chap. X
du livre cité, d’aprés laquelle le point représenté par le covariant C;
devrait étre situde sur f;, ne peut donc pas étre exacte. En effet, on
déduit des équations™

Q= Pigtha1¥; 3 ="4Us10— P58
I’expression suivante qui définit le point de rencontre des droites qui
joignent les points correspondants aux droites P, P, et P, Pg:
V=P8 —20
Wilezynski trouve y=—y**,

* Page 221, ligne 31.
#% Page 222, lignes 13—15.
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