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MOUTARDOVY KVADRIKY.

PRISPEVEK KU PROJEKTIVNI DIFERENCIALNI GEOMETRII PLOCH.
(AVEC UN RESUME EN FRAN(AIS.)

Ve druhé &4sti své price ,O kiivkovém a plogném elementu t¥etiho
¥4du projektivniho prostoru“ * piifadil jsem elementu plochy jisté biracio-
nalni transformace, jeZ jsem oznadil X, a ukdzal jsem, Ze znalost téchto
transformaci staéi k FeSeni kterékoli ulohy, vztahujici se k elementu
t¥etiho ¥ddu plochy. Na zdkladé vét tam odvozenych provedu zde
analysu elementu étvrtého f4du plochy; omezuji se viak na to, Ze ukazi,
Ze nové prvky, jez zavedu, sta¢i pro seznidni podminek, jez plocha zna-
mens pro elementy &tvrtého ¥ddu kfivek na ni lezicich, ponechdvaje na
pozdéjsi piilezitost souvislost jejich s asymptotickymi darami, kifivkami
Darboux-Segreovymi, Lieovou kvadrikou atd.

1. V pojednéni ,K diferencidlni geometrii prostorovych kiivek® **
dok4zal jsem vétu: Vedeme-li bodem O prostorové kiivky ¢ libovolnou
piimku p a promitneme-li ¢ se viech bod@ na p do oskuladni roviny ¢
v O, maji viecky projekce v O styk &étvrtého fddu a tedy spoleénou
kuZelose¢ku oskuladni, kterou jsem tamté? nazval kuzeloseCkom pii-
druzenou pfimece p vzhledem k elementu ¢. Necht nyni ¢dra ¢ dotykd
se v O plochy II tak, Ze jeji te¢na ¢ v O neni asymptotickou te¢nou IT
a bud ? teéna konjugovand s ¢; pak plati: nutnd a postacujici pod-
minka, aby styk ¢ s II byl aspors étortého radu, jest, aby kuZelosedha
pridrufend primce ¢ vahledem % elementu ¢ byla oskulaéni kuZeloseCkou
prasekw IT s ¢***. Pi ditkaze volme soustavu soufadnou tak, aby bylo
0=(0,0,0,1), t=2,=12,=0, =2, —2;=0, tak Ze jest rovnice II

ﬂ:@itnw2 I ( 1 )‘I‘ ( 1 Ty +..

Ty x4

kde ¢, jest forma Z%* stupné, a rovnice kiivky c.

(i) o3 (5 2on(E)

Nalezneme okamzité, Ze nutné a postadujici podmmky pro zddany
styk jsou
ay=m, az=@; (1,0), a,=g¢, (1,0).

£V tisku v ,Casopise pro pést. mat. a fys.*. V dal$im budu ji citovati kritee
E; (na pr. EyI1 misto &dst L, odst. 1.).
#+ Rozpravy Ces. Akad. rot. XXX, ¥is. 15, odst. 1.
##% Srovn. analogickou vétu v F,II1.
]*



Tyto podminky jsou jisté splnény, je-li ¢ totozn4 s prisekem ¢ s IT.
Poznamendme-li tedy, Ze prvé z napsanych rovnic ¢ jest rovnici prOJekce ¢
do ¢ s bodu (0,1,0,0) na #, jevi se zifejmou sprévnost tvrzeni vyse
uéinéného. Dﬁsledek véty temér bez podtu pravé odvozené jest, Ze pis
studiu elementii Ctvrtého 7ddu viech kiivek ploSnijch v daném bodé plochy
lae se bese vSeho omeziti na krivky rovinné, nehledime-li na k¥ivky do-
tykajici se asymptotickych teden.

2. Zékladem pro studium t&chto rovinnych k¥ivek jest véta: Je-li ¢
libovoln4 te¢na: plochy IT v O, pak oskulaéni kuzelosetky v O prisekd IT
se vlemi rovinami. svazku ¢ tvo¥ kvadriku*, kterou nazveme s Wilezyn-
skim Moumrdovou Tvadrikou pFistusnow teéné t. Rovnice IT bud:

I A R B RS

uvazovany bod (0,0,0;1) plochy T budeme v dal$im stdle znaditi O, jeho
teénou rovinu (23 =0) . Rovnice Moutardovy kvadriky piislusné teéné

(2) xs=xs—n.x1=0
jest ¥

[25 24 — s (1, 5)] P2 (1, )P =12, ,z.?’ @5 (1,7) [gs (1, ”)]2+
+{e2(1,7) o (1,0) — {903 1, "’)}Q]xg +

3) p p
+ @5 (%3 — nay) 3 (1,m) [9’2 (Ly8) - Ps(1,m) — @5 ,m) an 92 (1 ”)]-

Moutardova kvadrika pfislusné teéné ¢ md v O styk druhého fadu-
s II; ze tii teden priseku obou ploch v O dvé splynou v #*%

Prfipometime piedev§im nékteré vysledky citované price E;. Pri-
fadime-li kazdému bodu P v o jeho poldrni rovinu m; vzhledem
k Moutardové kvadrice piisluiné teéné OP, je souvislost mezi P a s,
biraciondlni transformace X, kterou jsem mnazval polaritou vzhledem
k elementu IT+. P¥i¥adime-li viak bodu P jeho polérni rovinu vzhledem
k Moutardové kvadrlce prislu$né teéné konjugované s OP, jest souvislost
mezi P a wv_; biraciondlni transformace XZ_j, po prvé uvazovand Segrem,
kterou jsem nazval reciprocitou vzhledem k elementu IT++. Je-li II, takova
rovina, Ze (@Wm,m;w_s)=—3, je souvislost mezi P a m, projektivni
transformace X, 1. Existuje svazek kvadrik (¢)), majicich v O mezi sebou
styk t¥etiho a s IT druhého ¥idu, pro néz poldrni rovinou kazdého bodu

# V. Darboux, Sur le contact des courbes et des surfaces, Bull. des Sc. Math.
et Astr., (2) 4, 1880.
#% Darboux, 1. e., str. 363, kdeZ je vSak tiskovd chyba.
### Darboux, L c., str. 365,
+ E,II3.
++ B, 114
T+ B, IT5.
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P v o jerovina 7, piisluind mu v Z,*, Priiseénd kiivka kterékoli z kvadrik
svazku (@) s II dotykd se v trojném svém bodé O tii dilezitych feden Dar-
bouz-Segreovych**. Uréime-li koneéné rovinu m;, tak, aby (wm,mw; my), =%,
kde % je libovoln4 konstanta, obdrzime obecné&jsi biraciondlni transformaci,
kterou znadim X, ***,

V dal$im budu piedpoklidati, Ze dovedeme sestrojiti rovinu pii-
slusnou bodu P v X, a naopak{. V disledku toho miZeme element
tfetiho Fddu kterékoli Moutardovy kvadriky povazovati za zndmy.

Transformujeme-li IT korelativng, piejde Moutardova kvadrika p
piislusnd teéné ¢ v Moutardovu kvadriku prisluinou oné tedné trans-
formované plochy, jez jest konjugovéna s tou, v niZ prejde tedna #7.
Stadi ukazati, Ze oskuladni kvadraticky kuzel y, kuZele y opsaného
plose IT s kteréhokoli bodu P na teéné konjugované s f, dotykd se u
podél kuzelose¢ky. Kuzel y dotykd se viak II podél kiivky ¢, jejiz
oskulaéni rovinou v O je rovina m_, piislusnd P v Z_; Kuzel y, ¢ili
kuzel promitajici ¢ s IT, m4 dle véty odvozené v odst. 1. této préce styk
Stvrtého Féddu s praseénou k¥ivkou IT s oskuladni rovinou é&ary ¢; osku-
la¢ni kuzeloseGka této rovinné kiivky lezi vSak na u; jezto pak m_,
jest polérni rovinou P vzhledem k p, je nafe tvrzeni dokdzéno. Vidime.
tedy nyni, Ze studium elementi étvrtého ¥idu viech &ar plosnych i viech
rozvinutelnych ploSe opsanych v daném misté plochy redukuje se na
studium oskulaénich kuzelosedek, t. j. na studium Moutardovyjch kvadrilk +1+.

3. Uvazujme v primkovém prostoru biraciondlni transformaci £,
takto definovanou: Obecnd p¥imka p proting jednu teénu ¢ plochy IT'v O;
reciproké poldra p’ p¥imky p vzhledem k Moutardové kvadrice piislusné
tecné ¢ odpovidd piimece p.v L. V inversni transformaeci 2~ odpovida
pak p¥imee p jeji reciproks poldra pt? vzhledem k Moutardové kvadrice
piislusné teénd konjugované s ¢, tak ze Q- jest korelativni k Q. Je
ziejmo, Ze stadi znati 2, abychom dovedli udati Moutardovu kvadriku
prislunou kterékoli teénd. Dvé vlastnosti transformace @ jsou ihned
patrny: Svazku piimek, jeho# vrchol M je v , odpovid4 transformaci 2

* FL,II2.
#% FLII2.
#*% F, IT5.
T Viz E,II6.
4+t Od tohoto mista polinaje, vylucuji parabolicky bod.
t11 Moutardovy vysledky téméF neuvefejnéné jsou z r. 1865; Darbouxovo
znamenité pojedndni, vySe citované, z'r. 1880. Z doby pozdé&jsi jedind préce,
pokud mi je znimo, zabyvd se Moutardovymi kvadrikami, totiz Wilezynski
Projective differential geometry of curved surfaces, Fifth Memoir, Trans. Amer
Math. Soc. 10 (1909), str. 279—296, kde vSak neni v podstatd nic, co by nebylo
jiz v Darbouxové prdci. — Obsah této price,.al je v lectem netiplnd, je piec e
tu$im dobrym dokladem pro sprivnost mého mindni, Ze.1ze ve mnohych otdzkdch
diferencidlni geometrie s prospschem uziti rlznych specidlnich- transformaci
geometrickych, na co¥ prvy p¥iklad podal -asi Em, Weyr svou transformaei. (1, 2
mezi stfedy k¥ivosti normdlnich ¥ezi a teénami plochy.



6

-svazek, jehoZ rovinou je polarni rovina u; bodu M vzhledem k elementu II.
Svazku p¥imek, jehoZ rovina » obsahuje O, odpovid4 v transformaci 2
svazek, jehoz vrchol jest reciproky bod N_j; roviny » vzhledem k ele-
mentu II.

Pristoupime k analytickému vyjédd¥eni 2. Pro zjednodufeni pred-
pokléddm od tohoto mista soufadnou soustavu volenu tak, Ze rovnice
plochy IT jest

By s | Ex] el Ty 2 *
(4) x4_ xi + 6$i +9’4 .’1/'4’ %, +"' .
Obecné jest a) &840, kdyZ totiz ob& asymptotické teény maji styk
jen druhého ¥4du s II. Rovnice
(5) x4:£1x§+82x320
znamenaji pak trojici te¢en Darboux-Segreovych. Je-li viak &) na p¥.
& =0, &30, md teéna x;—x3=—0 s II styk aspoii tfetiho ¥4du a Dar-
boux-Segreovy tedny splynou v z3—=2z3 =0. Je-li koneéns ¢) & —¢,=0,
maji ob& asymptotické tedny s II styk vysiiho neZ drubhého fddu a
Darboux-Segreovy te¢ny jsou neurdité. V dal$im nehledime na pi¥ipad c),
ktery jen pro kvadriky nastane identicky. Rovnice X jsou v nafi sou-
stavé soufadné **

ouy =6z,232, oy = 6u,u3,
Oy =0x3x,, 0o = Bulu,,
) ous=r(ex? + &x3) -- 6192y, 23 =0,
=0, oxy—=F (eu + &3 ) — G Ugths.

Rovnice Moutardovy kvadriky pfisluiné teéné (2) jest nyni
% [(ey+ &gn®)?—36mepy (1, n)] 22 + 36n° (2304 — 2,25) +

—+ 612 (g1 — 2¢;) 2,23 — 61 (2e9m® — &;) 2923 =0.
Za soufadnice piimky p spojujici” body z; ¥ budeme brati vyrazy
Pie = Z:Yfx— Ziy:. Reciprokd poldra p p¥imky p vzhledem ke kvadrice (7)
mé soufadnice (je udelno v dalsim voliti vidy urditym zptisobem fakfory
umérnosti)

Pra=—6n*[(2e9n® — &) Pas + 1 (&1 — 2¢,) p3; + 61°py,],
Das == — 36n*Py3,
Dy = 36n*psy,
8) Pra=06n" (2egn® —&,) (P12 — Pas) — (2650° — &,)*Pas +

’ + 9n? [£1890° — 8p, (1, m)] pay — 36npyy,

Doy = — 60° (8g0° — 2¢,) (P12 + Pss) — 1 (8a0® — 281)7ps, +
+ 9n? [£1690° — Bpy (1, 1)) Pag -+ 36n* Py,
Paa==— 612 [6n2p,s — (265m® — &;) Pog + 1 (£m° — 2¢;) Py, .
# Co do vyznamu této soustavy souiadné viz K, II2 a moje pojednani

,Okolinedrnich a korelativnich plochdch, majicich v jednom bod? styk t¥etiho fddu“.
** E,I15.
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Jezto piimka p protne @ v bodé (psy, — Pas, 0, Ps4), obdrzime sou-
fadnice piimky p’, odpovidajici- pfimee p v £, klademe-li v (8)
)
P31
a soufadnice pHmky pt", odpovidajici pHimece p v 2—, klademe-li
tamtéz
DPss
n— —.
+1’a1
Je tudiz

P12=6D,3D33% (82053 — &1D3 3 — 6Pa3 P31 D34),
Pay=—36p,$p;3,
P's1=36p,3p,1,
(9) P'ru=—Ps1[483 D, §— e8P, 3 03 3+ &3 P5 § 1 12D05 D3Pur (P31, —Pas) +
+86p 3 P33 Pu+ 6PasPs1 (283053 + €105 1) (D1 — Do),
Plog=—Pas [33172 §—Dbeg9p, 3058 +4e2 058412093 05194 (D51, — Pas)—
— 36p, 3053 Das+ 6Pas sy (821’2 3126105 3) (D12 + Ds)];
Paa=—18p,3ps% (803 1 &.P5% -+ 2Ps3 P31 D12);s
pisV=— 18p, 3 p3i 1 (8053 — 81953 -+ 2P28031 P34),
p 35 =—36p,5p;3,
PiT )——361’23193 ) . :
g = —Psx [4e3p,§ —1388p, § 05 3+ &3 03§+ 12023031 P4 (Ds1, D2s) +-
&) +36p, 8 Py D1a— 603 Ps1 (28053 — €05 3) (P12 — P34)],
D= —pas 630, §—188,800, § 9y I+ 463 Py §+- 72023 15194 (D1, P2a) —
—36p, 3053 Pas 1 Bpas a1 (820§ — 28105 3) (Pra + ps4)],
pi= 60,3 P52 (82023 + 1053 — 623 P31 015)-
V obecném pripadé «) odpovidd tedy obecnému svasku piimek v Q
piimkovs plocha sedmého stupnd. Charakter transformace 2 je zdanlivé
slozity ; ukdzeme viak nyni, Ze lze snadno Q nahraditi jednodussimi
vztahy.
4. Kvadrika Q*
(10) 2 (3w, — 2,29) — A23 =0,
kde konstanta A jest libovolnd, je obecnd kvadrlka svazku (@), o némz

byla feé v odstavei 2. Soufadnice reciproké poléry ™ piimky p vzhledem
ke Ql jsou

p%)_—‘loay Pas =)\—P2 y 1031 —Psn(
2114 = — P14 — APs1, P21 = Pas— A3, 2’34 = ——D1s-
Klademe-li -

§'he = 6172%233 1(&apyd —apsd),
§'ay =8'5 =0, ’
1 = — Ps1[4e5 P, § — (Beye: + 361)1’2 3P+ eips S+
+ 12py3 P51P4 (Ps1y — Pas) + 6D2s P31 (282053 + 805 3) (P12 — Ps4)],



8y =—Pas [e305§ — (B8:8, + 361) P, 3 p,y % +-4edp,§ —
+ 12D33 05,91 (P31, — P2s) -+ 6Pas Pa1 (82253 + 28195 3) (P12 - P34)),
3’34 = 181’2%1’3‘{ (521’23 + 81?3?))
s"19=—18p,2p,2 (8apy} — &1p3 1),
3"23 =8"5, =0,
$"14=—Ps1[485 P, § — (138,86, +361) P, 3 ps 3 T e3p5¢ +
+ T2Pg5 03194 (D31, Dos) — 6P95 D31 (282172 §—&1p3})(Pr2e—pss)|s
"= —Das[e5 Py § — (1388, +364) p, 3 p, 1 462 p, ¢ +
4 12093031 Py (D31, Pas) + 6Pas D1 (82053 — 281 p5 3) (D12 + P50) ],
$"3a="6p, 3053 (82053 + &105 :'1})’
bude

(1) Pa=5"u-+136p,3p, 11’9;); Pk Y =5"a+ 36p,3p; 11’9?)

Ani s, ani §”; nejsou souradnice p¥imek, le¢ v piipads ¢). Klademe-li viak
(12) 28— — Q'ik “f— 39", 25" = 32 e — "t
tak Ze jest

Q12 =—12p,3p;3 (829, 3 — 8103 }),

Q1= — D1 [483 p, § — (11e185+ 360) Py 3 033+ 63 03§ +
~+ 18pgs Py {9’4 (D1, — Pes) 1 3P (D1, Pas) } —
— 6p33 D3y (82053 — &1P3 D (Pre "‘Pu)]y

(13) Qou=—Dpas[e3p,§ —(1le8 - 36}’)1’2 §p53 483 py 8+
+ 18pgs ps; | P4 (P31 —.Z’zs) 4 34 (P31, st)}
+ 6P23 P31 (8395 3 — 8103 3) (P12 + P34) ],

Qos=q35=05=0
"19=9"3=9"51=0,
9 1a=—Ds1[4e2 pa§ — (Te,8s+360) p, 3 P, % + e2pgs
~+ 18pgs 2731{39’4 (031 — P23) + P+ (Ps1, Pas) } +
+6p23 Ps1 82823 1 81953 (Pro—Dsd)],

(14) G =—pu[e3p§ — (T8, +364)p, 3 15} + 4] 05§ +
+ 18pss ps; {3904 (Ds1y — Pa3) + Pu (D31 1’25)}7—
~+ 6p2s P31 (8205 5 + €103 3) (P13 + Psa)],

2"5a=—12D,3p;% (&D2 3+ 81053),
jsou ¢’y soufadnice p¥{mky ¢" pole w, a ¢"s soufadnice piimky g¢” trsu O.
Dle (11) a (12) jest pak

(15) 2p,k_—qzk¢3a =+ 7210”2’311’*’
20" =3¢'n — ¢"a + 721’231’311’”"

Zvolime-li tudiz jakkoli p, jsou p¥imky p’, .pb, p, ¢, ¢” p¥imky prvé
soustavy téhoz hyperboloidu H). P#imka

(16) Xy = Pasy— P3 Xy =0
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je piimkou druhé soustavy na H) a protne ony piimky resp. v bodech

() 2Pas D31 (Psstty + Dasths) — (83053 —+ €105 3 + 2005 P31 Pi2) 4, =0,
PEV6Pgg Py; (Dagthy + Pashs) + (€2P93 €103 3 — 6P33 P31 P1o) 4, =0,
(BY) Dsythy A+ Pasthy — Pygthy =0,

(g') 4Pis P31 (Psrths + Pastes) -+ (820, 3+ 8195 3 — 4pas Ps1 P1s) 4y =0,

(¢") u,=0.
Jest tedy na H}
17 PGP P) =—13, Vg Y p)=—3,

coZ ovSem bez podtu plyne ze souvislosti Moutardovych kvadrik a
kvadrik @ s transformacemi 3, Ménime-li %, méni se H}; z pfimek
prvé soustavy jsou p’ a pt1) pevné, z pi¥imek druhé soustavy (16),
podél niz maji H» styk. P proménném A tvo¥i tedy H} svazek, ovSem
projektivni se svazkem (Q).
Né4§ vysledek se lehce modifikuje, protini-li p jednu z teen Dar-
boux-Segreovych nebo z teden konjugovanych. Protind-li p na p¥. Dar-
boux-Segreovu teénu £, splyvd ¢’ s teénou konjugovanou s ¢. Piimky
v, p&Y, pO, g” lezi pak v jedné roviné, kterd také ¢" obsahuje. Té&chto
pét piimek urduje kuzelose¢ku a méfime-li na ni dvojpoméry, trvaji
relace (17). Korelativni specialisace nastane, protind-li p teénu kon-
jugovanou s tednou Darboux-Segreovou.
Dosavadnimi vypodty prevedli jsme alohu, nalézti p¥imku p” pii-
slunou dané p¥mee p v 2 na stanoveni piimek g¢’, 9”; nebof pak jsou
2, pY okamzité urdeny relacemi (17). Tato nové duloha jest jedno-
dusgi; v rovmicich (13) a (14) nevyskytuji se totiZ p4, pas, tak Ze
opisuje-li primha p svazek, jehos vrchol P je v o a jehoé rovina m obsa-
huje 0, neméni se primky ¢, q".
b, Stanoveni piimek ¢', ¢” d4 se vSak znovu rozloziti v jedno-
dussi ukony. VSimnéme si nejprve piimky ¢’ pole w. Souiadnice jejiho
priseéiku y s p¥imkou
T3 == P3s® + Pa:%s =0,

t. j. s tenou OP, budte y;; soufadnice prisediku ¢ pFimky ¢" s pfimkou
Ty = Pagy — P31 =0,

t. j. s tetnou konjugovanou s OP, budte z;. Mime nejprve

Y1:Y2:Ys Ys=—05:0"19: P259'12: 0 : (D239 14 + P519'24),
213838358, = P30 19 Pas12: 0 (D230 1a — P51 54)-
Dosadime-li nyni z rovnic (13), dostdvdme
Y:Y2:Y1=—12P3sp; 3 (8305 — 803 3): 120,53 P (802§ — 8105 1)
:[Beg py§ — 2 (118,84 364)p, it + Del s § +
(18) ~+ 86033 31{ P4 (P31, — Pas) + 394 (D31, 025)} +
+ 12 Pas P31 P31 (8205 — 12, 3)],
(19) 2ri8y:8) ==4Pos P, 21453 Par:(8aPyd + 1053 — 4013 P31 Prs)-
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V rovnicich (19) vypadlo také py, a poloha bodu z zdvisi pouse na
roviné w a ne také na bodu P; jsou-li u; soufadnice 7, jest
2,18y 85 2, — 4w uf :du uy 10 (soud -+ gud — dw uyus).
Tedy (rovn. (6)): Bod 2 a rovina w odpovidaji si v pribusnosti X%/,
V rovnicich (18) schdzi zase py,. Poloka bodu y zdvisi tedy pouze na
bodu P; jsou-li z; soufadnice P, vychdzi
0y = 12222, (8,23 + &2}),
oYe =12x;23 (5,23 + g23),

20

w oYs=F'y (@1, %s) — 1242323 — 122,25 (823 + &323) 24,
e

©0) F, (21, a,) = — be2x§ — 22¢,8, 2323 — He2a§ +

—+ 36212y [y (1, %3) + 3Py (21, — 25)].

Mistem bodii samodruznych v transformaci (20) je kiivka C
(21) Fy (%), 29) — 120323 — 242,247, (8,23 + 8523) = 0.
Kiivkouw O\ je transformace (20) vplné uréena. Shleddvéame totiz oka-
mzité, Ze body P,y lezi na piimce s bodem O a .déli harmonicky O
a dal¥ (jediny) prisedik této piimky s Cr. C} jest obecn& Sestého Fddu
s pétindsobnym bodem v O, v némz jsou tednami obé teény asymptotické
i tfi teény Darboux-Segreovy. Stupeii miiZe se sniZiti tim, Ze nékterd
z téchto teden ndlezi kiivee. Pro tu vétev O\, jez se v O dotykd asympto-
tické tedny x,=x3—=0, plati rozvoj

v Da(ay

z, 24 (x4 T
Je tudiz* ErFdvost Ch v této vétvi rovna péti Sestindm kiivosti dotijkajict
se ji asymptotické krivky; stejné oviem ve vétvi, dotykajici se druhé
asymptotické tedny.

K vysledkiim zcela obdobnym vede ovSem piimka ¢” trsu O.
Jsou-li v; soufadnice roviny, spojujici ¢” s tednou = posx; + P32 =0
a m; soufadnice roviny spojujici ¢” s teénou konjugovanou, nalezneme
stejnou cestou jako vyse
w1y Wyt w, =43 1 dalay: (623 + g3 — 4w 202,):0,
ovy = 12u3u, (eu? 4 &u}),

(22) 0V =12u,u3 (s;u? - & u3),
0V =Fy (uy, th) + T2hmd w3 — 120,u, (g3 -+ &3 4y,
_ v3=0,
kde
22 Fy(uy, hg) = — 5&3 ul + 1de eudul —beuf —

— 362,05 [y (the, %) + Bpy (Ugy — 1y)].

* E, I19.
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Souvislost mezi P a w jest opét Z;. Transformace (22) je stejné jako
(20) urdena kuzelem I samodruznych rovin, jehoZ rovnice jest
(23) Fy (wyuy) + T22u3u3 — 24u,u, (equ3 4 &u3)u,=0.

Celkem tedy stanovime primku p', pFislusnow dané primece p v £,
andme-li 2, Q\ (tuto je wvoliti kdekoli ve svasku (Q)) a pFislusné Ch, I'h:
Primka p protindg jednu teCnw ¢ plochy II v O; bud P prisecik p .1,
7 rovnice (pt). Ddle bud® p(A) reciprokd poldra p vahledem ke @, P’ bod,
jemud pristusi w, a 7 rovina, jed piislusi bodu P v Z’g. Sestrojme
priseéik R (ridzng od.0) kfivky Ch s t, a teénou rovinu ¢ (risnou od )
pFimkow t ke T, Stanovme bod P” a rovinu =", incidentni s t, lak,
aby bylo

(ORPP") =(wonn") = —1.
Primky p»), PP'=¢q, (A'n")=q" urduji sborceny svazck; hledand.
primka P ndledi tomuto a jest wréena tim, Ze obsahuje bod, jemus pri-
slust w v X_;, nebo také tim, Ze ledi v roviné, jes pristusi bodu P v X,
nebo konecné dvojpomérem
24 @9P ) =1

6. V predchozim jsme poznali, jak lze sestrojiti Moutardovu
kvadriku, zndmeli Q) X, CM I’ Znimeli vSak @ a O}, mbZeme
sestrojiti 2, i ITh. O X, je to ihned patrno: Svazku rovin, jehoZ osou
jest obecnd p¥imka r trsu O, p¥slusi (v obecném p¥ipadé a)) kiivka
kubicks, jez jest urdena jednoznadné takto: M4 v O bod dvojny,
dotyk4 se zde obou vytvorujicich p¥imek @} (asymptotickych teden) a jeji
k¥ivosti zde jsou rovny ——é%kné,sobné k¥ivosti dotykajicich se jich vétvi CX,
a jeji t¥i body obratu lezi na reciproké poldre p¥imky » vzhledem ke QM.
Ale také I mfzZeme snadno uréiti. Transformaci X, pfejde totiz I
v kfivku

5+ 4k) e328 — [(14— 8k) &8, -+ 124|232} + (54 4k) e3§ +

25
(25) + 36125 (4 (%1, Z2) + Bpy (X1, —25)] — 242,207, (8123 + &923) =0.

Je-li tudiz jedno z &isel &, & rovno nule, pFejde CM v I'* prosté trans-
formaci X Je-li viak ¢,& = O (obecny pFipad a)), odeétéme (21) od (25);

obdrzime

(26) (B+2F)e2x§ 44 (k--1) ereqxiad + (54 2k) e3z§ =0.

Pro urdité & znamens rovnice (26) Sest p¥imek svazku (0, w), z nichz
kazdé obsahuje jeden (od O rizny) prisedik k¥ivek Ch a (25). Pii
proménném % znameng rovnice (26) jednomocnou involuei Sestého fddu I
ve svazku (0, w), projektivni se soustavou transformaci ;. I i Fedend
projektivita stanovi se snadno: dvakrdt poditand trojice teden Darboux-
Segreovych tvoii skupinu I;, pislu$nou hodnoté % =o0, dvakrite po-
¢itand trojice teden s onémi konjugovanych tvo¥i skupinu I;, pFislusnou

s,
2
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hodnoté £=—1, konedné trikrite pocitand dvojice teden asymptotickych
tvori skupinu I;, p¥isluSnou hodnoté £==—35. I\ sestrojime pak takto:
zvolme kteroukoli skupinu I; a stanovme prisediky p¥imek této skupiny
s C\; transformaci X, prislunou zvolené skupiné prejdou tyto prisediky
v Sest rovin; provedeme-li to se viemi skupinami I, obaluji vzniklé
roviny I, Z kiivek soustavy (svazku) (25) jsou pozoruhodny dvé:
kiivka piislu$nd hodnoté & —--3%, pro kterou vSech 36 préase¢ikt sCh

'splyne v O a jez je totozma s Ch +%. Druh4 jest kFivka piislusnd
hodnoté k—=—%; tato se rozpadd v 2,2,=0 a ve kiivku D} étvrtého ¥4du:

@n 2 (282 + 3h) w 3w} — 3 [y (21%5) + 34 (w1, — 23)] +
2 —1—2(811‘?—%—821‘3)%‘4:0.

Korelativné prejde C* transformaci Z_; v kuzel A étvrté tridy:

(28) (2282 + 62) u3ug —3[ s (s, 1) + Bps (s, —u)] +-2 (8203 - &1043 )us=0.
7. Promluvme kritce o tkolu: sestrojiti CM i I', zndme-li osku-
lagni kuzelosedky ¢y, ¢, €5 €4y €5 v O péti rovinnyeh prisekd plochy I7,
jichz tedny i, 5, 15, 4, t; v O musi byti oviem rizné*. Predpoklddejme,
Ze jsme jiz urdili transformace X, i svazek kvadrik (@) a v tomto
zvolili @) Oznadme ?; tednu konjugovanou s #; (3=1, 2...5), zvolme
na #; bod L a jim vedme p¥imku p jakkoli; A bud rovina (¢;p). Mou-
tardova kvadrika ¢; piislusnd ¢ jest uréena tim, Ze m4 v O styk druhého
Fadu s IT a dotykd se podél ¢; kuzele, jehoz vreholu piisludi rovina ¢; v2_,.
Naproti tomu pro Moutardovu kvadriku ¢’; p¥islu$nou #; dovedeme pouze
stanoviti poldrni rovinu (kazdého bodu na ¢ i na #; a tedy) kteréhokoli
bodu v w, ¢éim# ¢'; jest omezena na jisty svazek kvadrik @; bud ¢”; libo-
volng kvadrika z ®. Sestrojme poléry p’ p(A) p” p¥imky p resp. vzhledem
ke kvadrikém ¢, @, ¢/, a ve sborceném svazku uréeném témito poldrami
stanovme piimku o, lezici v @, i piimku o/, obsahujici 0. Bud déle A4 pra-
sedik @.%: a arovina (a’ %;). Na #; uréeme bod B a p¥imkou #; rovinu 3 tak aby
(OBLA)= (wfie)=—1.
Snadnou uvahou nahlédneme: opisuje-li ¢”; svazek &, jest jak fada
bodt B na ¥, tak svazek rovin § o ose ¢, projektivni s. . Specielné,
jelli ¢"i=w.0, jest B=0, f=0; jeli viak ¢”;=¢"; je bod B na Cr a3
dotykd se I''. KdyZ nyni misto p zvolime piimku, jez protind #; a kon-
strukei pravé popsanou opakujeme, dospéjeme misto k B, @ k fadé bodit B’
na ¢’; a ke svazku rovin §’ o ose #;. Jeli ¢";=w.0, jest B'=0, f'=w;
je-li viak ¢";=¢;, jest B'na Ok a 3’ dotyks se I'\, Rady bodové B, B’
jsou perspektivni, bud S; stfed perspektivity. Svazky rovin 8, 3 jsou
perspektivni; bud o; rovina perspektivity. Spojnice (od O riangch) prii-
sediki Ch s &, t'; obsahuje S.; priseénice (od o riznych) teéniyjch rovin I'
obsahujicich t), t; jest v o

¥ Netteba zdiraziiovati, e ¢,...¢; nejsou zcela libovolné, jesto ploiny
eleinent prvého, druhého, tietiho ¥4du jest urlen reésp. dvéma, tiemi, Ety¥mi z nich.
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Kiivka Sestého ¥ddu Ch urdena je t&mito podminkami: 1. md v O
pétindsobny bod, 2. tetnami v O jsou teény asymptotické a tedny
Darboux-Segreovy, 3. v téch vétvich, jez se dotykaji asymptotickych
teden, jest jeji kiivost rovna péti Sestindm ki¥ivosti piislusné asymptotické
kiivky, 4. spojnice priseéikd (od O riznych) C» s ¢; as?; jde bodem S;.
Celkem 15+4-5-2-+5=27 linedrnich podminek, jak je pro kfivku
$estého ¥4du tieba. Korelativng pro I'A.

8. Uloha, jak sestrojiti Ch a I'M z téchto podminek, nepat¥i vlastns
do rdmee, jejz jsem si vytkl; pfes to vénuji ji n&kolik slov. Je mozno
s vyhodon prevésti ji transformaci Z_; na sestrojeni D} a A\ Pro
kiivku &tvrtého fddu D} na pf. mdme tyto podminky: 1. méd v O bod
trojny a dotykd se zde teden Darboux-Segreovych, 2. prissetiky Drsf;as?;
lezi na piimee s bodem 8%, jemuz piisludi rovina o; v Z_s. Nélezi tedy DX
pétimocnému linedrnimu systému (D); kfivek ¢étvrtého fddu s pevnym
bodem, trojnym a pevnymi teénami v ném*. Budte u, w’ dvé libovolné
pfimky v o neprochdzejici bodem O. Obé kiivky rozpadajici se v trojici
teden Darboux-Segreovych a resp. v u, ', ndlezeji systému (D);. Uva-
Zujme nyni pomoeny linedrni prostor Sz o péti dimensich a v ném dvé
nadroviny (prostory o- étyfech dimensich) S, a §’;. V priiseéném prostoru
téchto nadrovin zvolme t¥i nezdvislé body L;, L,, L, a prolozme jimi
jakoukoli raciondlni normalni kiivku d&tvrtého Fidu %, néleZejici nad-
roviné S,. Mezi ¥adou bodf na w a na %, stanovme projektivitu 7, v niz
prise¢ikiim » s te¢nami Darboux-Segreovymi piislufeji body Ly, Ls, L.
Mimo obé& nadroviny S,, S, zvolme v Sy bod T a s ného promitnéme %,
kuzelem 1p,. Stanovme nyni biraciondlni korespondenci mezi @ a ¢, takto:
Jeli M kterykoli bod v w, protne piimka OM piimky wu, « resp.
v bodech N, N'. Bodu N piisludi v 7 jisty bod » na %, PiHmka Tn.
protne §', v bod$ . Bod m na T, urdeny rovnici (OMNN') = (Tmnmn')
pfitadime bodu J/. Snadno nahlédneme, Ze opisuje-li M kteroukoli
kiivkn systému (D);, opiSe m nadrovinny prasek kuzele 1,; nad to
kiivky systému (D); a nadroviny prostoru S; tvoii dva projektivni
systémy. Perspektivnim ¥addm bodovym na #; #;, jichz stfed je v %,
piisluseji patrné perspektivni Fady bodové na dvou vytvoiujicich
piimkdch kuzele v,; bud s; stfed této perspektivity. K¥ivka v w, p¥-
slu$nd v nasi korespondenci ¥ezu kuzele S; nadrovinou (s'; s’y 8’y s’y §'5),
je hledand D). Nehodldm se &ifiti o detailech konstrukee, zejména
o grafickém provedeni, at projekei S; v prostory o méné dimensich
¢i jinou realisaci S5. Je viak, a to jiz vzhledem ku predeilému odstavei,
podotknouti, Ze jest tyto uvahy modifikovati, jakmile nékterd z p¥imek
ti..uts ... ¥5 je teénou Darboux-Segreovou.

9. V tom pripadé zvlddtnim, kdy na p¥. ¢; =1, tedy teény #, a ¢;
jsou konjugované, dovedeme urciti ob& Moutardovy kvadriky ¢,, ¢,

4 ’ v s v I3 ’ Ve, . r
* R4d Ctyii k¥ivek systému (P); nelze ddle sniZiti Cremonovou transformaci-
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a tedy i prisesiky Ry, R, kiivky D* s pmkami ¢, ¢;. D* néle nyni
trojmoenému linedrnimu systému kiivek &tvrtého ¥ddu s trojnym bodem
v O, dotykajicich se zde teden Darboux-Segreovych a prochdzejicich
body R,, R;. Transformujeme-li tento systém inversi I vzhledem k nékteré
kuzelosedee, dotykajici se v R, Rj; resp. OR;, OR; pro O jako pél
inverse, obdrzime trojmocny linedrni systém (E); kiivek t¥etiho ¥idu
s pevnym dvojnym bodem v O a tiemi jednoduchymi pevnymi body
v prisedicich piimky R,R; s teénami Darboux-Segreovymi*; kiivka
D! prejde v tu kiivku E* systému (E)j, pro kterou oba (od O rizné)
prisediky s ¢, ¢/ (6=1,2,3) si odpovidaji v projektivité =/, ve kterou
prejde inversi I perspektivita o stiedu §’;. Nyni postupujeme jako v pii-
padé obecném. Zvolme v (K); libovolné nerozpadion k¥ivku E’. Déle zvolme
pomoceny linedrni prostor Sy o t¥ech dimensich a v ném kuzeloseSku £;;
stanovme projektivitu sz mezi svazkem (0, ®) a Fadou bodd na %, Témi
dvéma body na k4, jez piisluleji v # obéma teénim E’v O, vedme v S,
rovinu S, rtznou od roviny kuZelosedky %;, a mimo obé roviny zvolme
v S; bod T. Promitnéme %, s 7 kuZelem 1, a stanovme mezi @ a 1,
biraciondlni korespondenci takto: Je-li M kterykoli bod v @, protne
p¥imka OM pi¥imku R,R; a kiivku E’ (mimo v 0), resp. v bodech
N,N'. Primce OM piislusi v v bod % na ky; p¥imka T'n protne S’
v bodé #'. Bod m piimky T'n, urdeny podminkou (OMNN')= (nmTn’)
piitadime bodu M. Snadno nahlédneme, Ze, opisuje-li M kteroukoli
kiivku systému (F);, opiSe m kuZelosedku na y; systém (E); a systém
rovin v 83 jsou projektivni. Projektivité s/ mezi fadami bodd na ¢, ¢’
(i=1,2,3) prisludi perspektivita mezi dvéma vytvorujicimi pfimkami 1,
jejiz stfed bud s. Rovina (s;s;8;) protne v, v kuZelosedce, které pii-
slugi hledans E*.

Jestlize viak konednd vedle i, t; také na pi. &, #; jsou konjugo-
vané, zndme pro k¥ivku D! systému (D)s ¢ty¥i body R, R, Ry, Ry, ¢imz
jest omezena na svazek (D);, jsouc urdena tim, Ze jeji prasediky s #;, #;
lezi na.p¥imee se zndmym bodem §,’. Ale kiivky svazku (D), protinaji
¢, ¢y ve dvou perspektivnich ¥addch bodovych; bud S, stied této per-
spektivity. Prisediky primky S’ S, s ¢, a ¢, ndlezeji k¥ivee D}, &mz je
stanovena.

# I v systém kuZelosetek bylo lze pYevésti (D), ne viak symetricky vzhledem
k tedndm Darboux-Segreovym, ostatné neni ani t¥eba uzivati I, nybrz mohli jsme
zcela dobYe uvaZovati piimo (D),.



LES QUADRIQUES DE MOUTARD.
CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE PROJECTIVE INFINITESIMALE DES SURFACES.
PAR

EDOUARD CECH.
(RESUME DE I’ARTICLE PRECEDENT.)

Dans une lettre adressée en 1863 4 Poncelet, Moutard a établi
que les coniques osculatrices des différentes sections planes d'une surface
quelconque menées par une tangente fixe & un point simple forment
une quadrique. En 1880, Darboux a retrouvé la méme quadrique* que
pous appelerons, avec Wilezynski, la quadrique de Moutard.

Je ne connais aucun travail s’occupant de la liaison qui existe
entre les quadriques de Moutard appartenant aux diverses tangentes
d’un méme point de la surface. C’est I'étude de cette liaison qui forme
I'objet de mon mémoire. En supposant que le point O considéré soit le
point (0, O, O, 1), et le plan tangent @ & la surface proposée II en O
ait I’équation z; — 0, j'écris I'équation de IT sous la forme

Ear i ) B (o) 1 ) R

qui met en évidence la terne z3=—¢ 23 + & 23—0 des tangentes
4 osculation quadrique de Darboux**. IL’équation (7) de mon imémoire
donne alors la quadrique de Moutard appartenant 4 la tangente (2).
Partant de cette équation, on peut d’abord former une certaine série
de transformations birationnelles entre le plan tangent w et 'étoile O,
attachée & la surface, ce que jai déja fait ailleurs. En premier lien,
on fera correspondre &4 un point P du plan @ le plan polaire v de ce
point par rapport & la quadrique de Moutard appartenant & la droite
O P; ce sera la transformation X,. En second lieu, on prendra au
lieu de sz, le plan polaire w_; de P par rapport & la quadrique de
Moutard appartenant & la tangente conjuguée & O P; ce sera la trans-
formation X. ;. Enfin, ; étant une constante arbitraire, on construira
le plan 7, tel que le rapport anharmonique (@ 7w, 7w_3 ;) :# ;
ce plan correspondra au point P dans la transformation générale =
En appelant u; les coordonnées tangentielles, on trouve (6) comme les
équations de X, La transformation 2, est lindaire; elle fait correspondre
b un point arbitraire P du plan w son plan polalre par rapport & toutes

* Sur le contact des courbes et des surfaces, Bull. des Sc. math. et astr.,
2¢ sér., t. IV.
## V. Darboux, 1 c.
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les quadriques d'un certain faisceau (Q), défini comme suit: chaque
quadrique du faisceau a, en O, un_contact du second ordre avec II et
leur courbe d’intersection touche: en O toutes les trois tangentes & oscu-
lation quadrique. L’équation .d’'une quadrique arbitraire Q* du faisceau
(@) est (10). Pour £ 30, Z; est, en général, une transformation cubique.
La transformation X_; est identique avec celle qui avait été considérée
par Segre*. Connaissant la X, pour une valeur particuliére % (4=0), on
obtiendra aisément toutes les autres i I'aide de la proposition suivante:
A un faisceau arbitraire de plans de I’étoile O, correspond dans = une
courbe cubique rationnelle avec un point double en O, touchant ici les
deux tangentes asymptotiques, et dont les- points d’inflexion se trouvent

3\

A lintersection de la ponctuelle correspondante & ce faisceau dans la

1

transformation 3, avec les tangentes & osculation. quadrique; la courbure

: : ' 2k
de cette cubique dans une quelconque des deux branches en O est.— 5
fois celle de la courbe asymptotique correspondante. Dans ce qui suit,
on suppose connues les transformations .

Ces préliminaires admis, appelons 2 la transformation suivante dans
la variété de toutes les droites de I’espace: Une droite générale p coupe w
dans un point P; la droite p’ correspondante & p dans 2 est sa polaire
réciproque par rapport & la .quadrique de Moutard appartenant & la tan-
gente OP. Les coordonnées de p étant p,;=zy;— x;y;, celles de p’ sont
données par (9); celles de la droite p(—2 correspondante a p dons £2—*
sont (9'). Il est évident que la construction de p’, la droite p étant
donnée, " est entiérement équivalente au probléme proposé. Cette modi-
fication de la question, il est vrai, ne parait pas avantageuse, les
expressions (9) étant des polynomes du septitme degré en p;;; cependant.
il est facile de décomposer 2 en des éléments bien plus simples.

Une fois pour toutes, choississons une quadrique arbitraire, mais
fixe, Q\ du faisceau (¢), donnée par I’équation (10). Soit p() la polaire
réciproque de p par rapport & @. Or les droites p/, ptb, p(}) déter-
minent une série de génératrices rectilignes d'une quadrique réglée; soit
q' (") celle génératrice de cette série qui appartient & w (qui passe par 0),
Les coordonnées de ¢" et g” sont respectivement (13) et (14). Les
droites ¢’, g” étant connues, on construirait aisément p’ et p—2) & l'aide
des relations anharmoniques

(pX) ¢ p' pD)=—1, (pNq" p’ p-Y) = —3.
Voici une premiére réduction du probléme; car, en variant la droite p
dans un faisceau dont le centre P appartient & w et dont le plan s passe
par O, les droites ¢/, ¢” ne varient pas, comme le montrent tout de
suite les équations (13) et (14).

# Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una superficie. Rend
Ace. Lineei 1908.
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On peut pousser la réduction plus loin. Oeccupons nous d’abord
de la droite ¢". Soit, comme plus haut, P le point d’intersection de p
avec o, et 7 le plan p O; la droite ¢' du plan w coupe OP en y et la
tangente conjuguée en 2. Nous avons déjh que ces deux points restent
fixes, quand p déerit le faisceau (P7m); mais il y a de plus: le point #
dépend seulement du plan 7 et non plus du point P; le point y, au
contraire, ne dépend que du point P. C’est ce que montrent les for-
mules (18) et (19). La relation entre 7 et z n'est rien d’autre que X3, et
ne dépend ainsi que de I’élément du troisiéme ordre de la surface II.
Quant & y, on I'obtient comm’il suit: dans le plan o, l'équation (21)
définit une courbe fixe C* qui, en dehors de O, coupe OP en un seul
point R, et le point y est le conjugué harmonique de P par rapport
au couple OR. La droite ¢” conduit naturellement 4 un résultat cor-
rélatif, la courbe O} étant rémplagée par le cone I' donné par 1’équa-
tion (23). La courbe C} est, en général, du sixiéme ordre, elle a en O
un point quintuple dont les tangentes sont les deux tangentes asympto-
tiques et les trois tangentes & osculation quadrique; sa courboure dans
les deux premiéres branches est égale & + & de celle de la courbe
asymptotique correspondante.

La quadrique @* étant choisie et la courbe C} correspondante
étant connue, les transformations ;. et le cone I'* sont déjh déterminés;
dans le texte, je donne la construction qui cependant, dans le cas général,
n’est point simple,

A une autre occasion, je montrerai que l'on peut, & la place des
éléments introduits, en substituer d’autres plus simples et qui ont une
signification intrinséque visible; dans le travail présent, je me borne
a remarquer que la transformation X_; remplace I'' par une courbe plus
simple D}, donnée par l'équation (27). La courbe D) est, en général,
du quatriéme ordre; elle a un point triple en O, touchant ici les tan-
gentes &4 osculation quadrique.

En terminant je cherche encore de construire I'* et CA en supposant
connues les coniques osculatrices de cing sections planes de II. Je donne
une construction linéaire 4 l'aide d’un espace linéaire auxiliaire a eing
dimensions; dans le cas particulier ol deux de ces sections touchent
des tangentes conjuguées, la construction seffectue tout entiére dans
I'espace ordinaire.
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